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BÀI GIẢNG TÓM TẮT 
MÔN ĐẠI SỐ A1  

(GV: Trần Ngọc Hội – 2019) 
 

CHƯƠNG 3 

KHÔNG GIAN VÉCTƠ 

§1. MỞ ĐẦU 
Trong phần này ta sẽ đưa một ví dụ mở đầu về không gian véctơ. 
Xét V là tập hợp tất cả những véctơ trong không gian. Ta biết rằng trên V có một phép 

toán cộng (+) các véctơ và một phép nhân (.) vô hướng với các véctơ. Những tính chất sau đây 
được kiểm trực tiếp từ định nghĩa: với u, v, w   ∈ V và α, β ∈ R ta có 

1. u v v u;+ = +
     

2. (u v) w u (v w);+ + = + +
       

3. 0 V,u 0 0 u u ;∃ ∈ + = + =
  

    

4. ( u) V, ( u) u u ( u) 0;∃ − ∈ − + = + − =


      
5. ( )u ( u) ;αβ = α β

   
6. ( )u u u;α + β = α + β

    
7. (u v) u v ;α + = α + α

     

8. 1.u u.=
   

Tập V với phép toán cộng các véctơ và phép nhân vô hướng với các véctơ có các tính chất 
trên được gọi là một không gian véctơ trên R. 

Bây giờ nếu đồng nhất các véctơ trong không gian với các tọa độ của chúng (trong hệ trục 
tọa độ trực chuẩn nào đó) thì có thể xem tập V gồm các véctơ ở trên như là tập hợp R3. Khi đó 
phép toán cộng các véctơ và phép nhân vô hướng với các véctơ được diễn tả trong R3 như sau: 

Với u = (x1, y1, z1), v = (x2, y2, z2) là hai phần tử của R3 và α ∈ R, ta có 

u + v = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2);  αu = (αx1, αy1, αz1). 

Chú ý rằng khi đó 0


 được đồng nhất với phần tử (0, 0, 0) và u−
  được đồng nhất với phần 

tử (–x1, –y1, –z1). Dễ thấy rằng khi thay các véctơ u, v, w    trong không gian bằng các tọa độ 
tương ứng của chúng thì các tính chất 1–8 vẫn còn nghiệm đúng. Do đó ta nói R3 là một không 
gian véctơ trên trường R với các phép cộng và phép nhân vô hướng như trên. 

 
§2. ĐỊNH NGHĨA VÀ TÍNH CHẤT CĂN BẢN 

Trong §1 ta đã đưa ra một số ví dụ cụ thể về không gian véctơ. Sau đây ta sẽ định nghĩa 
“không gian véctơ” một cách tổng quát. 
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2.1. Định nghĩa. Cho V là một tập hợp khác ∅. Ta nói V là một không gian véctơ trên K 
(K = Q, R hay C) nếu trong V : 

i) Tồn tại một phép toán “cộng véctơ”, tức là một ánh xạ 

V × V → V 

 (u, v) → u + v 
ii) Tồn tại một phép “nhân vô hướng với véctơ”, tức là một ánh xạ 

K × V → V 

(α, u) → αu 

thỏa các tính chất sau: với u, v, w ∈ V và α, β ∈ K: 
1. u + v = v + u; 
2. (u + v) + w = u + (v + w); 

3. ∃ 0 ∈ V, u + 0 = 0 + u = u; 

4. ∃ (–u) ∈ V, (–u) + u = u + (–u) = 0; 

5. (αβ)u = α(βu); 

6. (α + β)u = αu +βu; 

7. α(u + v)u = αu + αv; 
8. 1.u = u. 

Khi đó 

• Mỗi phần tử u ∈ V là một véctơ. 

• Mỗi số α ∈ K là một vô hướng. 

• Véctơ 0 là véctơ không.  

• Véctơ (–u) là véctơ đối của u. 
Sau đây ta sẽ đưa ra vài ví dụ cơ bản về không gian véctơ. 

1) Tập Kn = {u = (x1, x2, ..., xn)xi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n} (K = R hay C) với phép toán cộng véctơ 
và phép nhân vô hướng với véctơ định bởi: 

u + v = (x1 + y1, x2 + y2, ... , xn + yn), 

αu = (αx1, αx2, ..., αxn), 

với u = (x1, x2, ..., xn), v = (y1, y2, ..., yn)∈ V và α ∈ K, là một không gian véctơ trên K với véctơ 
không là 0 = (0, 0, ... 0) và véctơ đối của véctơ u = (x1, x2, ..., xn) là (–u) = (–x1, –x2, ..., –xn). 

2) Tập V = Mmxn(K) gồm các ma trận mxn với các hệ số trong K là một không gian véctơ 
trên K với phép cộng véctơ là phép cộng ma trận thông thường và nhân vô hướng với véctơ là 
phép nhân thông thường một số với ma trận, trong đó véctơ không là ma trận không và véctơ 
đối của A = (aij) là (–A) = (–aij). 

3) Tập V = K[x] 

 = {p(x) = anxn + ... + a1x + a0x + a0 n ∈ N, ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ n} 
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gồm các đa thức theo x với các hệ số trong K là một không gian véctơ trên K với phép cộng 
véctơ là phép cộng thông thường các đa thức và phép nhân vô hướng với véctơ là phép nhân 
thông thường một số với một đa thức. 

4) Với mỗi số nguyên n ≥ 1, tập 

V = Kn[x] = {p(x) = anxn + ... + a1x + a0 ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ n} 

gồm các đa thức theo x bậc ≤ n, với các hệ số trong K là một không gian véctơ trên K với cộng 
véctơ và phép nhân vô hướng với véctơ là các phép cộng đa thức và nhân một số với đa thức 
thông thường (như trong 3) là một không gian véctơ trên trường K. 

5) Với I là một khoảng trong R, các tập sau: 

C(I, R) = {K: I → RK liên tục trên I}; 
Ck(I, R) = {K: I → RK khả vi liên tục cấp k trên I}; 
C∞(I, R) = {K: I → RK khả vi liên tục mọi cấp trên I} 

là các không gian véctơ trên R, với phép cộng véctơ là phép cộng hàm thông thường và phép 
nhân vô hướng với véctơ là phép nhân thông thường một số với một hàm. 

2.2. Mệnh đề. Cho V là một không gian véctơ trên K. Khi đó với mọi u ∈ V và α ∈ K ta 
có 

i)  αu = 0 ⇔ (α = 0 hay u = 0). 
ii)  (–1)u = –u. 

 
Từ đây về sau ta ký hiệu V là một không gian véctơ trên trường K (K = Q, R hay C). 
 

§2. TỔ HỢP TUYẾN TÍNH  

2.1. Định nghĩa. Cho u1, u2, ..., uk ∈ V. Một tổ hợp tuyến tính của u1, u2,..., uk là một 
véctơ có dạng: 

u = α1u1 + α2u2 + ... + αkuk 

với αi ∈ K (1 ≤ i ≤ k). 

2.2. Tính chất. 1) u là tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ..., uk khi và chỉ khi phương trình α1u1 
+ α2u2+ ... + αkuk = u có nghiệm (α1, α2, ..., αk)∈ Kk. 

2) Tổng của hai tổ hợp tuyến tính, tích của một số với một tổ hợp tuyến tính cũng là các 
tổ hợp tuyến tính (của u1, u2,..., uk): 

k k k

1 i 1 i i i i
i 1 i 1 i 1

u u ( )u
= = =

α + β = α + β∑ ∑ ∑ ; 
k k

i i i i
i 1 i 1

u ( )u
= =

 
α α = αα 

 
∑ ∑ . 

3) Véctơ không 0 luôn luôn là một tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ..., uk vì  
0 = 0u1 + 0u2 + ... + 0uk. 

4) Mỗi véctơ ui, 1 ≤ i ≤ k là một tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ..., uk vì 
ui = 0u1 + ... + 0ui – 1 + 1ui + 0ui + 1 + ... + 0uk 
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Tổng quát hơn, mọi tổ hợp tuyến tính của u1, u2,...,uj (1 ≤ j ≤ k) đều là tổ hợp tuyến tính 
của u1, u2, ...,uj, uj + 1,..., uk vì: 

α1u1 + α2u2 +...+ αjuj = α1u1 + α2u2 +...+ αjuj + 0uj+1 +...+ 0uk 
4) Mọi tổ hợp tuyến tính của u1, u2,... ,uk–1, uk đều là tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ..., uk–1 

khi và chỉ khi uk là một tổ hợp tuyến tính của u1, u2,..., uk–1. 

2.3. Hệ quả. Cho u1, u2, ..., uk là k véctơ trong Kn với uj = (u1j, u1j, ..., unj), 1 ≤ j ≤ k: 
u1 = (u11, u21 ..., un1) 

u2 = (u12, u22 ..., un2) 

................................ 

uk = (u1k, u2k ..., unk) 

Khi đó véctơ u = (b1, b2, ..., bn) ∈ Kn là tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ..., uk khi và chỉ khi hệ 
phương trình tuyến tính UX = B, trong đó  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
;

..... ...... ... ...... ...
...

k

k

n n nk n

u u u b
u u u b

U B

u u u b

   
   
   = =
   
   
   

 

có nghiệm X. 
2.4. Thuật toán kiểm tra véctơ u là tổ hợp tuyến tính của  u1, u2, ..., uk trong Kn: 

Bước 1: Lập hệ phương trình tuyến tính UX = B, trong đó  ( )T T T
1 2 kU u u u=  là  

ma trận có được bằng cách dựng u1, u2, ..., uk thành các cột, ( )T; B u=  là ma trận có được bằng 
cách dựng u thành cột. 

Bước 2: Khảo sát hệ AX = B. 

• Nếu hệ AX = B có nghiệm thì u là một tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ... , uk. Khi đó 

u = α1u1 + α2u2 + ... + αkuk 

với (α1, α2, ..., αk) là nghiệm của hệ AX = B. 

• Nếu hệ AX = B vô nghiệm thì u không là tổ hợp tuyến tính của u1, u2, ... , uk.  
 

Ví dụ. 1) Trong không gian R4 cho các véctơ: 
u1 = (1, 1, 1, 1); 
u2 = (2, 3, –1, 0); 
u3 = (–1, –1, 1, 1); 
u4 = (1, 2, 1, –1) 

Tìm điều kiện để véctơ u = (a1, a2, a3, a4) là một tổ hợp tuyến tính của: 
a) u1, u2, u3; 
b) u1, u2, u3, u4. 
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Đáp số: a) a1 + a4 = a2 + a3. 
b) Mọi véctơ u =(a1, a2, a3, a4) ∈ R4 đều là tổ hợp tuyến tính của u1, u2, u3, u4.  

  
§3. ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH – PHỤ THUỘC TUYẾN TÍNH 

3.1. Định nghĩa. 1) Cho u1, u2, ..., uk ∈ V. Xét phương trình: 

α1u1 + α2u2 + ... + αkuk = 0    (1) 

Nếu (1) chỉ có nghiệm tầm thường α1= α2 =...= αk = 0 thì ta nói u1, u2, ..., uk (hay {u1, u2, 
..., uk}) độc lập tuyến tính. 

Nếu ngoài nghiệm tầm thường, (1) còn có nghiệm khác thì ta nói u1, u2, ..., uk (hay {u1, 
u2, ..., uk} ) phụ thuộc tuyến tính. 

Nói cách khác,  

• u1, u2, ..., uk độc lập tuyến tính khi và chỉ khi với mọi α1, α2, ..., αk ∈K ta có 

α1u1 + α2u2+ ... + αkuk = 0 ⇒ α1 = α2 = ... = αk = 0. 

• u1, u2, ..., uk phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi tồn tại α1, α2, ..., αk ∈ K không đồng 
thời bằng 0 sao cho: 

α1u1 + α2u2+ ... + αkuk = 0. 

2) Tập con S ⊆ V được gọi là độc lập tuyến tính nếu mọi {u1, u2, ..., uk} ⊆ S (k ∈ N tuỳ 
ý) đều độc lập tuyến tính. Nếu S không độc lập tuyến tính, ta nói S phụ thuộc tuyến tính. 

Ví dụ. Trong không gian R3 cho các véctơ: 
u1 = (1, 2, –3); u2 = (2, 5, –1); u3 = (1, 1, –8) 

ta có 

• u1, u2 độc lập tuyến tính. 

• u1, u2, u3 phụ thuộc lập tuyến tính. 
3.2. Nhận xét. Các véctơ u1, u2, ... , uk phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi tồn tại véctơ ui 

“phụ thuộc” vào các véctơ khác theo nghĩa véctơ ui được biểu diễn dưới dạng tổ hợp tuyến tính 
của các uj, 1 ≤ j ≠ i ≤ k.  

• Nếu u1, u2, ... , uk phụ thuộc tuyến tính thì có α1, α2, ... , αk ∈ K không đồng thời bằng 

0, giả sử αi ≠ 0, sao cho 
k

j j
j 1

u 0
=

α =∑ . Suy ra: ∑
≠

α
α

−=
ij

jj
i

i u1u . 

• Nếu có ui sao cho: ∑
≠

β=
ij

jji uu  thì 
k

j j
j 1

u 0
=

β =∑ , trong đó βi = –1 ≠ 0. 

 

Với u1, u2, ... , uk là k véctơ trong Kn: 

u1 = (u11, u21 ..., un1) 

u2 = (u12, u22 ..., un2) 



 6 

................................ 

uk = (u1k, u2k ..., unk) 

ta có u1, u2, ..., uk độc lập tuyến tính khi và chỉ khi hệ phương trình tuyến tính UX = 0, trong đó 

11 12 1k

21 22 2k

n1 n2 nk

u u ... u
u u ... u

U
..... ...... ... ......
u u ... u

 
 
 =
 
 
 

 

chỉ có nghiệm tầm thường X = 0. Mặt khác, 

Hệ UX = 0 chỉ có nghiệm tầm thường X = 0 

⇔ Ma trận U có hạng là r(U) = k. 

⇔ Ma trận A = UT có hạng là r(A) = k (do hai ma trận chuyển vị có cùng hạng). 

Nhận xét rằng ma trận U có được bằng cách dựng u1, u2, ..., uk thành các cột, nên ma trận A = 
UT có được bằng cách xếp u1, u2, ..., uk  thành các dòng. 

Từ đây ta suy ra hệ quả sau: 

3.3. Hệ quả. Cho u1, u2, ... , uk là k véctơ trong Kn. Gọi A là ma trận có được bằng cách 
xếp u1, u2, ..., uk thành các dòng. Khi đó 

u1, u2, ... , uk độc lập tuyến tính ⇔ A có hạng là r(A) = k. 
3.4. Thuật toán kiểm tra tính độc lập tuyến tính của các véctơ u1, u2, ..., uk trong Kn: 

Bước 1: Lập ma trận 

1

2

k

u
u

A

u

 
 
 =
 
 
 



 bằng cách xếp u1, u2, ..., uk thành các dòng. 

Bước 2: Dùng các phép BĐSCTD đưa A về dạng bậc thang R. Khi đó 

• Nếu R không có dòng 0 thì u1, u2, ... , uk độc lập tuyến tính. 

• Nếu R có ít nhất một dòng 0 thì u1, u2, ... , uk phụ thuộc tuyến tính. 

 Trường hợp k = n, ta có A là ma trận vuông. Khi đó có thể thay Bước 2 bằng Bước 2′: 

Bước 2′: Tính định thức detA: 

• Nếu detA ≠ 0 thì u1, u2, ... , uk độc lập tuyến tính. 

• Nếu detA = 0 thì u1, u2, ... , uk phụ thuộc tuyến tính. 

Ví dụ 1. Trong không gian R5 cho các véctơ: 
u1 = (1, 2, –3, 5, 1); 
u2 = (1, 3, –13, 22, –1); 
u3 = (3, 5, 1, –2, 5); 
u4 = (2, 3, 4, –7, 4); 
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Hãy xét xem u1, u2, u3, u4 độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính.  
Đáp số: Phụ thuộc tuyến tính. 
Ví dụ 2. Trong không gian R3 cho các véctơ: 

u1 = (2m + 1, –m, m + 1) 

u2 = (m – 2, m – 1, m – 2) 

u3 = (2m – 1, m – 1, 2m –1) 

Tìm điều kiện để u1, u2, u3 độc lập tuyến tính trên R. 

Đáp số: m ≠ 0; m ≠ ± 1.  
 
§4. KHÔNG GIAN CON – TẬP SINH – CƠ SỞ VÀ SỐ CHIỀU  

4.1. Định nghĩa (không gian véctơ con). Cho W là một tập con khác ∅ của V. Ta nói W là 
một không gian véctơ con của V, kí hiệu W ≤ V, nếu W với phép cộng véctơ và phép nhân vô 
hướng với véctơ cảm sinh từ V, cũng là một không gian véctơ trên trường K. 

4.2. Định lý. Cho W là một tập con khác ∅ của V. Khi đó các khẳng định sau là tương 
đương: 

i) W ≤ V. 

ii) Với u, v ∈ W và α ∈ K, u + v ∈ W và αu ∈ W. 

iii) Với u, v ∈ W và α ∈ K, αu + v ∈ W. 
Chứng minh. 

i. ⇔ ii. Chiều thuận là hiển nhiên. Chiều đảo: 0 = 0u ∈ W và (–u) = (–1)u ∈W nếu u ∈ W.  

ii. ⇔ iii. Hiển nhiên 
Ví dụ.1) W = {0} và V là các véctơ con của V. Ta gọi đây là các không gian con tầm 

thường của V.  
2) Trong không gian R3, đường thẳng (D) đi qua gốc tọa độ O là một không gian con của 

R3. 
3) Trong không gian R3, mặt phẳng (P) đi qua gốc tọa độ O là một không gian véctơ con 

của R3. 

4) Cho a1, ..., an ∈ K và b ∈ Kn\{0} Đặt: 

W1 = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | a1x1 + ... + anxn = 0}; 

W2 = {(x1, ..., xn) ∈ Kn | a1x1 + ... + anxn = b}. 

Ta có W1 ≤ Kn nhưng n
2W ≤    

4.3. Định lý. Giao của một họ tuỳ ý các không gian con của V cũng là một không gian con 
của V. 

Chứng minh. Cho {Wi}i∈I là một họ những không gian con của V. Đặt: 
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{ }Ii,WuWW ii
Ii

∈∀∈==
∈
 . 

• W ≠ ∅ vì 0 ∈ W. 

•   ∀ u, v ∈ W, ∀α ∈ K, αu + v ∈ W vì αu + v ∈ Wi, ∀i ∈ I. 
Chú ý. Hợp của hai không gian con của V không nhất thiết là một không gian con của V 

(xem bài tập). 

Bây giờ cho S  ⊆ V. Gọi {Wi}i ∈ I là họ tất cả những không gian con của V có chứa S (họ 
này khác rỗng vì có chứa V). Đặt: 

i
Ii
WW

∈
=   

Khi đó 
• W là không gian con nhỏ nhất của V có chứa S.  
Ta gọi 
•  W là không gian con sinh bởi S, kí hiệu W = < S >. 
• S là tập sinh của W. 
• Nếu S hữu hạn S = {u1, u2,..., un} thì ta nói W = < S > là không gian con hữu hạn sinh bởi 

u1, u2,..., un và kí hiệu W = < u1, u2,..., un >. 
4.4. Định lý. Cho ∅ ≠ S ⊆ V. Khi đó không gian con của V sinh bởi S là tập hợp tất cả 

những tổ hợp tuyến tính của một số hữu hạn nhưng tùy ý các véctơ trong S, nghĩa là 
< S > = {u = α1u1 + ... + αnun | n ∈ N, ui ∈ S, αi ∈ K, ∀ 1 ≤ i ≤ n} 

Chứng minh. Đặt 
W = {u = α1u1 + ... + αnun | n ∈ N, ui ∈ S, αi ∈ K,  

∀ 1 ≤ i ≤ n} 
Ta có 

• W là không gian con của V. 
• W là không gian con nhỏ nhất chứa S. 

 
Chú ý. 1) Nếu S = ∅ thì <S> = {0}. 
2) Nếu S = {u1, u2,..., un} thì < S > = {α1u1 + α2u2 + ... + αnun  αi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n}. 
3) Nếu S ≤ V thì < S > = S. 
4) Cho S ⊆ V và W ≤ V. Khi đó S ⊆ W ⇔ < S > ≤ W. 
5. Nếu S1 ⊆ S2 ⊆ V thì < S1 > ≤ < S2 >. 
4.5. Định nghĩa. Một tập hợp con B của không gian véctơ V được gọi là một cơ sở của V 

nếu B là một tập sinh độc lập tuyến tính. 
4.6. Bổ đề. Giả sử V sinh bởi m véctơ u1, u2, ... , um : V = < u1, u2, ... , um >. Khi đó mọi tập 

hợp con độc lập tuyến tính của V có không quá m phần tử. 
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Chứng minh. Cho S là một tập hợp con của V chứa n > m phần tử: v1, v2, ... , vn. Vì                 
V = < u1, u2, ... , um > nên mỗi véctơ vj (1 ≤ j ≤ n) được biểu diễn dưới dạng tổ hợp tuyến tính 
của u1, u2, ... , um: 

1
; .

m

j ij i ij
i

v a u a K
=

= ∈∑  

Đặt A = (aij)mxn. Vì m < n nên hệ phương trình tuyến tính AX = 0 có nghiệm không tầm thường, 

tức là có x1, x2, ..., xn ∈ K không đồng thời bằng 0 sao cho 
n

i j j
j 1

a x
=
∑  với mọi i = 1, 2,.., m. Khi đó 

n n m m n

1 1 n n j j j i j i i j j i
j 1 j 1 i 1 i 1 j 1

x v ... x v x v x a u a x u 0
= = = = =

  
+ + = = = =       

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Suy ra S phụ thuộc tuyến tính. 
4.7. Hệ quả và định nghĩa. Nếu V có một cơ sở B hữu hạn gồm m phần tử:  

B = {u1, u2, ... , um} 
thì mọi cơ sở khác của V cũng hữu hạn và có đúng m phần tử. Khi đó ta nói V là một không 
gian véctơ hữu hạn chiều trên K và số nguyên m được gọi là số chiều (dimension) của V trên K, 
kí hiệu là dimKV = m hay dimV = m. Trong trường hợp ngược lại, ta nói V là một không gian 
véctơ vô hạn chiều trên K, kí hiệu là dimKV = ∞ hay dimV = ∞.  

4.8. Một số tính chất. Cho V là một không gian véctơ hữu hạn chiều trên K với dim V = 
n. Ta có 

i) Mọi tập con của V có nhiều hơn n phần tử đều phụ thuộc tuyến tính. 

ii) Mọi tập con của V có ít hơn n phần tử không thể là tập sinh của V. 

iii) Cho S là một tập con độc lập tuyến tính của V và u ∈ V là một véctơ sao cho u ∉< S >. 
Khi đó tập hợp S1 = S ∪ {u} độc lập tuyến tính. 

iv) Mọi tập hợp con độc lập tuyến tính gồm n phần tử của V đều là cơ sở của V. 
v) Mọi tập hợp sinh của V gồm n phần tử đều là cơ sở của V. 
vi) (Về cơ sở không toàn vẹn) Cho S là một tập con độc lập tuyến tính của V. Khi đó tồn 

tại một cơ sở B của V sao cho B ⊇ S. Nói cách khác, nếu S không phải một cơ sở của V thì ta có 
thể thêm vào S một số véctơ để được một cơ sở của V. 

vii) Cho S là một tập sinh của V. Khi đó tồn tại một cơ sở B của V sao cho B ⊆ S. Nói 
cách khác, nếu S không phải là một cơ sở của V thì ta có thể loại bỏ ra khỏi S một số véctơ để 
được một cơ sở của V. 

viii) Mọi không gian con W của V đều hữu hạn chiều, hơn nữa nếu W ≤ V và W ≠ V thì 
dim W < dim V.  

Ví dụ. 1) Không gian Kn là một không gian véctơ hữu hạn chiều trên K với dimKn = n do 
Kn có một cơ sở là B0 = {e1, e2, ..., en} trong đó 

e1 = (1, 0, 0,..., 0) 

e2 = (0, 1, 0,..., 0) 
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............................ 

e = (0, 0,..., 0, 1) 

Ta gọi B0 là cơ sở chính tắc của Kn trên K. 

2) Không gian Mmxn(K) là một không gian véctơ hữu hạn chiều trên K với dim Mm×n(K) = 
mn với cơ sở B0 = {Eij | , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}, trong đó Eij là ma trận loại m×n chỉ có một hệ số 
khác 0 là 1 tại dòng i cột j. Ta gọi B0 = {Eij | , 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} là cơ sở chính tắc của 
Mmxn(K) trên K. 

3) Không gian Kn[x] gồm các đa thức theo x bậc ≤ n với hệ số trong K, là một không gian 
véctơ hữu hạn chiều trên K với dim Kn[x] = n + 1 với một cơ sở là B0 = {1, x, ... xn}. Ta gọi B0 
= {1, x, ... xn} là cơ sở chính tắc của Kn[x]. 

4) Không gian K[x] gồm tất các đa thức theo x bậc với hệ số trong K, là một không gian 
véctơ vô hạn chiều với một cơ sở vô hạn B0 = {1, x, x2,...}.  

Nhận xét. Vì dim Kn = n nên mọi cơ sở của Kn phải gồm đúng n véctơ. Hơn nữa, do 4.8: 
Với B = {u1, u2, ... , un} là một tập con gồm đúng n véctơ của Kn, ta có 

B = {u1, u2, ... , un} là một cơ sở của Kn 

⇔ u1, u2, ... , un độc lập tuyến tính 

⇔ detA ≠ 0, trong đó A là ma trận có được bằng cách xếp u1, u2, ... , un thành các dòng. 

 
4.9. Thuật toán kiểm tra  {u1, u2, ... , un}là một cơ sở của Kn: 

Bước 1: Lập ma trận 

1

2

n

u
u

A

u

 
 
 =
 
 
 



 bằng cách xếp u1, u2, ..., un thành các dòng. 

Bước 2: Tính định thức detA: 

• Nếu detA ≠ 0 thì {u1, u2, ... , un} là một cơ sở của Kn. 

• Nếu detA = 0 thì {u1, u2, ... , un} không là cơ sở của Kn. 

Ví dụ. 1) Trong không gian R4, các véctơ 
u1 = (1, 1, 1, 1) 
u2 = (2, 3, –1, 0) 
u3 = (–1, –1, 1, 1) 
u4 = (1, 2, 1, –1) 

tạo thành cơ sở của R4. 
2) Trong không gian R3, các véctơ 

u1 = (2m + 1, – m, m + 1) 

u2 = (m – 2, m – 1, m – 2) 
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u3 = (2m – 1, m – 1, 2m –1) 

tạo thành một cơ sở của R3 khi và chỉ khi m 0, 1≠ ± . 

 
§5. KHÔNG GIAN DÒNG  

5.1. Định nghĩa. Cho ma trận A = (aij) loại m×n với hệ số trong K: 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
..... ...... ... ......
a a ... a

 
 
 =
 
 
 

 

Đặt: 
u1 = (a11, a12, ... , a1n) 
u2 = (a21, a22, ... , a2n) 
.................................. 
um = (am1, am2, ..., amn) 

và WA = <u1, u2, ..., um>. Ta gọi u1, u2, ..., um là các véctơ dòng của A, và WA là không gian 
dòng của A. 

Ghi chú. dimWA còn được gọi là hạng của hệ véctơ u1, u2, ..., um. 
5.2. Định lý. Nếu A và B là hai ma trận tương đương dòng thì WA = WB, nghĩa là A và B 

có cùng không gian dòng. 

Chứng minh. Cho A = (aij)m×n ∼ B = (bij)m×n. Đặt 
ui = (ai1, ai2, ..., ain) 

vi = (bi1, bi2,..., bin), 1 ≤ i ≤ m 
Cần chứng minh: < u1, u2, ..., um > = < v1, v2, ..., vm >. 

• A ∼ B ⇒ ∃ ma trận P = (pij)m×m , A = PB: 

∑
=

=
m

1k
kjikij bpa , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. 

Với mỗi 1 ≤ i ≤ m, 
m m m m

i ik k1 ik kn ik k1 kn ik k
k 1 k 1 k 1 k 1

u p b ,..., p b p (b ,..., b ) p v
= = = =

 
= = = 

 
∑ ∑ ∑ ∑  

Do đó < u1, u2, ..., um > ⊆ < v1, v2, ..., vm >.  

• B = P –1A nên bao hàm thức ngược lại cũng đúng. 

5.3. Nhận xét. Vì các véctơ dòng khác 0 của một ma trận dạng bậc thang luôn luôn độc 
lập tuyến tính nên chúng tạo thành một cơ sở của không gian dòng. Từ đây ta suy ra cách tìm số 
chiều và một cơ sở của không gian dòng của ma trận A như sau: 
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• Dùng các phép BĐSCTD đưa A về dạng bậc thang R. 
• Số chiều của không gian dòng WA bằng số dòng khác 0 của R (do đó bằng r(A)) và 

các véctơ dòng khác 0 của R tạo thành một cơ sở của WA. 
Ví dụ. Tìm số chiều và một cơ sở của không gian dòng của ma trận: 

1 2 1 1
2 5 1 4

A
5 11 2 8
9 20 3 14

− 
 
 =
 −
 

− 

 

Giải tóm tắt. Dùng các phép BĐSCTD ta có  

1 2 1 1 1 2 1 1
2 5 1 4 0 1 3 2

A R
5 11 2 8 0 0 0 1
9 20 3 14 0 0 0 0

− −   
   
   = =
   −
   

−   

 . 

R có dạng bậc thang với 3 dòng khác 0. Do đó dim WA = 3 và một cơ sở của WA là: 
{(1, 2, –1, 1); (0, 1, 3, 2); (0, 0, 0, 1)} 

5.4. Thuật toán tìm số chiều và cơ sở của không gian con W = < u1, u2, ..., um >: 

Bước 1. Lập ma trận 

1

2

n

u
u

A

u

 
 
 =
 
 
 



 bằng cách xếp u1, u2, ..., um thành các dòng. 

Bước 2. Dùng các phép BĐSCTD đưa A về dạng bậc thang R. 
Bước 3. Số chiều của W bằng số dòng khác 0 của R (do đó bằng r(A)) và các véctơ dòng 
khác 0 của R tạo thành một cơ sở của W. 
Ví dụ. 1) Tìm một cơ sở cho không gian con của R4 sinh bởi các véctơ u1, u2, u3, u4 trong 

đó 

u1 = (1, 2, 1, 1) 

u2 = (3, 6, 5, 7) 

u3 = (4, 8, 6, 8) 

u4 = (8, 16, 12, 20) 

Giải tóm tắt. Không gian W sinh bởi u1, u2, u3, u4 là không gian dòng của ma trận: 

1 2 1 1 1 2 1 1
3 6 5 7 0 0 1 2

.
4 8 6 8 0 0 0 1
8 16 12 20 0 0 0 0

A R

   
   
   = =
   
   
   

  
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Do đó W có dimW = 3 với cơ sở là : 

B = {(1, 2, 1, 1); (0, 0, 1, 2); (0, 0, 0, 1)} 

Nhận xét. Có thể kiểm chứng u1, u2, u3 độc lập tuyến tính. Do đó {u1, u2, u3} cũng là một 
cơ sở của W (do dimW = 3). 

2) Tìm một cơ sở cho không gian con của R4 sinh bởi các véctơ u1, u2, u3 trong đó 

u1 = (1, – 2, –1, 3) 

u2 = (2, – 4, – 3, 0) 

u3 = (3, – 6, – 4, 4) 

Không gian W sinh bởi u1, u2, u3 là không gian dòng của ma trận: 

1 2 1 3 1 2 1 3
A 2 4 3 0 0 0 1 6 R

3 6 4 4 0 0 0 1

− − − −   
   = − − − − =   
   − −   



 

W có dimW = 3 và một cơ sở B = {v1, v2, v3}, trong đó 

v1 = (1, –2, –1, 3) 

v2 = (0, 0, –1, –6) 

v3 = (0, 0, 0, 1) 
Nhận xét. Trong Ví dụ 2, ma trận dạng bậc thang R không có dòng 0 nên u1, u2, u3 độc 

lập tuyến tính, và do đó {u1, u2, u3} cũng là một cơ sở của W. 
 

§6. KHÔNG GIAN NGHIỆM  
6.1. Ví dụ minh họa. Cho W là tập tất cả các nghiệm (x1,x2,x3,x4) của hệ phương trình 

tuyến tính thuần nhất: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x 2x 3x 5x 0
x 3x 13x 22x 0
3x 5x x 2x 0
2x 3x 4x 7x 0

+ − + =
 + − + =
 + + − =
 + + − =

                                           (1) 

Ta giải hệ (1) bằng phương pháp Gauss: 

 A = 

1 2 3 5 1 2 3 5
1 3 13 22 0 1 10 17
3 5 1 2 0 0 0 0
2 3 4 7 0 0 0 0

− −   
   − −   
   −
   

−   

  

Vậy hệ đã cho tương đương với hệ sau: 

1 2 3 4

2 3 4

x 2x 3x 5x 0
x 10x 17x 0

+ − + =
 − + =

 

Chọn x3 = α, x4 = β, ta tính được: 
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1

2

x 17 29
x 10 17

= − α + β
 = α − β

 

Vậy hệ (1) có vô số nghiệm với hai ẩn tự do: 

1 2 3 4(x , x , x , x ) ( 17 29 ,10 17 ,  ,  )= − α + β α − β α β  

với α, β ∈ R tùy ý. Do đó 
W {( 17 29 ,10 17 , , )| ,  R}
   {( 17 ,10 , ,0) (29 , 17 ,0, )| ,  R}
   { ( 17,10,1,0) (29, 17,0,1)| ,  R}
   ( 17,10,1,0); (29, 17,0,1)

= − α + β α − β α β α β ∈
= − α α α + β − β β α β ∈
= α − + β − α β ∈
=< − − >

 

Đặt u1 = (–17,10,1,0); u2 = (29,–17,0,1). Ta có W = <u1, u2>, hơn nữa u1, u2 độc lập tuyến tính 
vì: 

1 2u u 0 ( 17,10,1,0) (29, 17,0,1) (0,0,0,0)
                 ( 17 29 ,10 17 , , ) (0,0,0,0)
                 0

α + β = ⇒ α − + β − =
⇒ − α + β α − β α β =
⇒ α = β =

  

Suy ra {u1, u2} là một cơ sở của W và dimW = 2. 
Ta gọi W là không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất (1) theo định 

nghĩa tổng quát sau: 

6.2. Định nghĩa. Cho ma trận A = (aij) loại m×n với hệ số trong K: 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
..... ...... ... ......
a a ... a

 
 
 =
 
 
 

 

và SA là tập tất cả các nghiệm (x1,x2,...,xn) của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất: AX = 0, 
nghĩa là tập tất cả các nghiệm của hệ: 

11 1 12 2 1n n

21 1 22 2 2n n

m1 1 m2 2 mn n

a x a x ... a x 0
a x a x ... a x 0
...............................................
a x a x ... a x 0

+ + + =
 + + + =


 + + + =

 

Khi đó SA là một không gian con của Kn. Ta gọi SA là không gian nghiệm của hệ phương trình 
tuyến tính thuần nhất AX = 0. 

6.3. Thuật toán tìm số chiều và một cơ sở của không gian nghiệm 
Xét lại Ví dụ minh họa 6.1 ta thấy SA có một cơ sở là {u1, u2} với u1= (–17,10,1,0);             

u2 = (29,–17,0,1). Dễ thấy: 

• u1 được suy từ nghiệm tổng quát bằng cách chọn α = 1, β = 0. 

• u2 được suy từ nghiệm tổng quát bằng cách chọn α = 0, β = 1.  
Ta gọi {u1, u2} là một hệ nghiệm cơ bản của (1). 
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Trường hợp tổng quát, thuật toán tìm số chiều và một cơ sở của không gian nghiệm SA 
của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất AX = 0, ta tiến hành các bước sau: 

Bước 1. Giải hệ AX = 0 tìm nghiệm tổng quát. 
Bước 2. Tìm một hệ nghiệm cơ bản của hệ AX = 0 như sau: Giả sử nghiệm tổng quát của 

hệ AX = 0 có k ẩn tự do 
1 2 sk k kx , x , ..., x .   

- Chọn 
1 2 sk k kx 1; x 0;...; x 0= = =  ta được nghiệm 

1ku . 

- Chọn 
1 2 sk k kx 0; x 1;...; x 0= = =  ta được nghiệm 

2ku . 

.......................................................... .............. 
- Chọn 

1 2 sk k kx 0; x 1;...; x 1= = = ta được nghiệm 
sku . 

Khi đó {
1 2 sk k ku ,u , ..., u } là một hệ nghiệm cơ bản. 

Bước 3. Không gian nghiệm SA có dimSA = s và một cơ sở là hệ nghiệm cơ bản 
{

1 2 sk k ku ,u , ..., u } đã tìm. 

Nhận xét. Có thể tìm hệ nghiệm cơ bản bằng cách tách các tham số như trong ví dụ minh 
họa 6.1. 
§7. KHÔNG GIAN TỔNG 

7.1. Định lý. Cho W1,W2,..., Wn là các không gian con của V. Đặt: 

W = { u1 + u2 + ... + unui ∈ Wi, 1 ≤ i ≤ n} 

Khi đó W là không gian con của V sinh bởi i
n

1i
WU

=
. Ta gọi W là không gian tổng của W1,W2,..., 

Wn, kí hiệu là 

W = W1 + W2 + ... + Wn. 
Chứng minh. 
a) W là không gian con của V. 

b) W là không gian con nhỏ nhất chứa i
n

1i
WUS

=
=  

Nhận xét. 

1) u ∈ W1 + W2 + ... + Wn ⇔ ∃ui ∈Wi (1 ≤ i ≤ n), u = u1 + ... + un. 

2) W1 + W2 + ... + Wn ≤ U ⇔ Wi ≤ U , ∀ 1 ≤ i ≤ n. 

7.2. Hệ quả. Cho W1, W2,..., Wn là các không gian con của V với Wi = < Si >. Khi đó 

W1 + W2 + ... + Wn = < i
n

1i
SU

=
> 

Ví dụ. 1) Trong R4 cho các véctơ: 

u1 = (1, 2, 1, 1)  v1 = (1, 2, 2, 3) 
u2 = (3, 6, 5, 7)  v2 = (2, 5, 2, 2) 
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u3 = (4, 8, 6, 8)  v3 = (3, 7, 4, 5) 
u4 = (8, 16, 12, 16)  v4 = (6, 14, 8, 10) 

Đặt W1 = < u1, u2, u3, u4 > và W2 = < v1, v2, v3, v4 >. Tìm một cơ sở và xác định số chiều của 
mỗi không gian W1 + W2 và W1 ∩ W2. 

Giải. W1 là không gian dòng của ma trận 

1

1 2 1 1 1 2 1 1
3 6 5 7 0 0 2 4

A
4 8 6 8 0 0 0 0
8 16 12 16 0 0 0 0

   
   
   =
   
   
   

  

Vậy W1 = < (1, 2, 1, 1); (0, 0, 2, 4) > . 
Tương tự W2 là không gian dòng của ma trận: 

2

1 2 2 3 1 2 2 3
2 5 5 6 0 1 1 0

A
3 7 7 9 0 0 0 0
6 14 14 18 0 0 0 0

   
   
   =
   
   
   

  

Vậy W2 = < (1, 2, 2, 3); (0, 1, 1, 0) >. 
Theo Hệ quả 7.2, không gian W1 + W2 sinh bởi các véctơ:  

(1, 2, 1, 1); (0, 0, 2, 4) ; (1, 2, 2, 3); (0, 1, 1, 0). 
Ta tìm một cơ sở của W1 + W2 : 

1 2 1 1 1 2 1 1
0 0 2 4 0 1 1 0

A
1 2 2 3 0 0 1 2
0 1 1 0 0 0 0 0

   
   
   =
   
   
   

  

Suy ra W1 + W2 có số chiều là 3 và một cơ sở là {(1, 2, 1, 1); (0, 1, 1, 0) ; (0, 0, 1, 2)}. 
Ta có u ∈ W1 ∩ W2 khi và chỉ khi tồn tại αi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 4 sao cho: 

1 2

3 4

1 2

1 3 1 3 4 1 2 3 4 1 2 3

1 2

1 2 3 4

u (1,2,1,1) (0,0,2,4)
    

u (1,2,2,3) (0,1,1,0)
u (1,2,1,1) (0,0,2,4)

;2 2 ; 2 2 ; 4 3
u (1,2,1,1) (0,0,2,4)

2 ; 0
u (1,2,2,3)   vôùi  

= α + α
 = α + α

= α + α
⇔ α = α α = α + α α + α = α + α α + α = α

= α + α
⇔ α = α = α α =
⇔ = α α ∈ 

 

Suy ra: W1 ∩ W2 có số chiều là 1 và một cơ sở là {(1, 2, 2, 3)}. 

7.3. Định lý. Cho W1, W2 là hai không gian véctơ con hữu hạn chiều của V. Khi đó W1 + 
W2 là không gian con hữu hạn chiều của V và  

dim(W1 + W2) = dim W1 + dim W2 – dim(W1 ∩ W2). 
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Chứng minh. Vì W1 ∩ W2 ≤ W1 và W1 hữu hạn chiều nên theo Hệ quả 4.13, W1 ∩ W2 
hữu hạn chiều. Gọi k = dim(W1 ∩ W2) và B0= {u1, u2, ..., uk} là một cơ sở của W1 ∩ W2. 

Ta có dim W1 ≥ k và dim W2 ≥ k . Đặt: 
m = dim W1 – k, 
n = dim W2 – k. 

Theo Định lý 4.11 ta có thể thêm vào B0 m véctơ  

v1, ..., vm ∈ W1 \ W2 
để được cơ sở B1 = {u1, ..., uk ; v1, ..., vm} của W1. Tương tự, ta có thể thêm vào B0 n véctơ  

w1, ..., wn ∈ W2 \ W1 
để được cơ sở B2 = {u1, ..., uk ; w1, ..., wn} của W2 . 

Ta chứng minh B = B1 ∪ B2 là cơ sở của W1 + W2.  

• B là tập sinh của W1 + W2.  

• B độc lập tuyến tính: 

Giả sử:  
k m n

i i j j r r
i 1 j 1 r 1

u v w 0
= = =

α + β + γ =∑ ∑ ∑  (1) 

Đặt: ∑
=

∈γ=
n

1r
2rr Www . Ta có   1

k

1i

m

1j
jjii Wvuw ∈













β+α−= ∑ ∑

= =

 

nên w ∈ W1 ∩ W2 và do đó w có dạng: 

∑
=

∈δδ=
k

1i
iii F,uw  

Ta viết: ∑ ∑
= =

δ=γ
n

1r

k

1i
iirr uw  hay  ∑ ∑

= −

=γ−δ
k

1i

n

1r
rrii 0wu  

Do tính độc lập tuyến tính của B2 ta suy ra: 

δ1 = ... = δk = γ1 = ... = γn = 0 
và (1) trở thành: 

∑ ∑
= =

=β+α
k

1i

m

1j
jji1 0vu  

Từ đây do tính độc lập tuyến tính của B1 ta suy ra: 

α1 = ... = αk = β1 = ... = βm = 0 
Vậy 

dim(W1 + W2) = card B = k + m + n = (k + m) + (k + n) – k = dimW1 + dimW2 – dim(W1 ∩ W2) 
. 

7.4. Định nghĩa. Cho W1, W2,..., Wn là các không gian con của V. Ta nói W là không gian 
tổng trực tiếp của W1, W2,..., Wn , kí hiệu là 
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1 2 nW W W ... W= ⊕ ⊕ ⊕  

nếu W = W1 + W2 + ... + Wn và i j
j i

W ( W )
≠

= ∅∑  với mọi 1≤ i ≤ n. 

7.5. Định lý. Cho W1, W2,..., Wn là các không gian con của V. Các mệnh đề sau tương 
đương: 

(i) 1 2 1 2... ... .n nW W W W W W+ + + = ⊕ ⊕ ⊕  

(ii) Mỗi véctơ 1 2 ... nu W W W∈ + + +  được viết duy nhất dưới dạng 1 2 ... nu u u u∈ + + +  với 
(1 ).j ju W j n∈ ≤ ≤  

(iii) Với mọi (1 ),j ju W j n∈ ≤ ≤  nếu 1 2 ... 0nu u u+ + + = thì 1 2 ... 0.nu u u= = = =  

(iv) Với mỗi cơ sở jB  của (1 ),jW j n≤ ≤  ta có 1 2 ... nB B B∪ ∪ ∪  là một cơ sở của 

1 2 ... .nW W W+ + +  

(v) 1 2 1 2dim ( ... ) dim dim ... dimn nW W W W W W+ + + = + + +  (trường hợp V hữu hạn chiều). 

 

§8. TỌA ĐỘ VÀ MA TRẬN CHUYỂN CƠ SỞ 
8.1. Định lý. Cho B = (u1, u2, ..., un) là một cơ sở được sắp của không gian véctơ V trên K. 

Khi đó, với mọi u ∈ V, phương trình 

α1u1 + α2u2 + ... + αnun = u  (1) 

luôn luôn có duy nhất một nghiệm. Gọi 0 0 0
1 2 n( , , ..., )α α α  là nghiệm của (1). Ta đặt 

0
1
0
2

0
n

[u]  = 
....

 α
 

α 
 
 
 α 

B : Tọa độ của véctơ u trong cơ sở B. 

Như vậy, 
0
1
0

0 0 02
1 1 2 2 n n

0
n

[u]  = u u u ... u
....

 α
 

α 
⇔ = α + α + + α 

 
 α 

B  

Chứng minh. Phương trình (1) có nghiệm do B là một tập sinh của V. 
Nghiệm duy nhất. Giả sử 

   u = α1u1 ++ .. + αnun = β1u1 + β2u2 + .. + βnun.   
Khi đó 

  (α1 – β1)u1 + (α2 – β2)u2 + ... + (αn – βn)un = 0 
nên do tính độc lập tuyến tính của B ta có 
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α1 – β1 =  α2 – β2 = ...= αn – βn = 0 
hay   

α1 = β1,  α2 = β2 ,  ..., αn = βn. 
 
Điều này chứng tỏ nghiệm của (1) là duy nhất. 

 8.2. Thuật toán tìm tọa độ của véctơ u  trong cơ sở (u1, u2, ..., un) của Kn: 

Bước 1: Lập hệ phương trình tuyến tính UX = B, trong đó  ( )T T T
1 2 nU u u u=  là  

ma trận có được bằng cách dựng u1, u2, ..., un thành các cột, ( )T; B u=  là ma trận có được bằng 
cách dựng u thành cột. 

Bước 2: Giải hệ UX = B. Nghiệm (duy nhất) của hệ này là tọa độ của u trong cơ sở                  
(u1, u2, ..., un).  

8.3. Nhận xét. Đối với cơ sở chính tắc B0 = {e1, e2, ..., en} của không gian Kn, ta có 

   
 0

1

2n
1 2 n

n

b
b

u (b , b ,..., b ) R ,[u]
....
b

 
 
 ∀ = ∈ =
 
 
 

B . 

Nói cách khác, tọa độ của véctơ u theo cơ sở chính tắc B0 của Kn chính là ma trận cột tương ứng 
của u. 

Ví dụ. 1) Trong không gian R3, mọi véctơ u = (a, b, c) có tọa độ theo cơ sở chính tắc B0 
là: 

 0

a
[u] b

c

 
 =  
 
 

B  

2) Trong không gian R3, cho các véctơ: 

u1 = (1, 2, 1) 

u2 = (1, 3, 1) 

u3 = (2, 5, 3) 

a) Chứng minh B = {u1, u2, u3} là một cơ sở của R3. 

b) Tìm tọa độ của véctơ u = (a, b, c) ∈ R3 theo cơ sở B. 

Đáp số: 
4a b c

[u] a b c
a c

− − 
 = − + − 
 − + 

B . 

8.4. Định lý. Cho V là một không gian véctơ có dimV = n và hai cơ sở được sắp của V như 
sau: 
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B1 = (u1, u2, ..., un); B2 = (v1, v2, ..., vn). 

Đặt 
 1

1 j

2 j
j

nj

p
p

[v ] = , 1 j n...
p

 
 
  ≤ ≤ 
  
 

B , 

và P là ma trận vuông cấp n có các cột lần lượt là 
 1  1  11 2 n[v ] , [v ] , ..., [v ]B B B , nghĩa là 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

p p ... p
p p ... p

P = 
... ... ... ...

p p ... p

 
 
 
 
 
 

. 

Khi đó P khả nghịch và là ma trận duy nhất thỏa: 

 1  2
u V,  [u]  = P[u]∀ ∈ B B  

Ta gọi P là ma trận chuyển cơ sở từ B1 sang B2, kí hiệu là 1 2(B B )→ . Như vậy, 

 1 1 2u V,  [u]  = (B B )[u]∀ ∈ →
2B B  

Chứng minh. 1) Đặt 
 2

1

2

n

[u] .
.

α 
 α 
 =
 
 
 α 

B . Cần chứng minh: 
 1

1

2

n

[u] P .
.

α 
 α 
 =
 
 
 α 

B . 

 

Ta có 
n n n n n

j j j i j i i j j i
j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

u =  v ( p u ) ( p )uα = α = α∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Suy ra: 
 1

n

1 j j
j 1
n

1
2 j j

j 1 2

n
n

nj j
j 1

p

p

[u] . P .
. .

p

=

=

=

 
α 

 
 

α  α    α  
 = = 
  
    α   α 

 
 
 

∑

∑

∑

B  
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2) P khả nghịch vì hệ phương trình tuyến tính PX = 0 chỉ X = 0. Thật vậy, giả 

sử:

1

2

n

x
x

X .
.
x

 
 
 
 =
 
 
 
 

 thỏa PX = 0, khi đó với u = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn ta có 
 2

[u] X=B  và 

 1  2
[u]  = P[u] 0PX= =B B , suy ra u = 0. Từ đó x1 = ... = xn = 0. 

3) P duy nhất. Giả sử có ma trận P′ sao cho: 

 1  2
u V,  [u]  = P [u]′∀ ∈ B B  

Khi đó   (P – P')
 2

[u]B  = 0, ∀u ∈ V, 

nghĩa là   (P – P′)X = 0, ∀X ∈ Mnx1(K). 

Do đó P – P′ = 0 hay P = P′. 

8.5. Mệnh đề. Cho V là một không gian véctơ hữu hạn chiều và B1, B2, B3 là ba cơ sở của 
V. Khi đó 

1
2 1 1 2

1 3 1 2 2 3

1) (B B ) (B B ) .
2) (B B ) (B B )(B B ).

−→ = →
→ = → →

 

Chứng minh.  

1  2  2  1

1
1 2 1 21) ,  [ ] ( )[ ]  [ ] ( ) [ ]B B B Bu V u B B u u B B u−∀ ∈ = → ⇒ = →  

1 21 2 1 2 2 3

1 2 2 3

2) u V,  [u]  = (B B )[u] (B B )((B B )[u] )

                     ((B B )(B B ))[u]

∀ ∈ → = → →

= → →
3

3

B B B

B
 

8.6. Hệ quả. Cho B1= (u1, u2, ..., un); B2 = (v1, v2, ..., vn) là hai cơ sở của không gian Kn. 
Gọi B0 = (e1, e2, ..., en) là cơ sở chính tắc của Kn. Khi đó 

( )T T T
0 1 1 21) (B B )= nu u u→   là ma trận có được bằng cách dựng các véctơ u1, u2, 

..., un  thành các cột. 
1

1 0 0 12) ( ) ( ) .B B B B −→ = →  

3) Nếu qua một số phép BĐSCTD ma trận 0 1(B B )→  biến thành ma trận đơn vị In thì 
cũng chính qua những phép biến đổi đó ma trận 0 2(B B )→  sẽ biến thành ma trận 1 2(B B )→ , 
nghĩa là 

BDSCTD
0 1 0 2 n 1 2 ((B B ) (B B )) (I (B B ))→ → → →  

Ví dụ. 1) Trong không gian R3, cho các véctơ: 
u1 = (1, 2, 1) 

u2 = (1, 3, 1) 
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u3 = (2, 5, 3) 

a) Chứng minh B = (u1, u2, u3) là một cơ sở của R3. 

b) Tìm ma trận chuyển cơ sở từ B sang cơ sở chính tắc B0 của R3. 

c) Tìm tọa độ của véctơ u = (1, 2, –3) theo cơ sở B. 

Đáp số: b) 0

4 1 1
(B B) 1 1 1

1 0 1

− − 
 → = − − 
 − 

. 

c) Với u = (1, 2, –3), 
 0

5
[ ] 4

4
u

 
 =  
 − 

B .  

2) Trong không gian R3 cho các véctơ phụ thuộc tham số m∈R: 

u1 = (1, 1 + m, 2); 
u2 = (1, –1, – m); 
u3 = (1 – m, 2, 3). 

a) Tìm điều kiện để B(m) = (u1, u2, u3) là một cơ sở của R3. 
b) Đặt B1 = B(1) và B2 = B(–1). Chứng tỏ B1 và B2 là hai cơ sở của R3. Tìm các ma trận 

chuyển cơ sở từ B1 sang B2 và từ B2 sang B0 trong đó B0 = (e1, e2, e3) là cơ sở chính tắc của R3. 
Hãy tìm 

 1 2
[u] ;  [u]

 B B  với u = (1, 0, 1). 

Đáp số: a) m ≠ 0 và m ≠ ±2. 

b) 2 0

5 1 4
1(B B ) 4 1 2
3

2 1 1

− − 
 → = − − 
 − 

; 1 2

3 4 2
1(B B ) 6 7 4
3

6 6 3

− − 
 → =  
 
 

. 

Với u = (1, 0, 1), 
1

1[ ] 2
3

1
u

− 
 =  
 
 

2B ; 
1

1[ ] 4 .
3

3
u

− 
 =  
 
 

1B  

3) Cho W là không gian con của R4 sinh bởi các véctơ:  
u1 = (1, 2, 2, 1); u2 = (0, 2, 0, 1); u3 = (–2, 0, – 4, 3). 

a) Chứng minh B = (u1, u2, u3) là một cơ sở của W. Tìm điều kiện để u = (a1, a2, a3, a4) 
thuộc W. Khi đó, tìm [u]B. 

b) Cho v1 = (1, 0, 2, 0); 
v2 = (0, 2, 0, 1); 
v3 = (0, 0, 0, 3). 

Chứng minh B′ = (v1, v2, v3) cũng là một cơ sở của W. Tìm ma trận chuyển cơ sở từ B 
sang B′. 
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Đáp số: a) 2a1 = a3 . Khi đó  

1 2 4

2 1 4

4 2

3 2
2

5 6 4[ ]
6

2
6

a a a

a a au

a a

− + 
 
 

− − =  
 −  
 

B  

b) 
1 0 2

(B B ) 1 1 2 .
0 0 1

 
 ′→ = − − 
 
 
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