BAI GIANG TOM TAT
MON PAI SO Al
(GV: Tran Ngoc Hgi — 2019)

CHUONG 3

KHONG GIAN VECTO

§1. MO PAU
Trong phan nay ta s& dua mot vi du mé dau vé khdng gian vécto.

Xét V 1 tap hop tat ca nhitng vécto trong khong gian. Ta biét rang trén V ¢6 mot phép
toan cong (+) cac vécto va mot phép nhan (.) vé hudng véi cac vécto. Nhirng tinh chat sau day
dugc kiém tryc tiép tir dinh nghia: véi G,v,w e Vvaa, p € Rtaco

U+VvV=vV+u;

(ap)u = a(BU);

(oo + B)U = ol + BU;
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o+ V)=al+aVv;
8. 1Li=0u.

Tap V véi phép toan cong cac vécto va phép nhan vo hudng vai cac vécto cd cac tinh chat
trén duoc goi la mot khdng gian vecto trén R.

Bay gio néu ddng nhat cac vécto trong khong gian voi cac toa do cua chung (trong hé truc
toa do truc chuan nao do) thi cd thé xem tap V gdm céc vécto & trén nhu 1a tap hop R3. Khi d6
phép toan cong cac vécto va phép nhan vo hudng véi cac vécto duoc dién ta trong R® nhu sau:

Véi u = (X1, Y1, 21), V = (X2, Y2, Z2) la hai phan tr cia R® va o € R, ta co

U+V=(Xt+ X, Y1+ Y2, 21+ 22); al = (X1, ay1, ozz).

Cha y rang khi d6 0 duoc déng nhat véi phan tir (0, 0, 0) va —u dugc dong nhat vai phan
tir (—x1, —Yy1, —21). D¢ thay rang khi thay cédc vécto u,v,w trong khéng gian bang cac toa do
twong ung cia ching thi cac tinh chat 1-8 van con nghiém dlng. Do d6 ta n6i R3 1a mot khong
gian vécto trén treong R vai cac phép cong va phép nhan vé hudng nhu trén.

§2. PINH NGHIA VA TINH CHAT CAN BAN

Trong §1 ta d& dua ra mot so vi du cu the ve khdng gian vécto. Sau day ta s& dinh nghia
“khbng gian vécto” mot cach tong quat.



2.1. binh nghia. Cho V la mét tap hop khac . Ta n6i V 1a mot khong gian vecto trén K
(K=Q, R hay C) néu trong V :

i) Ton tai mot phép toan “cong vécto”, tirc 1a mot anh xa
VxV—->V
(uv) >u+v
i) Ton tai mot phép “nhan vo hudng véi vécto”, tac 1a mot anh xa
KxV-—>V
(o, U) > au
thoa cac tinh chat sau: voiu, v, w € Vvaa, p € K:
1. u+v=v+u
uU+tv)+w=u+(v+w),
30eV,u+0=0+u=u;
A(-u)eV,(-u)+u=u+(-u)=0;
(ap)u = a(Bu);
(oo + B)u = au +pu;

o(u+V)u=au+av,;

O N o 0 bk~ WD

lu=u.
Khi do
e MGi phan tiru € V 1a mot vécto.
e Mbisb o e Klamotvo husng.
e Vécto 0 la vécto khéng.
e Vécto (-u) la vécto doi cua u.
Sau day ta s& dua ra vai vi du co ban vé khdng gian vécto.
1) Tap K" = {u = (X1, X2, ..., Xn) Ixie K, 1<i< n} (K =R hay C) véi phép toan cong vecto
va phép nhan v huéng vai vécto dinh bai:
U+v=_(Xy+yyX2+VY2, ..., Xn+ Yn),
ou = (oX1, 0X2, ..., 0Xn),

V6i U = (X1, X2, ..., Xn), V = (Y1, Y2, ..., Yn)€ V Vaa € K, la mét khdng gian vécto trén K vei vecto
khong 1a 0 = (0, 0, ... 0) va vécto doi cia vécto u = (X1, X2, ..., Xn) 1& (=U) = (X1, =X2, ..., =Xn).

2) Tap V = Mmxn(K) gom c&c ma tran mxn vai cac hé sé trong K 1a mot khéng gian vécto
trén K véi phép cong vecto la phép cong ma tran thong thuong va nhan vo huéng vei vécto la
phép nhan thong thuong mot so voi ma tran, trong dé vécto khong la ma tran khong va vécto
doi cua A = (aij) 1a (A) = (-aj).

3) Tap V = K[x]

:{p(x):anx”+...+a1x+aox+ao\ neN,aekK,1<i<n}



gom céc da thirc theo x véi cac hé sb trong K 1a mot khdng gian vécto trén K véi phép cong
vécto la phép cong thdng thuong cac da thuc va phép nhan vo huéng véi vécto la phép nhan
thong thuong mat so vai mot da thuc.

4) Vi mdi sé nguyén n > 1, tap
V = Kn[X] ={p(X) =anX" + ... + a1X + & lai € K, 1<i<n}

gom céc da thirc theo x bac < n, véi cc hé so trong K 1a mot khdng gian vécto trén K véi cong
vecto va phép nhan vd hudng vai vecto la cac phép cong da thic va nhan maét so6 véi da thic
thong thuong (nhu trong 3) 1a mot khdng gian vécto trén truong K.

5) Vi | la mot khoang trong R, cac tap sau:
C(l, R) = {K: | - R|K lién tuc trén 1};
CX(I, R) = {K: | - R| K kha vi lién tuc cip k trén 1};
c=(I, R) = {K: | - R | K kha vi lién tuc moi cap trén I}

la cac khong gian vécto trén R, véi phép cong vécto la phép cong ham thdng thuong va phép
nhan vé hudng vai vécto la phép nhan théng thuong mot s6 vai mot ham.

2.2. Ménh dé. Cho V la mét khong gian vécto trén K. Khi dé véimoiu e Vva a € K ta
co

) au=0< (a=0hayu=0).
i) (-Lu=-u.

Tir day vé sau ta ky hiéu V 1a mot khong gian vécto trén truong K (K = Q, R hay C).

§2. TO HOP TUYEN TINH

2.1. Pinh nghia. Cho uz, Uy, ..., Uk € V. Mdt t6 hop tuyén tinh caa ui, Ua,..., Uk la mot
vécto c0 dang:

U= oUs + aUz + ... + akUk
voi i € K (1 <i<K).

2.2. Tinh chit. 1) u la t6 hop tuyén tinh ciia us, Uy, ..., Uk khi va chi khi phuong trinh auus
+ o2l ... + oUk = U ¢6 nghiém (ou, oz, ..., ak) e KK,

~ 2) Tong cua hai to hop tuyén tinh, tich cua mét s6 véi mot t6 hop tuyén tinh ciing la cac
to hop tuyén tinh (cua us, uz,..., Uk):

Zk:alui +iBlui = Zk:(ai +Biy; ; a(iaiuij = i(aai)ui :
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
3) Vécto khdng 0 ludn ludn 1a mot to hop tuyén tinh cua us, Uy, ..., Uk Vi
0 =0uz + Ouz + ... + Ouk.
4) Mbi vécto ui, 1 < i<k 1a mot to hop tuyén tinh caa ui, Uy, ..., Uk Vi

Ui=0uy+...+0uj-1 + 1ui + Ouj+1 + ... + Ouk



Téng quéat hon, moi to hop tuyén tinh cta us, uy,...,uj (1 < j < k) déu 1a td hop tuyén tinh
cua Ui, Uz, ...,Uj, Uj+1,..., Uk VI

otz + oUz +...+ auj = ourUy + oeUz +...+ ouj + Ouj+ +...+ Ouk

4) Moi td hop tuyén tinh cua ug, Up,... ,Uk-1, Uk déu 1a t6 hop tuyén tinh cta us, Uy, ..., Ukt
khi va chi khi ux 1a mot t6 hop tuyén tinh ctaa ug, Uy, ..., Uk-1.

2.3. Hé qua. Cho ug, Uy, ..., uxla k vécto trong K" véi uj = (ugj, Ugj, ..., Unj), L <j <k:
U1 = (U1, U2t ..., Un1)
U2 = (U12, U22 ..., Un2)
Uk = (U1k, U2k ..., Unk)

Khi d6 vécto u = (by, bz, ..., bn) € K"1a t6 hop tuyén tinh cia us, Uz, ..., uk khi va chi khi hé
phuong trinh tuyén tinh UX = B, trong do

Uy Up Uk by
u u u b
U= 21 22 2k ‘B = 2
unl un2 unk bn

c6 nghiém X.
2.4. Thuat toan kiém tra vécto u 1a t6 hop tuyén tinh ciia ui, Uy, ..., uk trong K™

Budc 1: Lap hé phuong trinh tuyén tinh UX = B, trong d¢6 U :(ulT U, ... ukT)Ié
ma tran c6 duoc bing cach dung u, Uy, ..., Uk thanh cac cot, ; B :(uT) la ma tran c6 duoc bang
cach dung u thanh cot.

Budc 2: Khao sat hé AX = B.

e Néuhé AX =B c6 nghiém thi u 1a mot to hop tuyén tinh cia uy, U, ..., Uk. Khi d6

U= ol + oeu2 + ... + okUk
véi (o, a2, ..., o) la nghiém ctia hé AX =B.

e Néu hé AX =B v nghiém thi u khdng 12 t6 hop tuyén tinh caa ui, U, ... , Uk.

Vi du. 1) Trong khong gian R* cho cac vécto:

ur=(1,1,1,1);
uz=(2, 3,-1, 0);
us=(-1,-1,1, 1);
us=(1,2,1,-1)
Tim diéu kién dé vécto u = (ay, az, a3, as) 12 mot to hop tuyén tinh cua:
a) Ui, Uz, Us;

b) U1, Uz, U3, Ua.




PAap sb: a) a + a4 = a2 + as.
b) Moi vécto u =(as, az, as, as) € R* déu 1 t6 hop tuyén tinh caa us, uz, us, Ua.

§3. PQC LAP TUYEN TINH - PHU THUQC TUYEN TIiNH
3.1. Binh nghia. 1) Cho ug, Uz, ..., Uk € V. Xét phuong trinh:
ouls + Uz + ... + ok =0 (1)

Néu (1) chi c6 nghiém tam thuong ou= o2 =...= ax = 0 thi ta n6i us, Uz, ..., uk (hay {us, u,
..., U}) doc lap tuyen tinh.

Néu ngoai nghiém tam thuong, (1) con ¢ nghigm khéc thi ta néi us, Uz, .., uk (hay {us,
Uz, ..., U} ) phu thugc tuyen tinh.

Noi cach khac,
e U, Uy, ..., Uk doc lap tuyén tinh khi va chi khi véi moi aua, ag, ..., ok eK ta co
o1U1 + aoUxt ...+ okUk =0 = o1=oa2=... = ok =0.

& Uy, Up, ..., Uk phu thudc tuyén tinh khi va chi khi ton tai au, oz, ..., ax € K khdng dong
thoi bang 0 sao cho:

oiU1 + olU2+ ... + akUk = 0.

~ 2) Tap con S ¢ V dugc goi la dgc lap tuyen tinh néu moi {us, Uz, ..., u} = S (k € N tuy
y) déu doc lap tuyén tinh. Néu S khdéng doc lap tuyén tinh, ta ndi S phu thugc tuyen tinh.

Vi du. Trong khéng gian R cho cac vécto:
ur=(1, 2,-3); u2=(2, 5,-1); uz=(1, 1, -8)
ta co
e Uy, Uz doc lap tuyén tinh.
e U1, Uz, Uz phu thudc lap tuyén tinh.

3.2. Nhan xét. CAc vécto Ui, Uy, ..., uk phu thudc tuyén tinh khi va chi khi ton tai vécto u;
“phu thudc” vao céc vécto khac theo nghia vecto ui dugc bicu dien dudi dang to hop tuyéen tinh
cuacacu;, 1<j=i<k.

e Néu ug, Uz, ..., Uk phu thudc tuyén tinh thi c6 aa, ay, ..., ak € K khdng dong thoi bang
k
0, gia str ai= 0, sao cho Zajuj =0.Suyra: u; = —izocjuj :

j=1 o 17

k
e Neéu c6 ui sao cho: u; = > B;u; thi D B;u; =0, trong d6 pi = -1 #0.

j#i j=1

V6i ug, Uz, ..., Uk la K vécto trong K™
Uz = (U1, U21 ..., Un1)

Uz = (U12, U22 ..., Un2)



Uk = (U1k, U2k ..., Unk)

ta ¢ Uz, Uz, ..., Uk doc 1ap tuyén tinh khi va chi khi hé phuong trinh tuyén tinh UX = 0, trong d6

Uj;  Up Uk

u u u
U =|Yn Y2 2k

Unl Un2 ') unk

chi ¢ nghiém tam thuong X = 0. Mat khac,
Hé UX = 0 chi c6 nghiém tam thuong X = 0
& Ma tran U c6 hang la r(U) = k.
< Matran A =UT cd hang Ia r(A) = k (do hai ma tran chuyén vi c6 cting hang).

Nhan xét ring ma tran U c6 duoc bang cach dung ui, U, ..., Uk thanh cac cot, nén ma tran A =
UT c6 dugc bang cach xép ui, Uy, ..., Uk thanh cac dong.

Tur day ta suy ra hé qua sau:

’ 3.3. Hé qua. Cho uy, Uy, ..., Uk 1a k vécto trong K". Goi A 1a ma tran ¢ duoc bang cach
XEép Uz, Uy, ..., Uk thanh c&c dong. Khi d6

U, Uz, ..., Uk doc 1ap tuyén tinh < A c6 hang la r(A) = k.
3.4. Thuat toan kiém tra tinh doc lap tuyén tinh caa cac vécte ug, Uy, ..., Uk trong K

U

Buéc 1: Lap matran A= bang cach xép ui, Uy, ..., Uk thanh cac dong.

Uy
Budéc 2: Dung cac phép BBSCTD dua A vé dang bac thang R. Khi d6
e Néu R khong c6 dong 0 thi ug, U, ..., uk doc lap tuyén tinh.
e Néu R c6 it nhat mot dong 0 thi ug, Uy, ... , uk phu thudc tuyén tinh.
Truong hop k = n, ta c6 A 1a ma tran vudng. Khi d6 cé thé thay Budc 2 bang Budc 2':
Budc 2': Tinh dinh thac detA:
o Néu detA = 0 thi ug, Uy, ..., uk doc lap tuyén tinh.
e Néu detA = 0 thi uy, Uy, ..., Uk phu thudc tuyén tinh.

Vi du 1. Trong khong gian R® cho céc vécto:
ur=(1,2,-3,5,1);
uz = (1, 3,-13, 22, -1);
us=(3,5,1,-2,5);
us = (2, 3,4,-7, 4);




Hay xét xem Uz, Uz, U3, Us doc 1ap tuyén tinh hay phu thudc tuyén tinh.
Pap s6: Phu thudc tuyén tinh.
Vi du 2. Trong khong gian R® cho céc vécto:
uu=(2m+1,-m m+1)
uz=(M-2,m-1, m-2)
uz=(2m-1, m-1,2m-1)
Tim diéu kién dé us, up, us doc 1ap tuyén tinh trén R.

Pap s6: m=0; m =+ 1.

§4. KHONG GIAN CON - TAP SINH - CO SO VA SO CHIEU

4.1. Pinh nghia (khdng gian vécto con). Cho W la mét tap con khac @ cua V. Tanoi W la
mot khdng gian vécto con cua V, ki hiéu W <V, néu W véi phép cong vécto va phép nhan vo
hudng véi vécto cam sinh tir V, ciing la mét khéng gian vécto trén truong K.

4.2. Pinh ly. Cho W 1a mét tap con khac @ caa V. Khi d6 cac khang dinh sau 1 twong
duong:

) W<V,

iVoiu,veWvaa e Ku+tve Wvaau e W.

i) Véiu,ve Wvaae K, au+tveW.

Chang minh.

i. < ii. Chiéu thuan 1a hién nhién. Chiéu dao: 0 = 0u € W va (-u) = (-1)u eW néuu e W.

ii. < iii. Hién nhién

Vi du.l) W = {0} va V la cac -0 con cua V. Ta goi day la cac khéng gian con tam
thuong cua V.

2) Trong khong gian R3, duong thang (D) di qua gdc toa do O 1a mot khong gian con cua
RS

3) Trong khdng gian R3, mit phang (P) di qua goc toa do O 1a mot khong gian vécto con
cua R3,

4) Cho ay, ..., an € Kvab e K"'\{0} bat:
Wi = {(X1, ..., Xn) € K" | asX1 + ... + an¥Xn = 0};
W2 = {(X, ..., Xn) € K" | aiXs + ... + anXn = b}.
Taco W1 <K"nhung W, £ R"

4.3. Pinh ly. Giao cua moét ho tuy y cac khdng gian con caa V ciing la mot khéng gian con
cua V.

Chitng minh. Cho {Wi}ic1 1a mot ho nhitng khong gian con cua V. bat:



W=NW ={ueWw,,Vviel}.

iel
e WxJvi0e W.
e VuveW, VaeK au+veWviau+veW,Viel

Chu y. Hop cua hai khong gian con caa V khdng nhét thiét 13 mot khdng gian con cua V
(xem bai tap).

Bay gio cho S < V. Goi {Wi}ic11aho tat ca nhirng khdng gian con caa V c6 chira S (ho
nay khéc rong vi co chua V). bat:

W:ﬂWi

iel
Khi do
e W la khong gian con nho nhat caa V ¢6 chira S.
Ta goi
e W la khdng gian con sinh bai S, ki higu W =<S >,
e Slatgpsinh cuaW.

e Néu S hitu han S = {ui, U,..., un} thi ta n6i W = < S > Ia khéng gian con hézu han sinh bdi
Ui, Uz,..., Un va ki hiéu W = < uy, uy,..., Un>.

4.4. Pinh Iy. Cho @ # S < V. Khi d6 khdng gian con cia V sinh bsi S 12 tap hop tat ca
nhitng to hop tuyen tinh cua mét s6 hitu han nhung tly y cac vécto trong S, nghia la

<S>={u=owrt..tantn|neNUieS aeckK,V1<i<n}
Chirng minh. bat
W={u=ouur+..+anun|neN, U €S aieK,
V1<i<n}
Taco
e W la khong gian con cia V.
e W la khdng gian con nho nhét chira S.

Chuay. 1) Néu S = & thi <S> = {0}.

2) Néu S = {Uy, Uz,..., Un} thi <S> = {ouus + ol + ... + onlln | o € K, 1<i<n}.

3)NéuS<Vthi<S>=S.

4)ChoScVvaW<V.Khidgd ScWs<S><W.

5.NéuS;1c S, cVithi<S;><<S,>,

4.5, Dinh nghia. Mot tap hop con B cua khong gian vecto V dugc goi la mot co s cua V

néu B la mat tap sinh doc 1ap tuyen tinh.

4.6. Bo dé. Gia sir V sinh boi m vécto Us, Uz, ..., Um 1 V = < Uy, Uz, ..., Un>. Khi d6 moi tap
hop con doc lap tuyén tinh cua V c6 khdong qua m phan tir.



Chwng minh. Cho S la mét tap hop con cua V chira n > m phﬁn to: Vi, V2, ..., Vi Vi
V =< uy, Uy, ..., Um > nén mdi vécto vj (1 < j < n) duogc biéu dién dudi dang to hop tuyén tinh
cua ug, Uy, ..., Um:

m
i=1

Dit A = (ai))mxn. VI M < n nén hé phuong trinh tuyén tinh AX = 0 ¢6 nghiém khong tam thuong,

n
tuc la ¢6 X1, Xz, ..., Xn € K khdng dong thoi bang 0 sao cho Zaijxj véimoii=1,2,.., m Khido

j=1
n n m m n
XVy + e+ XV = DXV =D X [Zaijui} = D ayx; |u; =0.
j=1 =1 \i=1 i=1\ j=1
Suy ra S phu thudc tuyén tinh.
4.7. Hé qua va dinh nghia. Néu V c6 mét co s¢ B hitu han gdom m phan tir:
B ={ug, uz ..., um}

thi moi co s& khac cua V ciing hitu han va ¢ dlng m phan tir. Khi d6 ta néi V 1a mot khong
gian vécto hizu han chiéu trén K va sé nguy@n m duoc goi 12 sé chiéu (dimension) cua V trén K,
Ki hiéu la dimkV = m hay dimV = m. Trong truong hop nguoc lai, ta ndi V la mot khdng gian
vécto vd han chiéu trén K, ki hiéu 1a dimkV = o hay dimV = .

4.8. Mt sb tinh chat. Cho V 1a mot khéng gian vécto hitu han chiéu trén K véi dim V =
n. Taco

i) Moi tap con cua V ¢6 nhiéu hon n phan tir ¢éu phu thudc tuyén tinh.

i) Moi tap con cua V ¢ it hon n phan tir khéng thé 1a tap sinh cua V.

iii) Cho S la mét tap con doc lap tuyén tinh cia V vau € V la mét vécto sao cho u ¢< S >,
Khi @6 tap hop S1 =S w {u} doc lap tuyen tinh.

iv) Moi tap hop con dac 1ap tuyén tinh gdm n phan tir cua V déu 1a co so cua V.

v) Moi tap hop sinh ciia V gom n phan tir déu la co s cia V.

vi) (Vé co sé khong toan ven) Cho S 1a mét tap con doc lap tuyén tinh caa V. Khi d6 tén
taiq mot co s¢ B cua V sao cho B>S. Noi cach khac, néu S khéng phai mot co so cua V thi ta cé
thé thém vao S mot s6 vécto dé dugc mot co so cua V.

Vii) Chq S 1a mot tap sinh cua V. Khi d6 tdn tai mot Co s¢ B cua V sao cho BcS. Néj
cach khac, néu S khdng phai la mét co s¢ cuaa V thi ta cé thé loai bo ra khoi S mot so vécto dé
duoc mot co sé cua V.

viii) Moi khdng gian con W cua V déu hitu han chiéu, hon nita néu W <V va W = V thi
dimW <dim V.

Vi du. 1) Khong gian K" [a mot khéng gian vécto hitu han chiéu trén K véi dimK" = n do
K" c6 mot co so 1a Bo = {ey, €2, ..., en} trong do

e1=(1,0,0,..,0)
e,=(0,1,0,..,0)



e=(0,0,.,0,1)
Ta goi Bo la co s¢ chinh tac cua K" trén K.

2) Khdng gian Mmx(K) 12 mot khong gian vécto hitu han chiéu trén K véi dim Mmxn(K) =
mn véi co 56 Bo = {Eij| , 1 <i<m, 1<j<n} trong d6 Ejj 1a ma tran loai mxn chi c6 mot hé sb
khac 0 1a 1 tai dong i cot j. Ta goi Bo = {Ejj| , 1 <j<m, 1<i<n}laco sdchinh tic cua
Mmxn(K) trén K.

3) Khong gian Kn[X] gom céc da thic theo x bac < n véi hé s trong K, 1a mot khdng gian
vécto hitu han chieu trén K véi dim Ka[x] = n + 1 v&i mot co so 1a Bo = {1, X, ... X"} Ta goi Bo
={1, X, ... X"} la co s¢ chinh tac cua Kq[x].

4) Khong gian K[x] gom tat cac da thic theo x bac véi h¢ sb trong K, 1a mot khong gian
vécto vO han chiéu véi mot co sé vo han Bo = {1, X, X2,...}.

Nhan xéet. Vi dim K" = n nén moi co s¢ cua K" phai goém dung n vécto. Hon nita, do 4.8:
V6i B = {ug, Uz, ..., un} la mot tap con gom ding n vécto cua K", ta co

B = {uy, uz, ..., Un} la mot co so cua K"
& U, Uy, ..., Un dOc 13p tuyén tinh
< detA =0, trong d6 A la ma tran c6 duoc bang cach xép us, Uy, ... , s thanh cac dong.

4.9. Thuat toan kiém tra {us, Uy, ..., un}la Mot co sé ciia K™

Uy

u . , . . R
Budc 1: Lap matran A= :2 bang cach xép us, Uy, ..., unthanh céc dong.

un
Budc 2: Tinh dinh thac detA:

e Néu detA = 0 thi {us, Uy, ..., un} 1a Mot co so cia K.
e Néu detA = 0 thi {us, Uz, ..., un} khdng 1a co s& cia K".

Vi du. 1) Trong khong gian R*, céc vécto

u=(1,1,1,1)
uz= (2,3, -1, 0)
us=(-1,-1, 1, 1)
us=(1,2,1,-1)

tao thanh co so cua R*.
2) Trong khong gian R?, cac vécto
ur=(2m+1,-mm+1)

uz=(M-2,m-1,m-2)
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us=(2m-1, m-1,2m-1)

tao thanh mot co sé cua R khi va chi khi m = 0,+1.

§5. KHONG GIAN DONG
5.1. Pinh nghia. Cho ma tran A = (a;) loai mxn vai hé sé trong K:

a;; Qg ap

a a a
A |2 22 2n

a-m 1 a'm 2 amn

u: = (au, a2, ... , ain)
Uz = (a2, azz, ... , an)
Um = (8m1, @m2, ..., 8mn)

va Wa = <uy, Uz, ..., Un>. Ta goi Ui, Uy, ..., Um la cdc vécto dong cua A, va Wa la khéng gian
dong cua A.

Ghi chud. dimWa con duogc goi la hang cua hé vécto ui, uy, ..., Um.

5.2. Pinh Iy. Néu A va B 1a hai ma tran twong duong dong thi Wa = Wp, nghia la A va B
c6 cung khéng gian dong.

Chirng minh. Cho A = (&ij)mxn ~ B = (Dij)mxn. Dt
Ui = (@i, @i2, ..., &n)
Vi = (bi1, biz,..., bin), 1 <1 <m
Can chiing minh: < ug, Uz, ..., Um> = < V1, Va2, ..., Vi >.
e A~B = I matran P = (pjj)m«m , A = PB:

m
aj = Y Py, 1<i<m, 1<j<n,
k=1

Véimoil<i<m,
m m m m
uj = (Z PikByps-es Z pikbknj = z Pik (Bk1s-byn) = Z Pik Vi
k=1 k=1 k=1 k=1

Do db < ui, Uz, ..., Un> < < Vi, Vo, ..., Vm>.
e B = P 1A nén bao ham thirc nguoc lai cling ding.

5.3. Nhan xét. Vi cac vécto dong khac 0 cua mot ma tran dang bac thang luén luén doc
lap tuyen tinh nén chung tao thanh mot co s¢ cua khdng gian dong. Tur day ta suy ra cach tim so
chieéu va mot co s& cua khdng gian dong caa ma tran A nhu sau:
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e Dung cac phép BDSCTD dua A vé dang bac thang R.

e S chiéu cua khong gian dong Wa bang sé dong khac 0 cia R (do d6 bang r(A)) va
cac vécto dong khéac 0 cua R tao thanh mét co so cua Wa.

Vi du. Tim s6 chiéu va mot co s¢ cua khdng gian dong cua ma tran:

1 2 -1 1
2 5 1 4
|5 11 -2 8
9 20 -3 14
Giai tom tat. Dung céc phép BBSCTD ta c6
1 2 -1 1 1 2 -1 1
25 1 4| 013 2 _
5 11 -2 8 O 0 0 1 '
9 20 -3 14 O 0O 0 O

R ¢06 dang bac thang vai 3 dong khac 0. Do d6 dim Wa = 3 va mot co so cua Wa la:
{@,2,-1,1); (0, 1,3,2); (0,0,0, 1)}
5.4. Thuit toan tim sé chiéu va co sé cia khong gian con W = < ug, Uy, ..., Um >:

U

Budc 1. Lap matran A= bang cach Xép ui, U, ..., um thanh céc dong.

un
Budc 2. Dung cac phép BBSCTD dua A vé dang bac thang R.

Budc 3. Sb chiéu caa W bang sé dong khac 0 cua R (do d6 bang r(A)) va cac vécto dong
khac 0 cua R tao thanh mét co s¢ cua W.

Vi du. 1) Tim mot co s& cho khong gian con ciia R* sinh bai cac vécto us, Uz, Us, Us trong

dé
ur=(1,2,1,1)
u=(3,6,5,7)
us = (4, 8, 6, 8)

us = (8, 16, 12, 20)

Giai tom tat. Khong gian W sinh bai us, U, us, us 12 khéng gian dong ciia ma tran:

1 2 1 1) (1211

(36 5 7| |00 12
48 6 8| (0001
8 16 12 20) (0 0 0 0
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Do @6 W c6 dimW =3 vdicoso la:
B={(121,1);(0,0,1,2);(0,0,0,1)}

Nhan xét. C6 thé kiém ching ui, Uy, us doc 1ap tuyén tinh. Do d6 {us, uz, us} ciing 1a mot
co so cua W (do dimW = 3).

2) Tim mét co sé cho khong gian con caa R* sinh bai cac vécto ui, Uz, us trong do
ur=(1,-2,-1,3)
u=(2,-4,-3,0)
us=(3,-6,-4,4)
Khong gian W sinh bai us, uz, us 1a khdng gian dong cia ma tran:

1 -2 -1 3 1 -2 -1 3
A=12 4 -3 0|~-|]0 0 -1 6|=R
3 6 4 4 0 0 0 1

W cé dimW = 3 va mét co s& B = {v1, vz, vz}, trong dd
vi=(1,-2,-1,3)
v2=(0, 0, -1, -6)
va=(0,0,0,1)

Nhan xét. Trong Vi du 2, ma tran dang bac thang R khdng c6 dong 0 nén u, uz, us doc
lap tuyen tinh, va do do {us, uz, us} cling la mot co so cua W.

§6. KHONG GIAN NGHIEM

~ 6.1. Vi du minh hea. Cho W la tap tat ca cac nghiém (X1,X2,X3,X4) ctia hé phuong trinh
tuyén tinh thuan nhat:
X1 +2X5, —3X53+5%X, =0
Xy +3X, —13X5 + 22X, =0 (1)
3Xq +5X, + X3 -2X, =0
2X1 +3X, +4X53 7%, =0
Ta giai hé (1) bang phuong phap Gauss:
1 2 -3 5 1 2 -3 5
A= 3 -13 22~Ol—1017
35 1 -2 00 O O
2 3 4 7 00 O O

[EEN

Vay h¢ dé cho tuong duong véi hé sau:

Chon x3= a, X4 = 3, ta tinh duogc:
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X, =-170 + 293
X, =10a — 178

Vay hé (1) ¢6 v s6 nghiém véi hai an tu do:
(X1,X5,X3,X,) = (-17a + 29B,100 - 178, a, PB)
v6i a, B € Rty ¥. Do dé
W = {(-170 + 298,100 — 178, o, B)| o, B € R}
={(-17,10a, o, 0) + (29B,-17B,0,B)| a, B € R}
— {0(~17,10,1,0) + B(29,-17,0,1)| o, B € R}
—< (~17,10,1,0); (29,-17,0,1) >

Pit uy = (-17,10,1,0); uz = (29,-17,0,1). Ta c6 W = <us, Uz>, hon nira uz, uz doc 1ap tuyén tinh
Vi

au; +Bu, = 0= a(-17,10,1,0) + B(29,-17,0,1) = (0,0,0,0)
— (-170 + 29,100 — 17B, o, B) = (0, 0,0, 0)
=a=p=0

Suy ra {us, U2} la mét co s¢ caa W va dimWw = 2.

Ta goi W la khong gian nghiém cua hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhét (1) theo dinh
nghia tong quét sau:

6.2. Pinh nghia. Cho ma tran A = (a;) loai mxn vai hé sé trong K:

a;; Qg A

a a a
A = 21 22 2n

a-m 1 a'm 2 amn

va Sa 1 tap tat ca cac nghiém (X1,X2,...,Xn) ctia hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat: AX = 0,
nghia la tap tat ca cac nghiém cua hé:

Amn1Xy T ApoXy +o A X, =0

Khi d6 Sa la mot khong gian con cua K" Ta goi Sa la khong gian nghi¢m cua hé phuong trinh
tuyén tinh thuan nhat AX = 0.

6.3. Thuat toan tim sé chiéu va mét co sé ciia khong gian nghiém

Xét lai Vi du minh hoa 6.1 ta thiy Sa c6 mot co so 1a {us, uz} véi ui= (-17,10,1,0);
uz = (29,~-17,0,1). Dé thay:

e U duoc suy tir nghiém tong quét bang cach chon =1, p = 0.
e Uz duoc suy tir nghiém téng quét bang cach chon a =0, B = 1.
Ta goi {us, u2} 1a mét hé nghiém co ban caa (1).
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Truong hop tong quét, thut toan tim s6 chiéu va mét co s¢ ciia khong gian nghigm Sa
cuaa hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat AX = 0, ta tién hanh cac budc sau:

Budc 1. Giai hé AX = 0 tim nghiém téng quét.
Bugce 2. Tim mét hé nghiém co ban cua h¢ AX = 0 nhu sau: Gia st nghiém téng quét cua
hé AX=0c6 k an ty do Xie,» Xk, s eees X+

S

- Chon x, =1Lx, =0;..;x,_ =0 taduoc nghiém u, .

- Chon x =0;x, =1;...;%, =0 taduoc nghiém u, .

- Chon x, =0;x, =1;...;x, = 1taduoc nghiém u, .
Khi do {u, ,uy,...,uy_} 1a mot hé nghiém co ban.

Budce 3. Khong gian nghiém Sa c6 dimSa = s va mét co sé la hé nghiém co ban
{ue, U,y }datim,

Nhan xét. C6 thé tim hé nghiém co ban bang cach tach cac tham sé nhu trong vi dy minh
hoa 6.1.

§7. KHONG GIAN TONG
7.1. Pinh ly. Cho W{,Wo,..., W, la c&c khong gian con cua V. Dat:

W:{U1+UZ+...+Un|uieWi,léiSn}

Khi d6 W la khéng gian con cua V sinh bai ille w; . Ta goi W la khong gian tong ciia Wi, Ws,...,
Wh, ki hiéu la
W=Wi1+W:+ ..+ W,
Chwng minh.
a) W la khong gian con cua V.

b) W la khdng gian con nhoé nhit chia S = _le W,

Nhan xét.

DueWir+We+ .. +Whe FuieWi(1<i<n),u=ur+ ..+ Un
2)Wi+We+ .+ WU W;<U,V1<i<n.

7.2. Hé qua. Cho W1, Ws,..., Wi, la cac khéng gian con cua V voi Wi = < Sj>. Khi dé

n
Wi+Wo+ ... +Whr=<U §;>
i=1

Vi du. 1) Trong R* cho cac vécto:
up = (1, 2, 1, 1) V1 = (1, 2, 2, 3)
u2=(3, 6,5, 7) V2=(2,5,2,2)
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us = (4, 8, 6, 8) vs= (3,7, 4,5)
us = (8, 16, 12, 16) Vs = (6, 14, 8, 10)

DPiat W1 = < ug, Uy, Us, Us > VA W2 = < V1, Vo, V3, V4 >. Tim mot co s& va xac dinh s chiéu cua
moi khong gian W1 + W2 va W1 n Wa.

Giai. W1 la khéng gian dong cua ma tran

1 2 1 1 1211
A |36 5 7| 0024
'"l4 8 6 8 0 00O
8 16 12 16) (0 0 0 O

VayWi=<(1,2,1,1);(0,0,2,4)>.
Tuong tu W- la khdng gian dong cua ma tran:

1 2 2 3 1 2 2 3

2 5 5 6 0110
A2 = -~

3 7 7 9 0 00O

6 14 14 18 0O 00O

VayW.=<(1,2,2,3);(0,1,1,0)>.
Theo Hé¢ qua 7.2, khéng gian W1 + W sinh bai céc vécto:
(1,2,1,1);(0,0,2,4);(1,2,2,3);(0,1,1,0).
Ta tim mot co s¢ cua W1+ Wa :

1 211 1 211
A:0024~0110
1 2 2 3 0 01 2
0110 0O 00O

Suy ra W1 + W, ¢6 sb chiéu la3vamotcoso la{(1,2,1,1);(0,1,1,0); (0,0, 1, 2)}.
Taco u e W1 N W2 khi va chi khi ton tai oi € R, 1 <i <4 sao cho:
u=o04(1211)+0a,(0,0,2,4)

{u = a4(1,2,2,3) + 0,4(0,1,1,0)

=0,(1,2,1,1) + 0,(0,0,2,4)
<:> {ocl = 0lg; 201y = 2013 + 0y; 04 + 20, = 203 + 0y; 04 + 40, = 30
{u = a,(1,2,1,1) + 0,(0,0,2,4)

=
< u=0a(l,2,2,3) vblaeR

Suy ra: W1 n W2 ¢6 s chiéu la 1 va mét co so 1a {(1, 2, 2, 3)}.

7.3. Binh ly. Cho W1, W a hai khdng gian vecto con hitu han chiéu cua V. Khi d6 Wi +
W la khdng gian con hiru han chiéu cua V va

dim(W1 + Wz) =dim Wy +dim W, - dim(W1 M Wz).
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Chiéng minh. Vi W1 n W2 < Wi va Wi hiru han chiéu nén theo Hé qua 4.13, Wi N W
hitu han chiéu. Goi k = dim(W1 N W2) va Bo= {u1, Ug, ..., Uk} 12 mét co s cia W1 n Wa.

Taco dim Wi >kvadimW-. >k . bit:
m = dim W1 - K,
n=dim W -k.
Theo Dinh Iy 4.11 ta c6 thé thém vao Bo m vécto
V1, ..., Vm € W1\ W3
dé duoc co so B1 = {uy, ..., Uk; V1, ..., Vm} caa W1. Tuong tu, ta cé thé thém vao Bo n vécto
W1, ..., Wh € W2\ W,
dé duoc co s Bz = {uy, ..., Uk Wi, ..., Wn} ctia W2 .
Ta chieng minh B = B1 U By la co s¢ cua W1 + Wa.
e B latap sinh cia W1 + Ws.
e B doc lap tuyén tinh:

k m n
i=1 =1 r=1
n i k m
bat: w=>y,w, eW,.Taco W=D ol + D BV leW,
r=1 i=1 j=1

nénw € W1 n W, va do dé w co dang:

k
WZZSiUi y Si eF
i=1

, n k k n
TaV|ét ZYFWT =Z§iui hay ZSiui —Z'err =0
i i=1 r-1
Do tinh doc 1ap tuyén tinh cua B2 ta suy ra:
51= .. =0k=Y1=.. =2 =0
va (1) tro thanh:

Kk m
ZOLlui+ZBjVj=O
i=1 j=1

Tur day do tinh doc 1ap tuyén tinh cua B; ta suy ra:
=.=0k=P1=..=Pm=0
Vay
dim(Wi+W,)=cardB=k+m+n=(k+m)+(k+n)-k=dimW; +dimW: - dim(W1 " W>)

~ 7.4.Dinh nghia. Cho W1, W5,..., Wy la cac khdng gian con cua V. Ta néi W la khdng gian
tong truc tiep caa W1, Woa,..., Wi, ki hiéu la
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W=W,OW,®..0 W,

NEUW =Wi+ W+ ...+ Wyva W, N W,) =2 véimoi 1<i<n.

j#i
7.5. Pinh ly. Cho W1, Wh,..., Wy 1a cac khéng gian con caa V. Cac ménh dé sau tuong
duong:

(i) Mdi vécto ueW, +W, +..+W, duoc viét duy nhat dudi dang ueu,+u,+...+U, VGi
ujeW; (@< j<n).

(i) V&i moi u; eW; (1< j<n), néu Uy +U, +...+u, =0thi u,=u, =...=u, =0.

(iv) V6i mdi co s¢ B; cua W; (I<j<n), ta c6 B UB,U..UB, la mdt co s& cua
W, +W, +...+W,.

(v) dim (W, +W, +...+4W.) = dimW, +dimW, +...+dimW, (trudng hop V hitu han chiéu).

§8. TOA PO VA MA TRAN CHUYEN CO SO

8.1. Pinh ly. Cho B = (U, Uz, ..., Un) 12 Mot co s& duge sap cua khong gian vécto V trén K.
Khi do, véi moi u € V, phuong trinh

oy + aUz + ... + onUn=U (1)

lubn lubn cé duy nhat mot nghiém. Goi (o, ad,...,a2) 1a nghiém cua (1). Ta dat

as
0
a/ A 9 7 2
[ulg = | 2 |: Teadg cua vécto u trong co s¢ B.
o
Nhu vay,
as
0
— | %2 _ .0 0 0
[ulg = < U =o0qU; +asUy + ...+ apUy
o

Chirng minh. Phuong trinh (1) c6 nghiém do B la mét tap sinh cta V.
Nghiém duy nhat. Gia st
U= 0laU1 ++ .. + OaUn = Paus + Bouz + .. + Bnun.
Khi dé
(o1 = B1)us + (02 = B2)uz + ... + (0tn — Bn)un =0

nén do tinh déc lap tuyén tinh cda B ta cé
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o1—Pi1=o—P2=..=an—=Pn=0
hay

o1 =P, a2=P2, ..., 0n = Pn.

Diéu nay chirng té nghiém cuda (1) 1a duy nhat.
8.2. Thuat toan tim toa dd ciia vécto u trong co' sé (Ui, Uy, ..., Un) Ciia K™

Budgc 1: Lap hé phuong trinh tuyén tinh UX = B, trong ¢6 U = (ulT U, ... unT) la
ma tran c6 dugc bang cach dung u, Uy, ..., Unthanh céc cot, ; B = (uT) la ma tran c6 dugc bing
cach dung u thanh cot.

Budgc 2: Giai hé UX = B. Nghiém (duy nhat) cia hé ndy la toa do ctia u trong co s&
(ug, Uz, ..., Un).

8.3. Nhan xét. Bdi vai co sé chinh tic Bo = {e1, €, ..., en} ciia khong gian K", ta c6
bl
n b2
VUZ(bl,bz,,bn)ER ,[U]BO = .
bn

NGi cach khac, toa do cuia vécto u theo co s& chinh tac Bo caa K" chinh 13 ma tran cot tuong wng
cua u.

Vi du. 1) Trong khong gian R®, moi vécto u = (a, b, ¢) c6 toa do theo co so chinh tiac Bo

la:
a
[ulg, =| b
C
2) Trong khéng gian R3, cho céc vécto:
ur=(1, 2,1)
u=1(1,3,1)
uz=1(2,5,3)
a) Chirng minh B = {u1, Uz, Us} 1a mét co sé cua R3,
b) Tim toa do cua vécto u = (a, b, ¢) € R3theo co s B.
4da-b-c
Pap so: [ulg =|-a+b-c]|.
—a+c
8.4. Pinh ly. Cho V 1a mét khong gian vécto ¢ dimV = n va hai co s¢ duoc sap cua V nhu
sau:
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B1=(ug, Uz, ..., Un); B2 = (v1, v, ..., Vn).

bat  [vi]g, =
pnj

va P [a ma tran vudng cap n c6 cc ct lan luot 1a [v, g ,[V,]g ,....[V,]g, , Nghia la
P12 P12 - Pin

p= P21 P22 - Pon

pnl pn2 pnn
Khi d6 P kha nghich va Ia ma tran duy nhat thoa:
YueV, [u]Bl = P[u]Bz
Ta goi P 1a ma trdn chuyén co so tir By sang B, ki hiéu 1a (B, — B,). Nhu vay,

YueV, [u]B1 =B, —> Bz)[U]B2

g A

) )
Chitng minh. 1) Bt [ulg =|. | . Cénching minh: [ulg =P|.

an an

n n n n n
Taco u= Y av; =D 0;Q pyu) =D QO pjjay;
=1 =

j=1 i=1 j=1

n
D P
=1

4 (04
2 P2 '
=1 )
Suy ra: [ulg, =| . =P|.
OLn

n
2P
j=1

20



2) P kha nghich vi hé phuong trinh tuyén tinh PX = 0 chi X = 0. That vay, gia

X1
X2

su: X =1 . thoa PX = 0, khi d6 v6i u = xavi + Xav2 + ... + XaVn ta €O [u]g, =X va
Xn

[uls, =P[uls, =PX =0,suyrau=0.Trdo x1 = ... =X, = 0.

3) P duy nhat. Gia st ¢6 ma tran P’ sao cho:
YueV, [u]Bl = P’[u]B2
Khi d6 (P-P)[uls, =0, Vu eV,
nghia la (P-P)X =0, VX € Mua(K).
DodbP-P =0hayP =P’

8.5. Ménh d@é. Cho V 1a mét khéng gian vécto hiru han chiéu va By, B2, Bz 1a ba co so cua
V. Khi d@o

1) (B, »B)=(B, > B,) ™.

2) (B, > B3)=(B, = B,)(B, = By).

Chirng minh.

DvueV, [ulg =(B, - B,)[uls, = [uls, = (B, > B,) [ul,

2)VueV, [ulg = (B, — By)lulg, = (B, = B,)((B; — B3)[uls,)
=((B; = B3)(B; — By))lulg,

8.6. H¢ qua. Cho B1= (ug, Uz, ..., Un); B2 = (v1, Va2, ..., Vn) 12 hai co s¢ cua khdng gian K",
Goi Bo= (e1, €2, ..., en) la co s¢ chinh tac cia K". Khi d6

1) (B, — Bl):(ulT u,’ ... unT) la ma tran c6 duoc bang cach dyung cac vécto ui, U,
..., Un thanh céc cot.
-1
2) (B> By)=(By > B) ™

3) Néu qua mot s6 phép BBSCTD ma tran (B, — B,) bién thanh ma tran don vi In thi
ciing chinh qua nhiing phép bién d6i d6 ma tran (B, — B,) s& bién thanh ma tran (B, —» B,),
nghia la

((By — By)|(By — B,)) —2T2 5.(1,|(B, — B,))

Vi du. 1) Trong khong gian R3, cho cac vécto:
ur=(1,2,1)
uz2=(1,3,1)
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us = (2,5, 3)
a) Chang minh B = (uy, Uz, u3) 1a mot co s cua R3,
b) Tim ma tran chuyén co s tir B sang co so chinh tic Bo cua RE.

c) Tim toa d6 cua vécto u = (1, 2, —3) theo co s¢ B.

4 -1 -1
Papsé:b) B, »B)=|-1 1 -1|.
-1 0 1
5
¢) Véiu=(1,2,-3), [uly, =| 4|
—4

2) Trong khong gian R® cho cé4c vécto phu thuc tham sé meR:

u=(,1+m,?2);
u2 = (11 _11 - m)1
us=(1-m, 2, 3).

a) Tim diéu kién dé B(m) = (us, Uz, us) 1a mot co s¢ cua R3.

~b) Pt By = B(1) va B2 = B(-1). Chiing t6 By va B2 la hai co s¢ cua R®. Tim cac ma tran
chuyén co sé tir B1 sang B2 va tir Bz sang Bo trong d6 Bo = (e1, €2, 3) 1a co s& chinh tac cua R3,
Hay tim [ulg,; [ulg, voiu=(1,0,1).

Pap s6: a) m =0 vam = +2.

5 -1 4 3 -4 2
b) (BZ_)BO):% 4 -1 -2 ;(Bl—>Bz)=% 6 7 4]
2 1 -1 6 6 3
-1 -1
o 1 . 1
VOIU_(11 01 1); [U]Bzzg 2 ’[U]B1:§ 4 .
1 3

3) Cho W la khdng gian con cua R* sinh bai cac vécto:
ur=(1,2,21);u.=(0,2,0,1); us=(-2,0, -4, 3).

a) Chitng minh B = (us, Uz, Us) 1a mot co sé caa W. Tim diéu kién dé u = (a1, az, as, as)
thuoc W. Khi @, tim [u]e.

b) Cho vi=(1,0, 2, 0);
VZ = (01 2’ O; 1)1
vz =(0, 0, 0, 3).

Chttng minh B’ = (v1, V2, v3) ciing 1a mot co s cia W. Tim ma tran chuyén co so tir B
sang B'.
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33 -8, +23,
2
béap s0: a) 2a1 = az. Khido [u]s = 532—62.1—48.4
6
10 2
b) B->B)=|-1 1 -2|
0 0 1
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