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KHÔNG GIAN LP()

Lúc đó ta nói M là một -đại số trong X.

(D1)     M . 

(D2)    \ A  M  A  M .

(D3)     {An }   M .
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Cho X là một tập hợp khác trống. Cho M là một họ
khác trống các tập con trong X có các tính chất sau :
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Cho ánh xạ µ : M  [0, ∞] có các tính chất sau

(ii) có B  trong M để cho  (B) < 

(i) (COUNTABLE ADDITIVE)   Nếu {An } là một
dãy các phần tử rời nhau trong M thì
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Lúc đó ta nói  là một độ đo dương trên X.
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Có một -đại số M và một độ đo dương µ trên không
gian n có các tính chất sau :
(i) Các tập mở và tập đóng trong n thuộc M .

(ii) µ([a1,b1]×× [an,bn]) = (b1 - a1)× × (bn - an)

µ((a1,b1)×× (an,bn)) = (b1 - a1)× × (bn - an).

a

b

1

2

3

1a

a

b

b

3

2
GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 4

(ii)   µ(E + a)  = µ(E)           E  M ,  a  n .

(iv)   µ(cE)  = |c|nµ(E)           E  M ,  c   \ {0}.

aE E + a

E c E
O

Định nghĩa. Ta gọi M và µ lần lượt là -đại số
Lebesgue và độ đo Lebesgue trên n .

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 4

Trong giáo trình này M và µ luôn luôn là -đại số
Lebesgue và độ đo Lebesgue trên n.
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Định lý . Cho E là một tập đo được trong n với µ(E) 
hữu hạn, cho một số dương . Lúc đó có một tập
compact K và một tập mở V sao cho K  E  V và
µ(V \ K) < .

Định lý . Cho một tập compact K và một tập mở V
trong n sao cho K   V . Lúc đó có một hàm số liên 
tục  từ n vào [0,1] sao cho

1 ,
( )

0 \ .n

x K
x

x R V


 
   
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Bài toán 1. Cho E là một tập đo được trong n với
µ(E) hữu hạn, cho một số dương . Lúc đó có một hàm 
số liên tục  từ n vào [0,1] sao cho 

µ ({x  n : E(x) ≠ (x)}) < .

Hướng dẫn. Viết rõ bài toán

E đo được trong n (1)

µ(E) <  (2)

 > 0                                                           (3)
Tìm hàm số liên tục  từ n vào [0,1] sao cho 

µ ({x  n : E(x) ≠ (x)}) < . (4)
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Yếu tố “liên tục” trong kết luận liên quan đến các tập 
hợp đóng và mở, nên ta viết “tập E ” trong các giả
thiết ra dạng có liên quan đến các tập đóng và mở:
Có một tập compắc K và một tập mở V sao cho

K   E  V                                                  (6)
µ(V \ K) <  (7)

Ta viết rõ kết luận:
µ({x E : (x) ≠ 1}  {x  n \ E : (x) ≠ 0} ) <  (5)

Tìm các liên hệ giửa “tập compắc K  tập mở V ” và
hàm số liên tục:
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Có một tập compắc K và một tập mở V sao cho

K   E  V                                                  (6)
µ(V \ K) <  (7)

Tìm các liên hệ giửa “tập compắc K  tập mở V ” và
hàm số liên tục:
Có một hàm số liên tục  sao cho 

1 ,
( )

0 \ .n

x K
x

x R V


 
   

Để ý {x E : (x) ≠ 1}  {x  n \ E : (x) ≠ 0} chứa 
trong (E \ K)  (V \ E)  V \ K. Chọn  = . 
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Định nghĩa. Cho  là một tập đo được trong n, m số
thực c1, . . ., cm, và m tập đo được A1, . . ., Am chứa
trong . Đặt

Ta nói f là một hàm đơn trên . 

1

( ) ( ) .
m

i
i

s x c x xAi




  

Định nghĩa. Cho  là một tập đo được trong n. Cho
f là một ánh xạ từ  vào [-∞,∞]. Ta nói f là một ánh
xạ đo được trên  nếu f -1((a,]) M với mọi số thực
a. 
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Định lý .  Cho f là một hàm đo được trên một tập đo
được  . Lúc đó có một dãy các hàm đơn {tm} trên 
sao cho

lim ( ) ( ) .mm
t x f x x


  

Định lý .  Cho f là một hàm đo được trên một tập đo
được  trong n. Giả sử f(x)  0 với mọi x trong . 
Lúc đó có một dãy các hàm đơn {sm} trên  sao cho :

0  s1(x)  s2(x)  . . .  sm(x)  f (x)    x  .

lim ( ) ( ) .mm
s x f x x


  
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Định nghĩa . Cho E  M. Đặt

và gọi là tích phân của s trên E. Tích phân
này có thể bằng  . E

s d
1

( )k k
k mE

s d c A E 
 

  
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Định nghĩa. Cho  là một tập đo được trong n, cho
E M , và f là một hàm đo được từ  vào [0,∞]. 

Đặt F (f )  là họ các hàm đơn s trên  sao cho 0  s 

f và đặt .  

Ta gọi là tích phân Lebesgue của f trên

E với độ đo  .   Tích phân của f có thể bằng  .

sup
( )

f d s dE Es f
 


 

F

f dE 
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Định nghĩa. Cho  là một tập đo được trong n, 
E M , và f là một hàm thực đo được trên . 

Lúc đó | f | là một hàm số từ  vào [0,∞). Giả sử

Đặt f + (x) = max{f (x), 0}, f - (x) = max{- f (x), 0} và.

Ta gọi là tích phân Lebesgue của f trên

E với độ đo  .   Tích phân của f là một số thực.

f d f d f d
E E E

  
   

f dE 

| | .f d  

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Định lý (hội tụ đơn điệu Lebesgue). 
Cho X là một tập đo được trong n và {f m}   là

một dãy ánh xạ đo được từ X vào [0 , ] ,  f là một
ánh xạ từ X vào [0 , ] và giả sử

Lúc đó

(ii) ( ) lim ( )mm
f x f x x X


  

1 2(i) ( ) ( ) ( )mf x f x f x x X      

lim lim .
 

   m mm m
f d f d f dX X X  
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Bổ đề Fatou . Cho  là một tập đo được trong n, 
E  M , và {gm} là dãy ánh xạ đo được từ  vào
[0,]  . Ta có

liminf liminfm mm m
g d g dE E 

 
 
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Định lý 6 (hội tụ bị chận Lebesgue) .
Cho  là một tập đo được trong n và {fm}   là

một dãy hàm số khả tích trên ,  f là một hàm số
trên X và giả sử có một hàm số g khả tích trên  sao
cho

Lúc đó f khả tích trên  và

(ii) ( ) lim ( )mm
f x f x x


  

(i) | ( ) | ( ) ,mf x g x x m N    

lim

lim | | 0 .

mm

mm

f d f d

f f d
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





 

 


 


vaø 
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f là một hàm đo được từ  vào [0,∞]            (1)
µ(E) = 0                                              (2)

Bài toán 2. Cho  là một tập đo được trong n, cho
E M , và f là một hàm đo được từ  vào [0,∞].
Giả sử µ(E) = 0. Chứng minh

0
E

f d 

?                                                              (3) 0
E

f d 
Xét trường hợp đơn giản f là một hàm đơn

1

( ) ( ) .
m

i
i

s x c x xAi




  
(3’)

1 1

( ) .0 0k k kE
k m k m

s d c A E c 
   

    
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Liên hệ với  phần đã chứng minh, xét hàm f  phức tạp 
hơn một chút f = g  0 :
Có một dãy hàm đơn {sn} tiến lên từng điểm về g trên 
.                                                               (4)
Liên hệ (4) với yếu tố “tích phân”, ta có định lý hội tụ

bi chặn Lebeague
(5)lim 0nE En

gd s d 


  
Xét hàm f  tổng quát. Liên hệ với  phần đã chứng 
minh: f  =  f + - f - . 

0
E E E

f d f d f d       
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Bài toán 3. Cho  là một tập đo được trong n và f
là một hàm đo được từ  vào [0,∞]. Giả sử

với mọi E M . Chứng minh

µ({x   : f (x) = ∞}) = 0
E

f d  

Làm rõ ký hiệu “f (x) = ∞” : f (x) ≥ α  α  . Vậy
{ : ( ) } { : ( ) }

R
x f x x f x





     

với mọi E M (1)0
E

f d 
({ x   :  f (x) = ∞})  ({ x   :  f (x) ≥ α})

với mọi α  .        (2)

Cho α  , đặt E= {x  :  f (x) ≥ α}, tính (E) (3)  
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với mọi E M (1)0
E

f d 
({ x   :  f (x) = ∞})  ({ x   :  f (x) ≥ α})

với mọi α  .        (2)
Cho α  , đặt E= {x  :  f (x) ≥ α}, tính (E) (3)  
Khi có các điều kiện về tích phân của f , để tính độ đo

của một tập hợp có dính dáng đến f : xét tích phân của
f trên tập đó và ước lượng tích phân đó theo các quan 
hệ của tập đó đối với f

0 ( ) (4)
E E

f d d E
 

      
Chọn α =1
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Bài toán 4. Cho  là một tập đo được trong n , f và
g là hai hàm số khả tích trên . Đặt 

B = {x  : f (x) ≠g(x) }.
Giả sử µ(B) = 0. Cho E là một tập đo được chứa

trong , chứng minh
.

E E
f d gd 

 
 

  Đặt h = f – g . Ta có B = {x  : h(x) ≠0 }. Bài toán 
trở thành

µ({x  : h(x) ≠0 }) = µ(B) = 0 (1)
Cho E đo được   :?                                            (2) 0

E
hd 

\
. (2 ')

E E B E B
hd hd hd  
   

   
GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 22

Bài toán 5. Cho  là một tập đo được trong n , f và
g là hai hàm số khả tích trên . Đặt 

B = {x  : f (x) ≠ g(x) }.
Giả sử với mọi một tập đo được E chứa trong 

Chứng minh µ(B) = 0. 

.
E E

f d gd 
 

 

  Đặt h = f – g . Ta có B = {x  : h(x) ≠0 }. Bài toán 
trở thành

?                   µ(B) = 0 (2)
Cho E đo được   (1) 0

E
hd 
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Ta làm rõ (1): B = {x  : |h(x)| ≠0 } và

Đặt Cm={x: h(x) > m-1} và Dm={x: - h(x) > m-1} 
với mọi số nguyên m. Vậy 

1

1{ :| ( ) | 0} { :| ( ) | }
n

x h x x h x
n




    

1 1
( ) ( )m mm m

B C D
 

 
  

?                   µ(B) = 0 (2)
Cho E đo được   (1) 0

E
hd 

1 1
1 1

( ) (( ) ( )) ( ) ( )m m m mm m
m m

B C D C D   
 

 

 
 

    

?   µ(Cm) = µ(Dm) = 0  m =1,2, … (2’) GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 24

Cho E đo được   (1) 0
E

hd 

?   µ(Cm) = µ(Dm) = 0  m =1,2, … (2’)
1 10 ( )

m m
mC C

hd d C
m m

     

Cm={x: h(x) > m-1} và Dm={x: - h(x) > m-1} (3)

Vậy µ(Cm) = µ(Dm) = 0

1 10 ( )
m m

mD D
hd d D

m m
      
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Định nghĩa. Đặt M(Ω) là tập hợp các hàm số thực đo 
được trên Ω. Cho f và g trong M(Ω), ta nói f ~ g nếu  

({x   : g(x) – f (x) ≠ 0}) = 0
Bài toán 6a. Chứng minh quan hệ ~ là quan hệ tương 
đương trên M(Ω) .
Cho f , g và h trong M(Ω), chứng minh

f ~ f                                                         
f ~ g   g ~ f  
f ~ g  và g ~ h  f ~ h

Chúng ta sẽ chứng minh tính chất truyền
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f , g và h trong M(Ω)                                        (1)
f ~ g                                                           (2)
g ~ h                                                           (3)

?   f ~ h                                                           (4)

Làm rõ bài toán
f , g và h trong M(Ω)                                        (1)
({x   : g(x) – f (x) ≠ 0}) = 0 (2’)

({x   : h(x) – g (x) ≠ 0}) = 0 (3’)
? ({x   : h(x) – f (x) ≠ 0}) = 0 (4’)
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f , g và h trong M(Ω)                                        (1)
({x   : g(x) – f (x) ≠ 0}) = 0 (2’)

({x   : h(x) – g (x) ≠ 0}) = 0 (3’)
? ({x   : h(x) – f (x) ≠ 0}) = 0 (4’)
Biến “≠” thành “=”

A={x   : g(x) – f (x) = 0}: ( \ A) =0        (2”)
B={x   : h(x) – g (x) = 0}: ( \ B) =0        (3”)
C={x   : h(x) – f (x) = 0}: ? ( \ C) =0      (4”)
Tìm các yếu tố “giống giống khác khác” : C , A và B . 
Quan hệ của chúng : A  B  C. Chuyển qua yếu tố
còn lại : ( \ A)  ( \ B)   \ C Chuyển qua yếu tố
còn lại :    ( \ A) + ( \ B)  ( \ C) GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 28

Bài toán 6b. Cho f , g , h  và k  trong M(Ω). Giả sử
f~g và h ~ k. Chứng minh ( f+h) ~ ( g+k).
({x   : g(x) – f (x) ≠ 0}) = 0 (1)

({x   : k(x) – h (x) ≠ 0}) = 0 (2)
? ({x  : [h(x) + f (x)] - [g(x) + k (x)] ≠ 0}) = 0 (3)

Biến “≠” thành “=”
A={x   : g(x) – f (x) = 0}: ( \ A) =0        (1’)

B={x   :   k(x) – h (x)  = 0}: ( \ B) =0        (2’)
C={x : [h(x)+f (x)] - [g(x)+k(x)] = 0}: 

? ( \ C) =0                                              (3’)

7
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Tìm các yếu tố “giống giống khác khác” : C , A và B . 
Quan hệ của chúng : A  B  C. Chuyển qua yếu tố
còn lại : ( \ A)  ( \ B)   \ C. Chuyển qua yếu tố
còn lại :    ( \ A) + ( \ B)  ( \ C) 

A={x   : g(x) – f (x) = 0}: ( \ A) =0        (1’)
B={x   :   k(x) – h (x)  = 0}: ( \ B) =0        (2’)

C={x : [h(x)+f (x)] - [g(x)+k(x)] = 0}: 

? ( \ C) =0                                              (3’)

Bài toán 6c. Cho f  và g trong M(Ω) và  . Giả sử
f~g. Chứng minh (f ) ~ (g).
Bài toán 6d. Cho f , g , h  và k  trong M(Ω). Giả sử
f~g và h ~ k. Chứng minh ( f.h) ~ ( g.k). GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 30

Bài toán 6e. Cho f , g , h  và k  trong M(Ω). Giả sử
f~g ,  h ~ k  và ({x  : f(x) > h(x) }) = 0. Chứng 
minh ({x  : g(x) > k(x) }) = 0
({x   : g(x) – f (x) ≠ 0}) = 0 (1)

({x   : k(x) – h (x) ≠ 0}) = 0 (2)

? ({x  : g(x) > k(x) }) = 0 (4)
({x  : f(x) > h(x) }) = 0 (3)

Biến “≠” thành “=”
A={x   : g(x) – f (x) = 0}: ( \ A) =0        (1’)

B={x   :   k(x) – h (x)  = 0}: ( \ B) =0        (2’)

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 31

A={x   : g(x) – f (x) = 0}: ( \ A) =0        (1’)
B={x   :   k(x) – h (x)  = 0}: ( \ B) =0        (2’)

D = {x  : g(x)  k(x)} : ? ( \ D) = 0 (4’)
C={x  : f(x)  h(x)}: ( \ C) = 0 (3’)

Tìm các yếu tố “giống giống khác khác” : D , A , B và
C . Quan hệ của chúng : A  B  C  D. Chuyển qua
yếu tố còn lại : ( \ A)  ( \ B)  ( \ C)   \ D.
Chuyển qua yếu tố còn lại :    

( \ A) + ( \ B) + ( \ C)  ( \ D) 

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 32

Định nghĩa . Cho f trong M(). Đặt

{ ( ) : ~ } , ( ) { : ( )}.f g M g f N h h M       

Định nghĩa . Cho một số thực α, f và g  trong M(). 
Đặt h = f + g , k = αf và u = f . g . Ta ký hiệu

,

,

. .

f g h

f k

f g u



 





 

 

  

Bài toán 7. Chứng minh N(Ω) là một không gian 
vectơ với các phép cộng và nhân nói trên.  
 Hướng dẫn. Dùng các bài toán 6a, 6b và 6c.
Định nghĩa. Cho u và v trong N(),  f u và g v . Ta 
nói u ≤ v nếu µ({x   : f(x) > g(x) }) = 0.
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Định nghĩa. Cho uN(Ω), E M và E  Ω. Ta ký 
hiệu

nếu s u và s là một hàm đơn

nếu g u và g  0 trên Ω

nếu h u và h khả tích trên Ω.

  Trong trường hợp cuối, ta nói u khả tích trên Ω.

E

E E

E

sd

ud gd

hd



 





 




 



Định nghĩa. Giả sử với mọi x trong  có một tính chất 
P(x). Ta nói P đúng hầu hết khắp nơi trên  nếu

µ({x : P(x)  không đúng}) = 0
Cho  f và g trong M(Ω), lúc đó f ~ g  có nghĩa

f (x) = g(x)                      h.h.k.n. trên  . GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 34

Bài toán 8. Cho {um} là một dãy trong N(). Cho fm
và gm trong um. Giả sử

({x  : {fm(x)} không hội tụ})=0
Chứng minh ({x  : {gm(x)} không hội tụ})=0.
({x  : gm(x)- fm(x) 0 }) = 0 (1)

({x  : {fm(x)} không hội tụ}) = 0                 (2)
? ({x  : {gm(x)} không hội tụ})=0 (3)

Biến “≠” thành “=” và “không hội tụ” thành “hội tụ”
Am={x  : gm(x) – f m(x) = 0}: ( \ Am) = 0    (1’)

B={x  : {fm(x)} hội tụ}:  ( \ B) = 0             (2’)

C={x  : {gm(x)} hội tụ}: ?  ( \ C) = 0       (2’)

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 35

Am={x  : gm(x) – f m(x) = 0}: ( \ Am) = 0    (1’)

B={x  : {fm(x)} hội tụ}:  ( \ B) = 0             (2’)

C={x  : {gm(x)} hội tụ}: ?  ( \ C) = 0       (2’)
Tìm các yếu tố “giống giống khác khác” : C , Am và B. 
Quan hệ của chúng : (Am)  B  D. Chuyển qua yếu 
tố còn lại : ( \ Am)  ( \ B)   \ C. Chuyển qua
yếu tố còn lại :    

1

( \ ) ( \ ) ( \ )m
m

A B C  




    

Định nghĩa. Cho {um} là một dãy trong N() và u
trong N(). Ta nói {um} hội tụ về u trên  nếu có f
trong u và fm trong um sao cho {fm} hội tụ về f 
h.h.m.n. trên . GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 36

Bài toán 9. Cho {um} là một dãy trong N(). Cho fm
và gm trong um. Chứng minhliminf ~ liminfn nn n

f g
 

({x  : gm(x)- fm(x) 0 }) = 0 (1)

Biến “≠” thành “=”
Am={x  : gm(x) – f m(x) = 0}: ( \ Am) = 0    (1’)

? (3)({ : liminf liminf 0}) 0n nn n
x f g

 
   

:

?   ( \ B) = 0                             (2’)

{ : liminf liminf 0}n nn n
B x f g

 
   

9
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Am={x  : gm(x) – f m(x) = 0}: ( \ Am) = 0    (1’)
:

?   ( \ B) = 0                             (2’)

{ : liminf liminf 0}n nn n
B x f g

 
   

Tìm các yếu tố “giống giống khác khác” : B và Am. 
Quan hệ của chúng : Am  B. Chuyển qua yếu tố còn 
lại : ( \ Am)   \ B. Chuyển qua yếu tố còn lại :    

1

( \ ) ( \ )m
m

A B 




  
Định nghĩa. Cho {um} là một dãy trong N() ,  fm 
trong um  và . Ta ký hiệuliminf n

n
g g




liminf nn
u g


 

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 38

Bài toán 10. Cho {um} là một dãy trong N() và u
trong N().  Cho f  u, fm và gm trong um với mọi m. 
Đặt

A={x  : fm(x)  f(x) }
B={x: 0 ≤ g1(x) ≤ g2(x) ≤ . . .≤ gm(x) ≤ . . .}

C={x: 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . .≤ fm(x) ≤ . . .}
Giả sử ( \ A) = 0 và ( \ B) = 0 . Chứng minh
( \ C) = 0 .

( \ A) = 0                                    (1)
( \ B) = 0                                    (2)

?    ( \ C) = 0                                                  (4)
Dm={x  : fm(x) – gm (x)  0}: ( \ Dm) = 0     (3)

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 39

( \ A) = 0                                    (1)
( \ B) = 0                                    (2)

?    ( \ C) = 0                                                  (4)
Dm={x  : fm(x) – gm (x)  0}: ( \ Dm) = 0     (3)

Tìm các yếu tố “giống giống khác khác” : C ,  A, B và
Dm. Quan hệ của chúng : A  B  (Dm)  C. 
Chuyển qua yếu tố còn lại : 
( \ A)  ( \ B)  ( \  Dm)   \ C  hay

( \ A)  ( \ B)  (  \ Dm)   \ C

Chuyển qua yếu tố còn lại :    

1

( \ ) ( \ ) ( \ ) ( \ )m
m

A B D C   




       GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 40

Bài toán 11. Cho {um} là một dãy trong N() và u
trong N().  Giả sử
(i)  {um} hội tụ về u trên  . 
(ii) 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ um ≤ . . . .     trên .  
Chứng minh

m
lim mu dx udx

 
 

Theo bài tập 10, có f  u, fm  um với mọi m, sao cho
A={x  : fm(x)  f(x) } :( \ A) = 0                (1)
B={x: 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . .≤ fm(x) ≤ . . .}:

( \ B) = 0                                            (2)   

Bài toán trở thành

10
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A={x  : fm(x)  f(x) } :( \ A) = 0                (1)
B={x: 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . .≤ fm(x) ≤ . . .}:

( \ B) = 0                                            (2)   
(3)m mu d f d m 

 
  

(4)ud f d m 
 

  
?                                                           (5)lim mm

ud u d 
 

 
Bỏ ( \ A) = 0   và ( \ B) = 0 : đặt

( ) ,
( )

0 \ ( ).

( ) ,
( )

0 \ ( ).
m

m

f x x A B
g x

x A B

f x x A B
g x

x A B

  
    

  
     GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 42

gm(x)  g(x)           x  (1’)
0 ≤ g1(x) ≤ g2(x) ≤ . . .≤ gm(x) ≤ . . .  x  (2’)

  (3’)m mu d g d m 
 

  
  (4’)ud gd m 

 
  

?                                                           (5)lim mm
ud u d 

 
 

Dùng Định lý Hội tụ đơn điệu

?                                                           (6)lim mm
gd g d 

 
 

Từ (3’), (4’) và (6) ta có (5)

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 43

Bài toán 12. Cho {um} là một dãy trong N(). Giả sử
um 0 với mọi số nguyên m. Chứng minh

m m
liminf liminfm mu dx u dx

  
 

 fm  um , Am={x   : fm(x)  0} : ( \ Am) =0  (1)
  (2)m mu d f d m 

 
  

Bỏ ( \ A) = 0  : đặt
( ) ,

( )
0 \ .

m
m

f x x A
g x

x A
 

   

 gm  um :  gm(x)  0        x   (1’)
  (2’)m mu d g d m 

 
  

(3)
m m

liminf liminfm mu dx u dx
  

 

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 44

 gm  um :  gm(x)  0        x   (1’)
  (2’)m mu d g d m 

 
  

(3)m m
liminf liminfm mu dx u dx

  
 

Dùng Bổ đề Fatou:

m m
liminf liminfm mg dx g dx

  
 
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Bài toán 13. Cho {um} là một dãy trong N() và u
trong N().  Giả sử có v trong N()
(i)  {um} hội tụ về u trên  . 
(ii) |um | ≤ v        trên ,  m .

(iii) 

Chứng minh

và

�
.vdx


 

lim mm
u dx udx

 
 

lim | | 0mm
u u dx


 

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 46

Bài toán 14. Cho u  N() và khả tích trên . Giả sử

Chứng minh  

| | 0.u dx



0.u  

 f  u, f khả tích trên  :                                       (1) | | | | 0.f dx u dx
 

  
BT 5:  “g khả tích trên  ,                   với mọi E  M , 
E  ”  “g ~ 0”

0
E

gdx 

với mọi E  M (2)0
E

f dx 
Liên hệ các yếu tố

(3)| | | | | | | |
E E E

f dx f dx f dx f dx f dx
 
         

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 47GIẢI TÍCH THỰC - CH 1
47

Định nghĩa. Cho p  [1, ∞). Ta ký hiệu Lp() là tập
các lớp hàm u trong N() sao cho

Ta đặt
| | .pu dx


 

1/|| || { | | } ( )p p p
pu u dx u L


   

Định nghĩa. Ta ký hiệu L∞() là tập các lớp hàm u
trong N() sao cho có f  trong u và một số thực M để
cho ({x : |f(x)| > M }) = 0
Ta đặt

|| || inf{ 0: ({ :| ( ) | }) 0} ( ), .u M x f x M u L f u 
        

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 48

Bài toán 15. Cho p trong [1, ], u  Lp(Ω) và f  u . 
Chứng minh µ({x : f (x) = ∞}) = 0.
Bài toán 16. Cho u  L(Ω) và f  u . Chứng minh 
µ({x : |f (x)| > ||u||}) = 0.
||u|| = inf {M  0 : µ({x : |f (x)| > M}) = 0}    (1)

?   µ({x : |f (x)| > ||u||}) = 0                             (2)
Tìm các yếu tố “giống khác khác” :  M và ||u|| . Làm 

chúng giống nhau: có một  dãy {Mk} trong  tập hợp 
{M  0 : µ({x : |f (x)| > M}) = 0} hội tụ về ||u|| .  
Vậy với mọi số nguyên n có k sao cho 

||u||  Mk < ||u|| + n-1 .

µ({x : |f (x)| > ||u|| + n-1 }) = 0                       (1’)
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µ({x : |f (x)| > ||u|| + n-1 }) = 0                       (1’)
?   µ({x : |f (x)| > ||u||}) = 0                             (2)

Viết bài toán cùng dạng
(3)1

1
{ :| ( ) | || || } { : | ( ) | || || }mm

x f x u x f x u


 
     

Từ (1’) và (3), ta có (2)
Bài tập 17. Chứng minh ||.||∞ là một chuẩn trên L∞().
Cho u, v,  w  L∞() ,   

 f  u,  M : ({x : |f(x)| > M }) = 0 (1)
(2)|| || inf{ 0: ({ :| ( ) | }) 0}u M x f x M    

? || v ||  0                                                              (3)
? || v || = 0    (4) 0v   GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 50

?  ||  v || = | | ||v || (5)
?   || v + w ||  ||v || + ||w || (6)
Ta chứng minh (5) và (6)
Chứng minh (5)

||v|| = inf {M  0: (x: |f(x)| > M})=0}     (1)
|| v|| = inf {K  0: (x: | f(x)| > K})=0} (2)

Cho f  v 

|| v ||  | | || v || (3)
|| v ||  | | || v || (4)

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 51

Viết rõ bài toán
inf {K  0: (x: | f(x)| > K})=0} 

| | inf {M  0: (x: |f(x)| > M})=0} (3’)
inf {K  0: (x: | f(x)| > K})=0} 

| | inf {M  0: (x: |f(x)| > M})=0} (4’)

Viết bài toán cùng dạng
inf {K  0: (x: | f(x)| > K})=0} 

inf {M  0: (x: | ||f(x)| > M})=0} (3’)
inf {K  0: (x: | f(x)| > K})=0} 

inf {M  0: (x: | ||f(x)| > M})=0} (4’)

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 52

Chứng minh (6)
Cho f  v và g  w 
||v|| = inf {M  0: ({x: |f(x)| > M})=0} (1)
||w|| = inf {K  0: ({s: |g(s)| > K})=0} (2)

||v+w||  ||v|| + ||w|| (4)
||v+w|| = inf{L  0: ({t: |f(t)+ g(t)| > L})=0}(3)

Viết rỏ bài toán

inf{L  0: ({t: |f(t)+ g(t)| > L})=0} 
||v|| + ||w|| (4’)

?      ({t: |f(t)+ g(t)| > ||v|| + ||w|| })=0        (4”)
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||v|| = inf {M  0: ({x: |f(x)| > M})=0} (1)
||w|| = inf {K  0: ({s: |g(s)| > K})=0} (2)
?      ({t: |f(t)+ g(t)| > ||v|| + ||w|| })=0        (4”)

Viết bài toán cùng dạng
({x: |f(x)| > ||v|| })=0 } (1’)
({s: |g(s)| > ||w|| })=0 (2’)

?      ({t: |f(t)+ g(t)| > ||v|| + ||w|| })=0        (4”)
Viết quan hệ của các yếu tố “giống giống khác khác”

{t: |f(t)+ g(t)| > ||v|| + ||w|| }   

{x: |f(x)| > ||v|| }  {s: |g(s)| > ||w|| }
GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 54

Bài tập 18. Chứng minh ||.||1 là một chuẩn trên L1().
Cho u, v,  w  L∞() ,   

? || v ||1  0                                                              (2)
? || v ||1 = 0    (3) 0v  

(1)1|| || | |u u d


 

?  ||  v ||1 = | | ||v ||1 (4)
?   || v + w ||1  ||v ||1 + ||w ||1 (5)
Ta chứng minh (5). Viết rõ bài toán

(5’)| | | | | |v w d v d w d  
  

    
(5”)| | [| | | |]v w d v w d 

 
   
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Định lý (Hölder) Cho p và q trong (1, ),  f  trong
Lp() và g  trong Lq() sao cho p-1 + q-1 = 1.  Lúc đó


    1/ 1/| | {| | | } {| | | }p p q qfgdx f dx g dx

Định lý (Minkowski) Cho p trong [1, ),  f  và g  
trong Lp(E).  Lúc đó

  
    1/ 1/ 1/{| | | } {| | | } {| | | }p p p p p pf g dx g dx g dx

(5”)| | [| | | |]v w d v w d 
 

   
Xét liên quan giửa các yếu tố “giống giống khác 
khác”: |v + w |  |v|  + |w | .

Bài toán 19. Cho p trong (1, ), chứng minh chứng 
minh (Lp(Ω),||.||p) là một không gian định chuẩn. GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 56

Bài toán 19. Cho p trong [1, ] và {uk} trong Lp(). 
Giả sử hội tụ về u trong Lp().

Chứng minh

1

|| || || ||p k p
k

u u




 

1 kk
u



Định nghĩa. Cho {um} là một dãy trong N() và fm 
um với mọi số nguyên m. Đặt sn= f1 + . .. + fn với mọi số
nguyên n.  Nếu {sn} hội tụ về s trong . Ta đặt

1
n

m

u s




 

Đặt vn= u1 + . .. + un với mọi số nguyên n. 
Cho  > 0, có N()  : ||u – vn||p  n  N()   (1)

(2)
1 1

|| || || || || ||p m p m p
m m

u u u
 

 

  
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Cho  > 0, có N()  : ||u – vn||p  n  N()   (1)

(2)
1 1

|| || || || || ||p m p m p
m m

u u u
 

 

  
Liên kết các yếu tố của bài toán

1

1 1

|| || || || || || || ||

|| || || || ( ) (3)

n

p n p n p m p
m

n

m p m p
m m

u u v v u

u u n N



  





 

    

     



 

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 58

Bài tập 20. Cho p trong [1, ) và một một dãy {uk} 
và một  u trong Lp().  Giả sử có g  Lp(), f  u và
fk uk với mọi k sao cho

Chứng minh .

lim ( ) ( ) ,

| ( ) | ( ).
mm

m

f x f x x

f x g x


  



lim | | 0p
mm

u u dx


 

Viết bài toán cùng dạng: đặt hm = fm – f , vm = um -u
lim ( ) 0 ,

| ( ) | 2 ( ).
mm

m

h x x

h x g x


  



lim | | 0p
mm

v dx



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Bài tập 21a. Cho một một dãy {uk} trong L() và fk
 uk với mọi k. Giả sử

Chứng minh hội tụ h.h.m.n. trên , và có
v trong L() sao cho

1
|| || .kk

u


 

1
( )kk

f x



1

| | .
m

k
k

u v m N


  

Ak= {x  : |fk(x)|  ||uk||}: ( \ Ak) = 0  k Õ (1)
(2) 

1
|| || .kk

u


 

A= {x  : {fk(x)} hội tụ}: ?  ( \ A) = 0 (3)

Liên hệ các yếu tố “giống giống khác khác”: 

. Viết cùng dạng với các yếu tố khác1 kk
A A




1
\ \ kk

A A


   GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 60

Bài tập 21b. Cho một một dãy {uk} trong L1() và fk
 uk với mọi k. Giả sử

Chứng minh hội tụ h.h.m.n. trên , và có
v trong L() sao cho

1
|| || .kk

u


 

1
( )kk

f x



1

| | .
m

k
k

u v m N


  

Viết bài toán cùng dạng : 

(1)
1

| |k
k

f d





 
A= {x  :                 hội tụ}: ?  ( \ A) = 0 (2)

1

( )k
k

f x





B= {x  :                 hội tụ}: ?  ( \ B) = 0
1

| | ( )k
k

f x





B= {x  :                     hội tụ}: ? ( \ B) = 0 (2’)
1

{ | | ( )}
n

k
k

f x


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(1)
1

| |k
k

f d





 
B= {x  :                     hội tụ}: ? ( \ B) = 0 (2’)

1

{ | | ( )}
n

k
k

f x



Đặt : 0 g1 (x) g2 (x) . . .  gn (x)
Dùng định lý hội tụ đơn điệu Lebesgue

1

( ) | | ( )
n

n k
k

g x f x


 

0 0
1 1 1 1

| | lim | | lim | | | |
n n

k k k kn n
k k k k

f d f d f d f d   
 

    
   

        

Vậy khả tích và ta có (2’).
1

| |k
k

f




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Bài tập 21c. Cho p (1,), một một dãy {uk} trong 
Lp() và fk  uk với mọi k. Giả sử

Chứng minh hội tụ h.h.m.n. trên , và có
v trong Lp() sao cho

1
|| || .k pk

u


 

1
( )kk

f x



1

| | .
m

k
k

u v m N


  

Viết bài toán cùng dạng : 

(1)1/

1

{ | | }p p
k

k

f d





  
A= {x  :                 hội tụ}: ?  ( \ A) = 0 (2)

1

( )k
k

f x





B= {x  :                 hội tụ}: ?  ( \ B) = 0
1

| | ( )k
k

f x





B= {x  :                     hội tụ}: ? ( \ B) = 0 (2’)
1

{ | | ( )}
n

k
k

f x


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(1)1/

1

{ | | }p p
k

k

f d





  

B= {x  :                     hội tụ}: ? ( \ B) = 0 (2’)
1

{ | | ( )}
n

k
k

f x



Đặt : 0 g1 (x) g2 (x) . . .  gn (x)
Dùng định lý hội tụ đơn điệu Lebesgue1

( ) ( | | ( )}
n

p
n k

k

g x f x


 

0
1 1

1/

0 1 1

{ | |} lim { | |}

lim{ { | | } } { | | }

n
p p

k kn
k k

n p p p p
k k

n k k

f d f d

f d f d

 

 



 
 



   



 

  

  
Vậy khả tích và ta có (2’).

1

{ | |}p
k

k

f





(3)1/ 1/ 1/

1 1 1 1

{ ( | |) } { | | } { | | } || ||
n n p pp p p p

k k k k p
k k k k

f d f d f d u  
 

  
   

       
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Bài tập 21d. Cho p trong [1, ] và một một dãy 
Cauchy {vk}trong Lp(). Chứng minh {vk} hội tụ
trong Lp().

Có dãy con         của {vk} sao cho                                  
với mọi số nguyên m. Đặt với mọi số
nguyên m.  Theo các bài tập trước                   hội tụ về
u trong Lp().  Vì nên
hội về trong Lp(). 

{ }
mkv

1
|| || 2

m m

m
k k pv v



 

1m mm k ku v v


 

1 mm
u


1 1 1m

m
k k kk

v v u
 
  { }

mkv
1kv u
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H.D. Chọn              như trong bài toán 21c.  Đặt

Bài toán 22. Cho p trong [1, ) và một dãy{vm} hội tụ

về v trong Lp(). Chứng minh có một dãy con

của {vm} và w trong Lp() sao cho trên .   

{ }
kmv

| |
kmv w

{ }
kmv

1 11
| | | |

m mk k km
w v v v






  
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Bài toán 23. Chứng minh L2() là một không gian
Hilbert với tích vô hướng sau:

2, , ( ).u v uvdx u v L


    
Định lý. Cho p trong [1, ). Đặt

S = { u Lp() : có hàm đơn s u}.

Chứng minh S trù mật trong Lp().

H.D. Cho v Lp() ,  chứng minh có một dãy {sm} 
trong S hội tụ về v trong Lp(). Xét trường hợp v ≥ 0. 
Dùng Định lý 4 và bài tập 20.
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Định lý. Cho p trong [1, ). Đặt

C = { u Lp() : có hàm liên tục f u}.

Chứng minh C trù mật trong Lp().

H.D. Cho v S. Dùng bài toán 1 chứng minh có một
dãy {fm} trong C hội tụ về v trong Lp(). 

Định nghĩa. Đặt Cc(n ) là tập hợp các hàm số thực
liên tục f trên n sao cho có một tập compact Kf chứa
tập {x  n : f(x) ≠ 0}.

GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 68GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 68

Định lý. Cho p trong [1, ). Đặt

Cc = C  Cc(n)

Chứng minh Cc trù mật trong Lp().
H.D. Dùng bài toán 1, chứng minh có một hàm số
thực liên tục gm từ n vào [0,1] sao cho

Cho f C. Đặt   fm = gm f  . Áp dụng bài toán 20.

1 ,|| || ,
( )

0 ,|| || 1.m

x x m
g x

x x m
 

    
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Định lý . Cho p  [1, ), q  (1, ] với p-1+q-1 = 1, và
T là một ánh xạ tuyến tính liên tục từ Lp() vào . 
Lúc đó có duy nhất một u Lq() sao cho

( ) ( ),

|| || || ||

p

q

T v uvdx v L

T u


   




Định lý . Cho p  (1, ), q  (1, ) với p-1+q-1 = 1,
và {um} là một dãy bị chặn trong Lp(). Lúc đó có u 
trong Lp() và một dãy con    của {um} sao cho{ }

kmu
lim ( ).

k

q
mk

u vdx uvdx v L
 

    
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Bài toán 24. Cho u L1(n) và α là một số thực khác
không. Cho f  u , đặt g(x) = f(αx) với mọi x trong n. 
Chứng minh g khả tích và

| | .
n n

n

R R
gd fd   

Hướng dẫn. Cho E là một tập đo được trong n với
µ(E) < ∞. Xét trường hợp f là hàm đặc trưng của E. 
Chứng minh g là hàm đặc trưng của α-1E.
Bài toán 25. Cho u L1(n) và a là một vectơ trong
n. Cho f  u , đặt g(y) = f(a - y) với mọi y trong n. 
Chứng minh g khả tích và

.
n nR R
gd fd  
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Hướng dẫn. Cho E là một tập đo được trong n với
µ(E) < ∞. Xét trường hợp f là hàm đặc trưng của E. 
Chứng minh g là hàm đặc trưng của (a – E).
Bài tập 26. Cho u L1(n) và  là một số thực dương. 
Chứng minh có một số thực dương  sao cho với mọi
tập đo được E với µ(E) <  thì

| | .
E

u d 
Hướng dẫn. Xét các trường hợp f là hàm đặc trưng, 
hàm đơn và hàm không âm.
Bài toán 27. Cho E là một tập đo được trong n với
µ(E) < ∞, và r và s trong [1,∞) sao cho r < s. Chứng 
minh   Ls(E)  Lr(E) . GIẢI TÍCH THỰC - CH 1 72

Hướng dẫn. Đặt p = r-1s và q = (1- s-1r)-1. Cho u 
Ls(E) , f  u và g là hàm đặc trưng của E . Áp dụng bất 
đẳng thức Holder cho |f |r  và g.
Bài toán 28. Cho E là một tập đo được trong n, p 
[1,∞), u  Lp(E) và f  u. Giả sử

Chứng minh f = 0  h.h.m.n trên E.
0 ( ).n

cE
fgd g C    �

Hướng dẫn. Dùng bất đẳng thức Hölder , chứng minh 
đẳng thức trên với g là một hàm đặc trưng của một tập 
đo được F với µ(F) < ∞.
Bài toán 29. Cho E là một tập đo được trong n, p 
[1,∞], u  Lp(E) và f  u. Đặt g(x) = f(x) nếu x  E và
g(x) = 0 nếu x  n \ E. Chứng minh |g|p khả tích .
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Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 1

TÍCH CHẬP

Chúng ta sẽ đồng nhất m+n với m× n . Cho A là
một tập con trong m+n và f là một hàm thực trên A.  
Với mỗi x  m và y  n ta đặt Ax  = {y : (x,y)  A}, 
Ay = {x : (x,y)  A},  fx(y) = f(x, y)  nếu y  Ax , và
f y(x) = f(x, y)       x  Ay .

xyA

Ax

y

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 2

Định lý . Cho f  là một hàm số thực Lebesgue đo
được trên m+n. Lúc đó có A và B đo được có độ
đo bằng 0 trên m và n sao cho :
(i) fx là một hàm số đo được trên n với mọi x trong
m \ A và
(ii) f y là một hàm số đo được trên m với mọi y 
trong n \ B.

xyA

Ax

y

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 3

Ñònh lyù (Fubini) Cho f laø moät haøm soá khoâng aâm ño
ñöôïc treân m+n. Luùc ñoù

[ ]

[ ]

m n m n

n m

m n x n m

y
m n

fd f d d

f d d .

    

  

  
 

  

 

xyA

Ax

y

?

, ,
1 1 1 1 1 1

( ) ( )m n m n m n
m n m n n m

a t t s s a
     

     

         

n

m

n

m
st

s

t

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 4

Ñònh lyù (Tonelli). Cho g laø moät haøm soá thöïc ño ñöôïc
treân m+n sao cho

Luùc ñoù g  khaû tích treân m+n.

[ ]
m n x n m| g | d d .     

Chieàu ngöôïc cuûa ñònh lyù treân chæ gaàn ñuùng nhö sau.

n

m

n

m
st

s

t
,

1 1 , 1

| |m n m n
m n m n

t t s s a
  

  

      
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Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 5

Ñònh lyù (Fubini) Cho g laø moät haøm khaû tích treân
m+n. Luùc ñoù
(i) gx khaû tích treân n  vôùi haàu heát x trong m.
(ii) gy khaû tích treân m vôùi haàu heát y trong n.

[ ] [ ]
m n m n n m

y
m n x n m m ngd g d d g d d

               
(i i i)

Bài toán 1. Cho h là một hàm số đo được trên n.
Đặt  k(x,y) = h(y) với mọi (x,y) trong n+n. Chứng 
minh k  đo được trong n+n.

Cho    : {x  n : h(x) >  } đo được       (1)
Cho    : {(x,y)  n+n : k(x,y) >  } đo được  (2)

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 6

Cho    : {x  n : h(x) >  } đo được       (1)
Cho    : {(x,y)  n+n : k(x,y) >  } đo được  (2)
Viết bài toán cùng dạng

Cho    : {(x,y)  n+n : h(x) >  } đo được
Cho    : {x  n : h(x) >  }  n đo được (2’)

Cho    : {x  n : h(x) >  } đo được       (1)
Cho    : {(x,y)  n+n : k(x,y) >  } đo được  (2)

Bài toán 2. Cho p  [1,) và h trong Lp(n). Đặt  
k(x,y) = h(x-y) với mọi (x,y) trong n+n. Chứng minh k  
đo được trong n+n.

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 7

Cho    : {x  n : h(x) >  } đo được       (1)

Cho    : {(x,y)  n+n : k(x,y) >  } đo được  (2)
Viết bài toán cùng dạng : đặt g(x,y) = x-y 

Cho    : {(x,y)  n+n : h(g(x,y)) >  } đo được

Cho    , đặt B = {z  n : h(z) >  }= h-1 ((0,)) : 

? {(x,y)  n+n : g(x,y)  B }= g-1 (B) đo được     (2’)

Cho    : {x  n : h(x) >  } đo được       (1)

Ta thấy k = h° g . Ta tập trung xét g và g-1(B) trước. 
Ta thấy g là một hàm số liên tục trên n+n. Tính chất 
đặc biệt của g-1(B) : g-1(B) là tập mở nếu B là một tập
mở. Mà một tập mở thì đo được Lebesgue. Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 8

Cho    , đặt B = {z  n : h(z) >  }= h-1((0,)) : 

? {(x,y)  n+n : g(x,y)  B }= g-1 (B) đo được     (2’)

Ta thấy k = h° g . Ta tập trung xét g và g-1(B) trước. 
Ta thấy g là một hàm số liên tục trên n+n. Tính chất 
đặc biệt của g-1(B) : g-1(B) là tập mở nếu B là một tập
mở. Mà một tập mở thì đo được Lebesgue.

Mặt khác B = h-1((0,)) . Vậy nếu h liên tục thì B 
mở, và ta có (2’).
Liên hệ tính liên tục trong kết quả vừa chứng minh

xong và tính chất của Lp(n). Theo một định lý trong 
chương 1: có một dãy hàm số {hk} liên tục trên n sao 
cho : {hk(z)} hội tụ về h (z) với mọi z n .
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Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 9

Bài toán 3. Cho f và g là hai hàm số khả tích trên n.
Đặt k(x,y) = f(y) g(x-y) với mọi (x,y) trong n+n.
Chứng minh k khả tích trong n+n.

f  đo được trên n (1)
(2)| ( ) |

nR
f s ds  

g  đo được trên n (3)
(4)| ( ) |

nR
g t dt  

? k  đo được trên n+n (5)
?                                                             (6)| ( ) |

n nR
k z dz


 

Ta chứng minh (6), và tập xét (2) ,(4) và (6)
Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 10

(2)| ( ) |
nR

f s ds  
(4)| ( ) |

nR
g t dt  

?                                                             (6)| ( ) |
n nR

k z dz


 
Viết bài toán cùng dạng : dùng định lý Fubini

| ( ) | | ( ) || ( ) | ( , )

[ | ( ) || ( ) | ]

| ( ) | [ | ( ) | ]

n n n n

n n

n n

R R

R R

R R

k z dz f y g x y d x y

f y g x y dx dy

f y g x y dx dy

 
 

 



 
 
 

Viết bài toán cùng dạng : đặt s = y và t = x- y
| ( ) | [ | ( ) | ] | ( ) | [ | ( ) | ]

[ | ( ) | ][ | ( ) | ]

n n n n

n n

R R R R

R R

f y g x y dx dy f s g t dt ds

f s ds g t dt

 

  

   
 

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 11

Bài toán 4. Cho f và g là hai hàm số khả tích trên n.
Chứng minh có một tập A với µ(A) = 0 sao cho tích
phân sau đây xác định với mọi x trong n \ A

( ) ( )
nR

f y g x y dy
Hướng dẫn. Dùng bài toán 3 và định lý Fubini.
Định nghĩa . Cho f và g là hai hàm số khả tích trên 
n. Tích chập của f  và g là hàm số xác định như sau

Lúc đó f * g khả tích và

( ) ( ) ( ) .
n

n

R
f g x f y g x y dy x R    

| | | | | | .
n n nR R R

f g d f d g d     
Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 12

Định nghĩa . Cho  u và v trong L1(n), cho  f  u và
g  v. Ta gọi lớp hàm tương đương của f * g  là tích 
chập của u  và v , và ký hiệu là u * v . Lúc đó

1 1 1( ) ( ) ( )
|| || || || || || .n n nL R L R L R

u v u v 

Bài toán 5. Cho  u và v trong  L1(n). Chứng minh 
u * v = v * u . 
Cho f  u và g  v , x  n : ?

( ) ( ) ( ) ( )
n nR R

f y g x y dy g s f x s ds   
Làm cùng dạng: đặt t = x –y , lúc đó y = x-t và

( ) ( ) ( ) ( )
n nR R

f y g x y dy f x t g t dt   
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Bài toán 6 . Cho p  (1,∞), u  L1(n), và v trong 
Lp(n), cho  f  u và g  v. Chứng minh f * g xác định 
hầu hết mọi nơi và |f * g|p khả tích trên n.

Viết rõ bài toán

(1)  | ( ) |
nR

f s ds  
(2)  | ( ) |

n

p

R
g t dt  

 Đặt k(x,y) = f(y)g(x-y)    x, y  n :

?                                                             (3) | ( ) |
n n

p

R
k z dz


 

?                                                             

(3’)

| ( ) ( ) |

[ | ( ) ( ) | ]

n n n

n n n

p

R R
p

R R

f y g x y dy dx

f y g x y dy dx





 

   

 
 

Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 14

(1)  | ( ) |
nR

f s ds  
(2)  | ( ) |

n

p

R
g t dt  

Viết cùng dạng: dùng bất đẳng thức Holder
1 1

1
1/

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |

( | ( ) | ) ( | ( ) || ( ) | )

q p
n n

q
n n

R R
p p

R R

f y g x y dy f y f y g x y dy

f y dy f y g x y dy

  

 

 
 

?                                                             

(3’)

| ( ) ( ) |

[ | ( ) ( ) | ]

n n n

n n n

p

R R
p

R R

f y g x y dy dx

f y g x y dy dx





 

   

 
 

?                                                               (3”)1
1/[( | ( ) | ) ( | ( ) || ( ) | ) ]q

n n n

pp p

R R R
f y dy f y g x y dy dx    
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(1)  | ( ) |
nR

f s ds  
(2)  | ( ) |

n

p

R
g t dt  

?                                                               (3”)1
1/[( | ( ) | ) ( | ( ) || ( ) | ) ]q

n n n

pp p

R R R
f y dy f y g x y dy dx    

Làm rõ bài toán
1 1

[ | ( ) | | ( ) | | ( ) | ]

[( | ( ) | ) ( | ( ) || ( ) | )]

( | ( ) ) [ | ( ) || ( ) | ] )

q p
n n

p
q

n n n

p
q

n n n

p

R R

p

R R R

p

R R R

f y f y g x y dy dx

f y dy f y g x y dy dx

f y dy f y g x y dy dx

 

 

 

 

  

  
?                                                              (4)  [ | ( ) || ( ) | ]

n n

p

R R
f y g x y dy dx   
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(1)  | ( ) |
nR

f s ds  
(2)  | ( ) |

n

p

R
g t dt  

?                                                              (4)  [ | ( ) || ( ) | ]
n n

p

R R
f y g x y dy dx   

Viết bài toán cùng dạng : dùng định lý Fubini
[ | ( ) || ( ) | ] [ | ( ) || ( ) | ]

| ( ) | [ | ( ) | ]

n n n n

n n

p p

R R R R

R R

f y g x y dy dx f y g x y dx dy

f y g x y dx dy

  

 

   
 
Viết bài toán cùng dạng : đặt s = y và t = x- y

| ( ) | [ | ( ) | ] | ( ) | [ | ( ) | ]

[ | ( ) | ][ | ( ) | ]

n n n n

n n

p p

R R R R

p

R R

f y g x y dx dy f s g t dt ds

f s ds g t dt

 

  

   
 
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Định nghĩa . Cho p  (1,∞), u  L1(n), và v trong 
Lp(n), cho  f  u và g  v. cho  f  u và g  v. Ta gọi 
lớp hàm tương đương của f * g  là tích chập của u  và
v , và ký hiệu là u * v . Lúc đó

1( ) ( ) ( )
|| || || || || || .p n n p nL R L R L R

u v u v 

Định nghĩa . Cho r là một số nguyên dương và  là
một tập mở trong n. Đặt  Cr() là tập hợp các hàm 
số thực f trên  sao cho các đạo hàm riêng phần bậc 
s của f có và liên tục trên  nếu |s| ≤ r. 

Cho s = (s1 , . . ., sn) , ta đặt |s| = |s1| + . . . + |sn| và đạo 

hàm riêng phần              là
1

| |

1

.
... n

s

ss
n

f
x x


 

s f
x



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Định nghĩa . Cho r là một số nguyên dương và  là
một tập mở trong n. Đặt  

là tập hợp các f trong Cr() sao cho có một 
tập compact Kf trong n để cho f(x) = 0 với mọi x
trong n \ Kf . 

( )r
cC 

1

1

( ) ( ),

( ) ( ).c c

r
r

r
r

C C

C C







  

  




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Bài toán 7 . Cho p  [1,∞), u  Lp(n),  cho  f  u và
g  . Chứng minh  f * g  Cr(n) và( )r n

cC R

( ) ,| | .
s sf g gf s s r

x x
  

   
 

Chứng minh .  Cho x  n và
e =(1,0, . . .,0)  n 1 1

( )f g gf
x x

  
 

 

(1)

0
1

0

0

( ) ( ) ( )( ) lim

1lim [ ( ) ( ) ( ) ( )]

1lim ( )[ ( ) ( )]

n

n

t

Rt

Rt

f g f g x te f g xx
x t

f y g x te y f y g x y dy
t

f y g x te y g x y dy
t







     




    

    




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(1)
0

1

( ) 1( ) lim ( )[ ( ) ( )]
nRt

f g x f y g x te y g x y dy
x t

 
    

 

1 1

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) lim

n

n

R

R s

g gf x f z x z dz
x x

g x se z g x zf z dz
s

 
  
 

   






(2)
0

1

( ) ( )( ) ( ) lim
nR s

g g x se z g x zf x f z dz
x s

    
 
 

Viết cùng dạng
(1’)

0
1

( ) ( ) ( )( ) lim ( )
nRt

f g g x te y g x yx f y dy
x t

     


 

(2’)
0

1

( ) ( )( ) lim ( )
nR t

g g x te y g x yf x f y dy
x t

    
 
 

23
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(1’)
0

1

( ) ( ) ( )( ) lim ( )
nRt

f g g x te y g x yx f y dy
x t

     


 

(2’)
0

1

( ) ( )( ) lim ( )
nR t

g g x te y g x yf x f y dy
x t

    
 
 

(3)
0

1

( ) ( )( ) lim
t

g g x se y g x yx y
x t

    
 



?                                                             (4)( ) ( ) ( )
s sf g gx f x

x x
  

 
 

Viết cùng dạng
(3’)

0
1

( ) ( )( ) ( ) lim ( )
t

g g x te y g x yf y x y f y
x t

    
 


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(1’)
0

1

( ) ( ) ( )( ) lim ( )
nRt

f g g x te y g x yx f y dy
x t

     


 

(2’)
0

1

( ) ( )( ) lim ( )
nR t

g g x te y g x yf x f y dy
x t

    
 
 

?                                                             (4)( ) ( ) ( )
s sf g gx f x

x x
  

 
 

(3’)
0

1

( ) ( )( ) ( ) lim ( )
t

g g x te y g x yf y x y f y
x t

    
 



Làm rõ bài toán : đặt
( ) ( )( ) ( ) n

t
g x te y g x yh y f y y R

t
   

  

?                                                             (4’)
0 0

lim ( ) lim ( )
n nt tR Rt t
h y dy h y dy

 
 
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Bài toán 8. Chứng minh có một hàm   có
các tính chất sau :   (x) ≥ 0 với mọi x  n,  (x) ≥ 0 
với mọi x  n \ B(0,1) và

( )n
cC R

1.
nR

d  
Hướng dẫn. Đặt

Chứng minh   C∞() và

21/( 1) , | | 1,( )
0 ,| | 1.

te t R tt
t R t


    

  

1
2 1 2

, ,( )
,

( 1) ,| | 1,
( )

0 ,| | 1.

t
mm

e c t t t t
t

t t

 
 

 
    

  


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Đặt  (x) =  (|x|2)  với mọi x trong n và

Đặt  (x) = c-1  (x) với mọi x trong n .

.
nR

c d  

Bài toán 9.  Đặt   như trong bài toán 8. Đặt m(x) = 
mn (mx) với mọi số nguyên dương m và với mọi x
trong n. Chứng minh: m  , m (x) ≥ 0 với 
mọi x  n, m (x) = 0 với mọi x  n \ B(0,m-1) và

1.
n mR

d  

( )n
cC R

Hướng dẫn. Dùng bài toán 29 trong chương Không 
gian Lp.

24
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Bài toán 10. Cho f là một hàm số thực liên tục trên 
n. Đặt

Cho r và  là hai số thực dương, chứng minh có một
sốt nguyên dương N sao cho

| f(x) – fm(x)| ≤   m ≥ N, x  B(0,r) . 

( ) ( ) ( ) .
n

n
m mR

f x f y x y dy x R   

Hướng dẫn. Chọn N sao cho 
| f(x) – f(z)| ≤   x , z  B’(0,r+1), |x - z| ≤ N-1 .

Chứng minh

1(0, )

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( ) .

nm mR

mB m

f x f x f x f x y y dy

f x f x y y dy






   

  


 Giải Tích Thực - Ch2- Tích chập 26

Bài toán 11 . Cho p  [1,∞), u  Lp(n),  cho  f  u.
Chứng minh  có một dãy {fm} trong                sao cho ( )n

cC R

lim | | 0
n

p
mRm

f f d


 
Hướng dẫn. Đặt gk(x) = f(x)  nếu |x| < k, và gk(x) = 
f(x)  nếu |x| ≥ k. Dùng định lý hội tụ bị chặn Lebesgue, 
chứng minh

Áp dụng bài toán 27 trong chương Không gian Lp , 
bài toán 10 của chương này và định lý hội tụ bị chặn 
Lebesgue.

lim | | 0.
n

p
mRm

f g d


 

25
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BIẾN ĐỔI FOURIER
Định nghĩa. Cho f và g là hai hàm số thực khả tích 
trên n. Ta đặt

( ) .
n n nR R R

f ig d fd i gd      
Định nghĩa. Cho u  L1(n) và f  u. Ta đặt

Ta gọi        là biến đổi Fourier của u.

.ˆ( ) ( ) .
n

iy s n

R
u y f s e ds y R  

û

Bài toán 1. Cho   , u và v trong L1(n) . Đặt w = 
u+v và z =  u . Chứng minh
(i)   
(ii)   

(iii) 

ˆ ˆ ˆw u v 
ˆẑ u

ˆ| ( ) | | | .
n

n

R
u x u d x R   Giải tích thực - Tích chập 2

Bài toán 2.       liên tục trên n.f̂
(1).ˆ ( ) ( )

n

ix s

R
f x f s e ds 

Cho  > 0 ,  N() : |xn-x| <  n > N()              (2)
?                                                              (3)

ˆ ˆlim ( ) ( )mm
f x f x




(1).ˆ ( ) ( )
n

ix s

R
f x f s e ds 

Cho  > 0 ,  N() : |xn-x| <  n > N()              (2)
?                                                              (3’). .lim ( ) ( )m

n n

ix t ix t

R Rm
f t e dt f t e dt 


 

Viết cùng dạng

Liên kết (2) và (3’)
?                                                              (3’). .lim ( ) lim ( )m m

n n

ix t ix t

R Rm m
f t e dt f t e dt 

 
 
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Cho  > 0 ,  N() : |xn-x| <  n > N()              (2)
?                                                              (3’). .lim ( ) lim ( )m m

n n

ix t ix t

R Rm m
f t e dt f t e dt 

 
 

Đặt và viết (3’) thành.( ) ( ) nix t
mh t f t e

?                                                              (3”)lim ( ) lim ( )
n nm mR Rm m
h t dt f t dt

 
 
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Định nghĩa. Cho f  là mọt hàm số thực xác định trên
một tập mở D của n , x = (x1, . . . , xn )  D and i 
{1,. . .,n}. Đặt

Nếu giới hạn này có và gọi đạo hàm riêng
phần của f tại x tương ứng với thành phần xi .

1 1 1 1 1 1

0

( ,..., , , ,..., ) ( ,..., , , ,..., )( ) lim i i i n i i i n

t
i

f x x x t x x f x x x x xf x
x t

   



 




( )
i

f x
x



Nếu xác định với mọi i trong {1, . . .,n}, ta
nói f khả vi tại x và có đạo hàm

( )
i

f x
x



1 2

( ) ( ) ( ( ), ( ), , ( ))
n

f f fDf x f x x x x
x x x
  

  
  


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Định nghĩa. Cho f  là một hàm số thực trên một tập
mở D của n . Ta nói : 
 f khả vi trên D nếu f (x)  xác định tại mọi x
trong D, 
 f thuộc lớp C1(D) nếu f khả vi trên D và f là
một hàm số liên tục từ D vào n.
 f thuộc lớp Cc

1(D) nếu f thuộc lớp C1(D) và f (x)
= 0  với mọi x trong D \ Kf , ở đây Kf là một tập
compắc chứa trong D. 

Giải tích thực - Tích chập 6

Định nghĩa. Cho f  là một hàm thực khả vi trên một

tập mở D của n  và x  D . Đặt , lúc đó gj

là một hàm thực trên D  với mọi j trong {1, . . ., n}. 
Cho i trong {1, . . ., n} .   Ta nói : 

 f  có đạo hàm riêng phần bậc hai tại x
nếu gj có đạo hàm riêng phần tại x .

 f có đạo hàm riêng phần bậc hai tại x nếu
xác định với mọi i , j trong {1, . . .,n).  Lúc đó đạo

hàm bậc hai D2f (x)  của f tại x là ma trận nn

2

( )
i j

f x
x x

 

j
j

fg
x





( )j

i

g
x

x


 2

( )
i j

f x
x x

 

2

, 1,2,...,[ ( )]i j n
i j

f x
x x 


 
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Định nghĩa. Cho f  là một hàm số thực trên một tập
mở D của n . Ta nói : 
 f khả vi 2 lần trên D nếu D2 f (x)  xác định tại
mọi x trong D, 
 f thuộc lớp C2(D) nếu f khả vi 2 lần trên D và
D2f là một ánh xạ liên tục từ D vào Mnn .
 f thuộc lớp Cc

2(D) nếu f thuộc lớp C2(D) và f (x)
= 0  với mọi x trong D \ Kf , ở đây Kf là một tập
compắc chứa trong D. 

Giải tích thực - Tích chập 8

Tương tự ta định ngĩa được Cr(D),  Cc
r(D) với mọi

số nguyên r > 2. Ta đặt

và







1

( ) ( )r

r

C D C D







1

( ) ( ),r
C c

r

C D C D

Định lý. Cho D và E là hai tập mở trong n  và i 
{1, . . ., n} sao cho và D trơn. Lúc đó

ở đây ds là độ đo trên D .

 
   
 

 
   

 

  

 

1

1 1

( ) , ( ),

( ) ( ), ( ),

i i

c
i i

g fi f dx fgds gdx f g C E
D D Dx x

g fii f dx gdx f C E g C E
D Dx x

D E
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Bài toán 3. Cho f là hàm số khả vi liên tục trên n. 
Đặt ,            và . Giả sử u và v  
trong L1(n). Chứng minh1

fg
x



 u f  v g 

1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( , , ) .n
nv x ix u x x x x R   

Cho x  n, đặt e = (1,0,. . . ,0), :

(1)0

( ) ( )( ) lim n

s

f t se f tg t t R
s

 
  

(3).ˆ( ) ( )
n

iy s

R
g y g s e ds 

(2).ˆ ( ) ( )
n

iy s

R
f y f s e ds 

(4)1 1
ˆˆ( ) ( ) ( , , ) .n

ng y iy f y y y y R   
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Viết cùng dạng: đặt k(z) = e-iy.z , ta có
.

1
1

( )iy s kiy e s
x

 
 



. .( ) ( ) ?
n n

iy s iy s

R R
iy f s e ds g s e ds  

(4’)
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ?
n nR R

k ff s s ds s k s ds
x x
 

 
  

Xét trường hợp : có r > 0 sao cho f(x) = 
g(x) = 0  nếu |x| > r . Dùng định lý tích phân từng
phần.

1( )n
cf C R

Trường hợp tổng quát: tìm một dãy
sao cho và hội tụ về f và trong L1(n).

1

{ }mf
x



{ }mf
1

f
x



1{ } ( )n
m cf C R
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Định nghĩa. Cho D là một tập mở trong n và r là
một số nguyên dương và  =(1, . . . n) với i  trong 
tập {0,1,2, . . . , r} sao cho | | = |1| + . . . |n|  r. 
Cho f thuộc lớp Cr(D), ta đặt

1 1

11 1

| |

1 1 1 1

( (...( )...))
...

n n

n n n
n

f fD f
x x x x x

  


   





   
 
    

Bài toán 4. Cho r  là một số nguyên dương và 
=(1, . . . n) với  i trong tập {0,1,2, . . . , r} sao cho 
| | = |1| + . . . |n|  r. Cho f thuộc lớp Cr(n). Đặt

,            và . Giả sử Df khả tích trên
n khi ||  r. Chứng minh
g D f u f 

v g 

1
1 1ˆ ˆ( ) ( ) ...( ) ( ) ( , , ) .n n

n nv x ix ix u x x x x R   

v g 
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Bài toán 5. Cho f là một hàm số thực khả tích trên 
n . Chứng minh

| |
ˆlim ( ) 0.

t
f t




Cho  > 0, tìm T():                                            (1) ˆ| ( ) 0 | | | ( )f x x T    

Xét f  thuộc lớp trước. Đặt ,            
và  k 1,. . . ,n}. Ta có u và vk trong L1(n) 

1( )n
cC R k

k

fg
x



 u f 

k kv g 

(1).ˆ ( ) ( )
n

ix s

R
f x f s e ds 

(2).ˆ( ) ( )
n

ix s

R
g x g s e ds 

(3)1 1
ˆˆ( ) ( ) ( , , ) .n

ng x ix f x x x x R   

1 1
1

ˆ ( ) 1 1 1ˆ ˆ| ( ) | | | | ( ) | || || || || 0
| | | | | |

n
k

k k j k
jk k k k

g xf x g x v v x
ix x x x 

     

1 1
1 1

1ˆ| ( ) | || || || ||
| | | |

n n

j j
j jk

nf x v v
x x 

  
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Trường hợp tổng quát: tìm một dãy
sao cho hội tụ về f trong L1(n).

1{ } ( )n
m cf C R

{ }mf

Cho  > 0,  T(m, ):                                            (1) ˆ| ( ) 0 | | | ( , )mf x x T m    

Cho ’ > 0,  N(’) :                                                  (2) | | ' ( ')
n mR

f f dx m N    
Cho ” > 0, tìm S(’):                                           (3) ˆ| ( ) 0 | " | | ( ")f x x S    

Liên hệ các yếu tố
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |

' ( '), | | ( , )
nm m m mR

f x f x f x f x f s f s ds f x

m N x T m   

     

    


Định lý. Giả sử f và khả tích trên n . Lúc đó
.1 ˆ( ) ( ) .

2 n

ix t n

R
f x f t e dt x R


  

f̂
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Định nghĩa. Cho L là một số thực dương. 

(i)  Cho g là một hàm số phức trên . Ta nói g  là
một hàm số tuần hoàn có chu kỳ L nếu g(x+L) = 
g(x)  với mọi x trong L.

(ii) Cho h là một hàm số phức trên . Ta nói h  là
một đa thức lượng giác nếu có một số nguyên 
dươn N và các số phức ck , k  {-N, N} sao cho

0( )
N ik x

L
k

k N

h x c c e x R




   

Định lý (Weierstrass) . Cho g là một hàm số phức 
tuần hoàn có chu kỳ L trên . Lúc đó có một dãy đa 
thức lượng giác hội tục đều về g trên [- L, L].

Giải tích thực - Tích chập 15

Bài toán 6. Đặt                                                           
và

Chứng minh (H,<.,.>) là một không gian Hilbert.

2{ : , (( , )), }H w u v L L L w u iv     

1 2 1 2 1 2( , )

1 12
2 2

( , )

1, , ,
2

1|| || , { | | } .
2

L L

L L

w w w w dx w w H
L

w w w w dx w H
L





   

    





Bài toán 7. Cho w trong H. Chứng minh có một dãy 
đa thức lượng giác {wm} hội tụ về w trong H.

H.D. Nếu uH và <u,um>=0  m, chứng minh u = 0

Bài toán 8. Đặt um(x) =            với mọi m trong Z và x
trong (-L,L).   Chứng minh {um} là một họ trực giao 
đầy đủ trong H.

im x
Le


H.D.   Đặt A = Cc((-L,L)) và B = { các đa thức 
lượng giác}. Chứng minh            và .A B H A

Giải tích thực - Tích chập 16

Định nghĩa. Cho u  L1((-L,-L)) và f  u. Ta đặt
1( ) ( )

2
1( ) ( )cos( ) 0,1,2,

1( ) ( )sin( ) 1,2,

i mtL
L

L

L

L

L

L

c m f t e dt m Z
L

mta m f t dt m
L L

mtb m f t dt m
L L















  

  

  











Bài toán 9. Chứng minh ( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( ) 0,1,2,
( ) [ ( ) ( )] 1,2,

c m a m ib m m Z
a m c m c m m
b m i c m c m m

   
    
    





Bài toán 10.  Nếu f là một hàm số chẳn ( f(-x)=f(x)) 
thì b(m) = 0 với mọi m = 1, 2, . . . .
Bài toán 11.  Nếu f là một hàm số lẻ ( f(-x)=- f(x)) thì
a(m) = 0 với mọi m = 0,1, 2, . . . .
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Bài toán 12.(Đẳng thức Bessel) Giả sử f thuộc  
L2((-L,L)). Chứng minh

2 2 2 2 2
0

1

1 1 1| | (| ( ) | | ( ) | ) | ( ) | | ( ) |
4 2 2

L

L
m m Z

a a m b m c m f t dt
L




 

     
H.D. Dùng bài toán 8.
Bài toán 13.Giả sử f thuộc  L1((-L,L)). Chứng minh

2
0 | |

1 | | lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0
4 m m m

a a m b m c m
  

   

H.D. Dùng bài toán 12 và sự trù mật của L2((-L,L)) 
trong L2((-L,L)). 

Định lý. Giả sử f  L1((-L,L)) và x  (-L,L) sao cho f
liên tục tại x. Lúc đó

lim ( ) ( )
im xN

L
N m N

c m e f x






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KHÔNG GIAN SOBOLEV

Định lý. Cho  là tập mở trong n  và i  {1, . . ., n}
sao cho  trơn. Lúc đó

 
     

    1 1( ), ( ),c
i i

h ff dx hdx f C h C
x x

Bài toán S1. Cho  là tập mở trong n và i {1, . . 
.,n} sao cho  trơn. Lúc đó

 
          1 1

~ ~

( ), ( ),c

h f
f dx hdx f C h Cx xi i

Định nghĩa. Cho  là một tập mở trong n và f  là
một hàm số đo được trên . Ta nói f khả tích từng 
vùng trên  nếu với mọi tập compắc K chứa trong 

Ta ký hiệu các lớp tương đương cũa các hàm số khả
tích địa phương là L1

loc().

 | | .f dx
K

Định nghĩa. Cho p và r [1,∞),  là một tập mở
trong n, i {1, . . ., n}, u và v trong L1

loc(). Ta nói 
v là đạo hàm suy rộng theo biến thứ i của u nếu


   

    1( ),

~
c

i

hu dx vhdx h C
x

Theorem. Cho  là một tập mở trong n và f  là một
hàm số đo được trên . Ta nói f khả tích từng vùng 
trên . Giả sử

Then   f = 0  a.e. on .

   10 ( ).cfgdx g C D
D

Bài toán 1. Cho f (x) = |x| với mọi x trong  = (-1 , 1). 
Chứng minh                          có đạo hàm suy rộng 1( )u f L  

H.D. Tìm hàm số khả tích g sao cho 


   
   1( ),c

i

hf dx ghdx h C
x

Bài toán 2. Cho f (x) = (0,1) (x) với mọi  x trong  = 
(-1 , 1). Chứng minh                          và không có đạo 
hàm suy rộng .

1( )u f L  

H.D. Chứng minh không có hàm số khả tích g sao cho 


   
   1( ),c

i

hf dx ghdx h C
x

Định nghĩa. Cho  là tập mở trong n và i  {1, . . ., 
n} sao cho  trơn và p  [1, ]. Ta ký hiệu W1,p() 
là tập hợp các lớp hàm u trong Lp () có các đạo hàm 
suy rộng                      với mọi i =  1,2, . . . , n.  Đặt( )p

i

u L
x


 


1,
1,

1

|| || || || || || ( )p p

n
p

p L L
j j

uu u u W
x


    


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Bài toán 3. Chứng minh ||.||1,p là một chuẩn trên 
W1,p().
Bài toán 4. Chứng minh (W1,p(), ||.||1,p ) là một 
không gian Banach.
H.D.  Cho {um} là một dãy Cauchy trong W1,p(). 
Chứng minh có v và vj trong Lp() sao cho {um} hội tụ
về v, và hội tụ về vm trong Lp() với mọi i = 1, . 
. . ., n.

{ }m

j

u
x




Định nghĩa.  Đặt                   là bao đóng của               
trong (W1,p(), ||.||1,p ) 

1,
0 ( )pW  1( )cC 

Định lý.  Cho  là một tập mở trong n,  p  (1,), 
và T  là một ánh xạ tuyến từ W1,p(D) vào . Lúc đó T 
liên tục trên W1,p(D) nếu và chỉ nếu có g, g1, . . ., gn

trong Lp/(p-1)(D)  sao cho

1,
1

1

( ) [ ] ( ).p
nD

n

u uT u ug g g dx u W D
x x
 

     
  

Định lý (Poincaré). Cho  là một tập mở bị chặn
trong n và p [1,). Lúc đó có một số thực dương Cp  
sao cho 1,

0| | | | ( ).p p p
pu dx C u dx u W

 
     

Bài toán 4. Cho  là một tập mở bị chặn trong n và
p [1,). Đặt

Chứng minh |||.|||p là một chuẩn tương đương với ||.||1,p
trên                 . 

1/ 1,
0||| ||| { | | } ( ).p p p

pu u dx u W


    
1,

0 ( )pW 

Bài toán 5. Cho  là một tập mở bị chặn trong n

(              ,||.||1,2 )  và (              ,|||.|||2 )  là các không
gian Hilbert.

1,2
0 ( )W  1,2

0 ( )W 

Định lý.  Cho  là một tập mở bị chặn trong n và T 
là một ánh xạ tuyến tính từ vào . Lúc đó T 
liên tục trên nếu và chỉ nếu có g trong

sao cho

1,2
0

1 1

( ) [ ] ( ).
D

n n

u g u gT u dx u W D
x x x x
   

    
    

1,2
0 ( )W D

1,2
0 ( )W D

1,2
0 ( )W D
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Định lý (Sobolev inequality). Cho  là một tập mở bị
chận trong n, và u W1,p() với p  (1,).  Lúc đó
có một số thực dương C sao cho

||u||q  C ||u||1,p                   u  W1,p() .

Định lý (Sobolev imbedding). Cho  là một tập mở
bị chận trong n, và u W1,p() với p  (1,).  Lúc đó
u  Lq()  với mọi [1, ]npq

n p




Bài toán 5 . Cho  là một tập mở bị chận trong 3.  
Đặt T(u) = u2  với mọi u  W1,2(). Chứng minh T là
một ánh xạ liên tục từ W1,2() vào L2 () .

Định lý(Rellich-Kondrachov). Cho  là một tập mở
bị chận trong n , p  [1,) và . Đặt

T(u) = u                   u  W1,p() .

Lúc đó T là một ánh xạ tuyến tính liên tục từ W1,p() 
vào Lq(), và bao đóng của T(A) trong Lq() là một
tập compact trong Lq() với mọi tập bị chặn A trong
W1,p() .




[1, )npq
n p

Bài toán 6 . Cho  là một tập mở bị chận trong 3.  
Đặt T(u) = u2  với mọi u  W1,2(). Cho B(0,1) là quả
cầu đơn vị trong W1,2(). Chứng minh T (B(0,1)) là
một một tập compact trong L1 () .

Bài toán 7 . Cho  là một tập mở bị chận trong 4 và
f trong L3/2 (). Đặt

Chứng minh T là một ánh xạ tuyến tính liên tục từ

vào  .

1,2
0( ) ( ).T u ufdx u W


   

1,2
0 ( )W 




