
Chương 5 Phương Trình Vi Phân

Phần 1:  Phương trình vi phân cấp 1.
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Nội  dung
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

I – Định nghĩa.

1 – Phương trình vi phân tách biến

2 – Phương trình vi phân tuyến tính cấp 1

II – Các dạng phương trình vi phân:
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

Định nghĩa

Phương trình chứa đạo hàm hay vi phân của một hoặc

một vài hàm cần tìm được gọi là phương trình vi phân.

Phương trình chứa đạo hàm của một biến độc lập gọi

là phương trình vi phân thường (Differential Equation)

Phương trình chứa đạo hàm riêng gọi là phương trình vi

phân đạo hàm riêng (Partial Differential equation PDE).
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

phương trình vi phân cấp 3.

Định nghĩa

Cấp cao nhất của đạo hàm trong phương trình vi phân

gọi là cấp của phương trình vi phân.

3 2
2

3 3 xd y d y e
dxdx

+ =

'
'' ( ) 3 sinyy x x x

x
+ = phương trình vi phân cấp 2

phương trình đạo hàm riêng cấp 2
2 2

2 1u u
x yx

∂ ∂
+ =
∂ ∂∂
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

Nếu giải ra được : ( ) ' ( 1)( , , ,..., )n ny x y y yϕ −=( )ny

Định nghĩa

Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp n

' ( )( , , ,..., ) 0    (1)nF x y y y =

2 ' 3(3 ) ( 2 ) 0yy x e y y x+ + + =VD1:

( ) ( )2 2 22x xy dy x y dx+ = +VD2:

Giải ra được:
2 2

'
2

2dy x yy
dx x xy

+
= =

+
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

,  y Cx C R= ∈

Định nghĩa

Nghiệm của phương trình (1) trên khoảng I là một hàm

xác định trên I sao cho khi thay vào (1) ta được

đồng nhất thức.

( )y xϕ=

Đồ thị của nghiệm gọi là đường cong tích phân( )y xϕ=

VD3:   Phương trình vi phân có nghiệm là' 1 0y y
x

− =

vì thỏa phương trình vi phân đã cho.
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

Nếu giải ra được :

Định nghĩa

Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp 1
'( , , ) 0    (2)F x y y =

' ( , )     (3)y x yϕ='y

VD4: Các phương trình vi phân cấp 1:
' xy y xe− =

2 2 2( ) ( ) 0y x dy xy y dx+ + + =

( )2' '1y xy y= + +
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản
Bài toán Cauchy

Bài toán Cauchy là bài toán tìm nghiệm của phương
trình (2) hoặc (3) thỏa điều kiện ban đầu (điều kiện biên)

0 0( )     (4)y x y=

Nghiệm của phương trình (2) hoặc (3) là họ đường cong

tích phân phụ thuộc hằng số C.

Nghiệm của bài toán Cauchy là đường cong tích phân

đi qua điểm cho trước 0 0( , )x y
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nghiệm của phương trình là họ đương cong tích phân:

I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

3,  y Cx C R= ∈

VD5: Phương trình vi phân ' 3 0y y
x

− =

Xét bài toán Cauchy ' 3 0, (1) 3  y y y
x

− = =

Ta có 33 1C= ⋅ 3C⇒ =

Nghiệm của bài toán Cauchy 33y x=
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản
Đường cong tích phân trong vài trường hợp

33y x=
3y x= −

3y x=

32y x=

Nghiệm của bài toán
Cauchy là đường
cong màu đỏ.

Đường cong qua
điểm (1,3).
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I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

Định lý (tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán Cauchy)

.

.
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Nghiệm của phương trình cấp 1 phụ thuộc hằng C.

I.  Các  khái  niệm  cơ  bản

Định nghĩa

Nghiệm tổng quát của phương trình cấp 1: ( , )y x Cϕ=

Nghiệm riêng là nghiệm thu được từ nghiệm tổng quát
bằng cách cho C hằng số cụ thể ( ví dụ nghiệm bài toán
Cauchy).

Nghiệm kỳ dị là nghiệm không thể thu được từ nghiệm
tổng quát cho dù C lấy bất kỳ giá trị nào.
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Giải phương trình vi phân là tìm ra các nghiệm của nó.

I.  Các  khái  niệm  cơ  bản
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II.1  Phương  trình  vi  phân  tách  biến

Dạng ( ) ( ) 0f x dx g y dy+ =

Cách giải: tích phân hai vế ta được

( ) ( )f x dx g y dy C+ =∫ ∫

VD6: Giải pt 2 2 0
1 1
dy dx
y x
+ =

+ +

2 21 1
dy dx C
y x

⇒ + =∫ ∫
+ +

arctan arctany x C+ =Nghiệm của phương trình:
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arctan arctany x C+ =

arctan arctany x C+ =
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Các  dạng  có  thể  đưa  về  phương  trình  vi  phân  tách  biến

Cách giải: Có thể đưa về phương trình tách biến

Dạng 1
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g y dx f x g y dy+ =

Nếu tại y = b, thì y = b là một nghiệm.1( ) 0g y =

Nếu tại x = a, thì x = a là một nghiệm.2( ) 0f x =

Nếu , chia hai vế cho
2 1( ) ( ) 0f x g y ≠ 2 1( ) ( ) 0f x g y ≠

Phương trình tách biến 1 2

2 1

( ) ( ) 0
( ) ( )
f x g ydx dy
f x g y

+ =
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II.1  Phương  trình  vi  phân  tách  biến

VD7: Giải pt 2 2tan sin cos cot 0x ydx x ydy⋅ + ⋅ =

2 2
tan cot 0
cos sin

x ydx dy
x y

+ = 2 2
tan cot
cos sin

x ydx dy C
x y

⇒ + =∫ ∫

2 2tan cotx y C− =Nghiệm của phương trình:

VD8: Giải pt 2 2(1 ) (1 ) 0x x dy y dx⋅ + − + =

2 2 0
1 (1 )
dy dx
y x x
− =

+ +
2 21 (1 )

dy dx C
y x x

⇒ − =∫ ∫
+ +

21arctan ln | | ln(1 )
2

y x x C− + + =Nghiệm của phương trình:
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VD9: Giải phương trình 3 2( 1) ( 2) 0x dy y dx+ − − =

Phương trình trên được viết lại:

2 3 0
( 2) ( 1)
dy dx
y x

− =
− +

Tích phân hai vế 2 3( 2) ( 1)
dy dx C
y x

− =
− +∫ ∫

2 3( 2) ( 2) ( 1) ( 1)y d y x d x C− −− − − + + =∫ ∫

2
1 1 1
2 2 ( 1)

C
y x

− + =
− +

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là:
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VD10: Giải phương trình ( ) ' 0xy x y y+ − =

Phương trình trên được viết lại:

( )1 0dyx y y
dx

+ − =

Tích phân hai vế 1y dxdy C
y x
+

− =∫ ∫

1/ 2 1/ 21y dy x dx C
y

− −⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

2 ln | | 2y y x C+ − =

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là:

1
0

y dxdy
y x
+

⇒ − =
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2 ln | | 2y y x C+ − =
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VD11: Giải phương trình 2 '2 3 0x y x y y+ −+ =

Phương trình trên được viết lại:

22 3 0
3 2

x y

x y
dy
dx

−

+ =

Tích phân hai vế

2 18
3

x
ydx dy C−⎛ ⎞ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

( )
( )
2/3 18
ln 2/3 ln(18)

x y

C
−

− =

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là:

2 18 0
3

x
ydx dy−⎛ ⎞⇒ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Các  dạng  có  thể  đưa  về  phương  trình  vi  phân  tách  biến

Cách giải:

Dạng 2 ' ( ), 0, 0  y f ax by c b a= + + ≠ ≠

Đặt u ax by c= + + ' 'u a by⇒ = +

' ( )u a b f u− = ⋅

( )
du dx

a b f u
⇒ =

+ ⋅

' ( )u a b f u= + ⋅

Nếu , giải tìm . Kiểm tra có phải là nghiệm.( ) 0a b f u+ ⋅ = u

Nếu , chia hai vế cho( ) 0a b f u+ ⋅ ≠ ( )a bf u+

Đây là phương trình tách biến
(biến u riêng, biến x riêng)
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VD12: Giải phương trình ' 1 2 3
4 6 5

x yy
x y
− −

=
+ −

' 2 3 1
2( 2 3 1) 3

x yy
x y

− − +
=
− − − + −

Thay vào pt đã cho

Nghiệm của phương trình vi phân là

2 3 1u x y= − − + ' '2 3u y⇒ = − −

' 2
3 2 3

u u
u

+
=

− − −
' 3 2
2 3
uu
u

= −
+

6
2 3
udu dx
u
− −

⇒ =
+

2 3
6

u du dx
u
+

⇒ = −
+

2 3
6

u du dx
u
+

⇒ = −
+∫ ∫

2 9ln | 6 |u u x C⇒ − + = − +

2( 2 3 1) 9ln | 2 3 7 |x y x y x C− − + − − − + = − +
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VD13: Giải phương trình ' 2 3
4 6 5
x yy

x y
− −

=
+ −

Bỏ số 1 ở tử ta vẫn được phương trình vi phân dạng
đang xét.

VD14: Giải phương trình ' 1 2 3
2 6 5

x yy
x y
− −

=
+ −

Thay số 4 bởi một số khác (số 2) thì phương trình
này không có dạng phương trình vi phân đang xét.

Chú ý:
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II.2  Phương  trình  vi  phân  tuyến  tính  cấp  1

( ) ( )( )p x dx p x dxy e q x e dx C∫ ∫⋅ = ⋅ +∫

Dạng ' ( ) ( )y p x y q x+ =

Cách giải: Nhân hai vế cho ( )p x dxe∫

' ( ) ( ) ( )( ) ( )p x dx p x dx p x dxy e p x y e q x e∫ ∫ ∫⋅ + ⋅ = ⋅

( )'( ) ( )( )p x dx p x dxy e q x e∫ ∫⋅ = ⋅

( ) ( )( )p x dx p x dxy e q x e dx C− ∫ ∫= ⋅ +⎡ ⎤∫⎣ ⎦
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VD15: Giải phương trình ' cot siny y x x− =

( ) cot , ( ) sinp x x q x x= − =

( ) ( )( )p x dx p x dxy e q x e dx C∫− ∫⎡ ⎤= ⋅ +⎣ ⎦∫
cot cotsinxdx xdxy e x e dx C−∫ ∫+ ⎡ ⎤= ⋅ +⎣ ⎦∫
cos cos
sin sinsin
x xdx dx
x xy e x e dx C

−+ ∫ ∫⎡ ⎤
= ⋅ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
sinsin
sin
xy x dx C
x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ( )sin x x C= +

Chú ý: Chỉ lấy một nguyên hàm của ( )p x dx∫
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VD16: Giải phương trình 2 '( 1) 4 3x y xy+ + =

2 2

4 3( ) , ( )
1 1
xp x q x

x x
= =

+ +

( ) ( )( )p x dx p x dxy e q x e dx C∫− ∫⎡ ⎤= ⋅ +⎣ ⎦∫

2 22ln( 1) 2ln( 1)
2
3
1

x xy e e dx C
x

+− + ⎡ ⎤= ⋅ +⎢ ⎥+⎣ ⎦
∫

Chia hai vế cho 2 1 0x + ≠
'

2 2
4 3
1 1
xy y

x x
+ =

+ +

2
2

4( ) 2ln( 1)
1

xdxp x dx x
x

= = +
+∫ ∫

( )22
2 2 2
1 3 1

( 1) 1
y x dx C

x x
⎡ ⎤= ⋅ + +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
∫

( )3

2 2

3

( 1)

x x C

x

+ +
=

+
CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


VD17: Giải phương trình , y(2) = 1.'(1 )( ) xx y y e−− + =

( ) 1, ( )
1

xep x q x
x

−

= =
−

( ) ( )( )p x dx p x dxy e q x e dx C−∫ ∫⎡ ⎤⇒ = ⋅ +⎣ ⎦∫

1

x
x xee e dx C

x

−
− ⎡ ⎤

= ⋅ +⎢ ⎥−⎣ ⎦
∫

( )p x dx dx x= =∫ ∫

[ ]ln |1 |xy e x C−= − − +

'

1

xey y
x

−

+ =
−

Với điều kiện y(2) = 1: [ ]21 ln |1 2 |e C−= − − + 2C e⇒ =

Nghiệm của phương trình:
2ln |1 |xy e x e− ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦

2ln |1 |x xe x e− −= − − +
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Bài tập. Nhận dạng và giải các phương trình vi phân

'1) cosh( )  y x y= +

' 32) 0  xy y xy+ − =

2 ' 23) 0  x y xy y− + =

2 26) 1 1 0  y dx y x dy− + − =

2
'

2
14) , (0) 1
1

  yy y
x

+
= =

+

3 ' 2 25) ( )  x y y x y= +
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'7) sin ln 0, ( / 2)  y x y y y eπ− = =

8) sin cos cos sin , (0) / 4  y xdy y xdx y π= =

2 ' 29) 0  x y xy y− + =

'11)  x yy
x y
+

=
−

2 2 ' '12)  y x y xyy+ =

2 210) ) ( ) 0  (xy x dx y x y dy+ + − =
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2 2 213) (3 3 ) ( 2 )  y xy x dx x xy dy+ + = +

' 2 214)  xy y x y− = +

( )2 215) 3 2 0, (0) 1  y x dy xy y− + = =

2 2
'

2 2
216) , (1) 1
2

  y xy xy y
y xy x
− −

= = −
+ −

2'17) 2  xy xy xe−+ =

218) 2 ( 6 ) 0  ydx y x dy+ − =
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' 219) ( ) ( 1)  xy y x x e− = +

'20) , (1) 0
1

  yxy x y
x

− = =
+

( )2 2 221) 1 ( ) , (1) / 4  x x dy y yx x dx y π+ = + − = −

2 2
'

2 2
222) , (1) 1
2

  y xy xy y
y xy x
− −

= = −
+ −

2
'

2
124)
(1 )

  yy
xy x

+
=

+

'23) sin sin
2 2

  x y x yy + −
+ =
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325) ( )  ydx y x dy= −

' 226) ( )  y x y= +

( )2 227) 2 0  x xy y dy y dx− − + =

2 2 228)
2

  dx dy
x xy y y xy

=
− + −

'

29) tan  xy y y
x x
−

=

'

'30) 2, (1) 1  y xy y
x yy
−

= =
+
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'
231) 1 , (0) 1

1
  yy x y

x
− = + =

−

'32) (1 ) , (0) 0  x ye yy e y+ = =

' 2 5 233) 3 , (0) 1  y x y x x y= + + =

' 2 534)
2 4

   y xy
x y
− −

=
− +

3 135)
2 1

'  y x y
x y
− +

=
− +

236) 0
1

'  y y y
x

+ + =
+
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' 237) 4 0  xy y x y− − =

'
2

2238)
cos

  
yyy

x x
+ =

' 239) ln  xy y y x+ =

'40) ( 1) ( 1) (3 2 ) 0  x x xe y e y e− + + − + =

2 441) 0'  y y x y
x

− + =

' 2 342) 2 2 0  xy y x y−+ − =
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3 2 3 243) (2 ) (2 ) 0  x xy dx y x y dy− + − =

2 2 2 244)  xdy ydx dx
x y x y

= −
+ +

45) ( 2 ) 0  y xe dx xe y dy+ − =

22 2
46)  xdx ydy ydx xdy

xx y
+ −

=
+

2 2

247) '  y y xy x
y

+ −
=

3 2 248) 2 ) ( ) 0  ( y xy dx x x y dy+ + + =
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