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Chuong 1

TAP HOP - MENH DE - ANH
XA

1.1 TAP HGOP

1.1.1 Cac khai niém md dau

Trong toan hoc hién dai, ngusi ta coi tap hop 1a mot khai niem co ban ding dé chi
mot 16p cac ddi tugng ndo dé, ching han tap hgp céc thien ha trong vii try, tap hgp
cic sinh vién nam nhat trong mot trudng dai hoc, tap hop cac khach san nam sao
6 Nha Trang, ...

Céac tap hop thuong dudce ki hiéu béi cac chit in hoa A, B, C, ..., con cac dbi tuong
tao nén tap hgp thuong duge ki hiéu béi cac chit in thuong a, b, ¢, ... va duge goi 1a
cac phan tit ciia tap hop. Khi a 14 mot phan tit clia tap hop A thi ta ki hieua € A
(doc 1a: a thudce A), ngugc lai ta sé ki hieu a ¢ A (doc la: a khong thuoc A). Tap
hgp khong chita phan tit ndo ca duge goi 1a tap rong, ki hieu @.

Cho hai tap hop A va B. Néu moi phan tit cia A déu la phan tit ctia B thi ta
néi A la tap hop con hay tap con cua B, ki hieu A C B hoic B D A (doc la: A bao
ham trong B, A chia trong B hodc B chita A). R6 rang phép toan bao ham C ¢6
cac tinh chat sau day:

e AC A
e O CA.
e NeuACBvaBCCthiAcC.
Hai tap hop A, B dudc goi 1a bang nhaunéu A C B va B C A, ki hieu A = B.

Vi du 1.1.1 Tap hop cdc so tu nhién N = {1;2;3; ...} la tap con ctia tap hop cic s6
nguyén Z = {0; £1;+2;...}. Cd hai tap hop N va Z déu la cdc tap con cia tdp hop
cde s6 hitu ti Q, trong d6 Q = {2 :m € Z,n € Z,n #0} .

1



1.1. TAP HOP CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA

1.1.2 Cac phép toan co ban trén cac tap hop

Tit cac tap hgp A va B, ta c6 thé tao ra nhitng tap hgp méi bing cac phép toan co
ban sau day:

a) Phép giao: Giao ciia hai tap hgp A va B, ki hieu AN B (doc: A giao B), la

tap hgp gom tat ci cac phan tit thuoc dong thoi ca hai tap hop dé.
Trong truong hgp AN B = @, ta n6i A va B 1a hai tap roi nhau.

b) Phép hgp: Hop ctia hai tap hgp A va B, ki hieu AU B (doc: A hop B), la
tap hop gom tat ca cac phan ti thuoc it nhat mot trong hai tap hgp do.

Luu y: Tong quat hon, ta xét mot ho cac tap hop {4;} trong dé chi s i chay
trén mot tap hop I nao d6. Khi dé hgp va giao ctia cac tap hgp A; ciing duge dinh
nghia tuong ty nhu trén va duge ki hieu lan lugt 1a igj A; va Z_QI A,.

Dac biet, néu I = N thi ta thuong ki hiéu hop va giao ciia cac tap hop A; lan luct
i=1 i=1

c) Phép lay hiéu: Hi¢u ctia hai tap hgp A va B, ki hieu A\B (doc: A trit B),
14 tap hgp gom tat ci cac phan tit thuoc A nhung khong thuodc B.

Thong thuong cac tap hop duge xét 1a cac tap con ciia mot tap toan thé X nao do.
Khi d6 hieu X\ A con duge goi 1a phan bu clia A (trong X) va duge ki hieu lai 1a
A°. Trong truong hgp nay, ro rang ta co

A\B = AN B“.

Vi du 1.1.2 Cho cdc tap hop A = {1,3,4,6,8}, B = {2,4,6,8,10}. Khi d6 AUB =
{1,2,3,4,6,8,10}, AN B = {4,6,8}, A\B = {1,3} va B\A = {2,10}.

1.1.3 Cac tinh chit co ban ctia cac phép toan
V6i céc tap hop A, B, C va ho cac tap hop {A;} tiy ¥, ta luon c6 céc tinh chat sau:
a) Tinh giao hoan:

AUB=BUAANB= BN A.

b) Tinh két hop:
(AUB)UC =AU (BUC);

(ANB)NC =AN(BNC).

c) Tinh phan phéi:
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC(O);
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CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA 1.2. MENH DE

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

d) Tinh chéit déi ngdu De Morgan:
(UA)°=n(4)5
(NA:)°=U(4)

Tinh chat nay c6 thé phat biéu nhu sau: Phan bu clia mot hop bang giao cia cdc
phan bi; phan bu clia mot giao bang hop clia cic phan bu.
1.1.4 Tich Descartes

Cho hai tap hgp A va B. Ta goi tich Descartes ciia hai tap hgp A, B theo thi tu
dé, ki hieu A x B, 1a tap hgp gom tat ca cac cap c6 thi tu (a,b), trong d6 a € A va
b € B. Nhu vay
Ax B:={(a,b):a € Abe B}.
Tong quat, tich Descartes ctia n tap hgp Ai, Ao, ..., A, theo thi tu dé la tap
hop, ki hieu A x Ay X ... x Ay, gom tat ca cdc bo c6 thi tv (a1,as, ..., ay), trong

d6 ap € A, 1 < k < n. Dac biet, néu tat ca cac Ay déu bang tap A ndo dé thi ta
viet A x Ax ... x Ala A™.

1.2 MENH DE

1.2.1 Khai niém ménh dé
Trong toan hoc, cac ménh deé, thuong duge ki hieu béi cac chit cai in thuong p, q,r, ...,
la cac khang dinh chi nhan mot trong hai gia tri logic: ding hodc sai. Néu ménh dé

p nhan gia tri dang, ta viét p = 1; con néu ménh dé p nhan gia tri sai, ta viét p = 0.
Néu hai ménh dé p va ¢ c6 cling gia tri logic thi ta viét p = q.

Vi du 1.2.1 Cho p la ménh dé: 17 la s6 nguyén t6, con q la ménh dé: /2 la so hitu
ty. Khi dé p=1 va q =0.

1.2.2 Cac phép toan logic cd ban trén ménh dé
Cho cédc ménh dé p,q. Khi d6 ta c6 cac phép toan logic co ban sau day:

a) Phép hoi: Hoi ctia p va g, ki hieu béi p A q va doc 1a p va ¢, 1a meénh dé ding
khi v& chi khi p, ¢ déu dung. Néi cach khac

pAGg=1l < p=qg=1.

GV. Tran Tri Diing 3



1.2. MENH DE CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA

b) Phép tuyén: Tuyén ctia p va ¢, ki hieu béi pV ¢ va doc 1a p hoiic ¢, 1a ménh
dé sai khi va chi khi p, ¢ déu sai. N6i cach khac

pVg=0 <= p=q=0.

c) Phép suy ra: Ménh dé p suy ra g, ki hieéu béi p = ¢ va doc 1a néu p thi g,
13 ménh dé sai khi va chi khi p dting va ¢ sai. N6i cach khéc

p=q=0 <<= p=1,g=0.
Luu y: véi meénh dé p = ¢, ta ciing noi p 1a di dé c6 ¢ va ¢ 1a can dé co p.

d) Phép tuong duong: Ménh dé p tuong duong ¢, ki hieu béi p <= ¢ va doc
13 p néu va chi néu ¢, 1a ménh dé diang khi va chi khi p, ¢ cing ding hodc cuing sai.

e) Phép phu dinh: Phu dinh cta p, ki hiéu béi p va doc la khong p, la ménh
dé diang khi va chi khi p sai. N6i cach khac
p=1l <= p=0.

Luu y: Khi phat biéu hoac ching minh cac khing dinh toan hoc, ta thudng
diing cac quy tiac tuong duong logic trong ménh dé dudi day:

Meénh dé 1.2.2 Cho cic ménh dé p,q. Khi dé ta co:

*P=q=pAgq.

1.2.3 Meénh dé phu thudc bién va cac lugng tir

Trong todn hoc, ta thuong lam viéc véi cac diéu kien P(z) phu thuoc vao cdc phan
tlt = trong khong gian X nao d6. Néu v6i moi phan tit ¢6 dinh z € X, P(z) luon la
mot ménh dé thi ta goi P(z) la ménh dé phu thuoc bién x. Tap cac phan tit x € X
thoéa man dieu kien P(x) (ttc 1a P(x) nhan gid tri ding) thuong duge ki hieu béi
{zr € X : P(x)} hoac {z € X|P(x)}.

Khi duge cho mot menh dé P(x) phu thuoc bién x € X, ta hay gip hai trudng hop
quan trong duéi day:

e C6 it nhat mot phan tt € X théa man P(z). Khi d6 ta viét 3z € X : P(x)
va doc la: ton tai z sao cho P(x).

e Moi phan tit x € X déu théa man P(x). Khi d6 ta viét Vo € X : P(z) va doc
1a: v6i moi x déu c6 P(x).
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CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA 1.3. ANH XA

Cac lugng tit 3,V tuong tng dude goi 1a lugng tic ton tai, luong tit pho dung. Khi
dat mot Iugng tit trude mot ménh dé phu thudc mot bién, ta thu duge mot ménh
dé ding ho#c sai. Ngoai ra, gitta cac lugng ti ¢6 lien hé sau day:

e Jz: P(x) <= Vx: P(z). Nghia la, pht dinh cia ménh dé “Ton tai = sao cho
P(z)" 1a meénh dé “V6i moi o déu khong c6 P(x)".

e Vr: P(x) <= Jz: P(z). Nghia la, phtt dinh clia ménh dé “V6i moi x déu c6
P(z)" 1a meénh dé “Ton tai « khong théa P(x)".

Meénh dé phu thuoc nhiéu bién dugc nghién cttu tuong ty nhu truong hgp mot
bién. Dé minh hoa, ta xét ménh dé P(x,y) phu thudc hai bién x va y. Khi d6 néu
dat hai lugng tit theo hai bién z,y truée P(z,y), ta sé thu dugc mot meénh dé ding
hodc sai. Chi ¥ thém rang thit tu clia cac luong tir 1a quan trong trong ménh dé c6
nhiéu bién.

Vi du 1.2.3 Xét ménh dé phu thuoc hai bién P(x,y) la “c =y", x,y € Q. Khi dé
ta co

e Meénh dé (Vx € Q)(Fy € Q): x =y la ménh dé ding.
o Meénh dé (3y € Q)(Vx € Q): x =y la ménh dé sai.

Ta ciing c6 thé ding cac dau phay thay cho cac dau ngoiic trong ménh dé cé nhiéu
lugng tit, ching han ménh dé (Vz € Q)(Jy € Q): = y c6 thé dudc viét thanh
VeeQ,yeQ:x=y.

Dé rit ra quy tac phi dinh tong quat, trudce tién ta thi tim phi dinh ctia ménh dé
saw: “Vo € X, Jy € Y: P(z,y)". RO rang ta co

Vee X,JyeY :Plz,y)=dre X,y Y : Plx,y) =dr € X,Vy €Y : P(z,y).

Tong quat ta co:

Quy tic pht dinh ménh dé cé nhiéu lugng ti: Ta thay moi lugng tu 3 bing
lwgng tu ¥ va nguoc lai, dong thoi phi dinh diéu kién rang budc cho cdc bién.

1.3 ANH XA

1.3.1 Khai niém anh xa

Mot anh xa f tit tap hop X vao tap hop Y 1a mot quy téc cho tuong tng moéi phan
tit 2 cia X v6i duy nhit mot phan tit goi 1a f(z) ciia Y. Anh xa nay duge ki hieu
la f: X — Y. Tap X goi la tap ngudn hay tap xac dinh, tap Y goi 1a tap dich hay
tap gia tri ctia anh xa f. V6i mdi € X, phan ttt f(z) dugc goi 1a anh clia x qua
anh xa f hoéac gia tri cia f tai x.

GV. Tran Tri Diing 5



1.3. ANH XA CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA

Cho haianhxa f: X - Y vag: X — Y. Tanéi hai dnh xa dé la bang nhau, ki
hieu f = g, néu f(z) = g(z) véi moi z € X.
Vidu1.3.1 1. Phép binh phuong cdc s6 tu nhién f1 la mot anh xa tu N vao N.

2. Cho trudc mot s6 nguyén to p. Quy tdc fo cho tuong #ng moi s6 nguyén vdi
tong cia p va s6 nguyén dé la mot anh za tix 7 vao 7.

3. Quy tdc f3 cho twong 1ng moi so tu nhién vdi so cdc udc s6 nguyén duong ciia
no la mot anh xa tu N vao N.

4. Quy tdc cho tuong dng moi so tu nhién vdi cdc udc s6 nguyén duong cia noé
khong phdi la mot dnh xa vi vi pham tinh duy nhat cia dnh trong dinh nghia
anh za.

1.3.2 Anh va anh ngugc

Cho énh xa f: X = Y, A la tap con ciia X, B 1a tap con cuia Y. Ta dinh nghia
o f(A)={f(x):zeA}={yeY:Tx e Ay= f(x)} 1a dnh cia A bdi f.
e fYB):={x e X: f(x) € B} la dnh nguoc ciia B bdi f.

Néu tap B chi c¢6 ding mot phan ti, ching han B = {b} thi ta sé& viét f1(b)
thay cho f~1({b}) vad goi f~1(b) 1a 4nh ngudc ctia b bdi f. Ro rang f~1(b) =
{r e X: f(x) =0}

Vi du 1.3.2 Xét anh za fi trong Vi du 1.5.1. Cho A = {1,2,3,4}, B = {5}. Khi
dé fi1(A) ={1,4,9,16} va f; 1(B) = @.

Vidu 1.3.3 Chodanhza f: X =Y, B,C la cic tap con tuy 3y cia Y. Ching minh
rang: f~H(B\C) = f~H(B)\f1(C).

Lai giai: Ta c6 2 € fY(B\C) <= f(z) € (B\C) < f(z) € BAf(x) ¢ C
= ze f1(B)ra¢ fT1(O) &= ze fTHB\O)

Vay f~H(B\C) = fH(B)\fHO).

1.3.3 Don anh-toan anh-song anh

Cho anh xa f: X — Y.

e Anh xa f dugc goi la don dnh néu Va,z' € X,z # 2/ = f(x) # f(z') (hoac
tuong duong f(z) = f(a') =z =12').
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CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA 1.3. ANH XA

e Anhxa f duge goi la toan dnhnéu f(X) =Y, ticlaVy e Y, 3z € X 1 y = f(x).
e Anh xa f dugc goi 1a song dnh néu né vira 1a don anh vira 1a toan anh.

Vidu 1.3.4 Xét lai cic anh xa ¢ Vi du 1.5.1.

- f1 la don dnh vi vdi hai s6 tu nhién m,n tuy 4, n> = m? = n = m. Tuy nhién
f1 khong la toan anh vi f1(N) la tap con thuc su cia N.

- Dé thay fa la song dnh.

- R6 rang f3 khong phdi la don anh vi f3(2) = f3(3) = 2. Tuy nhién f3 la toan
dnh vi vdi $6 tu nhién n bat ky, ta cé f3(2" 1) =n.

1.3.4 Anh xa ngudc
Co s6 dé dinh nghia 4nh xa ngudc ciia mot song anh 1a meénh dé sau:
Meénh dé 1.3.5 Cho dnh za f: X — Y. Khi d6 hai khdang dinh sau la tuong duong:
(i) f la mot song dnh.
(ii) Véi moi phan ti&y trong Y, ton tai duy nhat mot phan ti x trong X sao cho
y = f(a).

Chiing minh: (i) = (i7). Gid st f 14 song anh. Khi d6 do f la toan anh nén véi
moi phan tit y € Y, déu ton tai mot phan tit z € X sao cho y = f(z). R6 rang phan
t x nay 1a duy nhat vi néu c6 mot phan tit 2’ # x sao cho f(2') = y thi ta suy ra
f(z) = f(2'). Diéu nay trai v6i gid thiét f 14 don anh.

(i) = (i). Theo (ii) ta c6 ngay f 1a toan anh. Xét z,2’ tuy y trong X sao cho
f(z) = f(2'). Dat y = f(x) = f(2’) va stt dung tinh duy nhat trong gia thiét (ii) ta
dé dang suy ra x = 2’. N6i cach khac, f 1a don anh. Vay f 1a song anh.

a

Theo ménh dé trén néu f : X — Y 1a song 4nh thi c6 duy nhat mot anh xa, ki hiéu
flsaocho ffl:Y 5w XvaVyeY VzeX, fly) =2 — y= f(z). Ta goi
f~11a dnh za nguoe ctia f. D& thiy anh xa f~! ciing la song anh.

Vi du 1.3.6 Xét song anh fo 6 Vi du 1.3.1. Ta c6 fy ' (k) =m <= k= fo(m) =
p+m <= m=k%k—p. Vayfgl(k:):k—p vdi moi k € 7.
1.3.5 Anh xa th-Anh xa thu hep

a) Anh xa hop: Cho cac anh xa f: X — Y vag:Y — Z. Khi d6 ta goi anh xa
hop (hoac anh xa tich) ctia g va f, ki hiéu go f, la anh xa sao cho go f : X — Z va
(g0 f)(z) =glf(z)],Vz € X.

GV. Tran Tri Diing 7



1.3. ANH XA CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA

b) Anh xa thu hep: Cho anh xa f: X - Y, A C X. Ta goi thu hep ctia f trén
A, ki hiéu f|4, la anh xa sao cho fla: A —Y va fla(x) = f(z),Vx € A.

8 GV. Tran Tri Diing



CHUONG 1. TAP HOP - MENH DE - ANH XA 1.3. ANH XA

BAI TAP CUOI CHUONG 1
1) Chitng minh céc tinh chat da néu ¢ muc 1.1.3.
2) Cho cac tap hgp A, B, C. Ching minh:
a) AN(B\A) =92 b) AU(B\A)=AUB c) (ANB)U(A\B)=A
d) A\(B\C) = (A\B) U(ANC)
e) A°N B¢ = B¢ va B C A khi va chi khi A = B.
3) Cho A, B la céc tap con cia X va C, D la cac tap con cua Y. Chiing minh:
a) (AxC)N(BxD)=(ANB) x (CND,).
b) (AxC)U(AxD)=Ax(CUD,).
c)* (Ax C)U(B x D) C (AUB) x (CUD). Cho vi du chi dang thitc khong xAy ra.
4) Béang céach lap bang gié tri logic 0 va 1, hay ching minh Ménh dé 1.2.2.
5) Xét p,q la cac menh dé trong Vi du 1.2.1. Hay phat biéu va xét tinh ding, sai
clia cac ménh dé sau day: pVq, pAq, p=q, P, p=q, p < q.
6) Trong cic phat biéu dudi day, phat biéu nao 14 ménh dé. Hay néu tinh ding, sai
clia titng ménh dé.
a)Vke€Z k> —k>0. b)Vz2€Z,IrcQ:22—rz+r>1.
c¢) Ton tai mot hanh tinh c¢6 khéi lugng 16n hon Trai Dat.
d) Tat ca cac con ch6 c6 doi canh déu c6 bo long mau trang.
e)* Vi moi s6 nguyéen khong am z,y, z, néu 2201° 4 92015 = 22015 thy 2 4 ¢y > 2.
7) Cho anh xa f : X — Y. Gié st Aj, A 14 céc tap con cia X con Bi, Bs la céac
tap con cta Y. Ching minh

a) fHU(B1UBy) = f B U (Ba);  fTH(BiNBz) = f1(B1)Nf(B2)
b) f(A1UAg) = f(A) U f(A2);  f(A1NAs) C f(A1) N f(A2).
¢) Néu f don anh thi f(A; N Ag) = f(A1) N f(Asg).
8)* Cho 4nh xa f : X — Y. Khi d6 cac phat biéu a) va b) 1a tuong duong:
a) f don anh.
b) V6i moi tap con A ciia X, ta déu c6 A = f~1(f(A)).
Céc phat biéu c) va d) ciing tuong duong:
c¢) f la toan anh.
d) V6i moi tap con B ctia Y, ta déu c6 B = f(f~1(B)).
9) Cho cac anh xa f: X - Y vag:Y — Z. Ching minh:
) Néu g o f la don anh thi f la don anh.
b) Néu g o f 1a toan anh thi g la toan anh.

53

c) Néu f va g song anh thi g o f cling song anh. Khi d6 cac anh xa f, g, g o f déu
c6 cac anh xa ngudc théa man tinh chat sau: (go f)~ ' = f~log L.

10) Cho céac anh xa f,g: X — X sao cho fog la song anh. Chitng minh rang f don
anh khi va chi khi g toan anh.
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Chuong 2

TAP HGP SO THUC

2.1 TIEN PE HOA TAP HOP SO THUC

Tap hop céc s6 thuc R 1a mot tap hop trén do co:

e Mot phép todn cong + : R x R — R cho tuong ttng moi cip so thuc (z,y) véi
mot s6 thuc z + v.

e Mot phép toan nhan - : R x R — R cho tuong ting mdi cap s6 thuc (z,y) véi
mot s6 thuc x - y.

e Mot quan hé thi ty < trén R.
Ngoai ra, cac phép toan cong, phép toan nhan va quan hé thi ty néu trén thdéa man
cac tien deé sau day.
2.1.1 Cac tién dé dai sb

Tap hop R cling v6i hai phép toan cong va nhan lap thanh mot truong dai so. No6i
mot cach cu thé, hai phép toan d6 théa man cac tien dé nhu sau.

1. V6i moi z,y € R, x + y = y + z. (Tinh giao hoén)

2. Véimoi z,y va 2z, (z +y)+ 2=z + (y + 2). (Tinh két hop)

3. Ton tai phan tit 0 € R sao cho v6i moi x € R, 0 + x = z. (Phan tit don vi)
4. V6i moi € R, ton tai y € R sao cho x +y = 0. (Phan tit nghich déo)

Nhan xét 2.1.1 Chi 4 rang

a) Phan tii 0 trong tién dé 8 la duy nhat vi néu c6 a € R théa a + x = x vdi
moix €R thi0=a+0=0+a=a. Ta goi 0 la phan ti don vi ciia phép todin
cong.

10



CHUONG 2. TAP HOP SO THUC 2.1. TIEN DE HOA TAP HOP SO THUC

b) Déi vdi méi x cho trude, phan ti y trong tien dé 4 la duy nhat vi néu cé
Yy ERthéax+y =0thhy=0+y = (z+y)+y= ¥ +2)+y =9y +(x+y) =
y' +0=1y. Khi déy duoc goi la phan ti nghich ddo clia x qua phép todn cong,
ki hiéu y = —x.

¢) Ta dinh nghia phép toan trit — nhu sau: y —x =y + (—x).

Vé6i moi z,y € R, z-y =y - x. (Tinh giao hoan)

V6i moi z,y va z, (x-y) -z =z (y-2). (Tinh két hop)

Ton tai phan tit 1 # 0 sao cho véi moi € R, 1 -z = z. (Phan t1t don vi)

S Y

V6i moi z € R, x # 0, ton tai y € R sao cho x -y = 1. (Phan t1t nghich déo)

Nhan xét 2.1.2 Chi y rdang

a) Phan ti 1 trong tién dé 7 la duy nhat vi néu c6 a € R théa a - x = = vdi
moix ERthil=a-1=1-a=a. Ta goi 1 la phan ti don vi cia phép todin
nhan.

b) Doi vdi moi x # 0 cho trude, phan iy trong tién dé 8 la duy nhat vi néu cé
yeERthbaxy =1thy=1y=(zy)y= 2)y=y-(zy =y -1=y.
Khi dé y dudc goi la phan ti nghich ddo cia x qua phép todn nhan, ki hiéu
y=a1 hayy=1/x.

¢) Ta dinh nghia phép todn chia /| nhu sau: y/x =1y -z 71,

Dé lien két phép cong va phép nhan, ta can mot tien dé ddm béo rang phép
nhan phan phdi déi véi phép cong.

9. Véimoiz,yva z, z- (y+2) = (z-y) + (z - 2).
Thong thuong néu khong s¢ nham 1an, ta hay viét xy thay cho x - y.
Ménh dé 2.1.3 a) Véi moix € R, ta déu c60-x =z -0 =0.
b) Cho z,y € R. Khidé zy=0 < z=0Vy=0.
Ching minh: a) Dat a =0 - z, ta co:
a=0-2=(04+0)-2=0-24+0-2=a+a.

Dod60=a+(—a)=a+a+(—a) =a+[a+ (—a)] = a+ 0 = a. Tinh giao hoan
chotaz-0=0.

b) Chiéu déo ciia ménh dé can chiimg minh la ding do a). Ngugc lai, gid st ta
c6 vy = 0 va cd x vd y déu khac 0. Khi do

ry=0=zlay=2"10=1y=0=y =0.

Diéu nay mau thuin vé6i y # 0. Vay phai c6 z = 0 hosic y = 0 khi 2y = 0.

GV. Tran Tri Diing 11
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2.1.2 Cac tién dé thi tu

Cho hai 6 thyc z va y tuy 3. Ta dinh nghia x < y (doc 1a:  nhé hon hoiic bang y,
ciing c6 thé doc 1a y 16n hon hosic bang x va viét 1a y > 2) néu 0 < y — x. Quan hé
thit tir “<" nay théa man cac tién dé sau day.

10. Véi moi s6 thie x,y, ta c6 o < y hodc y < z. Néu xdy ra dong thoi x < y va
y<xthiz=y.

11. V6i moi s6 thyc z,y, néu 0 < 2, 0 <y thi0 <z +y va 0 < zy.

Truong s6 thuc R cling véi cac tién dé thit tu néu trén sé lap thanh mot truong dudc
sdp thi tu toan phan. Ta ching minh dude cac tinh chit co ban sau day.

Dinh 1y 2.1.4 Gid st x,y va z la cdc so thuc tuy 4. Khi do ta co:
a) Neuz <yvay<zthhz<sz.
b) x <y néu va chinéuz+2z<y-+z.
c) Neuz <ywva0<zthhzz <yz.

Chitng minh: a) Ta viét z —x = (z —y) + (y — x) va cht ¥ 1a do gid thiét 0 < z —y
va 0 <y — 2. Ap dung tien dé 11 ta suy ra 0 < z — z, tic 1a z < z.
b)Chuyla(y+z2)—(r+2)=y—u=x.

c¢) Ta viét yz — xz = (y — x)z roi ap dung tién dé 11 cho hai s6 y — z va z.
Od

Trong trudng hop = < y vi x # y thi ta ghi 1a < y (doc 1a x nhé hon y, cling
doc 14 3 16n hon z va viét 1a y > x) va ¢6 mot quan hé thit tu chit “<". Hién nhien
r<y < 0<y—x Tagoixzlasoduongnéu0 < x va x la s6 am néu x < 0.
Quan hé < c6 cac tinh chat tuong ty nhu <.

Dinh 1y 2.1.5 a) Vdi moi so thuc xz,y, chi cé duy nhat mot trong ba khd nang sau
xdy ra: x <y, r =1y hodcy < x.
b) Véi moi s6 thue x,y, néu 0 <z, 0 <y thh 0 <z +y va0 < xy.

Chitng minh: a) Truéc tién ta chiing minh rang v6i moi s6 thyc z,y, mot trong
ba kha nang sau 1a x4y ra: z < y, * = y hodc y < x. That vay, theo tién dé 10 ta
luon c¢6 = < y hodc y < x. Do d6 néu x # y thi ta suy ra z < y hodic y < x. Truong
hgp con lai 16 rang la x = y.

Miit khéac néu c6 hai trong ba kha niang dé xay ra dong thai thi hai kha nang = < y
va x = y khong thé dong thoi xdy ra duge. Tuong tu hai khad ning y < x vz =y
ciing khong thé dong thoi x4y ra duge. Vay o < y va y < x phai dong thdi xay ra.
Tuy nhién khi d6 ta suy ra o < y vd y < z, r6i 4p dung tién dé 10 ta dudc z = y
(mau thuan véi x < y). Vay véi moi s6 thuc z,y, chi c6 duy nhat mot trong ba kha
nang sau xay ra: * < y, x =y hodc y < x.
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CHUONG 2. TAP HOP SO THUC 2.1. TIEN DE HOA TAP HOP SO THUC

b) Theo tien dé 11, ta suy ra ngay: néu 0 < z, 0 < y thi 0 <z +y va 0 < xy.
Néuz+y=0thiy=—-2.Do0<ynén0< —z. Chiyrangz < 0 < 0< -z
nén ta sé ¢6 0 < x va r < 0 dong thoi xay ra (mau thuén véi phan a) & tren). Vay
phéi c6 0 < x +y.

Néu zy = 0 thi theo Ménh dé 2.1.3 ta suy ra x = 0 hofic y = 0, mau thuan vdi gia
thiét 0 < z va 0 < y. Vay phéi c¢6 0 < zy.

Mot hé qua tryc tiép ciia Dinh 1y 2.1.5 13 két qu sau:

Hé qua 2.1.6 Gid st x,y va z la cde 6 thuc tuy 1. Khi dé ta co:
a) Neux <yvay<zthhz<z.
b) x <y néu va chinéux+2z<y-+z.
c) Neur <ywva0<zthhoz<yz Néux <ywvaz<O0 thhyz < zz.

Dén day xuat hien mot cau héi tha vi 1a: Lieu phan tt 0 va 1 ¢6 so sanh duge véi
nhau hay khong? Vi du sau cho cau tra 15i khang dinh.

Vi du 2.1.7 Chitng minh rang: 0 < 1.

Lai giai: Theo phan a) ctia Dinh 1y 2.1.5 v do 0 # 1 nén ta chi ¢6 hai kha nang:
hosic 0 < 1, hodc 1 < 0. Néu x4y ra 1 < 0 thi theo phan c¢) ctia He qua 2.1.6 ta suy
ra 0-1<1-1hay 0 < 1. Vay hai kha nang 1 < 0 v& 0 < 1 x4y ra dong thoi, mau
thudn v6i phan a) cia Dinh 1y 2.1.5. N6i cach khéac phéi ¢6 0 < 1.

|

St dung cac tien dé dai s6 va céc tién dé thit tu néu trén, ta cé thé chitng minh cac
tinh chat dai s6 hay thi ti khac trén R.

Vi du 2.1.8 Cho x,y va z la cdc so thic. Chiing minh rang:
a) 22 > 0.
b)0<z <= 0<a b
c) Neu0<zthhe<y < rz<yz.

Lai giai: a) Theo tién dé 10, ta ¢6 0 < z hodc z < 0. Néu 0 < z thi 4p dung tién
dd 11 tasuy ra 0 < zz = 22. Néu z < 0 thi 0 < —z. Ap dung tien dé 11 ta suy ra
0 < (2)(—2). Chi ¥ 1a (—2)(—2) = zox = 22 (xem bai tap 1 cudi chuong). Vay ta
ciing ¢6 0 < 22 néu z < 0.

b) Néu 0 < z thi x # 0, do d6 7! ton tai. Ta c6 2! =z~ 1z~ = z(z71)% Do
0 <z va0 < (z7!)2 nén theo tien dé 11 ta suy ra 0 < x~1. D& thay =1 # 0 (do
zr~t=1). Vay 0 < z~ L.
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D4o lai, néu 0 < 2! thi theo phan thuan vita chitng minh, ta suy ra 0 < (z=1)~! = z.

c¢) Gid st 0 < 2. Khi d6 ap dung phan ¢) ctia He qua 2.1.6 ta c6 ngay: v < y =

Tz < Yz.

D4o lai, néu zz < yz thi ciing theo phan c) ctia He qua 2.1.6 ta c6 vzz~ ! < yzz~!

(do0 < znén0<2z1). Suyrax<y.

Cac tap hop sau rat thuong giap trong R.

Dinh nghia 2.1.9 Mot tip con I cia R duoc goi la mot khoadng néu né cé6 mot
trong cac dang dudi day vdi a va b la cdc s6 thuc nao do.

o [a,b] :={xeR:a<z<b}; [a,00) :={z €eR:a<zx};
o (a,b) :={reR:a<z<b}; (a,00) :={z € R:a < x};
o (a,b ={xeR:a<z<b}; (—o0,a] :={x eR:z <a};
o [a,b):={xeR:a<z<b}; (—o0,a) :={x eR:z <a};

e (—o00,00) :=R.

Trong phan tiép theo, ta sé chi ra rang tap hgp céc s6 hitu ti Q c6 thé duge “nhing"
vao tap hgp cac s6 thie R theo nghia ¢6 mot don anh tit Q vao R sao cho don dnh
nay bao toan cac phép cong, phép nhan va quan hé thi tu trén Q. Do db ta sé xem
Q nhu 14 mot tap con cia R.

Ta xét anh xa f: Q - R, r—r -1, 1 € R, xac dinh bdi

( 0, khir =0
1+1+---+1=mnl, khir=neN
—_—
nlan
TE=N (G4 (=) 4+ + (=1) = ml, khir = n € Z\(NU {0})
(—m)lan
(m1)(n1)~1, khi r=",n+#0,m,n € Z.

Nhan xét 2.1.10 a) T cich wdc dinh dnh Ta nhu trén, ta dé dang chiing minh két
qud sau: vdi moi s6 nguyén m va n ta luon cé (ml)(nl) = (mn)l va ml +nl =
(m+mn)l.

b) Néu ™ = g, trong dé m,n,p,q € Z va n,q # 0 thi (m1)(n1)~* = (p1)(q1)7 4,
tic la quy tdac f ding la mot anh za. That vay, ta cé6 (m1)(n1)~! = ( 1
(m1)(n1)~}(n1)(ql) = (p1)(q1) " (n1)(q1) <= (m1)(ql) = (p1)(nl
(np)1 (ding do mq =np).

Meénh dé 2.1.11 Anh za f wdc dinh nhu trén cé cdc tinh chat sau: Vi moir,s € Q
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a) f(r+s)=f(r)+ f(s),
b) f(rs) = f(r)f(s),
c) Neur < s thi f(r) < f(s).

Ching minh: a) Gid st r =, s = L. Khi d6 r + s = mq+"p . Do d6

n’

fr+s)=f(r)+ f(s) <= [(mg+np)1][(ng)1]~" = (m1)(n1)~" + (p1)(q1)~"
<= (mg+np)l = (ml)(nl)" (ng)1 + (p1)(q1) " (ng)1
<= (mg+np)l = (m1)(ql) + (p1)(nl) (do phan a) ctia Nhan xét 2.1.10)
= (mq)

(
< (mq+np)l = (mq)1l + (np)1 = (mgq + np)1 (do phan a) ctia Nhan xét 2.1.10).

b) Chiing minh tuong ty nhu a).
c) Khong mat tinh téng quat ta c6 thé gid st r = 2, s = 2 va, cac s6 n,q € N.

n’

Néur<sth‘1%<§haqu<np. Suyra1+mq§npvanp-mq+kv6ikla
mot s6 tu nhién. Mit khac do 0 < nl va 0 < ¢l nén

flr) < f(s) < ( 1)(n1)™" < (p1)(q1) ™"
<= (m1)(n1)~"(n1)(ql) < (p1)(q1)~" (n1)(q1)
(ml)(ql) (nl)(pl) (mg)1 < (np)1
< (mqg)l < (mg+ k)l < 0 <kl

Chu ¥ ring bat ding thiic cudi cling 14 ding vi k 1a mot sé ty nhién. Vay néu r < s

thi f(r) < f(s).

a

Dinh nghia 2.1.12 (Gia tri tuyét déi cia mét sé thuc) Cho s6 thuc x. Khi
dé gid tri tuyét doi cia x, ki hieu |z|, duge dinh nghia nhu sau:

x, néu x>0
2] = ;
—z, neu x < 0.

Ta c6 cac tinh chat sau day.

Meénh dé 2.1.13 Cho x,y la cic s6 thuc tuy . Khi dé ta co
o |z >0wal|z|=0 < z=0.
o —|z| <z < x|
e |z +y| < |z|+ |y| (b4t ding thitc tam giac).

o [lz] =yl <z —yl.
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o [zy| = |z(ly| va Tyl -

z
Yy
o z|<y <= —y<z<y. Tuongtulz|<y < —y<z<y.

Chimmg minh: Xem nhu bai tap.

2.1.3 Tién dé vé tinh day du ctia tap sbé thuc

Dé c6 thé phat biéu tien dé vé tinh day dd, trude hét ta can mot so6 cac khai niem
sal.

Dinh nghia 2.1.14 Cho E la mot tap con cia R.

a) E dugc goi la bi chan trén néu cé mot sé thue M sao cho © < M vdi moi
x € E. Khi dé ta noi E bi chan trén béi M va M la mot can trén cia F.

b) E dugc goi la bi chan dudi néu c6 mot so thuc m sao cho m < x vdi moi
x € E. Khi do ta noi E bi chan dudi bdi m va m la mot can dudi cia E.

¢) E dugc goi la bi chan néu né via bi chdn trén va via bi chan dudi.

Vi du 2.1.15 a) Theo dinh nghia, tap hop E = [0,1] la bi chan trén bdi 1 va bi
chan duoi bgi 0. Vay E bi chan trong R.

b) Tap hop E = [0,00) la bi chan dudi bdi 0 nhung khong bi chan trén. Vi
néu [0,00) bi chdn trén bdi mot s6 thuc M nao dé thi néi rieng 0 < M. Do dé
M +1 € [0,00). Vay ta phdi c6 M +1 < M, ma dieu nay thi tuong duong véi 1 <0
(vo ).

¢) Tuong tu tap hop E = (—00,0] la bi chan trén bdi 0 nhung khong bi chan dudi
(tai sao?).

d) Tap hop R = (—o0,00) khong bi chan trén, cing khong bi chan dudi (tai
5a0?).

DPinh nghia 2.1.16 Cho E la m¢t tdp con cia R.

a) Ta néia € E la phan t& nhé nh.'?}t cta E, ki hiéu a = min E, néu a < z vdi
moix € E. Tuong tu, ta néi a € F la phan t& 16n nhat cia E, ki hiéu a = max E,
néu r < a véi moi x € E.

b) Phan tit nhé nhat trong tap hop tat cd cic can trén cia E (néu cé) duge goi
la can trén dang cda E, ki hiéu sup E.

c¢) Phan ti l6n nhat trong tap hop tat cd cdac can dudi cia E (néu cé) duge goi
la can dudi dang cia F, ki hiéu inf E.

Vidu 2.1.17 Cho E la mot tap con cia R.

a) Gid si ton tai a = max E. Chitng minh rang sup E ciing ton tai va sup E =

max F = a.

b) Gid st ton tai a = min E. Chiing minh rang inf E ciing ton tai va inf E =
min F = a.
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Lai giai: a) Theo dinh nghia, a = max F thuoc E va la mot can trén cta E. Ta
sé chiing minh a 1 can trén nhé nhat trong cic can trén ctia F, do d6 sup E = a.
That vay, lay b 1a mot can trén tiy v clia E, chi ¥y rdng a € E nén a < b.

b) Chiing minh tuong ty phan a)
O

Vidu 2.1.18 Cho E ={1,3,5,7}. Theo trén, ta c6 sup E = max E =7 va inf £ =
min £ = 1.

Vi du 2.1.19 Cho E = [0,1). R6 rang, ta c6 inf E = min E = 0. Dé thay E khong
c6 phan i 1on nhat (tai sao?), tuy nhién sup E = 1. That vy, vdi moi x thugc [0, 1)
thi x < 1. Suy ra x < 1, tic 1 la mot can trén cia [0,1).

Lay M la mot can trén bat ki cia E. Néu M < 1 thi ta suy ra 0 < M < % < 1.
Do do % c FE va % < M, mau thuan vdéi M < % Vay ta phdi c6 1 < M.
Od
Meénh dé sau cho ta mot dic trung don gidn nhung rat hitu dung clia cic can trén
ding va can dudi dang.

Meénh dé 2.1.20 Cho E la mot tap con khdc rong ciia R va a € R la mot can trén
ctia E. Khi d6, hai khdng dinh sau la tuong duong.

(i) a =supE.
(i1) Véi moi e >0, ton tai x € E sao cho a—e < x < a.

Tuong ti, cho E la mét tap con khdc rong cia R va b € R la mot can dudi cia E.
Khi dé, hai khang dinh sau la twong duong.

(iii) b = inf E.
(iv) Véi moie >0, ton tagi v € E sao chob<x <b+e.
Chitng minh: Xem bai tap 7 cudi chuong.
O

Tién dé sau day la tién dé rat quan trong trong Gidi tich. Tién dé nay cho ta
tinh day du cta truong s6 thite, mot tinh chat ma truong cac sé hitu ti Q khong co.
RAt nhiéu cac dinh 1y, cac két qua sau sic sau nay trong Giai tich, chang han nhu
Dinh 1y vé sy hoi tu clia cac day Cauchy, Dinh 1y Bolzano-Weierstrass vé cac day bi
chan, Dinh 1y gia tri trung gian ctia cac ham sb lién tuc ..., déu la hé qua cia tinh
chat day du cia R.

12. Tién dé day da (con dudc goi 1A Nguyén ly Supremum): Trudng cac
s6 thyc R 13 day du theo nghia: Moi tap con E khac réng bi chan trén ciia R déu
c6 can trén dang thudc R.
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Dinh 1y 2.1.21 Moi tap con E khdc rong bi chdan dudi ciia R déu cé can dudi ding
thuoc R.

Chitng minh: Gia st E bi chan duéi béi a. Dat —E = {—z : x € E} thi —FE khac
rong va bi chan trén béi —a. Theo tién dé day du, —F c6 mot can trén ding 1 b.
Ta dé dang kiém tra —b sé 1a can duéi ding ctia E.

a

Nhu vay 1a ta da hoan thanh cong viéc tién dé héa tap hop cac s6 thie. Toan bo
cac tien dé néu trén sé lam R tré thanh mot trudng duge sap thit tir toan phan va
day di. Hon nita, cdc nha toan hoc con chitng minh dude ring néu c¢6 mot truong F
cling dugc sap thit tir toan phan va day du, tic 1a F ciing thdéa man cac tién de 1-12,
thi F' tuong duong véi R, theo nghia 1a sé c6 mot song anh gita hai truéng nay, va
song 4nh nay bdo toan cic tinh chit ciia cac phép toan cong, phép toan nhan va
quan hé thia tu.

2.2 Mot s6 két qua quan trong

2.2.1 Céac nguyén ly co ban trén tap cac sd tu nhién N

Dinh 1y 2.2.1 (Nguyén ly sip thit tu t6t)
Moi tap con E khdc rong ciia N déu c¢é phan ti nhé nhat.

Chitng minh: Do F khac rdng nén c6 mot sb6 ty nhién N € E.

Dat F={n € E:n < N} thi F khac rdng va chi ¢6 hitu han cdc phan ti. Do d6 F
sé ¢6 phan tit nho nhat goi 1a k. Khi d6 k ciing 14 phan tt nhé nhat ctia E. That
vay, lay n bat ki trong E. Néun € F thin >k, connéun ¢ F thin > N > k.

Dinh 1y 2.2.2 Cho E C N théa man hai tinh chat sau:
(i) 1 € E;
(ii) Véi moin €N, néune€ E thin+1€ E.

Khi do E = N.

Chitng minh: Goi E° la phan bu cta E trong N, ttic la B ={n e N:n ¢ F}. Ta
sé chiing minh E° 13 tap rong. That vay, gid st ngucc lai E€ khéc réng. Khi d6, theo
Nguyén 1y sip thit tu tot thi E¢ ¢6 phan tit nhé nhat goi 1a N. Cha y rangdo 1 € E
nén N > 2. Rorang khid6 N—1€ Evinéu N —1€ ECthi N —1> N (vo ly).
Tuy nhién tit N — 1 € E va theo gia thiét (ii) ta lai suy ra N € E, mau thuan véi
N € E°.

GV. Tran Tri Diing



CHUONG 2. TAP HOP SO THUC 2.2. MOT SO KET QUA QUAN TRONG

a

Nhan xét 2.2.3 a) Trong dinh lyj trén, néu ta gi@ nguyén gid thiét (i) va thay gid
thiét (ii) bdi gid thiét (ii’) sau

(ii’) Voi méoin € N, néu {1,2,...n} CE thin+1€E,
thy két lugn van la E = N (tai sao?). Nguyén lyj tuong ting duge goi la Nguyén 1y
quy nap manh.

b) Trong dinh lij trén, néu ta gi@ nguyén gid thiét (ii) va thay gid thiét (i) bdi
gid thiét (i’) sau

(i’) N € E vdi N la so tu nhién cho trudc,
thy két lugn sé la {n e N:n > N} C F (tai sao?).

Vi du 2.2.4 (B4t dang thitc Bernoulli)
Chaing minh rang: Véi moi a > —1, vdi moin €N, ta ¢6 (1 +a)" > 1+ na.

Chitng minh: Lay a > —1tuy y. Dat E={n e N: (1+a)" > 1+ na}.
Ro rang taco 1 € E. Gid stt ta co n € E, tic la (14 a)” > 1+ na. Khi dé

1+a)" "t =04a)"(1+a)>14+na)1+a)=1+ (n+1)a+ na’.

Suy ra (1+a)"™ > 1+ (n+ 1)a (do na? > 0) hay n+ 1 € E. Tic la E théa man
hai gia thiét cia Nguyén 1y quy nap, nén £ = N.

Vi du 2.2.5 Ching minh rang: n! > 2", vdi moi so tu nhién n > 4.

Chitng minh: Ta c6 thé chitng minh tuong tu nhu Vi du 2.2.4 bing cich dit
E={neN,n>4:n!>2"} Tuy nhién, ta thuong thyc hanh nhu sau.

e Kiém tra budc co s3: V6i n = 4 thi 4! = 24 > 2% = 16 nén bat ding thiic
can chitng minh ding véi n = 4.

e Chitng minh buéc quy nap: Gia st bat dang thitc ding véi n (n > 4), tic
la ta c6 n! > 2" (gid thiét quy nap). Ta sé chitng minh bat ding thitc ding
v6i n + 1. That vay ta co

(n+1)!'=nl(n+1)>2"(n+1)(do gia thiét quy nap)
> 2" (vin 41> 2).

e Két luan: Bat déng thiic n! > 2" ding véi moi sé tir nhieén n > 4.
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Céac dinh 1y 6 phan tiép theo 1a nhitng hé qué ciia Nguyén ly Supremum.
Dinh 1y 2.2.6 N khong by chan trén.

Ching minh: Gia st ngudc lai N bi chin trén. Khi d6 theo Nguyén Iy Supremum,
ton tai @ = supN. Suy ra a — 1 khong phai 1a can trén ctia N, do d6 c6 mot sb ti
nhién n sao chon > a — 1. Khi d6 n + 1 > a, mau thuin véi a = supN.

Dinh 1y 2.2.7 (Nguyén ly Archimedes)
Vi moi a > 0, vdi moi b € R, ton tai n € N: na > b.

Chitng minh: Dung phan chiing, gia st ngugc lai, néu c¢6 a > 0, ¢c6 b € R sao cho
v6i moi n € N : na < b. Khi d6 v6i moi n € N ta ¢c6 n < b/a, mau thuan véi N khong
bi chan trén.

Vidu2.2.8 Cho E={z=1—-1/n:ne€N}. Timsup E.

Loi giai: Ro rang néu z € E thi o < 1. Vay 1 14 can trén ctia E. Ta sé ap dung
Ménh dé 2.1.20 dé chiing minh sup E = 1. Lay € > 0 tity ¥, ta can chi ra ton tai
r=1-1/n > 1— e Diéu nay tuong duong véi c6 n € N sao cho n > 1/e. Cha y
rang sd6 n nhu vay ton tai theo Nguyén Iy Archimedes tng véi a = €,b = 1.

2.2.2 CAc tinh chét co ban ciia tap hgp cac s6 hitu ti Q

Trudc tién ta sé chi ra rang c6 nhitng s6 thyc nhung khong phai 1 s6 hitu ti. N6i
cach khac, Q 1a tap con thyc sy ciia R. Do d6, phan bt Q¢ ctia Q trong R 1a khac
réng va Q¢ dugc goi 1a tap hop cdc so6 vo ti.

Meénh de 2.2.9 Ton tai duy nhat mot s6 thuc x > 0 sao cho 22 =2. 96 x dé duoc
goi la cdn bac hai cia 2, ki hiéu V2.

Chitng minh: D& thay tinh duy nhat ctia  1a ding vi néu c¢6 y > 0 sao cho y? = 2
thi 22 =y% Suyra (z —y)(z +y) =0, dod6 z =y (vi z + y > 0).

Dé chiing minh sy t6n tai ctia s6 # nhu trén, ta dat £ = {s > 0: s* < 2}. Rorang E
khac réng (do 1 € E) va bi chin trén béi 2 chang han. Theo Nguyén 1y Supremum,
ton tai s6 thuc « = sup E. Dé thay « > 1, ta sé ching minh 22 = 2.
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e Xét truong hop 22 > 2. Theo Nguyeén 1y Archimedes, ta c6 s6 tu nhién n sao

cho n > ngQ' Khi d6 v6i moi s € F, ta cé

(x—1/n)? =2® —2x/n+1/n% > 2* - 2x/n>2 > s°

do cach chon n. Suy ra x — 1/n > s, tic la 2 — 1/n la mot can trén cta E,
mau thuan véi x = sup E.

e Xét truong hop 22 < 2. Theo Nguyén 1y Archimedes, ta c6 s6 ti nhién m sao

cho m > gf;% Khi do

2 1
T+ <9

(x+1/m)* =2+ 2x/m+1/m? <2 +
do céch chon m. Suy ra z + 1/m thudc E, mau thuan véi x = sup E.

Vay phéi c6 22 = 2.

Ménh dé 2.2.10 /2 khong phdi la s6 hitu ti.

Ching minh: Gié sit ngugc lai réng ton tai s6 hitu ti 7 = m/n & dang t6i gian (tic
la uc s6 chung 16n nhat clia m va n la 1) sao cho 2 = /2. Suy ra m? = 2n%. Khi
d6 m? chia hét cho 2, do d6 m ciing chia hét cho 2 (tai sao?). Vay m = 2k véi k 1a
s6 nguyén nao d6. Thay m = 2k vao déng thic m? = 2n?, ta suy ra n? = 2k%. Lap
luan tuong ty nhu trén, ta suy ra n = 2[ véi [ 1a s6 nguyén nao dé. Vay cd m va n
déu chia hét cho 2, diéu nay la mau thuan véi gia thiét r = m/n 6 dang toi gian.

a

Dinh ly 2.2.11 (Tinh tru mat ciaa Q trong R)
Cho a,b la cdc so thuc bat ki va a < b. Khi do, ton tai r € Q sao cho a <r < b.

Chitng minh: Khong mat tinh téng quat ta c6 thé gia st 1a 1 < a < b (truong hop
téng quat thay a,b bdi a +n,b+ n véi n € N duge chon sao cho 1 < a + n).
Theo Nguyén 1y Archimedes, ta chon n € N sao chon > 1/(b—a) hay 1/n <b— a.
C6 dinh s6 n nay va dat E = {k € N:k > na} thi E khac réong do Nguyén ly
Archimedes. Theo Nguyén 1y sap thit ty tot cia N, F ¢6 mot phan tit nhé nhat goi
la m va m > na > 1. Khi dé

m—1

m 1
<a=—<a+—<b
n n n

m—1<na=

do cach chon n. Vay r = m/n 1a s6 hitu ti sao cho a < r < b.
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Dinh 1y 2.2.12 (Tinh tra mat cta Q° trong R)
Cho a,b la cdc s6 thuc bat ki va a < b. Khi dé, ton tai x € Q° sao cho a < x < b.

Chitng minh: Theo Dinh 1y 2.2.11, ¢6 s6 hitu ti 7 sao cho a < r < b. Xét z = 1"4-%
VéineNdu’Qcchonsaochon>£. Khidoz e Q°vaa<z<b.

Vidu 2.2.13 Cho E = {r € Q: 0 < r < /2}. Ching minh ring: sup E = /2.

Lai giai: Theo dinh nghia ctia F, ta c6 ngay /2 la mot can trén cia E. Gia st M
14 mot can trén cia E, ta can ching minh M > /2. That vay, gid st M < /2.
Khi d6, theo Dinh 1y 2.2.11 vé tinh tri1 mat ctia Q, ton tai mot sé hitu ti 7 sao cho
M <r< V2. Suy rar € E va M < r, mau thuan v6i M la mot can trén cia E.

Vay sup E = /2.
O

Cha y: Vi du 2.2.13 ciing chi ra rang Q khong théa man tien de day du (Nguyéen
ly Supremum).
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BAI TAP CUOI CHUONG 2

1) St dung cac tien deé tir 1-9, chiing minh rang v6i moi x,y € R ta c6
a) —z=(-lz  b)—(-z)=2z o (-)(1)=1 d) (=2)(-y) =y
2) Trong tién dé 7, giai thich tai sao ta can diéu kien 1 # 0.
3) Chitng minh rang: a) Neua <cvab<dthia+b<c+d.
b) Neu0<a<cva0<b<dthiab< cd.
4) Chitng minh ring: néu a > 0va b>0thia <b <= a? <%
5) Chiing minh réing: 0 <a<b <= 0<b ! <a!
6) Chiing minh réng tap hgp cac sd phic C = {a+bi:a,b € R,i* = —1} 1a mot
truong khong duge sap thi ty toan phan. (Huéng dan: Xét i > 0 va i < 0.)
7) Chitng minh Ménh dé 2.1.20.
8) Cho A va B la céac tap con khac rong va bi chan ctia R. Chiing minh réng néu
AcCBthiinf B<infA <supA <supB.
9) Cho F la tap con khac rong va bi chin trén ctia R. Goi F' 1a tap hop tat ca cac
can trén ctia E. Chiing minh réng inf F = sup FE.
10) Cho S, T la céc tap con khéac réng va bi chin ctia R, vA mot s6 thyc r. Dat
rS={rs:seS}vaS+T={s+t:s€S,teT} Ching minh rang:
a) Néu r > 0 thi sup(rS) = rsup S va inf(rS) = rinf S.
b) Néu r < 0 thi sup(rS) = rinf S va inf(rS) = rsup S.
c)sup(S+T) =supS +supT va inf(S+7T) =inf S +inf 7.
11) Tim min A, max A, inf A, sup A (néu c6) trong do:
a) A= {sinz:z € R} JA={2-1:neNj}

) A={reQ:a?—1<0} d)A:{H%:neN}
e)A:{x 2n+1 mnEN} f)A:{x:a+%:a€Qc,a>0}
12) Dung cac Nguyeén 1y quy nap toan hoc, ching minh:

a) 1+2+...+n:w,VnEN.
by B+28 4+ 4 nd=(1+2+---+n)% VneN

¢) 3 (—1)i2 = E0ED gy e

-

=1

d) [[AQ-5) =252 vneNn>2

)

f=E

e) Néu r + L 1a mot s6 nguyen thi 7" + % ciing la s6 nguyeén, Vn € N.

f)* Khai trién cia da thiic (1 + 2 + 22)"” ¢6 it nhat mot heé s6 trude = 1a s6 chén,
Vn € N,n > 2. (Huéng dan: Chi y dén 4 s6 hang c6 bac thap nhat cta (1+x+22)",
stt dung dong du theo modulo 2 néu can thiét)
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13) Dung Nguyén 1y quy nap toan hoc, chitng minh cic bat ding thitc sau day:
a) Bat dang thic Cauchy-Schwarz:
Cho céac s6 thuc ay,as, ..., a, va by, b, ...,b, bat ki. Khi d6 ta c6

(5 ()= ()

b)* Bat dang thitc Cauchy (con goi la bat ding thiic AM-GM):
Cho cac s6 duong a1, as, ..., a, bat ki. Khi dé ta co6

a +as+---+ay,
n

> Yaias - .

(Huéng dan cau b): Tai buée quy nap, gia st bat dang thic ding cho n s6 tuy ¥,
chiing minh béat dang thic ding cho 2n sb tuy ¥ trude roi ding két qui nay dé
chitng minh bat ding thitc ding cho n + 1 s6 tiy ¥).
14) a) Chitng minh rang: néu E 1a tap con khac rong bi chian duéi ctia Z thi E c6
phan tit nho nhat.

b) Chitng minh rang: v6i moi s6 thyc x, ton tai duy nhat mot s6 nguyén k sao
cho z —1 < k < x (ta goi s6 nguyén k do 1a phan nguyén cia z, ki higu [x]).
15) Chting minh cac sb sau la cac s6 vo ty: v/3, V2 + /3 va log,3.
16) Chting minh ring néu a, b va v/a + v/b thuoc Q thi \/a va /b ciing thuoc Q.
17)* Cho n 13 mot s6 tu nhién. Chiing minh rang: v6i moi s6 thyc a > 0, ton tai
duy nhat mot s6 thuc b > 0 sao cho b" = a (ta goi s6 thuc b d6 1a cdan bic n ciia
a, ki hieu /a). (Huéng dan: bat E = {z > 0: 2" < a}, theo Nguyén ly Supremum
thi c6 b = sup E 1di chitng minh " = a. Sit dung bat dang thitc Bernoulli néu can
thiét.)
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Chuong 3

GIOI HAN CUA DAY SO

3.1 CAC KHAI NIEM CO BAN

3.1.1 DAY SO

Dinh nghia 3.1.1 Mot dnh za x : N — R dugc goi la mot day so (thuc). Ta thuong
viet x(n) = x, va ki hieu day s6 nhu trén bdi x1,x2,..., Ty, ... hodc (Tn)nen hodc
don gian bdi (x,). Ta goi x, la s6 hang thit n (hodc s6 hang tong qudt) cia day s6
do.

Mot s6 vi du ve day sé:

e (n)=1,2,3,... S6 hang téng quét x, = n.
e (1)=1,3,%,... SO hang tong quat z, = 1.

(

(-1)") = —1,1,—1,1... S6 hang tdng quét =, = (—1)".

(1) = 1,1,1,... S6 hang tong quat x, = 1. Day s6 nay dudc goi 1a diy sb
hing.
3.1.2 DAY SO DON DIEU

Dinh nghia 3.1.2 Cho ddy s6 (z,).

o Day s6 (x,) dugc goi la day s6 tang néu x, < xpe1,Yn € N. Day s6 (z,,) duge
goi la day so tang ngdt néu x, < Tpi1,Yn € N,

o Diy 56 (z,) dugc goi la day so gidm néu x, > xny1,¥n € N. Day so (x,) dugc
goi la day sb gidm ngdt néu x, > T,41,¥n € N.

e Cdc day s6 tang va day so gidm dugc goi chung la day s6 don diéu.
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Vidu 3.1.3 Diy so (n) =1,2,3,... la day so6 tang ngat. Day so (%) =1, %, %, -

la day s6 gidm ngdt. Day so ((—1)") la day so khong tang va ciing khong gidm.
3.1.3 DAY SO BI CHAN

Dinh nghia 3.1.4 Cho day s6 (z,).

o Diy s6 (x,) dugc goi la bi chan trén néu cé s6 thuc M sao cho x, < M,Vn € N.

o Diy s6 (x,,) dugc goila bi chan dudi néu cé sé thic m sao chom < x,,Vn € N.

o Diy so (x,) dudc goi la bj chan néu né via bi chdan trén vita bj chan dudi.
Vidu 3.1.5 Ddy s6 (n) la diy s6 bi chan dudi nhung khong bi chan trén theo

Nguyén lyj Archimedes.

Céc day s6 (L) va ((=1)") la cdc day s6 bi chan.

3.1.4 DAY SO HOI TU

Dinh nghia 3.1.6 Day s6 (z,,) hoi tu vé mot s6 thuc a néu vdi moi so thuc € > 0,
ton tai mot sé tu nhiéen N sao cho vdi moin > N ta cé |z, —al <e.
Khi dé ta néi (xy,) la day so hoi tu, ta goi a la gidi han cia day (x,) va viét

limx, =a (lim z, = a khi can lam r6) hodc x, — a khi n — +oo0.
n—o0

llimxn:a — Ve>0,3N€N,Vn€N,nZN$\:cn—a\<e.‘

Nhan xét 3.1.7 Gidi han cia mot diy s6 hoi tu (x,) la duy nhat. That vay gid
st ta c6 dong thoi limz, = a va limz, = b vdi a,b la cic so6 thuec. Khi dé vdi
e > 0 tay g, ton tai cdic s6 tu nhién Ny va Ny sao cho |z, —al < ¢,Yn > Ny va
|z, — bl < €,Yn > No. T do ta suy ra:

‘a - b| = |a — TNy+Ny T TNy Ny — b| < ‘a - xN1+N2’ + |xN1+N2 - b’ < 2e.

Vi e >0 tuy ¢ nén bat diang thic trén cho ta a = b.
Vi du 3.1.8 Chiing minh: lim 1 = 0.

Loi giai: Liy € > 0 tiy y. Theo Nguyén ly Archimedes, ton tai mot s6 tir nhien N
sao cho % < e. Khi d6 v6i moi n > N, ta cé

€.

1 0_1<1<
n n N

a
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Vi du 3.1.9 Chitng minh day so ((—1)") khong hoi tu.

Loai giai: Ta ching minh bang phan chiing. Gid st ngugce lai day s6 (z, = (—1)")
hoi tu vé mot sé6 thuc a nao d6. Khi d6 chon ¢ = 1/2, ton tai N € N sao cho
|z, —a| <1/2v6in > N.Suyra|l—al] <1/2vd|—1—a| <1/2. Tuy nhién cac
bat déng thic trén lai cho 1/2 < a < 3/2 va —3/2 < a < —1/2 (vo ly).

a

Luu y: Néu day s (x,,) khong hoi tu vé mot sd thic nao thi ta néi day sé dé
phan ky. Trong tap hop céac day sé phan ky ta xét rieng cac day sd cé gisi han
la v6 cuc duge dinh nghia nhu bén dudi.

3.1.5 DAY SO CO GIOI HAN VO CUC

Dinh nghia 3.1.10 e Ta néi diy s6 (x,) c¢6 gidi han la +oo néu vdi moi s6
thue M > 0, ton tai mot so tu nhien N sao cho vdi moin > N, ta c6 x,, > M.
Khi dé ta viét lim z,, = 400 hodc z,, — +00 khi n — +o0.

o Ta noi day so6 (xn) ¢6 gidi han la —oo néu vdi moi so6 thuec M > 0, ton tai
mot s6 tu nhién N sao cho vdi moin > N, ta c6 x, < —M. Khi dé ta viét
lim x,, = —o0 hodc x,, — —o0 khin — +o00.

Vi du 3.1.11 Chaing minh: limn? = +o0.

Loi giai: Lay M > 0 tuy §. Theo Nguyén 1y Archimedes, ton tai s6 tuy nhien N sao
cho N > M. Khi d6 v6i moi n > N, ta c6

n>>n>N > M.

3.2 CAC TINH CHAT CO BAN

Dinh 1y 3.2.1 Moi day s6 hoi tu déu la day s6 bi chan.
Chitng minh: Gia stt (z,,) 1a day s6 hoi tu vé s6 thyc a. Véi € = 1, ta ¢6 sb tif nhién
N sao cho |z, —a| < 1,Yn > N. Do dé
‘xn’ = ’xn _a+a| < \xn—al + \a! <1+ \a!,VnZ N.
bat M = |x1| + |z2| + -+ |xn-1| + 1 + |a| thi ta suy ra |z,| < M,Vn € N.
Vay day (x,) la day bi chan.
O

Nhan xét 3.2.2 Vi du 3.1.9 chi ra ring cé nhimg day s6 bi chin nhung khong hoi
tu.
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3.2.1 LUAT GIA TRI TUYET DOI

Dinh 1y 3.2.3 a) limz, =0 <= lim|z,|=0.

b) Néu limz, = a thi lim |z,| = |al.
Chimg minh: Bai tap.

Nhan xét 3.2.4 Chiéu ngugc lai ciia phan b) néi chung khong ding, chang han ta
zét day ((—1)").

3.2.2 LUAT THU TU

Dinh 1y 3.2.5 Gid st limz, = a va limy, = b vdi a,b la cdc so thue.
a) Néu x, < yn,¥n >k (k la mot s6 tw nhién cho trudc) thi a < b.
b) Véi moi m < a, ton tai s6 tu nhién Ny, sao cho m < x,,Yn > Np,.

Tuwong tw, vdi moi M > a, ton tai so tu nhién Ny sao cho x, < M,¥n > Ny;.

Ching minh: a) Do limz,, = a va limy,, = b nén véi € > 0 tuy ¥, ton tai cic so tu
nhién Ny va Ngsao choa—e <z, <a+e,Vn> Nivab—e <y, <b+e¢Vn > No.
Do dé6 ta c6
a — € < Tkt Ny+N; < YhtN+N, < b+ e

Suyraa—e<b+4+ehaya—b<2 Vie>0tuy ynéna—>b<D0.

b) Véi m < a bat k¥, lay e = a —m > 0 thi do lim x,, = a nén ton tai s6 tu nhién
Ny saochoa—e <z, <a+e€Vn > N, Suy ram < x,,Vn > Nyp,.
Tuong ty, v6i M > a bat ky, ldy e = M — a > 0 thi do lim x,, = a nén ton tai s6 tu
nhién Nj; sao choa — e < x, < a+¢€,Yn > Ny Suy ra z, < M,Vn > Ny;.

g

Dinh 1y 3.2.6 (Nguyén 1y kep) Cho cdc day s6 (x,), (yn) va (2,) théa man cdc
diéu kién sau:

(i) Yo < xn < 25,V >k (k la mot so tuw nhién cho trudc).

(ii) limy, = limz, =a (a € R).

Khi dé lim z,, = a.

Ching minh: Do limy, = a v limz, = a nén v6i € > 0 tly ¥, ton tai cac sb tir
nhién Ny va Nosaochoa—e <y, <a+e¢6,Yn> Ny vaa—e <z, <a-+e¢€Vn > No.
Khi d6 ton tai mot s6 tu nhien N = k + Ny + N sao cho

a—e<yp, <zxp<zp<a+eVn>N.

Suy ra: v6i e > 0 tly ¥, ton tai mot s6 ty nhién N sao choa—e < x, < a+e,Vn > N.
No6i cach khéc, ta c6 limx, = a.

GV. Tran Tri Diing



CHUONG 3. GIOI HAN CUA DAY SO 3.2. CAC TINH CHAT CO BAN

g
Vi du 3.2.7 Ching minh: lim 822 = 0.

Loi giai: V6i moi s6 ty nhién n, ta luon co:

sinn‘ 1

0<|
n n

Vi day (0) va déy (1/n) déu hoi tu vé 0 nén theo Nguyen Iy kep ta suy ra lim |

0 va do d6 lim S22 = 0.

sinn} _
n

3.2.3 LUAT SO HOC

Dinh 1y 3.2.8 Gid st limx, = a va limy, = b vdi a,b la cic s6 thuc. Khi dé ta cé
a) im(z, + y,,) = limxz, + limy,, = a + b.
b) lim(x,y,) = limz, limy, = ab.
c) Néub+#0 vay, #0,Vn € N thi limz—: = lme, _ g

T limyn b

Chitng minh: Dinh 1y sé dudc chitng minh trong gio 1y thuyét.
O

Luu y: Dinh 1y 3.2.5 va Dinh 1y 3.2.8 van dang khi lim z,, = a va limy,, = b v6i
a,b 1 cac s6 thyc mé rong trong R = [—o0, +00] mién & cidc phép toan c6 sy tham
gia clia 200 phai x4c dinh. Sau day 1a cac quy uéc khi lam viéc véi cac s6 thic mé
rong (dé don gian ta viét oo thay cho +oo).

1) 00400 =00-00 = (—00)(—00) = 0.

[\

) —00 — 00 = (—00)o0 = 00(—00) = —o0.
3) Cho z 1a mot s6 thyc tuy y. Khi do6

C) 0+ T =T —00=—00

d)Néuz >0thico-z=r-00=00va (—0) -z =2z (—00) = —00.
e) Néuz <0thioo-z=x-00=—00va (—00) -z =2x(—00) = 0.
f) = =0.

o
Tuy nhién, ta khong dé cap tdi cac phép toan sau day (cac dang vo dinh):

4)

a) —00 4 00 VA 00 — 00.

b) 0 (f£o0) va (£o0) - 0.
oo

c) I=.

d) § véiz e R.
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3.2.4 LUAT NGHICH DAO

Dinh ly 3.2.9 Cho day so6 (ay).
a) Néu ap, > 0 vdi moin € N va limi =0 thi lima, = +o0.

b) Néu lima,, = +o0 thi limé =0.

Ching minh: Bai tap.

3.2.5 DINH LY HOI TU DON DIEU

Ta da biét mot day s6 hoi tu thi phai 1a diy s6 bi chan va chiéu ngudce lai néi chung
khong ding. Nha toan hoc ngudi Dic Karl Weierstrass (1815-1897) da phat hién ra
rang mot day so bi chan néu c6 thém tinh don diéu thi day s6 d6 sé hoi tu.

Dinh ly 3.2.10 (Dinh ly Weierstrass) Cho diy s6 (ay,).

a) Néu (a,) la day tang va bi chan trén thi (ay) hoi tu va lim a, = sup a,.
n

b) Néu (ay) la day gidm va bj chan dudi thi (a,) hoi tu va lima, = inf a,.

Chitng minh: Ta chitng minh phan a), phan b) dugce chiing minh tuong ty. That
vay, gid st (a,) 1a day tang va bi chin trén. Khi d6 theo Nguyén ly Supremum cho
tap hop sb thue, sup a,, ton tai (hitu han). Goi a = sup a,,.

n n

Lic nay, v6i € > 0 tiy ¥, ton tai mot ay sao cho a — e < ay. Do d6 v6i moi n > N,
ta thu dugc

a—e<any <ap<a<a+e

Vay v6i € > 0 tly ¥, ton tai mot s6 ty nhien N sao cho v6i moi n > N, ta cb
a—¢€<a, <a+ e No6i cach khac lima,, = a = sup a,,.
n

Heé qua 3.2.11 a) Néu (a,) la day tang thi hodc (ay) héi tu hodc lim a, = +oc.

b) Néu (ay) la day giam thi hodc (a,) hoi tu hodc lim a,, = —oo.

Chitng minh: a) Gié st (a,) la day tang. Khi d6 day (a,) hodc 1a bi chan trén,
hodc 1a khéng bi chan trén.

e Néu (a,) bi chin trén thi theo Dinh 1§ Weierstrass ta c6 (a,) hoi tu.
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e Néu (a,) khong bi chan trén thi v6i moi A > 0, ton tai mot ay sao cho ay > A.
Khi d6 v6i moi n > N, ta thu dugc

an > ay > A.
Vay lim a,, = 4o00.

b) Chiing minh tuong tu.

O
Vi du 3.2.12 Xét sy hoi tu cia day s6 (ay), trong dé
LN .
A, = e —
"Tn+l n42 2n
Lai giai: Day da cho bi chén trén vi
< 1 n 1 n n 1 n <1
a DY p—
"Tn+l n+l n+1 n+1°7
Day do6 la day tang vi
1 n 1 1 1 1 >0
pt1 — Ap = - = - .
T T on 1 2042 nm+l 2041 20427
Vay theo dinh 1y Weierstrass, day s6 (a,) da cho la day hoi tu.
O

Vi du 3.2.13 Cho day s6 (a,) duge dinh nghia truy hoi bdi a; = 2 va

1
nt1 =2 — —,Yn > 1.
a

n

Chaing minh rang (ay) hoi tu va tim gidi han ciia né.

3.2.6 MOT SO GIGI HAN CO BAN

Stt dung cac luat vé giéi han ctia day s6 & cac phan truée cing véi dinh 1y hoi tu
don diéu, ta tim dudc cac gidi han ciia cac day s6 thudng gip sau day.

o limC =C.
e lim = =0 (véi k € N).
o limg" =0 (véi |¢] < 1).
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e lim {/a=1 (véia > 0).
o lim {/n = 1.
olimg—Z:O(véia>1vasER).

e lim %, =0 (v6i a € R).

n!

e lim (1—!—%)” =e.

3.3 DAY CON-DAY CAUCHY

3.3.1 DAY CON

Dinh nghia 3.3.1 e Cho day s6 (an)nen va mot day cac so ty nhién (ng)ren
sao cho 1 <nj <ng <nz <....Khidéday (an,)ren dudc goi la mot day con
ctia day ban dau (an)nen-

e Gidi han (ké cd +oo) ciia mot day con (an, )ren dude goi la gii han riéng
clia ddy (an)nEN-

Nhan xét 3.3.2 Bang quy nap ta ching minh duge ny > k vdi moi k € N.
Vi du 3.3.3 Cho day so (a,) vdi a, = (—1)™.

o Néu lay ny, = 2k thi ta c6 day con (an, = asg = Vgen = 1,1,1,....

e Néulayny = 2k—1 thi ta cé day con (an, = agg—1 = —1)gen = —1,—-1,—1,....
Day nay co hai gidi han riéng la 1 va -1.

Dinh 1y 3.3.4 Day 56 (an)nen hoi tu vé s6 thuc a néu va chi néu tat cd cic day
con (an, )ken ctia nd hoi tu ve a.

Ching minh: Vi (a,)nen 14 mot day con ctia chinh né nén chiéu déo ciia dinh ly
trén 1a hién nhién. Ta chi can chiing minh chiéu thuan. That vay, véi € > 0 tiy §, vi
lima, = a nén ta c6 mot sé tu nhién N sao cho

lan, —al < €,Vn > N.
Khi dé, v6i moi k > N, ta suy rang > k> N va

lan, —al <€, Vk>N.
No6i cach khac, ta da ching minh dugc klgglo ap, = a.

|
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Hé qua sau day cho ta mot phuong phap dé chi ra mot day sé nao dé khong hoi tu.

Heé qua 3.3.5 Gid st day (a,) 6 hai day con va hai day nay hoi tu vé cdc gidi han
khac nhau. Khi dé (ay,) la day phan ky.

Dinh 1y 3.3.6 Moi ddy s6 (a,) déu cé mot diy con don diéu (tdng hodc gidm.).
Ching minh: Véi day (a,) ta xét tap sau day:

S={neN:a, >a,Vm>n}.
Khi d6 ta c6 hai truong hgp:

(i) S ¢6 vo han phan tit. Ta xay dung day cac s6 tu nhién (ny) bang quy nap nhu
sau

— nq = minS.
— Ngy1 = min(S\{n1,na,...,ng}).
Khi d6 (ny) la day tang ngat va ay,, ., > an, v6i moi k € N.
(i) S ¢6 hitu han phan tii. Khi d6 ton tai N € N sao cho
Vn>N,I3m >n:an, < ap.
Ta xay dung day cac s6 tu nhién (ng) bang quy nap nhu sau

*’I’Ll:N.

— ng1 = min{m € N:m > ng v ay, < ap, }-

Khi d6 (ny) 1a day tang ngat va ay,,, < ap, v6i moi k € N.
Od

Mot hé qud tryc tiép ctia dinh Iy trén va dinh Iy hoi tu don diéu Weierstrass 1a
két qua rat sau sic sau day. Két qua nay duge ching minh dau tién bdi nha toan
hoc Bernhard Bolzano (1781-1848) va dugc chinh sita lai mot chut sau d6 bdi Karl
Weierstrass.

Dinh ly 3.3.7 (Dinh ly Bolzano-Weierstrass) Moi day so bi chin (a,) déu cé
mot ddy con hoi tu.

Ching minh: Theo Dinh 1y 3.3.6, day (ay) ¢6 mot day con don diéu (an, )ren nao
d6. Khong mat tinh tong quat ta gia st (an, )ken 1a day tang. RO rang (an, )ren 12
day sb bi chan. Vay theo dinh 1y hoi tu don dieu Weierstrass, ta suy ra (a,, )ren 12
day hoi tu.
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3.3.2 DAY CAUCHY

Dinh nghia 3.3.8 Day so (a,) duoc goi la day Cauchy néu vdi moi € > 0, ton
tai mot s6 tu nhién N sao cho vdi moin > N, m > N ta ¢6 |am — an| < €.

Mot cdich tuong duong, day so (a,) duge goi la day Cauchy néu vdi moi e > 0, ton
tai mot so tu nhién N sao cho vdi moin > N, vdi moip € N ta cé lan+p — an| < €.

Nhan xét 3.3.9 Néu (a,) la diy Cauchy thi (a,) bi chdn. That vay, chon e =1,
ton tai mot s6 ty mhién N sao cho vdi moin > N, m > N ta ¢6 |ay, — a,| < 1. Néi
riéng ta cé lay — an| < 1 vdi moin > N. Tu day ta thay

lan| = |lan — an + an| < |a, —an|+ lany| < 1+ |an|,¥n > N.

Dat M =1+ |an|+ |a1] + |ag|+ -+ |an—1] tht vdi moin € N ta luon cé |ay| < M.
Tic la day (an) bi chan.

Tieu chuan dudi day cho ta mot phuong phap khéc, ngoai dinh 1y hoi tu don dieu
Weierstrass, dé chitng minh mot day s6 hoi tu ma khong can biét gisi han clia day
dé6. Tieu chuan nay dugc chiing minh béi nha toan hoc ngusi Phap Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857).

Dinh 1y 3.3.10 (Tiéu chuan Cauchy) Ddy s6 (a,) la day hoi tu khi va chi khi
day do la day Cauchy.

Ching minh: Gia st (a,) hoi tu vé a ndo dé. Véi e > 0 tuy ¥, ton tai s6 ty nhién
N sao cho v6i moi n > N, |a, — a| < €/2. Khi d6, v6i moi n > N, m > N, ta ¢6

lam — an| = lam —a+a—ap| <l|am —a|+ |a, —a|l <€/2+¢€/2 =c¢.

Thc 1a, (a,) la day Cauchy.

Déo lai, gia st (a,) 1a ddy Cauchy. Khi d6 (a,,) 1a day s6 bi chan. Theo dinh 1y
Bolzano-Weierstrass, (a,) ¢6 mot day con (an, )ken hoi tu vé mot s6 thuc a nao do.
Ta sé chiing minh day (a,) hoi tu vé a. That vay, véi e > 0 tly ¥, ¢6 cac s6 tu nhien
N7 va Ny sao cho

lam — an| < €/2,Ym,n > N;

va

lan, —al < €/2,Yk > Ns.
bat N = N1y 4+ N». Khi d6, v6i moi n > N, ta c6

lan — al = |an, — any + any —al < lap — any| + lany —al <€/24+¢€¢/2 =¢.
Vay (a,) hoi tu vé a.

|
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Vidu 3.3.11 Cho s, =1+ 2% + 3% 4+ -+ n—lz Dang tiéu chuan Cauchy, ching
minh rang day (s,) hoi tu.

Lai giai: Véin,p € N ta ¢6
1 . 1 - 1
n+1)3?  (n+2)? (n+p)*

|$n+p — Sn| = (

Do d6 ta suy ra

1 1 1
5 Cel< + 4+t .
| n+p n| = n<n+1) (n+1)(n+2) (n+p_1)(n +p)

R6 rang vé phéi ciia bat ding thitc trén bang véi

1 1 1 1 1 1 1 1
- + _ 4+ 4 _ - _ .
n n+1l n+l n+2 n+p—1 n+p n n+p

Vay

1 1
|Sn+p — Sn| < ﬁ_n—i—p

1
< —.
n

Lay € > 0 tiy ¥, chon s tu nhien N sao cho 1 < N. Khi d6 v6i moi n > N, v6i moi
p € N ta co6

a

Nhan xét 3.3.12 Trong nhiéu tai lieu vé Gidi tich, tinh chat day di cia tdp cdc
s6 thuc R dugc phdt biéu nhu sau:
R day da khi va chi khi moi day Cauchy trong R déu héi tu.

St dung nguyén ly Supremum, ta da ching minh dugc tieu chuin Cauchy cho cdc
day s6 va do dé chi ra tinh day di cia R theo nghia nhu trén. Nguoc lai, néu ta cé
nguyén lij Archimedes trén R thi ti tinh day di cia R theo nghia nhu trén ta ciing
c6 thé suy ra duoc nguyén lyj Supremum. Noi cich khac, nguyén lj Archimedes +
tinh day di cia R tuong duong vdi nguyén lj Supremum.

3.3.3 GIOI HAN TREN - GIGI HAN DUOCI

Trong phan nay ta luon xét (x,,) 1a day s6 bi chin. Ta thiét 1ap cac day s6 (M,,) va
(my,) sau day

M, = sup{zy : k > n}

my, = inf{zy : k > n}.
RG rang day (M,,) 1a day s6 gidm va bi chan dudi, con day (my,) 1a day s ting va

bi chin trén. Theo Dinh 1y Weierstrass, cac day (M,,) va (my,) 1a cac ddy s6 hoi tu.
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Dinh nghia 3.3.13 Gidi han cia day (M) va (my,) lan ligt duge goi la gidi han
trén va giéi han duéi cia diy s6 (xy,). Gidi han trén va gidi han dudi cia day
(xy,) lan ligt duge kyj hiéu la limsup z,, va liminf x,,.
Nhu vay

lim sup z,, = lim M,, = lim[sup{zy, : k > n}]

liminf z,, = limm,, = lim[inf{x : k£ > n}].

Nhan xét 3.3.14 Ta dé dang chitng minh cdac két qud sau day.

i) limsup x,, = inf M,, = inf sup zy va liminf z,, = sup m,, = sup inf zy.
neN neN g>p neN neNk2n

i) liminf z,, < limsup x,,.

Ménh dé 3.3.15 Cho () la déay s6 bi chan. Ddt liminf z,, = a va limsup x,, = b.
Khi dé ta c6 khing dinh sau.

Ve>0,INeN:a—e<xz, <b+4+¢€Vn > N.

Ching minh: Do limsup z,, = lim M,, = b nén véi € > 0 tly ¥, ton tai N; € N sao
cho v6i moi n > Ny, taco b—e < M, < b+ e. Khi d6 v6i moi n > N, ta suy ra
T, < M, <b+e.

Lap luén tuong ty v6i liminf z,, = lim m,, = a, ta tim dudgc Ny € N sao cho véi moi
n > No, tacoda—e<x,.

Cudi cting néu ta lay N = Ny + Nothia —e < 2, <b+¢€,Vn > N.
Od

Dinh ly 3.3.16 Cho (x,,) la ddy s6 bi chin. Khi d6 (z,,) hoi tu vé a néu va chi néu
liminf z,, = limsup z,, = a.

Chitng minh: Phan d4o ctia dinh ly trén dudc suy ra tit Ménh dé 3.3.15. Ta chi
con phai chiing minh phan thuan. That vay, gia st (z,,) hoi tu vé a. Khi d6 véi e > 0
tly ¥, ton tai N € N sao cho v6i moi n > N, ta c6 a—35 <xp <a+5. Do dé tasuy
ra véi moin > N, M, <a+ §. Tu két qua nay, chuyén qua giéi han ta thu dugc
limsupz, <a+§ <a-+e

Lap luan tuong ty nhu trén cho phan lim inf x,,, ta cling chitng minh dugc lim inf z,, >
a— €.

Vay, cha v 1a lim inf x,, < limsup x,,, ta da chiing minh dugc v6i € > 0 tuy §
a— € <liminf z,, <limsupz, < a+e€.
Diéu nay c6 nghia 1 liminf z,, = limsup z,, = a.

a
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Vidu 3.3.17 Xét day (z, = (—1)"). Khi dé liminfz, = —1 va limsupz, = 1.
Vay theo dinh ly trén day ((—1)™) khong hoi tu.

Trong phan tiép theo ta sé chi ra gidi han trén va gidi han dudi clia mot day sb
lan luot chinh 1a giéi han riéng 16n nhat va nhé nhét cia day s6 do.

Dinh 1y 3.3.18 Cho limsupz, = a € R. Khi dé ta cé cdc khing dinh sau.
i) Ton tai mot day con (v, ) cia day (z,) sao cho x,, — a khi k — oo.

i) Vdi moi day con (Tp,), néu klim T, = ¢ thi ¢ < a.
—00

Tuong tu, cho liminf x, = b € R. Khi dé ta cé cic khing dinh sau.
i) Ton tai mot day con (xy,) cia day (xy) sao cho x,, — b khi k — oo.

w) Véi moi day con (T, ), néu klim Ty, = € thi ¢ >b.
—00

Chimng minh: Ta ching minh cho phién ban “limsup", phién ban “liminf" dugc
chiing minh tuong tu.

i) Ta xay dung bang quy nap day con (z,, ) sao cho klim Zp, = a nhu sau.
—00
Chon nq = 1. Gia st ta da chon dudc ny. Do limsup x,, = a nén c6 mot so tir nhién
N sao cho
VYneN,n>N = |M, —al <

C6 dinh N va chon n = max{N,n;} + 1. Tt dinh nghia ctia M, ton tai s6 ty nhién
lsao chol > n va

1
Mn*mfxlSMn-

Chon ngy1 =1 thi ngey >n >ng va

< 1 n 1 2
—a = .
T k+1 kE+1 k41

|xnk+1 - CL| < |Ink+1 - Mn| + |Mn
R6 rang véi cach xay dung nhu trén thi klim T, = a (tai sao?).
—00

ii) D& thay c khong thé 1a +oo (tai sao?). Néu ¢ = —oo thi hién nhién ¢ < a.
Ta chi con phai xét truong hop ¢ € R. Néu ¢ > a thi do klim Ty, = ¢ nén c6 sd
—00

K € N sao cho
c—a

Vk e Nk > K = |2y, —c < 5

Khi dé ta suy ra

xmk>c—c;a:c;a,Vk2K.

Tu két qua trén ta suy ra M, = sup{zy : k > n} > <2 v6i moi n € N. Do d6
a > <% hay a > ¢ (mau thudn véi a < ¢). N6i cach khéc ta phai ¢6 ¢ < a.
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BAI TAP CUOI CHUONG 2

1) Trong mdi ddy s6 bén du6i, néu day sé c6 gidi han 1a L thi véi € > 0, hday tim
mot s6 ty nhien N sao chon > N = |z, — L| < e.

a) wn:%

b) = 25

c)a:n H+EZ++ 5

d) z, = 2+2%3+” +n(n1+1)

e) ap=(1-1/2)(1—1/3)---(1—1/n)

2) Tinh giéi han ctia cac day sb sau.

241
3n+2

b) & = V(AT T~ Vi)

a) T, =

) T, = /3" + 47 4 20157
d) T = g+ B o+ B
6) 2 _ (n3)!+(n+1)!

T (n42)!—(n+1)!

D o, = VBUBYE... W3
3) Chitng minh Luat gia tri tuyet d6i va Luat nghich ddo trong phan 3.2.

4) Cho cac vi du veé hai day s6 (z,,) va (yy) sao cho z, — 0, y, — +00 va théa man
mot trong cac diéu kién bén dudi.
a) Tpyn — 0.
b) xpyn — 1.
C) Tnyn — +00.
d) (znyn) bi chan nhung khong hoi tu.

5) Chitng minh cac két qué vé cac gi6i han co ban trong phan 3.2.6.

Tn

6)* Chting minh rang néu lim x,, = +00 ho#c lim z,, = —oco thi lim (1 + ﬁ) =e.

Ap dung két qua trén tinh gidi han céc day sb sau.
a) o, = (1+ )" (z €R)

b) an = (L+ v+ 1—yn)""

7) Cho mot s6 tu nhién p va day sb6 (x,,). Ching minh réng (x,) hoi tu vé (mot s6
thuc) @ khi va chi khi (2y,4,) hoi tu vé .
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8) Cho (z,) 1a mot day céc s6 thuc khong am hoi tu vé mot s6 thyc z va cho mot
s6 ty nhién k. Chitng minh rang lim ¥z, = /.

9) Cho x 1a mot s6 thiyc bat ky. Ching minh riang ton tai mot day gom toan céac s6
hitu ty vd mot diy gom toan cic s6 vo ty sao cho cd hai day d6 déu hoi tu vé x.

10) Cho E C R la tap khéc rong va bi chan trén, va a la mot can trén ciia E. Ching
minh ring a = sup E khi va chi khi ton tai mot day (z,) trong E sao cho z, — a
khi n — oo.

11) Cho S C R. Chiing minh ring cac diéu kién sau 1a tuong duong.
a) S khong bi chén trén.
b) Ton tai mot day (x,) trong S sao cho limxz, = +o0.

12) Hay chi ra cac day sb6 cho bdi cong thiic truy hoi ben duéi hoi tu. Tim gidi han
clia cac diy sb do.
a) 1 = V2, Tny1 = V2 + 25,V > 1.
b) x1 =5, 211 = +2,Vn > 1.
13)* Cho (z5) la mot day cdc s6 thuce duong sao cho lim “2+ = s. Chitng minh rang:
a) Néu s < 1 thi limz, = 0.
b) Néu s > 1 thi limz,, = +oc.

14) Ching minh cac day sau khong hoi tu.
a) xp = sin (%)

b)* x, =sinn
15) Cho vi du ctia mot day s6 khong c6 day con nao hoi tu.

16) Cho vi du ctia hai day s6 (z,,) v& (yn) sao cho tap hop {z, : n € N} 1a tap con
ctia {yn : n € N}, nhung (z,) khong la day con cta (yp).

17) a) Chiing minh rang néu day (z,) c6 giéi han 1a +oo thi (x,) khong bi chin
trén. Chieu ngugc lai c¢6 dung khong?

b) Cho day s6 (z,) khong bi chin trén. Chiing minh réang day da cho c6 mot day
con (xp, ) sao cho x,, — +oo khi k — oo.

¢) Cho day s6 (z,) khong bi chin. Chitng minh réng day da cho c6 mot day con
(2n, ) sao cho 1/z,, — 0 khi k — oo.
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18)* Cho () 1a mot day s6 don diéu (tiang hodc gidm). Gia st them (x,) ¢6 mot
day con hoi tu. Chiing minh ring day (z,) ciing hoi tu.

19) Tinh lim sup x,, va liminf z,, trong cac truong hgp sau.

a) T, = n+(—1):(2n+1)
b) x, = cos(™f)
¢) x, = nn(%)

20) Cho mot vi du vé day sb (z,,) sao cho
a) limsup z, = 10 va liminfx,, =0
b) limsup z,, = 10 v& liminf z,, = —o0

¢) limsup z,, = +o0 va liminf x,, = 0

21) Cho cac day s6 bi chan (z,,) va (y,). Ching minh rang
a) limsup(x, + y,) < limsup z,, + limsup y,
b) liminf(z,, + y,) > liminf x,, + liminf y,,

22) Dimng tieu chuan Cauchy xét sy hoi tu clia cac day s6 sau day.
a) Ty = C(;Sll + C(2)S22 4ot cgin

b) tn=14+5+5+ - +32

23)* Cho day s6 (xy,) va 0 <r < 1. Gid sui
‘$n+2 - xn+1| < T|$n+1 - l'n|7vn > 1.

Chitng minh rang day s6 da cho 1a day Cauchy.
Ap dung: Tim gi6i han ciia day cho béi: z; > 0 va Tptl = ﬁ,Vn > 1.

24)* Chiing minh dinh ly vé diy cic doan théng 1ong nhau (the Nested Interval
Theorem) sau day.

Cho I,, = [an; by] 1a céc khoang trong R sao cho I,41 C I, v6i moi n € N. Khi d6
Oﬁl I,, khac rdng. Ngoai ra, néu c6 them gia thiét lim ¢(1,,) = 0, v6i £(1,,) = b, — ay,

n=

thi Of?l I,, c6 diing mot phan ti.
n=

Bai tap 16n: Chiing minh sy tuong duong ctia nguyén 1y Supremum, dinh 1y Weier-
strass, dinh 1y Cantor vé day céc doan thang 1ong nhau, dinh 1y Bolzano-Weierstrass
va tieu chuan Cauchy + nguyén 1y Archimedes.
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Chuong 4

GIGI HAN CUA HAM SO

4.1 CAC KHAI NIEM CO BAN

4.1.1 LAN CAN
Dinh nghia 4.1.1 Cho a € R.

e Khia €R thi cictapV = (a—r;a+r) vdir >0 duge goi la cic lan can cia
a.

e Khia = +oo thi cic tap V = (m;+00) vdi m € R dugc goi la cac lan can cia
+00.

o Khia = —oo thi cic tap V = (—oo; M) vdi M € R dugc goi la cdc lan can
cla —o0.

Néu V' la mot lan can cia a thy V\{a} dugc goi la mot 1an can thing cia a. Tap
hop tat cd cdc lan can (thing) cia a € R duge ky hiéu bdi N, (N ).

Nhan xét 4.1.2 (i) Cho V = (a — r;a+ 1) la mét lan cin cia so thuc a. Khi dé
zeV < |z—a|<r
va
zeV\{a} <= 0<|z—a|<r

(i) Khi a = +oo thi N, = N.

4.1.2 DIEM GIGI HAN

Dinh nghia 4.1.3 Cho a € R va tap E C R. Ta ndéi a la diém gidi han cia E
néu moi V€N, déu théa (V\{a})NE # 2.
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Tap cdc diém gidi han cia E duge ky hiéu la E.

Ta ciing c¢6 thé diic trung khai niem diém giéi han bing day s6 nhu sau.

Dinh 1y 4.1.4 Cho a € R va tap E C R. Khi dé a la diém gidi han cia E khi va
chi khi c6 mot day so6 (x,) C E sao cho x, # a,¥Yn € N va limz,, = a.

Vidu 4.1.5 Cho F = {:L’ = % 'n € N}. Khi dé 0 la mot diém gidi han cia E vi

6 day (x, = L #0) trong E sao cho limx, = 0.

n

4.1.3 DIEM CO LAP

Dinh nghia 4.1.6 Cho a € E C R. Ta néi a la diém co 1ap cia E néu ton tai
V €N, sao cho (V\{a})NE =@.

R6 rang néu a € E vi a khong 1a diém gidi han ctia E thi a phéi la diém co lap ctlia
E.

Vi du 4.1.7 Cho a € Z C R thi a la diém co lap clia Z vi

[(a—1/2;a+1/2)\{a}|NZ = 2.

4.1.4 HAM SO

Dinh nghia 4.1.8 Mot anh za f : X = Y vdi X,Y la cdc tap con cia R duge goi
la mot ham s6. Ta thuong ky hiéu tdp zdc dinh X cda ham s6 f la Dy va tap gid
tri f(X) cia f la Ry.

Trong cac phan tiép theo, ta luon lay mién xac dinh ctia mot ham s6 f 13 mot tap
con khéc rong ciia R.

4.1.5 DINH NGHIA CHUNG VE GIGI HAN CUA HAM SO
Dinh nghia 4.1.9 Cho ham s6 f: X — Y wva a,b € R. Gid st a la mot diém gidi
han cia X.

Ta néi f(x) tién vé b khi x tién vé a (hay b la gidi han cia f(x) khi z tién vé a),
ky hiéu 11_r>nf($) =b (hay f(z) — b khi x — a), néu véi moi lan cin V cia b déu
ton tai mot lan can thing U cia a sao cho f(x) € V vdi moix € X NU.

Nhu vay ta co

Hmf(z) =b < YV eN,, U e N*: f(XNU) C V.

r—a
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CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO 4.1. CAC KHAI NIEM CO BAN

Nhan xét 4.1.10 Vi méi a (hodc b) ta c¢6 ba khd ndang cé thé zdy ra: a € R,
a = +00 hay a = —oo. Do dé ta c6 9 khd nang chon ra mot cdp (a,b) trong dinh
nghia. Ung vdi ting truong hop, Dinh nghia 4.1.9 ¢6 thé chuyén to ngon ng@ lan
can sang ngon ngi bat ding thic. Ta xét mot sé truong hop lam vi du.

o Khia,beR th

limf(z) =0 < Ve>0,30>0,Vz € X,0< |z —a| <= |f(z) — b <e.

r—a

o Khia=+oo, beR th

lim f(z)=b < Ve>0,3IM >0,Vz € X,z > M = |f(z) — b| <e.

T—>+00

o KhiaeR, b= 400 thi

lim f(x) =400 <= VM >0,30 >0,Vz € X,0< [z —a|] <d = f(z) > M.

r—a

Ngoai ngon ngit 1an can hay ngon ngit bat déng thiic néu trén, gisi han ctia ham
s6 con c6 thé phat biéu qua ngon ngit day sb.

Dinh 1y 4.1.11 Cho ham s6 f: X — Y va a,b € R. Gid st a la mot diém gidi han
cia X. Khi do

limf(z) =b < VY(x,) C X\{a},limz,, =a = lim f(z,) =b.

Tr—a

Chitng minh: Gié st lim f(x) = b, tic la

r—a

VYV eNy,, U e N, - f(XNU)CV.

Xét day s6 bat ky (x,) € X\{a},limz, = a, ta c6 N € N sao cho z,, € X N U v6i
moi n > N, va do d6 f(zy,) € V. Néi cach khéc, ta da ching minh lim f(z,) = b.

Dao lai, gid st khong c6 lim f(x) = b, tic 1a
T—ra

3V € Ny, VU € N, (X NU) ¢ V.
Khi dé tng véi mdi n € N xét
(a—1/n;a+1/n)\{a}, néu a € R

U= (n;+00), néu a = +o0o
(—00;—n), néu a = —oo

ta tim duge x, € X NU va f(z,) ¢ V v6i moi n € N. RS rang ta ¢6 day (x,) C
X\{a},limz, = a nhung day (f(z,)) khong c6 giéi han la b.
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Hé qua 4.1.12 Cho ham s6 f : X — Y wa a € R la mot diém gidi han cia X. Khi
dé néu cé hai day (z,) va (x)) trong X\{a} cung cé gidi han la a nhung hai day
tuong ing (f(xn)) va (f(x))) khong cé cung gidi han thi f(x) sé khong cé gidi han
khi z tién vé a.

Vidu 4.1.13 Ham so f(x) = sinz khong cé gidi han khi x tién vé +o0o vi c6 hai
day (xy, = 2nm) va (z], = 5+2nm) déu cé gidi han la +o0o nhung hai day (f(x,) = 0)
va (f(x]) =1) khong cé cing gidi han.

4.2 CAC TINH CHAT CO BAN

Tu Dinh nghia 4.1.9, Dinh 1y 4.1.11 v& c4c tinh chat da biét 6 Chuong 3 vé gidi han
clia day s, ta dé dang c6 dudc cac tinh chat sau day.

Dinh 1y 4.2.1 Cho cic ham s6 f,g,h: X — Y va a € R la mot diém ¢idi han cia
X.

a) Néu f(x) cé gidi han khi x — a thi gidi han dé la duy nhat.

b) Néu f(x) c6 gidi han hitu han la b € R khi x — a thi ¢6 mot lan can thing U
cia a sao cho f(x) bi chan tren UN X.

c) Néu f(z) — b khi z — a va b < M (tuong tng b > m) thi ¢c6 mot lan can
thing U cia a sao cho vdi moix € UNX ta cé f(x) < M (twong dng f(x) > m).

d) Néu f(x) < g(x) vdi moi x € UNX (U la mot lan can thing nao dé cia a)
va limf(x) = bl, limg(a:) = bQ thi b1 < bg.

T—a r—a

e) (Nguyén ly kep) Néu f(x) < g(x) < h(x) véi moix € UNX (U la mot lan
can thing nao dé cia a) va lim f(x) = b = limh(x) thi limg(x) = b.

r—a T—a T—a

f) Néu lim f(x) = b thi lim|f(z)| = |b|. Dac biét lim f(z) =0 < lim|f(z)| =
0 T—a T—a T—a r—a

g) Gid st lim f(x) = by, limg(x) = by. Khi d6, véi dieu kién la cdc phép toin &

T—a T—a

cdc vé phdi déu cé nghia, ta cé

e lim[f(z) + g(z)] = b1 + ba.

r—ra

e lim [f(w)g(:r)] = ble.

T—ra

o Néu by # 0 va c6 mot lan can thing U ciia a sao cho g(x) # 0 tren UN X th

s f(®) b
lim oy = 5

Vé gi6i han ctia ham hgp, ta c6 két qua sau day.

Dinh 1y 4.2.2 Cho cic ham s6 f: X =Y vag:Y — Z va a la mot diém gidi
han cia X. Gid s lim f(x) = b va ¢6 mot lan can thing U cia a sao cho f(x) #
Tr—a
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bVr € UNX. Khi dé b la mot diém gidi han cia Y. Hon nia, néu limbg(y) =c th
y—

lim(go f)(x) = c.

Ching minh: Liy mot day s6 bat ky (z,) € X\{a} va limz,, = a. Khong mat
tinh tong quat, ta c6 thé gid sit z, € UN X, Vn € N (tai sao?). Do dé theo gid thiét,
day (f(xn)) C Y\{b} va lim f(x,) = b. Tt d6 ta suy ra b la diém giéi han ctia Y.

Mit khac, do lin})g(y) = ¢ nén ta ¢6 lim(g o f)(x,) = limg[f(z,)] = c. Vay theo
Yy—r
Dinh Iy 4.1.11, ta suy ra liin(g of)(z) =c.
g

Tuong tu nhu doéi véi cac day s6 hoi tu, ta ciing ¢ tieu chuan sau dé mot ham
s6 ¢6 giéi han hitu han khi 2 — a véi a hitu han, a = +00 hodc a = —oc.

Dinh 1y 4.2.3 (Tiéu chuan Cauchy) Cho ham 6 f : X — Y v a la mot diém
gidi han cia X. Khi do f(x) c6 gidi han hitu han khiz — a € R (tuong dng a = +o0;
hodc a = —00) néu va chi néu vdi moi € > 0, ton tai § > 0 (tuong ting M > 0) sao
cho véi moi z, 2’ € X, néu 0 < |z —a| <6 va0< |z’ —a| <d (tuwong ing x > M va
¥’ > M; hojc v < —M va 2’ < —M) thi ta cé |f(x) — f(2')| <e.

Ching minh: Ta chiing minh cho truong hgp a hitu han. Cac truong hgp con lai

tuong tu.

(Chiéu thuan) Gia st lim f(z) = b v6i b € R. Khi d6 vé6i € > 0 tuy §, ton tai § > 0
r—a

sao cho [f(z) —b] < §va |f(2)—b < §khi0 < |z —a| <dva0<|z'—al <é. Suy

ra

|f(z) = f(@')] < |f(z) — bl +|f(2') —b] <e.

(Chiéu déo) Lay € > 0ty ¥ va chon s6 § > 0 tuong 1ing sao cho gid thiét ctia phan
d4o dinh 1y dugce théa man. Khi dé néu lay day s6 tuy ¥ (z,) € X\{a} valimz, =a
thi ¢6 s6 tu nhien N (phu thuoc ) sao cho v6i moi m,n > N ta c6 0 < |x, —a| < §
va 0 < |z, —al < 6. Theo gia thiét clia phan ddo, suy ra v6i moi m,n > N ta
co |f(xn) — f(zm)| < e. N6i cach khac ta da chiing minh duge day (f(z,)) la day
Cauchy va do d6 (f(z,)) la day hoi tu.

Nhu vay ta da ching minh duge: néu lay day s6 tuy § (z,) C X\{a} va limz, = a
thi day (f(z,)) la day s6 hoi tu. T day ta c6 cac day (f(xy,)) déu hoi tu vé cing
mot gidi han b € R (tai sao?). Theo Dinh ly 4.1.11, ta suy ra 3131_I>I(11f(£5> =b.

4.3 GIOI HAN MOT PHIA

Dinh nghia 4.3.1 a) S6 thuc a dugc goi lo diém giéi han hai phia cia tdp
E C R néu vdi moir >0 ta cé (a—r;a) NE# @ va (a;a+r)NE # 2.
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b) So thuc a dugc goi la diém giéi han bén trai cia tagp E C R néu vdi moir >0
ta co (a—r;a)NE # 2.

c) S6 thue a duoc goi la diém gi6éi han bén phai cia tip E C R néu vdi moi
r>0tacé(a;a+r)NE #2.

Vidu 4.3.2 Cho E = (0;1). Khi dé 0 va 1 lan ligt la diém gidi han bén phdi va
bén trdi cua E.

Dinh nghia 4.3.3 Cho ham s6 f : X — Y wva a la diém gidi han trdi (twong ing
gidi han phdi) cia X. Ta noi b € R la giGi han trai (tuong ing giéi han phai)

cia f(z) khi z tién vé a néu vdi moi e > 0, ton tai 6 > 0 sao cho véi moi v € X,
néu0 <a—x <4 (tuong ing 0 <z —a <§) th |f(x) —b| <e. Khi dé ta viét

lim f(z) =b (twong #ng lim f(x) =0b).
z—a~ z—at

Nhan xét 4.3.4 i) Ta cing cé thé dinh nghia cic gidi han mot phia sau day
lim f(x) = to00 hay lim+f(ac) = to00 (zem nhu la bai tap).
r—a

Tr—a—
it) Gidi han mot phia cing cé cdac tinh chat twong tu nhw gidi han hai phia, vdi
chii 4j la cdc lan can thing ciia a sé duge thay bing cdic khodng (a—r;a) hay (a;a+r).

Dinh 1y 4.3.5 Cho ham s6 f: X — Y, a la diém gidi han hai phia cia X. Khi dé

limf(z) =b <= lim f(z) = lim f(z)="5

T—a T—a~ z—at
Chimmg minh: Bai tap.

|

Vi du 4.3.6 Cho f(x) = [z]. Khi d6 lim [z] = —1 va lim [z] = 0. That vay, vdi

z—0— z—0t
moi e >0, ton tai § = 1 sao cho

lf(z)+1=|z]+1=|-14+1=0<evdi0< —z <1
va

1f(z) — 0| =|[z] —0] =0 —0] =0 < evdi 0 < z < L.

4.4 HAM SO LIEN TUC

4.4.1 CAC KHAI NIEM CO BAN

Dinh nghia 4.4.1 Cho ham s6 f: X — Y vaa € X. Ta c6 cic dinh nghia sau.
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CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO 4.4. HAM SO LIEN TUC

o f dugc goi la lién tuc tai a néu vdi moi e > 0, ton tai 6 > 0 sao cho vdi moi
r e X, néulr—a|l <4 th |f(x) — fa)] <e.

e f dugc goi la lién tuc trén X néu f lien tuc tai moia € X.

e Néu f khong lien tuc tai a thi ta goi a la diém gian doan cia f.

Nhan xét 4.4.2 a) T dinh nghia trén, dé thay néu a la mot diém co lap cia X
thi ham so f lien tuc tai a. That vay, do a la mot diém co lap cia X nén ta cé6 mot
lan can U = (a — §;a+6) ctia a sao cho UNX = {a}. Khi dé, vdi moi x € X, néu
|z —a| < 9§ thi x =a nén |f(z) — f(a)| =0 < € vdi moi e > 0.

b) Néu a € X la diém gidi han cia X thi ta cé f lién tuc tai a néu va chi néu

lim f(z) = f(a).

Vi du 4.4.3 Cdc ham hang, ham dong nhat (f(z) = x) zdc dinh trén R la cdac ham
$6 lien tuc tai moi diém cia R va do dé ching lién tuc trén R.

Ta c6 mot diic trung quan trong clia tinh lién tuc ctia ham s6 thong qua cac day
hoi tu nhu sau.

Dinh 1y 4.4.4 Ham s6 f : X — Y lién tuc tai a € X khi va chi khi 1ing vdi moi
day (z,) C X, néu (z,) hoi tu vé a thi day (f(xy)) hoi tu vé f(a).

Ching minh: Gia st f lién tuc tai a. Khi d6 v6i € > 0 tuy ¥ ta chon § > 0 sao cho
v6i moi z € X, néu |z —a| < § thi |f(z) — f(a)|] < e. Khi d6 néu day (z,) C X, (x)
hoi tu vé a thi ta ¢c6 N € N sao cho |z, —a| < § v6i moi n > N. Suy ra

|f(xn) — f(a)] < €,¥n > N.
Tic 1a (f(xy,)) hoi tu vé f(a).

D4o lai, néu f khong lién tuc tai a, nghia la

Je > 0,0 > 0,3z5 € X, |zs —al < I va |f(x) — f(a)| > €.

Béing céch chon § = 1, n € N ta thu duge day (z,) C X, |z, —a| < = va | f(zn) —
f(a)] > e. T day ta suy ra day (x,) C X, (x,) hoi tu vé a nhung day (f(x,)) khong

hoi tu vé f(a) (trai véi gid thiét).

a

Tit dinh 1y trén va cac tinh chat vé gidi han ctia day sd hoi tu, ta thu dude cac
két qua sau day.

Dinh 1y 4.4.5 Cho cdc ham s6 f,g: X =Y.
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a) Néu f va g lién tuc tai a € X thi cac ham |f|, f +g, fg va 5 (néu cé6 mot lan
can U cia a sao cho g(x) # 0,Yz € UN X ) cang lién tuc tai a.

b) (Tinh lién tuc ctia ham hgp) Xét cic ham s6 f : X - Y vag:Y — Z.
Néu f lien tuc tai a € X va g lien tuc tai f(a) €Y thi go f lien tuc tai a.

Dinh nghia 4.4.6 Mot ham s6 duoc goi lo ham sd sd cap néu né cé thé dugc
biéu dién bdi mot s6 hitu han cdc ham s6 so cap co ban (la cdc ham liy thia, ham
ma, ham logarit, ham lugng giac va lugng gidc ngugc) thong qua hitu han cic phép
todn so hoc va phép hop thanh.

Dinh 1y 4.4.7 Moi ham s6 so cip déu lién tuc trén mién zdc dinh cia no.

4.4.2 HAM SO LIEN TUC TREN MOT DOAN

Dinh nghia 4.4.8 Ham so f dugc goi la lién tuc trén doan [a;b] néu né lién tuc
tai moi x € (a;b) va lién tuc phdi tai a (lim+f(a:) = f(a)), lien tuc trdi tai b
Tr—a

(lim f(z) = f(b))-
r—b
Ham s6 lien tuc trén mot doan [a;b] c¢6 cac tinh chéat rat dac biet.

Dinh ly 4.4.9 (Dinh ly gia tri cuc bién Weierstrass) Cho f la ham so lién
tuc trén dogn [a;b]. Khi dé ta co

a) f la ham s6 bi chan trén [a;b], tic la ton tai cdc s6 thuc m, M sao cho
m < f(x) < M,Vx € [a;b].

b) f dat gid tri l6n nhat va nhé nhat trén [a;b).

Ching minh: a) Gia si f khong bi chin trén [a;b]. Khi d6, v6i moi s6 ty nhién n
ton tai z,, € [a;b] sao cho |f(z,)| > n. Theo dinh ly Bolzano-Weierstrass, day (xy,)
c6 mot day con (xp, ) hoi tu vé .
RO rang x € [a;b]. VI f lien tuc tai xp nén (f(zy,)) hoi tu vé f(xo). Mat khac ta
luon ¢6 |f(xn, )| > nk, Vk € N nén ta suy ra |f(zg)| > +oo (vo ly!).

b) Theo cau a) ton tai M = sup f(z) vam = inf f(z). Ta chiing minh M 1

z€[a;b) z€[asb]

gi& tri 16n nhat ctia ham s6 f trén [a; b]. Phan chiing minh m 1& gia tri nho nhat cia
ham s6 f trén [a;b] 14 hoan toan tuong tu.

That vay do M = sup f(z) nén c6 mot day (x,) € [a;b] sao cho f(x,) — M.

z€[a;b]

Theo dinh 1y Bolzano-Weierstrass, day (z,,) ¢6 mot day con (z,,) hoi tu vé ¢ € [a; b]
va do d6 (f(zp,)) hoi tu vé f(c) (vi f lien tuc tai ¢). Suy ra M = f(c), tic la f dat
gia tri 16n nhat tai c.

|
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CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO 4.4. HAM SO LIEN TUC

Dinh 1y 4.4.10 (Dinh 1y gia tri trung gian) Cho f la ham so lién tuc trén
doan [a;b]. Gid st u la mot s6 nam gida f(a) va f(b) (tic la f(a) < u < f(b) hodc
f(a) >u> f(b)). Khi dé ton tai c € (a;b) sao cho f(c) = u.

Chitng minh: Dinh Iy dugc ching minh trong gio 1y thuyét.

Dinh Iy gié tri trung gian c6 cac hé qua quan trong sau day.

Heé qua 4.4.11 Cho f la ham so lién tuc trén doan [a;b]. Néu f(a)f(b) < 0 thi ton
tai ¢ € (a;b) sao cho f(c) =0, tdc la phuong trinh f(xz) =0 cé nghiém thuoc (a;b).

Heé qua 4.4.12 Cho f la ham sé lién tuc trén doan [a;b]. Khi dé f([a;b]) = [m; M],
trong dé m va M lan gt la gid tri nhé nhat va gid tri lén nhat cia f trén doan
[a; b].

Chimmg minh: Bai tap.

a

Vi du 4.4.13 Cho n la mot s6 tu nhién. Ching minh rang: vdi moi so thuc a > 0,
ton tai duy nhat mot so thuc b > 0 sao cho b™ = a (ta goi s6 thuc b dé la can bac n
cla a, ki hiéu /a).

4.4.3 HAM SO LIEN TUC PEU

Dinh nghia 4.4.14 Cho ham s6 f : X — Y. f dudc goi la lién tuc déu trén X
néu vdi moi € > 0, ton tai § > 0 sao cho vdi moi z,2' € X, néu |x —2'| < § th

[f () = f(2)] <e

Tit dinh nghia ta thay ngay néu f lién tuc déu trén X thi f lién tuc trén X.
Ngoai ra, khai niem lién tuc déu ciing c¢6 thé phéat biéu thong qua day sé nhu sau.

Dinh 1y 4.4.15 f lién tuc déu tréen X khi va chi khi véi moi day (x,), (z],) trong
X, néu |z, — x| — 0 thh |f(x,) — f(2})| = 0.

Chitng minh: Lap luan tuong ty nhu phan chitng minh ctia Dinh 1y 4.4.4.

Vi du 4.4.16 a) Chiing minh rang ham so f(x) = 2z + 1 lién tuc déu trén R.
b) Chitng minh ring ham so f(z) = x? khong lién tuc déu tren R. (Chi 1 la
f(z) = 22 lién tuc tren R.)
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4.4. HAM SO LIEN TUC CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO

Loi giai: a) V6i e > 0 tuy ¥, ton tai § = ¢/2 > 0 sao cho v6i moi z, 2’ € R, néu
|z — 2’| <6 thi |f(z)— f(2')| = 2]z —2'| <26 =e. Do d6 f(z) = 2z +1 lien tuc déu
trén R.

b) Chon hai day (x,),(«},) trong R sao cho x, = n, zj, = n+ 1/n. Khi d6
|z, — 2] = 1/n — 0 nhung |f(z,) — f(2},)] = 2+ 1/n khong hoi tu vé 0. Vay
f(x) = 2% khong lién tuc déu trén R.

a

Dinh ly 4.4.17 (Dinh ly Cantor) Néu f lién tuc trén [a;b] thi f lien tuc déu trén
[a;b].

Ching minh: Gia sit phan ching f khong lién tuc déu trén [a;b]. Khi d6 ta co6
Je > 0,V5 > 0,3z, 2" € [a;b], |z — 2’| < va |f(z) — f(a")] > e

Cho § = 1/n,n € N ta sé& c¢6 hai day (z,), (z},) trong [a;b] sao cho |z, — 2)| < 1/n

va | f(zn) = flap)] = €

Vi day (z,,) bi chén trong [a;b] nén né c¢6 mot day con (xy, )ken hoi tu vé ¢ € [a; b)].
Cha y 1a v6i moi k£ € N ta ludn c6

1
|2y, — el = |20, = Ty + @0y — o <, — Bny ]+ wn, — ] < o =l

Do d6 day (z7,, )ren ciing hoi tu vé c. Do f lién tuc tai ¢ nén cac day (f(zn,,))ren
va (f(x7, ))ken cling hoi tu vé f(c). Dieu nay 1a vo 1y vi | f(zy,) — f(:n;k)| > €.
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CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO 4.4. HAM SO LIEN TUC

BAI TAP CUOI CHUONG 4

1) a) Chitng minh ring moi s6 thyc déu la diém gii han ciia tap cac sb6 hitu ty Q.
b) Cho E = {z =1 : n € N}. Tim cac diém co lap clia E.

2) Viét cac dinh nghia cho 6 truong hgp con lai theo ngon ngit bat dang thiic trong
phan Nhan xét 4.1.10.

3) Tinh céc gi6i han sau
N |
a) Mm s
b) lim n0+e?)
r—too T
i 1
d) lim 271

z—1%

4) Chitng t6 khong ton tai cac gidi han sau
1

a) lim cos -

z—0

b) lim %
x—0

1

1 .
¢) lim = sin =
) z—07T z

5) Khao sat tinh lien tuc ctia cdc ham s6 cho bdi céc gidi han sau

6) Ching minh ham s6 f(z) = [z]sin(rx) lién tuc trén R.

7) Xét tinh lién tuc ctia cac ham s6 sau

x,néu x €7
@) flw) = {O, néu z ¢ 7

_ fz,néu z€Q
b) f(x)_{o, néu z ¢ Q

" ~ fg(z),néu z€Q
o) fl) = {h(w), néu z ¢ Q

(g, h 1a cac ham sb lien tuc trén R).
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4.4. HAM SO LIEN TUC CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO

8) Cho ham s6 f: X — Y lién tuc tai a va f(a) > 0. Chiing minh rang ton tai mot
lan can U cta a sao cho f(x) >0 v6i moi z € U N X.

9)* Cho cac ham s6 f,g: X — Rva A C X. Néu f(z) = g(z) v6i moi z € A va
ham f lién tuc trén A thi c6 thé két luan ham g ciing lién tuc trén A hay khong?

. PR _ f[1,néu z€Q
(Huéng dan: xét ham so Dirichlet f(z) = {07 néu z ¢ Q)

10) Cho cac ham s6 f va g lién tuc trén R va f(z) = g(x) véi moi z € Q. Chiing
minh f(z) = g(x) v6i moi x € R

11)* Cho cac ham s6 f va g xac dinh va lién tuc trén X. Chiing minh cac ham
max(f(z),g(x)) va min(f(z), g(x)) cing lién tuc trén X.

12) Chiing minh moi da thitc bac 18 déu c6 it nhat mot nghiem thyc.

13) a) Cho f : [a;b] — [a;b] 1a ham s6 lién tuc trén [a; b]. Chitng minh rang phuong
trinh f(z) = z ¢6 nghiém trong [a; b].

b) Cho f, g la cac ham s6 lien tuc trén [a;b] va f(a) < g(a), f(b) > g(b). Ching
minh ring ton tai ¢ € (a;b) sao cho f(c) = g(c).

14) Chitng minh cac ham sb sau lién tuc déu trén céc tap tuong ting
a) f(zr) =3z+4,z€R

16)* a) Cho f : (a;b) — R la ham s6 lién tuc trén (a;b) sao cho lim+f(33) va
T—a

lilil f(x) ton tai hitu han. Chting minh f lien tuc déu trén (a;b). (Huéng dan: dung

T—0"

dinh ly Cantor)

b) Cho f : (a;b) — R 1a ham s6 don diéu, bi chin va lien tuc trén (a;b). Ching
minh f lién tuc déu trén (a;b). (Huéng dan: ching minh cac gidi han lim+ f(x) va
r—a

liIII)I f(z) ton tai hitu han roi ap dung cau a)).
z—b—
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CHUONG 4. GIOI HAN CUA HAM SO 4.4. HAM SO LIEN TUC

17)* Cho f, g 1a hai ham s6 bi chin va lién tuc déu trén X. Chitng minh cdc ham
s6 f + g, fg cing lien tuc déu tren X. (Huéng dan: dung Dinh 1y 4.4.15)

18) a) Mot ham s6 f : X — Y dugc goi 1a Lipschitz néu ton tai M > 0 sao cho
|f(z) — f(2")| < M|z —2'| v6i moi z, 2’ € X. Chitng minh moi ham Lipschitz 1a lien
tuc deu.

b) Mot ham s6 f : X — Y duge goi 1a ham co néu ton tai 0 < M < 1 sao
cho |f(x) — f(2')| < M|z — 2'| v6i moi z,2" € X. Chiing minh néu X =Y = [a; D]
va ham f: X — Y 1a ham co thi phuong trinh f(z) = x ¢6 duy nhat mot nghieém
trong [a; b).

19)* Néu ham s6 f lien tuc déu trén cac tap A va B thi c6 thé két luan f lien tuc
déu tréen AU B hay khong? (Huéng dan: Xét ham s6 f(z) = ‘SI;”:‘, A=(-1;,0),B=

(0;1). Dung dinh ly Cantor ching minh f lién tuc déu trén cac tap A va B. Chiing
t6 f khong lien tuc déu trén A U B)
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Chuong 5

PHEP TINH VI PHAN

5.1 KHAI NIEM DAO HAM

Dinh nghia 5.1.1 Cho ham s6 f : (a;b) — R. Ta néi f kha vi tai zg € (a;b) néu
biéu thic w c6 gidi han h@u han khi h — 0. Gid tri cia gidi han doé duogc
goi la dao ham cua f tai xo, ky hieu f'(zo), tic la
F(z0) = lim flwo +h) = fzo) _ . Fl@) = flzo)
h—0 h

T—T0 T — X0

Néu ham s6 f khd vi tai moi xo € (a;b) thi ta néi f kha vi trén (a;b).

Nhan xét 5.1.2 (i) Theo dinh nghia ta suy ra néu f khd vi tai xg thi f lién tuc
tai xg.
(i) Gid st f khd vi tai xo. Khi dé ta cé thé viét

f(zo +h) = f(zo) + hf'(zo) + ho(h),

trong dé ¢(h) — 0 khi h — 0. Anh za tuyén tinh dfze + h = hf'(zo) duge goi la vi
phan cua f tai zo, nghia la dfy,(h) = hf'(zo) (*).
Mt khdc ham so6 dong nhat f(x) = x ¢6 vi phan la dz(h) = h nén ta thuong viét
dang thic (*) la dfz,(h) = f'(xo)dx(h) hay vdn tdt la df, = f'(xo)dw.
Trong truong hop f khd vi trén (a;b) thi ta goi df = f'(x)dz la vi phan cia f trén
(a;b).

(iii) Tinh khd vi la mot khdi niém cé tinh dia phwdng, nghia la ham f ¢ khd
vi tai xo hay khong thi phu thuoc vao gid tri cia ham do trén mot lan can cia xg.
Tt dé ta cé thé md rong khdi niém khd vi cho cdc ham s6 f: D — R vdi D la mot
tap md trong R, nghia la vdi moi x € D déu c¢é mot lan can cia x nam trong D.

Ta c6 cac tinh chat co ban sau day cho cac ham s6 kha vi (D luén duge hiéu 1 tap
ma).
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CHUONG 5. PHEP TINH VI PHAN 5.1. KHAI NIEM DAO HAM

Dinh 1y 5.1.3 Cho f,g: D — R la cdc ham s6 khd vi trén D. Khi dé cdc ham s6
f+g, kf(k €R), fg va (néu cé théem g(z) # 0 vdi moi x € D) g cting kha vi trén
D. Hon nta ta c6 voi moi x € D

0) (f +9)() = f'(2) + ¢ (),

b) (kf) (@) = kf(2),

¢) (fg)(2) = ['(@)g(x) + f(@)g (),

/ ’ /
d) (g) (z) = f (x)g(w)*f)(w)g (z)

g% (z

Dinh 1y 5.1.4 Cho cdc ham s6 f : Dy — Dy, g : Dy — R. Gid st f khd vi tai
x € Dy va g khd vi tai y = f(x) € Dy. Khi dé ham hop go f khd vi tai x va

(g0 f)(x) =g'[f(@)]f (z).

Dinh ly 5.1.5 (Tinh kha vi cta ham ngugc) Cho song anh f : D — f(D)
khdi vi tai x € D va f'(x) # 0. Néu ham nguge f~' : f(D) — D lién tuc tai
y = f(z) € f(D) thi f~1 khd vi tai y = f(x) va

1 1

—1\/ _
U = 5y = i)y

Chimng minh: Bai tap.
O

Vi du 5.1.6 Xét ham s6 f(z) = sinz,z € (—=5;5). Ta cé ham nguge [~ =
arcsiny,y € (—1;1). R6 rang cdc ham s6 f va f~! théa man cdc diéu kiéen cia
Dinh lyj 5.1.5 nén

NV SRV SRR S 1 - 1
(f77)(y) = (arcsiny)’ = f'(z) T cost \/l—SiHQDU B \/1_y2.
1

Vay ta suy ra (arcsinzx) = T Vi e (—1;1).

Lap luan tuong tu nhu trong vi du trén cho cac ham lugng gidc nguge khéc, ta dé
dang thu dudc két qua sau.

Ménh dé 5.1.7 e (arcsinz) = ﬁ, vdi € (—1;1).

e (arccosz) = —ﬁ, vdi z € (—1;1).

1

o (arctanz) = 175, vdiz € R.

e (arccotz) = _H%’ vdi x € R.
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5.2 DAO HAM CAP CAO

Cho ham s6 f : D — R kha vi trén D. Khi d6 anh xa f': D — R,z — f'(x) dudc
goi 12 ham dao ham cap 1 ciia f. Néu f’ kha vi tai € D thi dao ham (f')(x)
clia f/ tai x dugc goi la dao ham cap 2 ctia f tai z, ky hicu f”(z). Do d6 néu f’
khé vi trén D thi f”(x) = (f)/(z) v6i moi z € D.

Biing quy nap, ta dinh nghia dao ham cip n + 1 cta f trén D béi: fFD(z) =
(f™)Y(z) v6i moi = € D.

Mot s6 vi du vé cac dao ham cap cao.

o (%)™ = ¢e” v6i moi = € R.

e (sinz)™ =sin(z + n%) véi moi z € R.

e (cosz)™ = cos(z +n%) véi moi z € R.
o (Inz)™ = (—1)" 2D y6i moi 2 > 0.

Ngoai ra biang quy nap ta ching minh duge cac tinh chat sau day cho cac dao
ham cap cao.

Meénh dé 5.2.1 Cho u,v la hai ham s6 c6 dao ham tdi cip n trén D. Khi dé cdc
ham u + v, ku (k € R) va uv ciing ¢é dao ham dén cip n trén D. Hon nita, ta cé

(i) (ku)™ = ku™,
(i) (u+v)"™ = 4 ™)

n . . .
(ii) (uv)™ = 3 CLuDo=) (vgi quy wie u® = u, v0 =v).
i=0
Cha ¥ 1a khi f ¢6 dao ham t6i cap n trén D thi cAc ham dao ham cap k <n—1
clia f déu la cic ham lien tuc tren D. Néu f( ciing 14 ham lien tuc trén D thi ta
néi f thudc I8p C" trén D, ky hiéu f € C"™(D).

Khi f c6 dao ham moi cap trén D thi tat ca cac dao ham clia f déu lién tuc trén
D. Trong trudng hgp nay ta néi f thudc 16p C*° trén D, ky hieu f € C°(D).

5.3 CAC DINH LY GIA TRI TRUNG BINH

Dinh nghia 5.3.1 Ham s6 f : D — R duoc goi la dat cyc dai (cuc tiéu) tai xo néu
ton tai mot lan cin U = (zg — r;z0 + 1) C D ctia xo sao cho vdi moi x € U ta cé

f(x) < f(@o) (f(x) = f(x0))-

Ham so6 dat cuc dai hay dat cuc tiéu goi chung la dat cuc try.
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CHUONG 5. PHEP TINH VI PHAN 5.3. CAC DINH LY GIA TRI TRUNG BINH

5.3.1 Dinh ly Fermat

Dinh 1y 5.3.2 Néu ham so [ dat cuc tri tai xo va f khd vi tai xo thi f'(x9) = 0.

Chitng minh: Khong mét tinh tong quat, ta gia sit f dat cyc dai tai 2o. Khi d6 ton
tai mot lan can U = (xg—r;x0+7r) clia 2o sao cho véi moi z € U ta céd f(x) < f(zo).

Do do
@) = f(zo) <0,z € (xo;x0 + 1)
x — xg
va
F@) = 1) | ) e oo rioo).
T — xo
T day ta suy ra
f (o) = xl_ig{rf(xm) — i(()fﬁo) <0
va
f(20) = Tim f(z) = f(zo) > 0.

Ty T — o
Vay f'(z0) = 0.

a

Nhan xét 5.3.3 (i) Ham f(z) = 23 ¢6 f'(0) = 0 nhung f khong cé cuc tri tai
z=0.
(i) Ham f(x) = —|x| dat cuc dai tai x = 0 nhung f khong khd vi tai x = 0.

5.3.2 Dinh 1y Rolle

Dinh ly 5.3.4 Cho ham s6 f lién tuc trén doan |a;b], khd vi trén (a;b) va f(a) =
f(b). Khi dé ton tai c € (a;b) sao cho f'(c) = 0.

Ching minh: Theo gia thiét f lién tuc trén [a;b] nén f dat gia tri 16n nhat M va
gia tri nho nhat m trén [a;b].

- Néu M = m thi f 1a ham hang trén [a;b]. Khi d6 f'(z) = 0 v6i moi x € (a;b).
Do dé ta c6 thé chon c 1a diém tuy y thuoc (a;b).

- Néu M # m thi mot trong hai s6 M, m phéi khac véi f(a) = f(b). Gia sit
M # f(a) = f(b). Khi d6 ton tai ¢ € (a;b) sao cho f(c) = M. Ro rang f dat cyc dai
tai ¢ (do f(x) < f(c) voi moi x € (a;b)). Theo dinh 1y Fermat, ta suy ra f/(c¢) = 0.

a
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5.3.3 Dinh ly Cauchy

Dinh ly 5.3.5 Cho f,g la hai ham so lién tuc trén doan |a;b], khd vi trén (a;b) va
g'(x) # 0 vdi moi x € (a;b). Khi dé ton tai c € (a;b) sao cho
f() = fla) _ f'(¢)
g(b) —g(a)  g'(c)
Ching minh: Ta ¢6 g(b) # g(a) vi néu ngugc lai thi theo dinh 1y Rolle, ton tai
¢ € (a;b) sao cho ¢'(c) = 0, mau thuan véi gia thiét ¢'(z) # 0 véi moi = € (a;b).
Dit

thi i théa méan cac diéu kien ctia dinh 1y Rolle. Do d6 ton tai ¢ € (a;b) sao cho

h'(c) = 0, tiic la
f(b) — f(a> /

PO = ="

5.3.4 Dinh ly Lagrange

Dinh ly 5.3.6 Cho f la ham sé lién tuc trén doan |a;b], khd vi trén (a;b). Khi dé
ton tai c € (a;b) sao cho LU= — #(¢),

b—a

Ching minh: Chon g(z) = x va ap dung dinh 1y Cauchy.

Mot ap dung quan trong cua dinh 1y Lagrange 1a hé qua sau day.
Heé qua 5.3.7 Cho ham s6 f khd vi trén (a;b). Khi dé ta cé
(i) f la ham s tang trén (a;b) khi va chi khi f'(z) > 0,Vz € (a;b).
(ii) f la ham s6 giam trén (a;b) khi va chi khi f'(z) < 0,Vz € (a;b).
(iii) f la ham hdng trén (a;b) khi va chi khi f'(x) = 0,Vz € (a;b).
Chitng minh: (i) Gid st f 1a ham s6 tang trén (a;b). Lay zo € (a;b) tly ¥ ta c6
o) = 1 100 = fa)

Tz T — Xo

> 0.

Déo lai, gid st f'(z) > 0,Vz € (a;b). Xét a < w1 < x2 < b, ta ¢6 f lien tuc trén
[£1; 2] va kh& vi trén (z1;x2) nén theo dinh ly Lagrange ton tai ¢ € (z1;x2) sao
cho f(z2) — f(z1) = f'(¢)(x2 — x1). Tt day rd rang ta c6 f(z2) — f(x1) > 0, tic la
fx1) < f(a2).

(ii) va (iii) Ching minh tuong tu.

a
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CHUONG 5. PHEP TINH VI PHAN 54. QUY TAC L’ HOPITAL

5.4 QUY TAC L’ HOPITAL

Quy tac L’ Hopital 1a mot quy tic rat hitu dung cho phép ta tinh cac gidi han c6 dang
vo dinh bing cong cu dao ham. Chitng minh clia quy téc nay c6 thé tim thiy trong
phan Phu luc A.4.2, trang 452 ciia quyén sach Mathematical Analysis I, Claudio
Canuto - Anita Tabacco. Trong quy tic nay ¢ duge hiéu la x, xar, xy , +00, —00.

Dinh 1y 5.4.1 (Quy tac L’ Haépital) Cho f,g la cic ham s6 zdc dinh va khd vi
trén mot lan can thing U cia ¢ sao cho

lim f(z) = limg(z) = b,

r—C Tr—C

trong dé b= 0,400 hodc —oo. Khi dé néu g’ # 0 tréen U va néu

il ®) _pew

z%cg/(:lj)
thi
lim—(x) =
z—cg a:)
Noi cach khdc
() .. f'(2)

(o)~ wg(e)

Nhan xét 5.4.2 (i) Néu ty so g:gg van con la dang vo dinh va f',q" cing théa
mén cdc gid thiét cia quy tac L’ Hopital thi ta sé tinh gidi han cia tij so ]gc/,—g)), va

it tiép tuc qud trinh nhu thé cho dén khi ta tim dugc gidi han (néu cd).

(ii) Quy tiac L’ Hopital chi la dieu kién di cho sy ton tai ciia gidi han lim%.
Tr—rcC

Néi cdach khdc, néu gidi han cia tyj s6 cia cic dao ham khong ton tai thi ta khong
f(=)

c6 két lugn gi vé lim 4%
z—c9(@)

P . T _o—T . xT —x
Vidu 5.4.3 ) im&-¢— = lim&t% — = 2.
* z—0 stnx z—0 COosS T
1
b) lim zlnz = lim Inz — Jim = = lim (—x) =0.
z—0t z—0t = z—0+t T2 z—0t

Vi du 5.4.4 Xét hai ham s6 f(z) = x + sinz va g(z) = = th J;:E;C; =1+ cosx
A . ; ion lim 2% — | sinzy _
khong cé gidi han khi x — 4o00. Tuy nhién wEI—Poog(w) = xgr}_loo(l + 22E) =1 theo

nguyén ly kep.

GV. Tran Tri Diing

99



5.5. KHAI TRIEN TAYLOR CHUONG 5. PHEP TINH VI PHAN

60

5.5 KHAI TRIEN TAYLOR

5.5.1 Khai trién Taylor véi phan du Peano

Dinh 1y 5.5.1 Cho ham so f khd vi dén cap n — 1 trén mot lan cin U cia xo va
ton tai £ (z0) (n € N cho trudc). Khi dé ta cé cong thiic khai trién Taylor cdp n
cta ham f tai xo vdi phan du Peano sau day.

f" (@o) F (o)

f(x) = f(zo)+f (xo)(x—w0)+ o (CU—OCO)ZJF'"JrT(flf—ﬂ?o)n‘FO((fU—ﬂco)n)

khi x — xo.
S6 hang O((z — x9)") duogc goi la phan du Peano va dugc dinh nghia la biéu thitc

sao cho % — 0 khi z — x0.

7 (n)
Da thite T f () = f(w0) + f(w0) (2 — w0) + L5 (@ — 20)? + -+ L2 (3 — )
dugc goi la da thitc Taylor bac n cua [ tai xg.

Chitng minh: Ta can chiing minh L = lim F@) Tinze (@)

T—T0 (z—zo)"
han can tinh 14 mot dang vo dinh % nén ta c6 thé ap dung quy tic L’ Hopital dé
tinh gidi han d6. Dé khit hoan toan dang vo dinh ta can dao ham n — 1 1an tit s6 va
mau s clia gi6i han can tinh. Khi d6 ta sé thu dudce gidi han sau day

o 070 @) = £ () = o) (@ — 20)

T— o nl(x — xo)

= 0. That vay, chd ¥ gidi

R6 rang gi6i han cudi ciing nay bing 0 theo dinh nghia ctia f(™ (zg). Vay L = 0.

5.5.2 Khai trién Taylor véi phan du Lagrange

Dinh 1y 5.5.2 Cho ham s6 f khd vi dén cap n+ 1 trén mot lan can U ciia xg. Khi
do voi moi x € U ta luon co

f(n+1)(c)
f(@) =T fnu(x) + m(fﬂ — m)"T,
vdi ¢ la mot s6 ndm gitta x va T, tic la c = xo+ 0(x — z0) v9i 0 < O < 1.
S6 hang %(x —x0)"t = f(nﬂ)((ff:le)(!x*xo))(x — x9)"* duogc goi la phan du
Lagrange.

Chitng minh: Lay z € U tuy y va © # o, ta dat u(z) = f(z) — Tfnu(x) va
v(z) = (x — 20)"*'. V6i k=0,1,...,7n ta luon c6

u® (z0) = 0,0 (z0) = 0, va v® () # 0v6i moix # xo.
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Ap dung dinh 1y Cauchy cho hai ham u, v trén khoang I; gitta z¢ va z, ta tim dudc
x1 € I; sao cho

u(@) () = ulw) (@)

v(z)  v(@) —v(ze) V(x1)
Tuong ty, 4p dung dinh 1y Cauchy cho hai ham u/, v’ trén khoang I gitta zg va z1,
ta tim dugc x9 € Iy C I; sao cho

u(zy)  u(xy) —u (o)  u(x2)

V(1) v (x1) — v (wo)  v(w2)

Ap dung dinh 1y Cauchy lién tiép, cudi cing ta tim duge z,11 € Ih41 C I sao cho

u(@) _ (@) _ @) u (@) O ()
o(@) ~ v(e) | o) o (@) | (D)

Chon ¢ = z,,11 thi ¢ 13 mot s6 ndm gitta x va zg va

(n+1) (e
f(l‘) = Tfn,:ro (fL') + J;n—i—l()')(x — l‘o)n+1.

a

Khai trién Taylor clia cac ham s ing véi o = 0 dugc goi 1a khai trién Maclau-
rin. Duéi day 1a khai trién Maclaurin ctia mot s6 ham so cap.

e Ham e* v6i x € R:

z? "™
ez:1+x+§+'--+m+0(x")
.T2 " 693:
-1 S ——U S (P P O
+x+2!+ +n!+(n+1)!x (0<6<1)
e Ham In(1 +x) v6i z > —1:
22 23 2"
1n(1+x):x—3+§+~--+(—1)”—1;+o(x”)
2 3 n n+1
T T T x
— T iz —1)" 0<6<1).
e Ham sinz véi x € R:
R 2+l
. _ 4 <L _1n 2n+1
sinw =2 = grd g o+ (U Gy T O
1'3 1’5 " x2n+1 x2n+3 T
T N in(6 2 3)-)-
ettt O gy T gy e T @t 3)3)
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e Ham cosz v6i x € R:

2 4 xQn

T T A 2n
cosz =1 o Tar T +(-1) o)l + O(x*")
2 4 2n 2n+-2

T T Y x ™

=1-"4+ =4+ (-1 0z + (2n +2)=).

oy T Tt (D (Qn)!+(2n+2)!cos( z+ (20 +2)7)

e Ham (1+2)* véiz > —1,a € R:

-1
(1+x)0‘_1+a:c+a(a2')x2+---+ch"+0(x")

V(jiquyu’(’jcC’gzlvéC’iszhikeN.
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BAI TAP CUOI CHUONG 5

1) Xét tinh kha vi ctia cdc ham s6 sau
2) y = |sinzl
b) y = ala]
c)y=|r—zx|sinz
2?2, néu <0
)y = { / ,néu x>0

o,

2 £
[ 2%, néu z€Q
e)y—{x27 néu z ¢ Q

2, néu x €7
f) y = %
0,néu z ¢Z

2) Cho ham s6 f : R — R xéac dinh béi

z2sind, néu z #0
oy = {2

0,néu z=0
Chimg t6 ring f kha vi tren R. Ham f ¢6 thuoc 16p C! tréen R khong?

3) Cho ham s6 f: R — R xé4c dinh bdi
¢3%, néu x # 0
f@) = { ) r71 uz=0
Chiing t6 rang f € C°(R).
4) Cho ham s6 f : R — R thoéa méan

[f(@) = f(y)| < M|z —y|*, Yo,y € R

trong d6 M > 0 va a > 1 14 cac hing s6 cho trudce. Ching minh f 13 ham hang trén
R.

5) Cho D 1a mot tap mé khéc rong ciia R. Néu f/(x) = 0 v6i moi x € D thi ta c6
thé két luan f 14 ham hang trén D hay khong?

6) Cho f, g kha vi trén R sao cho f(a) = g(a) vd f(z) < g(x),Vz € R. Ching minh
f'(a) = g'(a).

7)* Cho f kha vi trén R sao cho f(z + sinz) < f(z),Vx € R. Chitng minh rang
phuong trinh f/(z) = 0 ¢6 vo s6 nghiém thye. (Huéng dan: Ap dung dinh ly Fermat
tai cac x = k2)
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8)*(Dinh ly Darboux) Cho f kha vi trén [a;b]. Gid st f/(a) < m < f'(b). Chiing
minh rang ton tai ¢ € (a;b) sao cho f'(¢c) = m. (Huéng dan: Xét ham s6 g(z) =
f(x) —m(x — a) thi g dat gia tri nhé nhat tai mot diém trong (a; b))

9) Cho f,g lién tuc trén doan [a;b], khd vi trén (a;b) sao cho: f(a) < g(a) va
f'(z) < ¢'(z) v6i moi z € (a;b). Ching minh rang: f(z) < g(x) v6i moi x € (a;b).
(Huéng dan: Ap dung dinh ly Lagrange)

10) Ap dung dinh 1y Lagrange, ching minh cac bat ding thic sau
a) |sinx —siny| < |z —y|,Vz,y € R
b) |arctanx — arctany| < |z — y|,Vz,y € R
¢) 11z <In(l+2z) <z,Vor>0
d) e* > ex,Vr > 1.

11) Cho ham s6 f kha vi trén (a;b) va f khong bi chan trén (a;b). Chiing minh f
ciing khong bi chan trén (a;b).

12) Cho ham s6 f kha vi trén (a;b) va ham dao ham f’ bi chan trén (a;b). Chiing
minh rang f lién tuc déu trén (a;b).

13) Cho ham s6 f kha vi trén (a;b).

a) Ching minh rang néu f'(x) > 0,Vz € (a;b) thi f 1a ham tang ngit trén (a;b).
Chiéu ngudc lai c6 ding khong?

b) Chitng minh f 1a ham ting ngat trén (a;b) khi va chi khi hai diéu kién sau
duge théa man:

(i) f'(z) = 0,Vx € (a;).

(i) Khong ton tai khoang (¢;d) C (a;b) sao cho f'(x) = 0,Vz € (¢;d).

14) Dung quy tac L'Hospital hdy tinh céc gi6i han sau
a) lim Z5=1 (b # 0).
b) liny Z-sie

In(e+z)—1

e) lim (L - 1)

z—0 x arcsin x

f) lim zln ( 2arctan x )
T—>+00 m
li r
e) Jm o
h) lim (tanz)®s®

ol
=3
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15)* Dung khai trién Maclaurin ctia ham e®, chiing minh e 14 s6 vo ty.

16) Viét khai trién Maclaurin ctia cdc ham s6 sau dén cap 10, tit d6 hay tinh £ (0).
a) f(xr) =2sinz
b) f(z) = (x +2°)e”
17)* Cho f € C3(R). Gia sit :pgriloof(x> =a€Rva xgriloof”’(m) = 0. Chiing minh
rang xlim fl(x) = xgrfoof”(x) = 0. (Huéng dan: Viét khai trién Taylor dén cap 3

—+00
cho ham f véi phan du Lagrange)

18)* Cho f € C2(]0;1]) sao cho f(0) = f(1) =0 va |f"(x)| < M,Vz € (0;1). Chiing

minh réng |f/(z)| < &,Vz € [0;1]. (Hudng dan: Viét khai trién Taylor dén cap 2
cho ham f véi phan du Lagrange tai 0 va 1)
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Chuong 6

PHEP TINH TICH PHAN

6.1 TICH PHAN RIEMANN

6.1.1 Khai niém tich phan Riemann

Dinh nghia 6.1.1 Mot phan hoach P cta doan [a;b] la mot tap hiu han
{z1,29,...,Tpt1} Sa0 cho a = 1 < 19 < -+ < Typy1 = b. Tap hop tat cd cdc
phan hoach ciia [a;b] duge ky hieu la Piay hay don gidn hon la P khi khong can lam
76 doan [a;b).

Cho P,Q € P. Ta néi Q min hon P néu P C Q.

Gid st f : [a;0] — R 1a mot ham s6 bi chin va P = {z1,22,...,2p4+1} 1a mot
phan hoach cta [a;b]. V6i mdi ¢ tit 1,2,...,n, ta dit

M;(f) = sup{f(z) : @ € [x5; 2it1]}
va

m;(f) = inf{f(z) : z € [wi;zi1]}.
Ta dinh nghia

n

UP,f) = Mi(f)(wis1 — z:)

=1

va
n

L(P, f) =Y mi(f)(wip1 — ).

i=1
U(P, f) va L(P, f) lan lugt dugc goi la téng Darboux trén va tong Darboux
dudi cua f trén doan [a;b] ting véi phan hoach P.
Goi M = sup{|f(z)| : = € [a;b]}. RO rang, v6i moi phan hoach P, U(P, f) va L(P, f)
bi chan va
—Mb—a) <L(P,f)<U(P, f) < M(b—a).
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Ta c6 két qua sau day vé cac tong Darboux.

Dinh 1y 6.1.2 Gid st P,Q € P. Khi dé ta co cic khing dinh sau.
(i) Neuw P C Q thi L(P, f) < L(Q, f) < U(Q, f) < U(P, f).
(it) L(P, f) < U(Q, f).
(iii) supL(P, f) < inf U(P, f).
Pe? pPe?

Chiing minh: (i) Bai tap.
(ii) Vi P,Q € P nén P U @ cung 14 mot phan hoach. Theo (i) ta suy ra
L(P,f) < L(PUQ,[) SUPUQ, f) U@, [).
(iii) Hién nhién theo (ii).
O

Dinh nghia 6.1.3 T ndi f kha tich Riemann trén [a;b], ky hieu f € R([a; b])

néu ]ijn{;)U(P, f) =supL(P, f) = I. Khi dé ta dinh nghia tich phan Riemann cia f
€ Pe?

trén [a;b] la

b
/f(a:)dx = infU(P, f) = supL(P, f) = 1.
J Pe? Pep

Vidu 6.1.4 a) Ham s6 f(z) = 1 trén [a;b] c6 U(P, f) va L(P, f) déu bing b — a
vdi moi phan hoach P cia doan [a;b]. Vay

b

/ldx = infU(P, f) =supL(P, f) =b—a.
pe? Pep

b) Ham so6 Dirichlet khong khd tich Riemann trén bat ky doan [a;b] nao vi
U(P,f) =b—a va L(P, f) = 0 vdi moi phan hoach P cia doan [a;b].

Dinh 1y sau day cho ta mot dic trung tuwong duong vé tinh kha tich.

Dinh 1y 6.1.5 f € R([a;b]) khi va chi khi vdi moi € > 0, ton tai mot phan hoach
P sao cho

Chitng minh: Giad st f € R([a;b]). Khi d6 ta c6

inf U(P, f) =supL(P, f) = 1I.
Pe?P PeP
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Do dé, véi moi € > 0, ton tai hai phan hoach P; va P sao cho I — S < L(Pi; f) va
U(Pg;f) <I+%. bat P= P, UP;, ta co

-5 < L(Pif) S LIP,J) SUP.S) SUPy, f) < T+ 5.

Ngugc lai, gid st v6i moi € > 0, ton tai mot phan hoach P sao cho

UP,f)— L(P, f) < e.

Ta can ching minh

inf U(P, f) = supL(P, f).
PE:P Pe[])

That vay, ta cha y la

L(P,f) <supL(P,f) < infU(P, f) <U(P, f) < L(P, f) +e.
PeP pe?

Do do

inf U(P, f) — supL(P, f) < e.
gy(ﬂ %g<ﬂ €

Vay

inf U(P, f) = supL(P, f).
pe? PeP

Ap dung dinh 1y vita phéat biéu & trén ta ching minh duge két qua sau.

Dinh 1y 6.1.6 a) Néu f don diéu trén [a;b] thy f € R([a;b]).
b) Néu f lien tuc trén [a;b] thy f € R([a;b]).

Chitng minh: a) Khong mat tinh téng quat ta gid st f don diéu tang trén [a;b].
Dé thay f bi chan trén [a;b]. Lay € > 0 tuy y. Khi d6 ta chon mot s6 k& > 0 sao cho
k[f(b) — f(a)] < € va chon phan hoach P = {x1,x2,...,Zp41} sao cho z;41 —x; < k
vl te 1,2,...,n.

Vi f don diéu tang trén [a;b] nén M;(f) = f(zi+1) va m;(f) = f(x;). Do d6

n

U(P, f)— L(P, f) = Z[f($i+1) — f(@)][Tiv1 — 2] < K[f(D) — f(a)] <e.
i=1
Vay f € R([a;b]).
b) Néu f lien tuc trén [a;b] thi f bi chan va lien tuc déu tren [a;b]. Do d6
voi € > 0 tly ¥ thi ¢6 s6 § > 0 sao cho v6i moi x,y € [a;b], néu |x — y| < § thi

[f (@) = fW)l < 555
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Chon phan hoach P = {z1,z2,...,Zp4+1} sao cho x;41 —x; < 0 v6ii=1,2,...,n.
Do f lien tuc trén [x;; x;11] nén c6 cac sb s;, t; € [1;;w;11] sao cho M;(f) = f(s;) va
mi(f) = f(t;) véii=1,2,...,n. Cha y la |s; — t;| < x;41 — x; < § nén ta suy ra

n

U(P,.f) = L(P, f) = Y [f(s:) = f(t)]wips — 2] < Y —[wip — 2] =€
i=1

b—a
i=1 =

Vay f € R([a; b]).

6.1.2 Toéng Riemann

Gia st f : [a;b] — R 1a mot ham s6 bi chan va P = {x1,x2,...,Zpt1} 1a mot phan
hoach ctia [a;b]. Ta goi p(P) la do dai 16n nhat trong s6 cac do dai ctia cadc doan
[:L‘Z'; ZEiJrl], 1 tu 1, 2, ey T

Néu tren méi doan [z;;z;41], @ tr 1,2,...,n ta da chon ra mot s6 t; € [z;;x;41] thi
ta no6i phan hoach P da duwdc danh dau, va tong dudi day

n
S(P,f) = ft:)(@irs — x2)
i=1
dugc goi 1a mot tong Riemann ciia f tng véi P.

Ta c6 cac dac trung vé tinh kha tich thong qua tong Riemann sau day.

Dinh ly 6.1.7 f € R([a;b]) khi va chi khi ton tai mot s6 thuc I théa man diéu kién:
vdi moi € > 0, ton tai mot phan hoach P cia [a;b] sao cho vdi moi phan hoach Q
min hon P va vdi moi cach ddnh dau Q, ta déu c6 |S(Q, f) — I| < e.

b
Ngodi ra, néu f théa man diéu kien dugc phdt biéu nhu trén thy [ f(x)dx = 1.

a

b
Ching minh: Gid st f € R([a;b]). Goi I = [ f(z)dx va lay € > 0 tuy y. Khi d6

ton tai mot phan hoach P cua [a;b] sao cho U(P, f) — L(P, f) < e. Xét phan hoach
bat ky @ min hon P va @ dude danh dau tuy y. Ta c6

L(P, f) < L(Q, ) < S(Q.f) SU(Q, f) SU(P, f) < L(P, f) + ¢

va
b

LQ.)<I= / f(@)dz < U(Q, f).

a

Do d6 [S(Q, f) — I| < .
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Déo lai gia stt f théa man diéu kien dugce phat biéu trong dinh 1y. Lay € > 0 tuy
¥. Khi d6 ¢6 mot phan hoach P = {z1,x9,...,Zp+1} cla [a;b] sao cho v6i moi cach
danh dau P ta déu co

€
S 1)< %,
Chu y 1a v6ii =1,2,...,n, ton tai cac sb s;,t; € [r;;1;11] sao cho
€
va .
m;(f) + h—a) f(s4)

Do d6 ta suy ra

n

U(P,f) = L(P, ) <D ft:)(wivr — @) = Y flsi)(wir — i) + %

i=1 i=1

Mait khac ta cé

n

Ft)@ipr — i) = > flsi) (i1 — )
1 =1

- Zf(ti)(xiﬂ i) =1 - [Z flsi)(@izr — ) — 1] < i—l— 1- 5
i=1

i=1

NE

-
Il

Tu d6 ta suy ra U(P, f) — L(P, f) < e, tic la f € R([a;b]). Ta con phai chi ra
b
[ f(z)dz = I. That vay, lay € > 0 ty ¥, ton tai mot phan hoach Py clia [a;b] sao
a

cho v6i moi phan hoach Q min hon P; va v6i moi cich danh dau Q, ta c6

S@ 1) —11<3.
Do f € R([a;b]) nén c6 mot phan hoach P> cia [a;b] sao cho
U(Py, f) = L(Po. f) < 5.
bat Q = P, U P,. Khi d6 ta suy ra
b b
I [ s 1= SQ DI+ 18(@. )~ LQN|+ |L@.1) - [ fw)is

S
-+t =¢c
3 3 3

b
Vie>0tuy y nen [ f(z)dz = I.
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a

Dinh ly 6.1.8 f € R([a;b]) khi va chi khi ton tai mot s6 thuc I théa man diéu kién:
vdi moi € > 0, ton tai & > 0 sao cho vdi moi phan hoach P ciia [a;b] vdi u(P) < &
va vdi moi cach ddanh dau P, ta déu c6 |S(P, f) —I| < e.

Néu f théa man diéu kién duge phdt biéu nhu trén thi ta con viét la

lim S(P,f)=1.
o (P, f)

b
Hon nia ta ¢6 [ f(z)dx = 1.

a

Ta xét vi du sau day.

1
Vi du 6.1.9 Tinh [ xdx.
0

Lai giai: Vi ham s6 f(z) = z lién tuc trén [0; 1] nén kha tich trén [0; 1]. Ta chia déu
[0; 1] thanh n doan bing nhau béi cac diém chia

1 2 -1
n o n n
Khi d6 néu chon ¢; = £ thi
n n .
’ n+1
=1 i=1

Khi pu(P) = % — 0thin — +oova S(P, f) — % Gidi han nay khong phu thude vao
cach chia [0; 1] v& cach chon céc diém ¢; v& gi6i han d6 chinh I tich phan can tim.

6.1.3 Cac tinh chit co ban cta tich phan xac dinh

Dinh 1y 6.1.10 Cho f, g kha tich tren [a;b]. Khi dé ta cé cic khing dinh sau.
(i) Vdic1,c2 € R ta c6 1 f + cog khd tich trén [a;b] va

/b(le(fU) + cog(x))dx = ¢ /bf(:c)dx + o /bg(az)dm.

b b
(it) Néu f(z) < g(x) vdi moi x € [a;b] thy [ f(z)dzx < [ g(x)dw.
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Chitng minh: (i) Lay € > 0 tuy y. Chon k£ > 0 sao cho (Je1| + |c2|)k < e. Khi d6
c6 cac phan hoach P; va P, sao cho véi bat ky phan hoach Q; min hon P;, v6i moi
cach danh dau Q;, ta co

b
S(Qn, f) - / f@)dz| <k,

b

S(Qg,g)—/g(aj)da} < k.

a

Diat P = P, U P, va lay Q 1a mot phan hoach tity ¥ min hon P. RS rang Q min hon
Py va P,. Khi d6 v6i moi cach danh dau Q ta co

b

b
S(Q,e1f + c2g) — Cl/f(I)d$+62/9($)d$
b

b
— |1S(Qu1) + 28(@.9) -~ |1 [ f@hdo+er [ gla)ds

a

IN

(lei] + |e2))k < e.

Do d6 theo Dinh Iy 6.1.7 ta suy ra c; f + cog kha tich trén [a;b] va

b b b

/ (1 f(2) + eag(a))dz = e1 / F(@)dz + ez / g(@)de.

a a a

(ii) Néu f(z) < g(z) v6i moi x € [a;b] thi v6i moi phan hoach P ta déu co

b b
L(P, f) < L(P,g). Do d6 [ f(z)dx < [ g(v)dz.
O

Dinh ly 6.1.11 f khd tich trén [a;b] khi va chi khi f khd tich trén cic doan |a;c]
va [¢;b] (a < ¢ <b). Ngoai ra

b b

/f(w)dfvz /Cf(x)d:v+/f(1:)da:.

a C

Ching minh: Gia st f kha tich trén [a;b]. Lay € > 0 tuy §. Khi d6 ¢6 mot phan
hoach P cta [a;b] sao cho
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bat Q = PU{c}, Q1 =QN]a;c], Q2 = Q Nc;b]. Ta cod

e>U(P, f)— L(P, f) > U(Q. f) — L(Q, f)
=U(Q1, f) +U(Q2, f) — L(Q1, f) — L(Q2, f)
=U(Q1,f) — L(Q1, f) + U(Q2, ) — L(Q2, f).

Vay ta thu duge U(Q1, f) — L(Q1, f) < e va U(Q2, f) — L(Q2, f) < €. Theo Dinh ly
6.1.5 ta suy ra f kha tich trén cac doan [a;c] va [c; b].

Déo lai, gi& st f kha tich trén cac doan [a;c] va [¢;b]. Lay € > 0 tuy y. Khi d6 ¢6
cac phan hoach P; cta [a; ¢] va phan hoach P ctia [c; b] sao cho v6i moi phan hoach
Q1 min hon Pi, v6i moi phan hoach Q2 min hon Py, v6i moi cach danh dau Q1 va
Q2, ta co

S@Qu. 1) /J r)de| < ¢

va

S(Qa. /) /f r)de| < &

Dt P = P U P, thi P 1a mot phan hoach cta [a;b]. Lay @ 1a mot phan hoach tuy

¥ min hon P. Khi d6 néu dit Q1 = Q N[a;c], Q2 = Q N[c;b] thi Q1 1a mot phan
hoach ctia [a; ¢] va min hon P; con Q2 14 mot phan hoach cua [¢;b] v min hon Ps.

Tit day ta thay
c b
/ f(@)da + / f(@)dz

c b
—15(@Qu. 1) + 5(@Qar f) - / f(@)da + / f(x)dz

<& 8
2 2~
Do d6 theo Dinh 1y 6.1.7 ta suy ra f kha tich trén doan [a;b] va

b c b

/f(w)d$=/f(x)dx+/f(x)dx.

a a c

Dinh Iy sau day cho ta biét mot diéu kién di vé tinh kha tich ctia ham hop.

Dinh ly 6.1.12 Gid st f : [a;b] — [c;d] khd tich trén [a;b], g : [c;d] — R lién tuc
trén [c;d]. Khi dé go f khd tich trén [a;b].
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Chitng minh: Lay € > 0 tuy §. Goi M = sup{|g(t)| : t € [¢;d]} va chon s6 k > 0
sao cho k[b — a + 2M] < e. Do tinh lién tuc déu ctia g trén [c;d] nén c6 0 < 6 < k
sao cho: v6i moi s,t € [c;d], néu |s —t| < § thi |g(s) — g(t)| < k.
Theo gia thiét f kha tich trén [a;b] nén c6 P 1a mot phan hoach ctia [a; b] sao cho
U(P7f)_L(P7f) < 62'

Goi P = {x1,x9,...,Zpns+1}. Ta dat

A={i€[Lyn]: Mi(f) —mi(f) <0}
va

B ={i€ [1;n]: Mi(f) —mi(f) = 6}

Khi d6, v6i i € A va x,y € [z;, xip1] ta suy ra |f(z) — f(y)| < Mi(f) — mi(f) < 0,
do do |g(f(x)) — g(f(y))| <k va Mi(go f) —mi(go f) <k.
Mat khac ta co

0y (wivr —mi) < Y [(Mi(f) = mi(f)(wir — ) U(P, f) = L(P, f) < 6°.

i€B i€B
Vay > (w41 — ;) < 6.
i€B

Két hop cac két qua trén, ta thu duge cac danh gia sau day

n

U(P,go f)—L(P,gof) = [Mi(go f) —mi(go f)|(@i1 — ;)

1
= [Mi(go f) —mi(go N(zigs —2:) + Y [Mi(go f) — mi(g o [)](xit1 — )
i€A ieB
< k(b—a)+2M6 < k(b —a+2M) < .
Do d6 theo Dinh 1y 6.1.5 ta suy ra g o f kha tich trén [a;b)].

a

Nhan xét 6.1.13 Trong dinh ly trén, néu ta thay dieu kién g lién tuc trén [c;d] bdi
dieu kién yéu hon la g kha tich trén [c;d] thi khong ddm bdo g o f sé khd tich trén
[a;b]. (Xem phan bai tap cudi chuong)

Heé qua 6.1.14 Néu f,g khd tich trén [a;b] thi fg va |f| khd tich trén [a;b], hon

nua
b b

/f(x)dw S/If(a:)|dx.

a a
Chimmg minh: Bai tap.
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Dinh 1y 6.1.15 (Dinh 1y gia tri trung binh cho tich phan) Cho ham so f,g
khd tich trén [a;b], m < f(z) < M wa g(z) > 0 vdi moi x € [a;b]. Khi dé ton tai

w € [m; M| sao cho
b

/b F@)g(x)dz = 1 / o(z)dz.

a

Ngoai ra, néu cé them f lién tuc trén [a;b] thi ton tai c € [a;b] sao cho

f(@)g(z)dr = f(c) | g(x)dz.
/ /

a
Dgc biet vdi g(x) = 1 va f lien tuc trén [a;b] thi ton tai c € [a;b] sao cho

b

/ f(w)dz = (b— a) £(c).

a

Chimng minh: Bai tap.

6.1.4 Dinh ly co ban cua Giai tich

Cho ham s6 f kha tich trén [a;b] thi ta biét rang f kha tich trén doan [a; 2] v6i moi
z € [a;b]. Do d6 ham s6 F(z) = [ f(z)dz xac dinh trén doan [a; b).
a

Dinh ly 6.1.16 (i) Néu f khd tich trén [a;b] thi F lién tuc trén [a;b].

(ii) Néu f lién tuc trén [a; b] thy F khd vi trén [a; b] va F'(x) = f(x) vdi moix € [a;b].
Chitng minh: (i) Goi M > 0 sao cho |f(x)] < M v6i moi x € [a;b]. Ta ¢6 v6i moi
z,y € [a;b], v <y

|F(z) = F(y)| = jf(ﬂf)dw—/yf(x)dﬂf = /yf(w)dff S/y!f(w)ldeMlx—y|~

Vay F 1a ham s6 Lipschitz nén lién tuc trén [a; ).
(ii) Gia st f lien tuc tai xg € [a;b]. Lay € > 0 tuy ¥ v& chon s6 § > 0 sao cho véi
y € [a;b], néu |y — x| < 0 thi [f(y) — f(zo0)| < §- Do d6, v6i 0 < |y — xo| < 9, ta co

F(y) = F(xo) _ 6
e J[f(m)_f(m°)]dx R

Do d6 F khéa vi trén [a;b] va F'(x) = f(z) v6i moi x € [a; b].
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a

Dinh ly co ban ctia Giai tich la két qua sau day (thuong dugce goi 14 cong
thic Newton-Leibniz).

Dinh ly 6.1.17 (i) Néu f lién tuc trén [a;b] thi ton tai mot nguyén ham F cia f

trén [a;b] (tdc la F'(z) = f(x) vdi moi x € [a;b]). Hon nia néu G la mot nguyén
ham bat ky cia f trén [a;b] thi ta luon cé

b
/f(a:)dx = G(b) — G(a).
(ii) Néu f khd tich trén [a;b] va f c6 mot nguyén ham F nao dé trén [a;b] thi
b
[ t@ds = F) - Pla)

Ching minh: (i) Theo Dinh ly 6.1.16, néu f lién tuc trén [a;b] thi ton tai mot
x

nguyen ham F cla f trén [a;b], v6i F(z) = [ f(z)dz. Gid stt G 1a mot nguyén ham
a

bat ky ctia f trén [a;b]. Khi d6 ta ¢6 G'(z) = F'(z) = f(z) v6i moi z € [a;b]. Vay

G(x) = F(z) + C v6i moi z € [a;b]. T két qua nay, cho = = a ta thay C = G(a).
Cudi cung thay z = b vao G(z) = F(x) + G(a) ta duge

b
/ f@)dz = G(b) — Gla).

(ii) Vi f ¢6 mot nguyén ham F trén [a;b] nén F'(x) = f(z) v6i moi x € [a;b].
Do f khéa tich tren [a;b] nen F” cling kha tich trén [a;b]. Lay P = {x1,22,...,Tn+1}
14 mot phan hoach tuy § cta [a;b]. Ap dung Dinh ly Lagrange cho ham F trén céc
doan [z;;x;41], ta tim duge cac s6 t; € [z4;2;11] sao cho

F(zip1) = F(z) = F'(t) (i1 — 23) = () (@ir1 — 20).

Tt cac két qua trén ta suy ra
Zj: f(t)(@ip1 — xi) = F(b) — F(a).
Cudi ciing chi ¥ 1a
L(P ) < 3 f(t) e — 20) = F(b) — Fla) < U(P,f).
1
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Vi P la mot phan hoach tuy ¥ clia [a; b] nén tit danh gia trén ta c6 ngay
b
/ J(@)de = F(b) — F(a).

Mot 4p dung quan trong ciia Dinh 1y co ban ctia Giai tich 14 két qua sau.

Dinh ly 6.1.18 (Cong thiic ddi bién s6) Gid st g khd vi tréen [a;b] va ¢' khd
tich tren [a;b]. Khi dé néu f lien tuc tréen X = g([a;b]) thi

b g(b)
/ F(9(x))g (@)dz = / f(t)dt
a g(a)

Chitng minh: Goi F' 1a ham s6 xac dinh tren X = g([a;b]) b6i F(t) = [ f(t)dt.

g9(a)
Khi d6 ta c6 véi moi t € X, F'(t) = f(t) va v6i moi x € [a;b]
(Fog)(z) =F(g(x))g'(x) = f(g(x))g (x).
Theo Dinh Iy co ban ctia Giai tich, ta suy ra
b b g9(b)
[ ot /Fog D)z = (Fog)) - (Fog)@ = [ ft)dr

a g(a)

6.2 TICH PHAN SUY RONG

O phan trudc ta da xay dung khai niem tich phan xéc dinh véi céc can lay tich phan
hitu han cho cdc ham sb bi chin. Nhiéu tng dung trong thiyc té can dén viéc tinh
tich phan véi cac can vo han ho#ic ham s lay tich phan khong bi chan. Céc tich
phan maé rong nay duge goi 1a cac tich phan suy rong.

6.2.1 Tich phan suy rong véi can vo han

Goi Rioc([a; +00)) 1a tap hop céc ham sb xdc dinh trén [a; +00) va kha tich trén moi
doan hitu han [a; ¢]. Khi d6 v6i f € Rioe([a; +00)) ta c¢6 ham sb

c):/cf(x)dac

xéc dinh trén [a; +00).
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Dinh nghia 6.2.1 Cho f € Rj.([a; +0)). Gidi han (néu cé6) cia ham s6 F(c) =
[ f(z)dz khi ¢ — +oo duge goi la tich phan suy rong cia f trén [a;+00), ky hiéu

+oo
| f(z)dx.

400 c
Vay [ f(z)dz = lim [ f(z)dz.

c—+o0
) c +oo
Néu gidi han lirf [ f(z)dz hiu han ta néi tich phan suy rong [ f(x)dx hoi tu
c——+00
a (1+OO
(hodc f khd tich trén [a;+00)). Ngugc lai ta néi tich phan suy rong [ f(z)dx phan
a
ki

Tuong t ta ciing c¢6 thé dinh nghia cic tich phan suy rong trén (—oo; a] va (—o00; +00)

nhu sau:
a

/f(a:)da:: lim [ f(z)dx

c——00
c

va

+oo a +oo
/ F(z)da = / f(z)dz + / F(z)da

néu phép tinh & vé phai xac dinh.

“+o00

C
Vi du 6.2.2 L dr= lim L _dr= lim arctanc=Z.
: ‘Of 142 c—>+oob[‘ I+a2 c—+o00 2

Vi du quan trong sau day dugce st dung nhiéu trong thiyc hanh.
Vidu 6.2.3 Cho a > 0. Khi do
—+o00
—dx

P

hoi tu khi va chi khi p > 1.

Su hoi tu cta tich phan suy rong khi f(x) > 0.

Gid st f € Ripe([a; +00)) va f(z) > 0 v6i moi z € [a;+00). Khi d6 ham s6
F(e) = /f(a:)dac
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“+o0o
13 ham s6 téng trén [a; +00). Do d6 tich phan suy rong [ f(z)dz hoi tu khi va chi
a

khi .
= /f(:z:)d:x

13 ham s6 bi chin trén, tic 13 ton tai s6 duong M sao cho
C
= /f(x)dx < M,Ve € [a; +00).

Dua vao nhan xét trén, ta ching minh duge cac dinh 1y so sanh dudi day.

Dinh 1y 6.2.4 (DAu hiéu so sanh thit nhat) Gid st f,g € Rie([a; +0)) sao
cho 0 < f(x) < g(z) vdi moi x € [a;+00). Khi do

+oo

0</f dx</ o(z)da.

a
Dac biét ta cé cic két luan sau.
p +o0 +oo
a) Neu [ g(x)dz hoi tu thi [ f(x)dz hoi tu.
a a
h +oo +oo
b) Néu [ f(x)dz phan ky the [ g(x)dx phan ky.
a a
Dinh 1y 6.2.5 (Dau hiéu so sanh thi hai) Gid st f,g € Ripe([a; +00)) sao cho

0 < f(z) va 0 < g(z) vdi moi x € [a;+00) va

fla) .
Jm o) RO S kS 4oo).

Khi dé ta c6 cdc két luan sau.
/ +o0 +o0
a) Néu k > 0 thi cac tich phan [ g(z)dx va [ f(z)dz cung hoi tu hodc cung
a a
phan ky.

+00 +00
b) Neuk =0 thi [ g(x)dx hoi tu kéo theo [ f(x)dz hoi tu.
/ +oo +o0
¢) Néu k = +oo thi [ g(x)dx phan ky kéo theo [ f(z)dx phan ky.

Cac dinh 1y so sanh sé dugc chiing minh trong gio 1y thuyét. Trong thyc hanh ta
+
thudng so sanh f f(z)dx v6i tich phan [ Ldx.

a
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Vidu 6.2.6 Xét su hoi tu cia cac tich phan suy rong sau:

+oo
a) 1f 1+%al:c.

+o0
b) [ (5 —arctanz)de.
1

See soel < Wz . 1 . Jz 1 L .
Lai giai: a) Ta so sanh f(z) = 75 v6i g(z) = 55. Ta 6 355 < 55, voi moi
+oo +oo

z>1. Ma f ﬁ%dx hoi tu nén f H%dx hoi tu.
1 1

=T _

b) Ta so sanh f(z) = I — arctanz v6i g(z) = L (tai sao ta doan dugc ham g?).

1 —+oo “+00
PR 2 —arctan . pl N ~ NN
Tacé lim 2—7—- = lim —%> =1.Ma [ ldzphankynen [ (I —arctanz)dz
T—+00 = z—+oo T3 1 z 1

phan ky.

Sy hoi tu ciia tich phan suy rong khi f(z) cé dau tuy y.

Trong truong hgp f(x) c6 dau tuy ¥, sy ton tai gidi han hitu han clia ham s6
C
F(e) = /f(x)da:
a

khi ¢ — 400 dugc suy ra tit tieu chuan Cauchy vé sy ton tai giéi han hitu han cta
ham s6.

+00
Dinh 1y 6.2.7 Gid st [ € Ripe([a;+0)). Khi d6 [ f(x)dz hoi tu khi va chi khi

vdi moi € > 0, ton tai A>0 sao cho vdi moi co > c1 > A ta luon cé
c2
F(e2) = Flen| = | [ fla)dal <.
C1

Ta c6 ngay hé qua sau.

Dinh 1y 6.2.8 (DAau hiéu hodi tu tuyét déi) Gid st f € Ripe([a; +00)). Khi dé
+o0 +0o0

néu [ |f(z)|dx hoi tu thy [ f(xz)dz hoi tu.
a a

. +oo
Chitng minh: Ap dung Dinh ly 6.2.7 cho tich phan [ |f(z)|dz va cha y la
a

’jf(x)daj < 7|f(x)|dm.
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a

Chu ¥ 1a chiéu ngugce lai ctia dinh 1y trén khong ding (xem phan bai tap). Do d6
nguoi ta phan biét hai truong hgp sau.

+oo +oo
e Néu [ |f(z)|dz hoi tu thi tanéi [ f(z)dz hoi tu tuyet doi.

+o0 +oo oo
e Néu [ |f(z)|dz phan ky ma [ f(z)dz hoi tu thi ta n6éi [ f(z)dz ban hoi
. a a a

Ngoai dau hiéu hoi tu tuyét déi néu trén, ta con cé hai dau hieéu khac rat hitu
ich khi nghién cttu syt hoi tu ciia tich phan suy rong ctia mot ham c6 dau tuy .

Dinh 1y 6.2.9 (Dau hiéu Abel) Gid si cic ham s6 f va g xdc dinh trén [a; +00)
va

(i) f kha tich trén [a;+00),

(i1) g don diéu va bi chan trén [a; +00).

+oo
Khi dé tich phan [ f(z)g(z)dz hoi tu.
a
Dinh Iy 6.2.10 (Dau hiéu Dirichlet) Gid st cic ham s6 f va g zdc dinh trén

[a; 4+00) va
(i) f kha tich trén moi doan hidu han [a; A] vdi moi A € [a;+00) va F(A) =

A
[ f(z)dz bi chan trén |a; +00),

(ii) g don diéu trén [a;+00) va lim g(z) = 0.

r—r—+00

+oo
Khi dé tich phan [ f(z)g(z)dz hoi tu.

6.2.2 Tich phan suy rong ciia ham sé khong bi chin

Goi Rioc([a; b)) 1a tap hop cac ham sb xac dinh trén [a;b) va kha tich trén moi doan
[a;c], a < ¢ < b. Khi d6 néu f € Rjoc([a; b)) thi ham s6

Flc) = / f(z)dz

xac dinh trén [a;b). Néu f khong bi chén trén [¢;b) v6i moi a < ¢ < b thi ta goi b 1a
diém bat thuong.
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Dinh nghia 6.2.11 Cho f € Rye([a;b)). Gidi han (néu cé6) cia ham s6 F(c) =
[ f(z)dz khi ¢ — b~ dugc goi la tich phan suy rong cia f trén [a;b), ky hiéu

b b c
[ f(z)dz. Vay ff(x)dxzcl_i}rlgff(x)dx

c b
Néu gidi han li]%l J f(z)dz hitu han ta noi tich phan suy rong [ f(x)dz hoi tu (hodc
c—=07 ¢ a

b

f kha tich trén [a;b)). Ngugc lai ta néi tich phan suy rong [ f(z)dz phan ky.
a

Tuong t ta ciing ¢6 thé dinh nghia tich phan suy rong trén (a;b] nhu sau:

b

/f dv = lim [ f(z)dz

Nhan xét 6.2.12 Néu mot ham so f bi chan va khd tich Riemann trén |a;b] thi no
cung khd tich trén [a;b) theo nghia suy rong nhu trén. Ngoai ra tich phan suy rong

va tich phan xdc dinh cia f la trang nhau. That vay, goi M = sup |f(x)|, ta cé
a<z<b

b

/b f(2)da / f(x)da| = /b f(a)da| < / |F(@)ldz < M(b— o).

c

Cho ¢ — b~ ta c6 ngay nhan zét trén.

1 c
Vi du 6.2.13 L_dr = = lim arcsinc= Z.
' {m - ({ c1- 2

Vi du quan trong sau day dugc st dung nhiéu trong thiyc hanh.

Vidu 6.2.14 Cho b > a. Khi do cdc tich phan

/ 1 / 1
a/ <—>d/ G-

hoi tu khi va chi khi p < 1.

Tuong tu nhu trusng hop tich phan suy rong véi can vo han, déi véi tich phan suy
rong ctia ham s6 khong bi chin ta ciing c6 cac két qua tuong tu vé sy hoi tu. Ching
han ta c6 cac két qua sau day cho truong hgp can b 1a diém bat thuong.
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Dinh 1y 6.2.15 Gid st f,g € Rie([a;b)) sao cho 0 < f(z) < g(z) vdi moi x €
la;b). Khi d6

Dac biét ta co cac ket luan sau.

b b
a) Néu [ g(x)dz hoi tu thy [ f(x)dx hoi tu.

b b
b) Néu [ f(z)dx phan ky thi [ f(z)dxz phan ky.

Dinh 1y 6.2.16 Gid st f,g € Ripe([a;d)) sao cho 0 < f(x) va 0 < g(z) vdi moi
x € [a;b) va
f(z)

Iim —= =k (0<Ek < .
s oy T RO Sk S 4o0)

Khi dé ta cé cdc két luan sau.

b b
a) Néu k>0 the [ g(z)dz va [ f(z)dz cing hoi tu hodc cing phan ky.
) b b
b) Néu k =0 thi [ g(z)dz hoi tu kéo theo [ f(x)dx hoi tu.

b b
¢) Néu k = +oco tht [ g(x)dz phan ky kéo theo [ f(x)dx phan ky.

b b
Dinh 1y 6.2.17 Gid st f € Ripe([a;)). Khi dé néu [ |f(z)|dx hoi tu thi [ f(x)dx

hoi tu.
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BAI TAP CUOI CHUONG 6
1

1) Khong dung cong thiic Newton-Leibniz hay tinh tich phan [ z2dz.
0

2) Ching minh rang ham s6 f xac dinh tren [0;1] bdi f(0) = 0 va f(z) = 1 néu
1
z # 0 1a kha tich tren [0;1]. Tinh [ f(z)dz.
0
3) Chiing minh Hé qua 6.1.14.
4) Cho vi du vé mot ham f xac dinh trén [0; 1] sao cho | f| kha tich trén [0; 1] nhung
f khong kha tich tren [0;1].
1
5) Cho f lien tuc va khong am tren [0; 1]. Gid sit [ f(z)dz = 0. Ching minh f(z) = 0
0
v6i moi z € [0;1].
6) Ching minh Dinh 1y 6.1.15.

7) Cho f don di¢u trén [a; b]. Chitng minh rang ¢6 ¢ € [a; b] sao cho
b
[ @ = f@)e = a)+ 106 - o)

(Huéng dan: Ap dung dinh 1y gi4 tri trung gian cho ham s6 lién tuc h trén [a; b], véi

h(z) = fa)(z —a) + f(b)(b— z))
8*) Cho ham s6 Riemann

néu z € Q°
néu z="=¢eQ,(m,n)=1,n € mathbbN.

i) = {

3=

Ching minh ham Riemann R kha tich trén [0; 1].

9%) Cho vi du vé mot ham f : [0;1] — [0; 1] vA mot ham g : [0;1] — R sao cho ca f
va g déu kha tich trén [0; 1] nhung g o f khong kha tich trén [0;1]. (Huéng dan: Xét
hai ham & bai tap 2 va 8.)
10) Chiitng minh réng ham sb f xdc dinh trén [0;1] béi £(0) = 0 va f(z) = 2?sin()
néu z # 0 la kha vi tren [0; 1] nhung f’ khong kha tich tréen [0;1].

1

¢
11) Cho f lien tuc tren [0;1] va [ f(z)dz = [ f(z)dz v6i moi ¢ € [0;1]. Ching minh
0 t
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CHUONG 6. PHEP TINH TICH PHAN

6.2. TICH PHAN SUY RONG

f(t) =0 v6i moi t € [0; 1].

b
12) Cho f, g lién tuc trén [a; b] sao cho [ f(z)dx

sao cho f(c) = g(c).

13) Tinh cac tich phan suy rong
+oo

a) { e
+oo

b) [ ze *dx
0
“+o0o

¢) [ e *coszdr (a>0)
0
+Ooacta

d I nx

) 0 (1+22)2

14) Tinh céac tich phan suy rong

1
a) [ %d:p
0

1
b) [Inzdz
0
; d
C) {(2793)\/1733

1
d) [zIn®zdx
0

15) Xét sy hoi tu ctia cac tich phan sau

—+o00
x+1
) | et

+oo
b) [ (1—cos2)dx

! z
c) [ %(e%—cos%)dac

+o0

d) [ e gy

16) Xét su hoi tu ctia cac tich phan sau
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6.2. TICH PHAN SUY RONG CHUONG 6. PHEP TINH TICH PHAN

3
T
—dx

=
+ o
8

S

]

4
|
8

L
<y
S

B

2

17085 T ]

8

@
S—
O =l o
5
3@.
8| =
2
=y
]

17) Tim p € R sao cho cac tich phan sau day hoi tu

+o0 +o0

18) Chiing minh [ Si%dw hoi tu nhung [ ’%‘ dz phan ky.
1 1

dr _ 1oi tu khi khi a < 1.

19*) a) Chiing minh réng I(a) = J lnzvz

C—3

b) Tinh lim I(a)lna.

a—07t
+oo

20)* a) Chiing minh rang [ 2P~le~®dz hoi tu khi va chi khi p > 0.
0

+oo
b) Dat I'(p) = [ 2P~ le ®dx véi p > 0. Ching minh I'(n) = (n — 1)! véi moi
0

n € N.
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Chuong 7

CHUOI SO-CHUOI HAM

7.1 CHUOI sO

7.1.1 Cac khai niém co ban

Cho day s6 (an). Ta goi tong vo han dudi day
o0
a1+a2+...+an+...:2an
n=1

1a mot chudi sé c6 s6 hang tong quat 1a a,.

Ta goi tong riéng thi n clia chudi sé trén 1a téng hitu han sau day
n
Sn:al—i-ag—l—--'—i—an:Zak.
k=1

Dinh nghia 7.1.1 Néu day cic tong riéng (S,) c6 gidi han la S thi ta goi S la tong
o0 o0

cla chuoi s Y, an va viet la Yy, a, = S.
n=1 n=1

oo
Néu S € R thi ta néi chudi s6 Y. a, hoéi tu vé S. Trong cdc truong hop khdc thi

n=1
o0
ta noi chuodi s6 Y. a, phan ky.

n=1

Tt dinh nghia vé téng ctia mot chudi sé ta c6 ngay nhan xét sau.

oo o0
Nhan xét 7.1.2 a) Néu > a, = A va > a, = B thi

n=1 n=1

(an + pbn) = aA+ BB

n=1
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88

néu vé phdi xdc dinh.

o0 o0
b) Gid st chudi s6 S an hoi tu vé S. Ta goi R, = Y. ax la phan du cta
n=1 k=n+1

chudi sau sé hang thi n. Ré rang S, + R, = S va do lim S,, = S nén lim R,, = 0.

o0
¢) Su hoi tu cia chudi s6 >~ ayn khong phu thudc vao hiu han cdic 56 hang dau

n=1
o0 oo
tién. N6i cach khdc chudi s6 Y. an hoi tu khi va chi khi chudi phan du R, = . ag
n=1 k=n-+1

hoi tu vdi moi n € N.

Két qua bén dudi cho ta mot diéu kien can dé kiém tra mot chudi sé hoi tu.

o0
Dinh 1y 7.1.3 Néu chudi s6 > a, hoi tu thi lima, = 0. Néi cich khdac néu day

n=1

(an) khong hoi tu vé 0 thi chudi Y. ay phan ky.

n=1

Ching minh: Do chudi s6 Y a, hoi tu nén lim S,, = S € R. Khi d6 lim S,,_1 = S
n=1
va lima,, = lim(S,, — S,,—1) = 0.

Vidu 7.1.4 Chudi s6 > q" hoi tu khi va chi khi |q| < 1.

n=1
Ap dung tieu chudn Cauchy vé sy hoi tu cho day sb (Sn) ta co6 khang dinh sau.

o0
Dinh 1y 7.1.5 Chudi sb > apn, hoi tu khi va chi khi véi moi € > 0, ton tai N € N
n=1

sao cho ¥n > N,Vp € N ta co

|Snap — Snl = |ant1 + any2 + -+ angp| < e

o0 o0
Dinh 1y 7.1.6 Néu chudi s6 Y. |a,| hoi tu thi chudi s6 > a, hoi tu.
n=1

n=1

B 00 00
Ching minh: Ap dung Dinh 1y 7.1.5 cho céac chudi Y |a,| va Y ap, v6i cha y la
n=1 n=1

’an—i-l +apyo+ -+ an+p| < ‘an-&-l‘ =+ ’an+2’ et ’an-l-p"

a

Chua y 1a chiéu ngugc lai ctia Dinh 1§ 7.1.6 khong ding. Do d6 ngudi ta chia thanh
hai truong hgp nhu sau.
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CHUONG 7. CHUOI SO-CHUOI HAM 7.1. CHUOI SO

[e.°] [e.°]
e Néu chudi s6 > |a,| hoi tu thi ta néi chudi s6 Y a, hoi tu tuyet déi.
n=1 n=1

oo o0 o
e Néu chudi s6 Y. |a,| phan ky va chudi s0 ) a, hoi tu thi ta n6éi > a, ban
n=1 n=1 n=1
hoi tu.

Trong truong hop chudi s6 c6 cic s6 hang khong am thi ta c6 két qua sau day vé su
hoi tu ctia chudi sb.

o
Dinh ly 7.1.7 Chuoi > a, (an, > 0 vdi moi n € N) hoi tu khi va chi khi day cdc
n=1

tong rieng (Sn) bi chdan trén.

Ching minh: Cha y 1a a,, > 0 v6i moi n € N nén (S,) la day tang. Do d6 (S,) hoi
tu khi va chi khi (S,,) bi chén trén.

7.1.2 Céac dau hiéu héi tu

o0
Dinh 1y 7.1.8 (DAau hiéu so sanh): Néu |a,| < b, vdi moin > N va . b, hoi

n=1

o]
tu thi > a, hoi tu (tuyét doi).

n=1

Dinh 1y 7.1.9 (D&u hiéu so sanh dang giéi han): Gid si a,, > 0 va b, > 0 vdi
moin > N va lim ‘Z—: = k. Khi dé ta c6 cic khdang dinh sau.

oo oo
o Néu0 <k < +oo thi chudi s6 Y. an hoi tu khi va chi khi > b, hoi tu.

n=1 n=1

o o
o Néuk =0 thi chudi s6 > b, hoi tu kéo theo . ay hoi tu.

n=1 n=1

oo oo
e Néu k = +oo thi chudi s6 > by, phdan ky kéo theo > a, phan ky.

n=1 n=1

Dinh 1y 7.1.10 (DAu hiéu D’ Alembert) Cho chudi Y. a, va lim

An41
Qn
n=1

=D.

o0
o Néu D <1 thi chuéi Y. a, hoi tu tuyét doi.

n=1

o0
e Néu D >1 thi chuéi Y a, phan ky.

n=1
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7.2. CHUOI HAM CHUONG 7. CHUOI SO-CHUOI HAM

o0
Dinh 1y 7.1.11 (D&u higu Cauchy) Cho chudi Y. a, valim {/|a,| = C.
n=1

oo
o Néu C <1 thi chudi > ay hoi tu tuyét doi.

n=1

e Néu C > 1 thi chudi > ay phan ky.

n=1

oo
Vidu 7.1.12 a) Chudi ), % hoi tu theo dau hiéu D’ Alembert vi ta co
n=1

n 1 L |
=lim——— =lim (1 - =<l
(n+ 1) n+1 e

~ S n Z
b) Chudi ) 5= phan ky theo dau hi¢u Cauchy vi ta co
n=1

C =1lim {/|ay| zlimﬁ2 = +00.
e

Dinh 1y 7.1.13 (D&u hiéu tich phan) Cho ham s6 don diéu f : [1;+00) —
00 +oo

0; +00). Khi dé ta ¢ chudi so6 Y. f(n) hoi tu khi va chi khi [ f(x)dz hoi tu.
n=1 1

(o)
Vi du 7.1.14 Chitng minh ring chudi > % hoi tu khi va chi khi p > 1.
n=1

o0
Dinh 1y 7.1.15 (D&u hiéu Leibniz) Cho chudi dan dau Y. (—1)"a,, trong dé
n=1
o0
(an) la day gidm va tién vé 0. Khi dé chuoi > (—1)"a, hoi tu.
n=1
00 n ) .
Vidu 7.1.16 Chuoi Y, (_Tl) hoi tu theo ddu hiéu Leibniz vi day s6 (1) la day
n=1

gidm tien ve 0.

7.2 CHUOI HAM

7.2.1 Hoi tu diém - Hoi tu déu

Cho day cac ham s6 (fn(z)) cing xac dinh trén mot tap hgp X C R. Khi d6 ta goi
biéu thitc

fi@) + fol@) + -+ fal@) + - =Y ful@)
n=1
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CHUONG 7. CHUOI SO-CHUOI HAM 7.2. CHUOI HAM

14 chudi ham trén X.

Téng hitu han

Sn(@) = f1(x) + fol@) + - + fulx) =D fil@)

o0
v6i x € X dudc goi la tong rieng thit n ciia chudi ham Y. f,(x) trén X.

n=1

o
e Néu tai zg € X chudi s6 Y. fn(xo) hoi tu (tuong ting, phan ky) thi ta goi o

n=1

o0
la diém hoi tu (tuong tng, diém phan ky) ctia chudi ham > f,(z).

n=1

o
e Tap hop cac diém hoi tu clia chudi ham Y f,(x) dudc goi 1a mién hdi tu

n=1
o0
ctia chudi ham d6. Nhu vay néu goi D 1a mién hoi tu ctia chudi ham Y f,,(z)
n=1

oo
thi v6i mdi x € D, chudi s6 Y. fn(x) sé hoi tu vé mot s6 S(x). Khi dé ta noi
n=1

oo
chudi ham 3 f,(x) hoi tu timg diém vé ham sbé S(z) trén D, ky hieu
- n=1
S fulw) = S(z), ¥z € D.
n=1
Noi cach khac

Y folz) =S(z),Vz € D <= Vo € D,VYe > 0,IN € N,;n > N = [Sp(2)—S(z)| < e.
n=1

o0
e Ta no6i chudi ham Y f,.(z) hdi tu déu vé ham sé S(x) trén D, ky hicu
n=1

§ fn(z) = S(x),Vz € D néu
n=1

Ve >0,IN € Nyn > N =[Sy (x) — S(x)| < ¢,V € D.

Mot cach tuong duong, ta co

> fulx) £ S(x), ¥z € D <= limsup|Sy(z) — S(z)| = 0.
n—1 zeD

o0
R0 rang néu chudi ham 3 f,(z) hoi tu déu vé ham s6 S(z) trén D thi chudi
n=1

ham d6 sé hoi tu ting diém vé S(z) tren D nhung chiéu nguge lai khong ding.
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92

Dinh ly 7.2.1 Chudéi ham > fn(x) hoi tu déu vé ham S(x) trén D khi va chi khi

n=1

Ve > 0,3N e NyVm,n € Nym > N,n > N = |S,,(x) — Sp(z)| < ¢e,Vz € D.

Dinh 1y 7.2.2 (DAu hiéu Weierstrass vé sy hai tu déu)
[ee]
Gid st | fn ()| < apn vdi moi n € N va vdi moi x € D. Khi dé néu chudi s6 > ay

n=1

hoi tu thi chudi ham Y fo(x) hoi tu déu trén D.

n=1

[oe)
Vi du 7.2.3 Tim mién hoi tu, hoi tu tuyét doi cia chudi ham Y %x”
n=1

n2

o0
Vi du 7.2.4 Xét chudi ham Y. <02 T c6
n=1

cos(nx)
2

1
< —,VneN,Vz eR.
n

n

o0
Ma chuoi so ). # hot tu nén theo dau hiéu Weierstrass ta suy ra chuoi ham
n=1

n2

S cos(na) s
S 25 hoi tu déu trén R.
n=1

o0
Vi du 7.2.5 Ching minh chudi ham Y. x3e™"® hoi tu déu tren [0; +00).

n=1

o0
Vi du 7.2.6 Chudi lay thia > z" hoi tu déu trén doan [0;c] vdi 0 < ¢ < 1 bat ky
n=1
vl
2" <", Vn € N,V € [0; (]
~ z s}
va chuoi so Y, " hoi tu.
n=1
~ x N
Tuy nhién chuoi liy thia Y, x™ khong hoi tu deu trén [0;1).
n=1
7.2.2 Ung dung cia su hoi tu déu

Su hoi tu déu sé bao toan céc tinh chat kha tich, lien tuc hay kha vi khi chuyén tit
oo

cac ham (f,(x)) sang chudi > f,(z). Hon nita ta con c6 thé liy dao ham hay lay
n=1

tich phan ting sé hang ctia mot chudi ham khi chudi dé hoi tu déu.
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CHUONG 7. CHUOI SO-CHUOI HAM 7.2. CHUOI HAM

o0
Dinh ly 7.2.7 Cho chudi ham > fn(x) hoi tu déu vé f(z) trén D. Khi dé néu vdi
n=1

moin € N cdc ham f,, lién tuc trén D thi f cing lién tuc trén D.

Dinh ly 7.2.8 Cho chudi ham > fn(x) hoi tu déu vé f(x) trén doan [a;b]. Khi dé
n=1

néu vdi moin € N cdc ham f,, khd tich trén [a;b] thi f ciing khd tich trén [a;b]. Hon
nda ta co

b b, o b
a/f(:v)dx:a/ (;fn(x)> dx:;la/fn(x)dx.

Dinh ly 7.2.9 Gid st (f.(z)) la mot day cdc ham sé khd vi trén [a;b] théa man
cic diéu kiéen sau:

(i) Ton tai x € [a;b] sao cho > fn(xo) hoi tu.
n=1

(ii) Chudi > f!(x) hoi tu déu vé mot ham g(x) trén [a;b].
n=1

Khi d6 > fu(x) hoi tu déu vé mot ham f(z) trén doan [a;b] va f'(x) = g(x) vdi
n=1

moi x € [a;b], tic la

(Z fn($)> = fi@).
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7.2. CHUOI HAM

CHUONG 7. CHUOI SO-CHUOI HAM

BAI TAP CUOI CHUONG 7

1) Tim tong clia cac chudi s6 sau

o0 [e.°]
2) Chiing minh ring néu cac chudi s6 > a2 vd Y. b2 hoi tu thi cac chudi s6 sau

ciing hoi tu.
o

a) > |anbn|

n=1

lan|

n

18

b)

n=1

n=1 n=1

o0 [e.°]
3) Chitng minh ring néu chudi sé duong Y a, hoi tu thi Y a2 ciing hoi tu. Chiéu

ngudc lai ¢6 ding khong?

n=1 n=1

o
4)* Cho (ay) la day cac s6 duong gidm, tién vé 0 sao cho >_ a, hoi tu. Chiing minh

rang lim na, = 0.

5) Xét sy hoi tu ciia cac chudi s6 sau

o
a) Y, vVnZ+n—n
n=1

o0

b)

S|

: ™
SHlZV%

3
Il
—

1

tan mo=
arctan 'z

(18

c)

3
Il
_

2
18

1
In (1 + tan m)

3
Il
—

6) Xét sy hoi tu clia cic chudi s6 sau

94

n=1
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CHUONG 7. CHUOI SO-CHUOI HAM

7.2. CHUOI HAM

0 n(n—1)
n—1
9 2, (1)
d) 21 ety

e) Z WVOIPGR
n=1

f) 21 ln(lnl)

7) Xét sy hoi tu ctia cdc chudi dan dau sau

3 5 (-1
b) 3 (- >"n2121+2
c) i ,v6ip R

)Z[n—l-( 1) s, voipeR

8) Tim mién hoi tu, hoi tu tuyet d6i va ban hoi tu ciia cac chudi ham sau

a) . nz"
n=1

b) > ne ¥
n=1

9) Dung dau hieu Weierstrass chiing minh cac chudi ham sau hoi tu déu trén mién

da cho

o8

a) Zﬁlng,,xeR

b) > JHML. 2z e R

n=1
o0
c) > mﬁ, x € [0;+00)
n=1
o
d) Y a3 2 € [0; +00)
n=1
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10) Duing phuong phap dao ham hogc tich phan timg sé hang, hay tinh cac tong sau

f) 1.20 +2.32%2 +3.423 + ...
ON TAP CUOI KHOA

Chuong 2:

Yéu cau vé ly thuyét: Hiéu va van dung dudc céc phan sau.
e Céac khai niém vé can trén, can dudi, sup, inf clia mot tap hop.
e Cac dac trung tuong duong cua sup, inf.

e Nguyén Iy Supremum - Nguyén 1y Quy nap Toan hoc - Nguyén 1y Archimedes
- Tinh trit mat ctia @ va Q¢ trong R

Yéu cau vé thie hanh: Giai dude cac bai tap 8-12, 14.

Chuong 3:

Yeu cau vé Iy thuyét: Hiéu va van dung dudc céc phan sau.

Day hoi tu, day c6 giéi han oo

Cac tinh chat vé thit ty clia gidi han day so6, dic biét 1a Nguyén 1y kep.

Dinh 1y hoi tu don diéu Weierstrass.
e Day con va dinh 1y Bolzano-Weierstrass.

Day Cauchy va tiéu chuan Cauchy.

Yéu cau vé thiec hanh: Giai duge cac bai tap 1-4, 9-12, 14 va 19.

Chuong 4:

Yeu cau vé ly thuyét: Hiéu va van dung dudc céc phan sau.
e Khai niem lan can, diém giéi han va diém co lap.

e Dinh nghia chung vé giéi han ham s6 qua ngon ngit lan can, cdc dinh nghia
gi6i han ham s6 qua ngon ngit bat ding thic va ngon ngit day sb.
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e Khai niem ham s6 lien tuc va dic trung tuong duong bang day s6 hoi tu.
e Khai niém ham s6 lién tuc déu va dic trung tuong duong bang day s6.

e Cac dinh 1y quan trong: Dinh Iy gia tri cuc bién Weierstrass va Dinh 1y gia tri
trung gian.

Yeu cau vé thyc hanh: Giai duge cac bai tap 3-5, 7 (a va b), 10, 13-15, 18.
Chuong 5:

Yeu cau vé 1y thuyét: Hiéu va van dung dude céc phan sau.

e Khai niem dao ham va vi phan ctia mot ham s6 trén mot tap mé D.

e Nhan xét 5.1.2.

Dinh nghia cta cac 16p C™(D) va C*(D).

Cac dinh ly gia tri trung binh: Fermat va Lagrange.
Quy tac L’ Hopital.

Khai trién Taylor véi cac phan du Peano va Lagrange. Khai trién Maclaurin
cho mot s6 ham so cap co ban.

Yéu cau vé thye hanh: Gidi duge cac bai tap 1-2, 6, 9-10, 12-14, 16.
Chuong 6:
Yéu cau vé ly thuyét: Hidu va van dung dudc cic phan sau.
e Khai niém tich phan suy rong v6i can vé han.
e Khai niém tich phan suy rong v6i ham s6 dudi dau tich phan khong bi chan.
e Cac dau hiéu so sanh.
e DAu hiéu hoi tu tuyet doi.
Yéu cau veé thiye hanh: Gidi duge cac bai tap 1-5.
Chuong 7:
Yéu cau vé ly thuyét: Hiéu va van dung dudc céc phan sau.
e Chubi s6 hoi tu va tieu chuan Cauchy vé su hoi tu ctia chudi sb.
e Cac dau hieu hoi tu: So sanh, Cauchy, D *Alembert, Leibniz va tich phan.
e Chudi ham hoi tu diém, chudi ham hoi tu déu.
e Chitng minh chudi ham hoi tu déu bang Dinh 1y Weierstrass vé sy hoi tu déu.

Yéu cau vé thye hanh: Giai dude cac bai tap 1, 5-9.
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DE MAU
Cau 1: a) Tinh lim<n§%1+n?—i2+---+n§1—;)-
b) Tinh lim (4 l).
z—0

tan(sinz) =

Cau 2: a) Cho ham s6 lien tuc f : [0; 5] — [0;1]. Chiing minh réng phuong trinh
f(z) = cosx ¢6 it nhat mot nghiem trong [0; ).
b) Chitng minh ham s6 f(z) = 23 + 2% 4+ z khong lién tuc déu trén R.

23, néu z€Q
—3, néu ¢ Q

b) Cho f € C*(R). Gia st lim f(x) =a € R va 11)111 f"(x) = 0. Chiing minh

T—r+400

Cau 3: a) Xét tinh kha vi ctia ham s6 f(x) = {

rang EI—P f(x)=0.

1
Cau 4: a) Tinh [ zInzdz.
0

+oo
b) Tim p € R sao cho of &dx hoi tu.

o0 n
Cau 5: a) Tim mién hoi tu D ctia chudi ham > % <1f$2> )

n=1

o0 n
b) Chiing minh chudi ham > % (lfo) hoi tu déu trén D.
n=1
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