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Gigi thiéu

Day 1a gifo trinh cho cac mon toan Vi tich phan 1 cho khéi B va C (cdc nganh ngoai toan)
do Bo mon Giai tich (Khoa Toan-Tin hoc, Truong Dai hoc Khoa hoc Ty nhién - Dai hoc
Quéc gia Thanh phdé Ho Chi Minh) chit tri bién soan.

e Tham gia bién soan: Vi D6 Huy Cuong, Ly Kim Ha, Nguyén Vi Huy, Bui Lé Trong
Thanh, Nguyén Thi Thu Van, Huynh Quang Vi

e Tham gia danh miy LaTeX: H6 Thi Kim Van
e Tham gia vé hinh: Nguyén Hoang Hai
e Ngudi bién tap hién nay: Huynh Quang Vii. Lién hé: hqvu@hcmus.edu.vn

Trang web Tai liéu hd trg mon hoc ciia Bé mon Giai tich c6 6:
http://www.math.hcmus.edu.vn/giaitich

Day la ban thao, dang dugc tiép tuc chinh sita b sung. Céc gop ¥ vui long gdi vé cho
nguoi bién tap.

D6i tugng cia gido trinh

Sinh vién cédc nganh cong nghé thong tin, dién tt - vién thong, hai duong, khoa hoc vat
lieu, vat 1y (mon toan B) va dia chat, hoa hoc, moi truong, sinh hoc, cong nghé sinh hoc,
... (mon toan C). Sinh vién nganh toan ciing c6 thé dimg gido trinh nay lam tai licu tham
khao.

Muc tiéu cua gido trinh

Gi4o trinh nham dung lam tai liéu gidng va hoc phép tinh vi phan va phép tinh tich phan
ctia ham mot bién, véi trinh do tuong dong véi mot s6 gido trinh vi tich phan phd bién
quoc té nhu [Stel6], sat v6i chuong trinh dao tao hien hanh ctia Truong Dai hoc Khoa
hoc Ty nhién - Dai hoc Qudc gia Thanh phé Ho Chi Minh. Muc tiéu chinh gom: trang
bi hiéu biét khoa hoc dai cuong, rén luyén kha nang tu duy chinh xac va tinh toan dinh
luong, cung cap cong cu toan hoc cho ciac nganh khoa hoc ki thuat.

Viéc giang day ciia giang vién trén 16p cting nhu viéc hoc va ty hoc ctia sinh vién khong
nhét thiét theo hét noi dung gido trinh. Dé phuc vu nhiéu déi tuong sinh vién, gido trinh
da chita nhiéu chitng minh chinh x4c cho cdc ménh dé, nhiéu vi du va bai tap tit dé hon
t6i kho hon, vd mot s6 phan nang cao. Mdi giang vién va sinh vién cé thé chon bd qua
mot s6 noi dung, dé nhitng phan con lai dé tu hoc them. Déi v6i toan C c6 thé giam bét
mitc do chat ché va chi tiét trong céc 1y luan va c6 thé gidm céac bai tap vé cac phan nay.
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Phuong phap day va hoc

Muc tiéu s pham nhan manh: hiéu khai niém, ting cuong nang luc tu duy va ning luc
tinh toan, tiép xtc v6i mot s6 ting dung. Viéc gidng day va hoc tap nham t6i ca 3 tieu chi
trén, khong qua tap trung mot tiéu chi ma bd qua mot tiéu chi nao:

Ve

Hiéu cac khai niem, két qua va phuong phap chinh;

Phat trién tu duy bang viéc théo luan mot s 1y luan toan hoc chit ché. Céac khai
niem khac khi c¢6 thé sé gidi thich & mitc do nhat dinh. B6 sung cac giai thich tryc
quan, dinh lugng va miéu ta y tudng;

Tang cuong ki ning tinh toin, huéng dan sinh vién sit dung phan mém tinh toan;

Giéi thieu mot s6 vi du tng dung cu thé.

day va hoc ing dung

Viéc gidi thiéu cac ting dung vao nganh khoa hoc ky thuat cu thé dugc quan tam, xuat
hién nhu trong giai thich vé khai niéem dao ham, mo hinh dan s6, bai toan cuec tri, ... Tuy
nhién can luu ¥ nhitng diém sau:

()

(b)

Ham luong tng dung dudc thio luan trén 16p bi han ché béi thai luong danh cho
mon hoc, vi vay sinh vién can danh thsi gian tu hoc.

Dé c6 thé tng dung dudc toan hoc thudng can trinh do chuyén mon tuong déi cao
trong nganh khoa hoc kj thuat. Ching han, mudn ap dung dudc phép tinh vi tich
phan vio mot nganh thi phai ¢ trinh do c6 thé xét nhitng mo hinh c6 tinh lien tuc
trong nganh doé.

Toan hoc c6 chitc nang chinh 14 nghién cttu chung nhitng quan hé s6 luong, hinh
dang, cau tric bang phuong phap suy luan logic. Viéc ap dung céc hiéu biét chung
d6 vao timg linh vuce thuc té cu thé thuong la cong viéc ciia nhitng chuyén gia trong
cac linh vyc nay.

Vi thé sinh vién cac nganh khoa hoc kj thuat nén hoc tot cac mon toan vi tich phan
dé c6 thé tng dung ching vao nganh ctia minh khi hoc cAc mon chuyén nganh nang cao

veé sall.



Chuong 1
So6 thuc va Ham so thuc

1.1 S6 thuc

1.1.1 Tap hgp va anh xa

Trong toan hoc duong dai tap hop dudc coi 14 mot trong nhitng khai niém ban dau, ti
d6 dung mot s6 qui tac suy luan nhat dinh ngudi ta xay dung cac két qua méi. Nhu thé
chiing ta khong dinh nghia tap hop. C6 thé hinh dung mot tap hop 1a mot sy ghép nhom
cac doi tugng c6 tinh chat chung nao dé. Cac ddi tugng dé goi la cac phan ti ctia tap hop
dang xét.

Néu z 1a mot phan ti ciia tap hop A, ta ki hieu = € A va doc 14 “x thuoc A”. Néu =
khong 1&4 mot phan tit ciia tap hop A ta ki higu 1a z ¢ A va doc 1a “z khong thuoc A”.
Tap hop khong chita phan tit ndo dude goi 1a tap hop rong, ki hicu 1a (.

Dé mo t4 mot tap hgp ngudi ta thudng dung hai cach sau:

(a) Liet ke cac phan ti ctia tap hgp d6. Vi du néu tap hop A chia ding 4 phan ti x,
y, z va t thi ta viet A = {z,y,2,t}. Hay tap hgp B gom cac ngay trong tuan dugc
viét 1a

B = {tht hai, thi ba, tht tu, thi nam, tht sdu, thi bay, chi nhat}.
Cach nay thudng duge ding dé mo ta cac tap hop cé it phan tit.

(b) Chi ra nhiing tinh chat ma céc phan tit ctia tap hop dé c6 va chi cdc phan tit d6 méi
c6. Gia stt A la tap hgp cac phan tt ¢6 tinh chat P, ta viet A = {z|P}. Vi du tap
hop C gom céc sinh viéen nam nhét 13 nam c6 thé dugc viét l1a:

C = {sinh vién ndm nhat |sinh vién la nam}.
Phuong phap nay thuong diing dé mo ta céc tap hop c6 nhiéu phan ti.

Dé biéu dién mot tap hop mot cach truc quan ta cé thé ding biéu do nhu trong Hinh
11

Néu moi phan ti ciia tap A cling 1 phan t ctia tap B thi ta néi A 1a tap con ctia B
va ki hieu A C B.

Vi du 1.1.1. Cho A = {x,y,z} vi B={x,y, z,t} thi A C B.

Néu mdi phan tit ctia tap hgp A déu thudc vé tap hop B va nguge lai, mdi phan tit
clia tap hop B deéu thuoc vé tap hgp A thi ta n6i A va B bang nhau hay trung nhau, ki
hieu A = B.
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Hinh 1.1.1: Biéu d6 biéu dién tap hgp chita 4 phan ti.

Cac phép toan trén tap hop

Hop hay hoi clia hai tap hgp A va B 1a tap hgp gom tat ci cac phan tit clia A va tat ci
cac phan tit ctia B, ki hieu AUB. Vay r € AUB <= (z € A hoiic z € B).

Vi du 1.1.2. Cho A = {a,b,x,z} vi B ={a,c,x,y} thi AUB = {a,b,c,z,y, z}.

Giao cia hai tap A va B la tap hop gom tat ci cac phan tit ciia A ma ciing 14 phan
ti ctia B, ki hitu ANB. Vayz € ANB <= (r € Avaz € B).

Vidu 1.1.3. Cho A ={a,b,z,2z} vdi B={a,c,z,y} thi AN B = {a,x}.

Hiéu clia tap A va tap B la tap gom tat ca cac phan ti clia A ma khong thuoc B, ki
hieu A\B. Vayx € A\ B <= (v € Avaxz ¢ B).

Vidu 1.1.4. Cho A = {a,b,z,z} va B ={a,c,z,y} thi A\ B ={b,z}.
Néu A C E thi E\ A dugc goi 14 phan bu cia A trong E.
Vidu 1.1.5. Cho A = {a,b,z,z} vi E = {a,b,c,z,y,z} thi E\ A = {c,y}.

Tich cia tap hgp A véi tap hop B la tap hgp gom tat ca cac cdp c6 thi tu (z,y) véi
x€ Avaye€ B, ki hieu Ax B. Vay (z,y) € Ax B <= (r € Avay¢€ B).

Vi du 1.1.6. Cho A = {a,b} va B = {z,y} thi A x B ={(a,z),(a,y), (b,x), (b,y)}.

Anh xa

Ta hinh dung mot dnh za f ti tap hop X dén tap hop Y 1a mot quy tac cho tuong
tng mdi phan tt € X v6i mot phan tit duy nhat y cia Y. Ngusi ta thuong ky hieu la
f:X =Y, 2~ y= f(x). Tap X goi la tap hop ngudn, hay mién xdc dinh cltia anh xa,
tap Y goi la tap hgp dich ciia anh xa. Phan tt y dudce goi 1a dnh ciia = va phan tit x dudge
goi 13 mot tién anh ctia y.

Cho A 1a tap con bat ki ctia X, tap hgp tat cd cac anh clia cidc phan ti clia A qua
anh xa f dugc goi la d&nh cia A qua f, latap f(A)={yeY |z € A,y = f(z)}.

Anh ctia mién x4c dinh X dudgc goi 1a mién gid tri ciia 4nh xa f va dudc ky hieu bsi
FX) / | \

Cho B la tap con bat ki clia Y, ta goi tdp hgp cac tien anh cla cac phan t trong B
qua anh xa f 1& tién anh clia B qua f va dudce xac dinh béi

fH(B) ={z € X| f(z) € B}.

Mot 4nh xa 1a mot don dnh néu hai phan tit khac nhau c6 hai &nh khac nhau. Bang
ki higu, diéu nay c6 thé dugc viét 1a véi moi x1,z2 € X, néu 1 # 9 thi f(x1) # f(22).
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Mot anh xa 1a mot toan dnh néu moi phan tit ctia tap dich déu 1a anh, tic 1a moi
phan tit ciia tap dich déu c6 tién dnh. Bing ki hieu, diéu nay c6 thé duge viét 1a véi moi
y €Y ton tai x € X sao cho y = f(z); hay noi cach khac, f(X) =Y.

Mot anh xa la mot song dnh néu né vira 1a mot don anh vita 13 mot toan anh.

Anh xa Pon anh

Toan anh Song anh

Hinh 1.1.2: Biéu do minh hoa &4nh xa, don anh, toan anh, song anh.

Gia st f : X — Y 1a mot song anh thi véi bat ky y € Y ton tai duy nhat mot phan ti
x € X sao cho f(x) =y. Khi d6 anh xa ¢ : Y — X xéac dinh béi g(y) =z <— y = f(x)
dugc goi 1a dnh xa ngudc clia f, va thuong duge ki hieu 1a f~!. Xem Hinh

Hinh 1.1.3: Biéu d6 minh hoa anh xa ngugc.

Vi du 1.1.7. Cho f: R — R xac dinh béi f(z) = 2z + 1. Dat y = f(x) = 2z + 1, thi
x = (y—1)/2. Vay f la mot song anh véi d&nh xa nguge 1a f~1(y) = (y — 1)/2.
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1.1.2 Vai quy tac suy luan toan hoc

Toan hoc phat trién bang cach xuat phat tit mot sé6 nhd khai niem va tien dé dudc thita
nhan roi suy dién theo mot sé nho cac quy tiac ra nhitng két qua mdéi. Diéu nay khién cho
cac Iy luan va két qua trong toan hoc c6 tinh chit ché va chinh x4c cao hon so véi trong
mot s6 linh vite hoat dong khac clia con ngudi.

Ménh dé toan hoc

Cac két qua trong toan hoc duge trinh bay nhu nhitng ménh dé. Mdi ménh dé toan hoc c6
mot trong hai gia tri: ding ho#c sai. Vi thé toan hoc khong chap nhan mau thuin: khong
thé c6 mot menh dé vira ding vira sai.

Vé6i ménh dé A thi ménh dé dang khi va chi khi A sai duge goi 13 ménh dé phu dinh
ctia ménh dé A, thudong duge ki hieu la A.

Vi du 1.1.8. Phii dinh ctia ménh dé x € A 1a ménh dé = ¢ A.

V6i hai ménh dé A vd B, ménh dé mdi “A hay B” 1a dung khi va chi khi c6 it nhat
mot trong hai ménh dé A va B la ding. Phii dinh cta “A hay B” 1a “khong A va khong
B”, nghia 1a khong c6 diéu nao trong A va B xdy ra cd. Ménh dé “A va B” la dang khi
va chi khi cd hai A va B 1a dung. Phii dinh clia ctia ménh dé nay 1& “khong A hay khong
B”, nghia la it nhat mot hai dieu A hay B khong xAy ra.

Gia sit mbi phan tit = thudc tap D tuong ing v6i mot menh dé T'(z). Ménh dé 3z €
D, T(x) nghia la ton tai phan tit # thuoc D ma meénh dé T'(z) 14 ding. Pht dinh ctia ménh
dé nay 1a Vo € D, T(x), nghia la v6i moi phan t z thuoc D thi ménh dé T'(z) la sai.

Meénh dé Va € D, T(x) nghia 1a v6i moi phan t1t z thuoc D thi ménh dé T'(z) 1a dung.
Phtt dinh ctia ménh dé nay 1a 3z € D, T(x), nghia 1a c¢6 it nhat mot phan ti x thuoec D
ma ménh dé T'(z) 1a sai.

Suy dién va chitng minh

Meénh dé A = B dugc doc 1a “A dan t6i B” hay “A suy ra B” la dang khi va chi khi A
ding va B dung, hodc A sai. Ménh dé nay sai khi va chi khi A ding va B sai. Nhu vay
xuat phat tit mot gia thiét ding, qua mot suy luan diang, ta phai duge mot két luan dung.
Xuét phat tit mot gid thiét sai thi cho di1 suy luan ding di nita ta vAn c6 thé thu dugc
mot két luan sai.

Phti dinh ctia “A dan téi B” 14 “A va B”, nghia la ¢c6 A nhung khong c6 B.

Luu y rang ménh dé A = B khong ciing tinh ding sai véi ménh dé ddo cia né la
ménh dé B = A, ma ciing tinh ding sai véi v6i ménh dé phdn ddo clia né la ménh dé
B = A (néu khong c6 B thi khong c6 A).

Mot chitng minh trong toan hoc la vieéc khang dinh mot ménh dé toan hoc A 1a ding
bing cach chi ra mot day cac suy luan tit cic ménh dé khac da duge biét 1a diung di t6i A.

D@ chitng minh ménh dé Vz € D, T(x) ta phai chi ra ring vé6i tit cd x € D ménh dé
T(x) 14 diung. Ngugc lai, chi can ton tai mot z € D ma meénh dé T'(x) 1a sai (mot phdn
vi du) thi ménh dé Vz € D, T(z) 1a sai. Ta thay thuat ngit “chiing minh” trong toén hoc
doi hoi ta khong thé khing dinh diéu gi khi chua kiém tra tét cd cac truong hop c6 thé
x4y ra.
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Tap hop cac sé nguyén

Trai qua qua trinh thay déi theo thoi gian con ngusi dan dan hinh thanh nhitng khai niem
s6 lugng dé mieu ta thé gisi. Tap hop cac s6 tu nhien

N={0,1,2,3,4,..}

duge hinh thanh trong quéa trinh dé 1a co s ctia phép dém trong doi séng. Dan dan do nhu
cau ciia doi séng tap hop cac s6 tu nhién duge mé rong thanh tap hop Z cac sé6 nguyeén,
bao gom céac s6 nguyén duong va cidc s6 nguyén am, ciing véi sd6 khong 0:

Zo=1{—4,-3-2-1,0,1,2,3,4,..}.
Tap hop céac s6 nguyén duong dude ki hicu 1a ZT:
7T ={1,2,3,4,...}.

Cac tien dé vé sd nguyen duge dua ra vao cudi thé ki 19, gid thiét sy ton tai duy nhat cta
tap hgp nay, véi cac phan ti dic biet 0, 1, phép cong, phép trit, phép nhan, phép so sanh,
théa cac tinh chat ma ta di quen thudc tit toan phd thong.

Di cling vé6i tap hop cac s6 nguyén 1a khai niém “vo han”. Mot tap hgp 1a hitu han
néu ta c6 thé danh sé tap hop doé, tic 1a dém tap dé, bing cac sd nguyen tit 1 t6i mot s6
nguyén duong nao d6. Néu mot tap hop khong 1 hitu han thi ta néi né 1a vé6 han. Nhu
vay tap hgp céc s6 tu nhién va tap hgp cac s6 nguyén 1a vo han.

Dé kiém tra mot tinh chat la ding cho moi s6 tu nhién, tit cac tinh chat ciia tap sb tu
nhién ta c¢6 phép qui nap hay con goi la nguyén li qui nap toan hoc, la moét cach chinh
xéc trong toan hoc dé tdng quét héa tit nhitng trudng hgp don 1é. Phuong phap nay co
ban néi rang, néu ta chi ra duge rang hé meénh dé 1a ding v6i mot s6 nguyén thi né la
dting vdi s6 nguyén tiép theo, va ménh dé 1a ding véi s6 nguyén duong dau tién, thi ménh
dé 1a dung véi moi s6 nguyen duong.

Ménh dé 1.1.9 (Phép qui nap). Gid s ng la s6 ty nhién nao dé va véi moi so6 tu
nhién n > ng thi T'(n) la mot ménh dé vdi gia tri phu thudc gia tri cia n. Néu

(a) T(ng) la ding,
(b) vdi moi s6 ty nhién k > ng, néu T(k) la ding thy T(k + 1) la ding,
thy T'(n) la ding véi moi so tu nhién n > ng.

Vi du 1.1.10. Chitng minh rang véi moi sé6 nguyén duong n thi n < 2".
Goi T'(n) 1a ménh dé n < 2", ta mudn ching minh rang 7'(n) 1a ding v6i moi n € Z™.
Ta kiém tra:

e V6in=1,tacé 1< 2 =2 vay T(1) la ding.
o V6in =2, tacé?2<2?=4, vay T(2) la ding.
e V6in =3, taco3<2=28, vay T(3) la ding.
o V6in =4,tacé4<2* =16, vay T(4) la ding.

Trong tat ca cac truong hgp ma ta tinh thit thi ménh dé 7T'(n) déu dang, nhung tat nhien
nhiing trusng hgp rieng dé khong di dé ta két luan 7'(n) ding v6i moi n. Ta c¢6 thé dimg
phuong phap quy nap.
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Gia st T'(k) la ding v6i mot s6 nguyen duong k nao do, tic la k < 2F. Bat déng thric
nay dan t6i k + 1 < 28 + 1. Ta ¢6 thé dy doan 2% 4+ 1 < 28+, Thuc vay

2F 11 <2kt s 2k 11 < 2.9k

— 1< 2k

Vi 2F bing tich ctia k s6 2 nén 16 rang 28 > 1. || Néu thyc sy mudn kiém tra ring véi moi
s6 nguyen duong k thi 2* > 1 ta c6 thé lai diing phép qui nap.

Bay gid ta ¢6 k+ 1 < 2% + 1 < 281 Vay T'(k + 1) 1a ding.

Nguyén Ii qui nap toan hoc khang dinh T'(n) ding véi moi sé6 nguyén duong n.

1.1.3 Tap hdp cac sb thuc

Dan dan ngudi ta c6 nhu cau chia mot Iugng thanh nhiéu phan va miéu ta do 16n ctia mdi
phan, chédng han chia mot doan thing c6 chiéu dai 1 thanh 2 phan bing nhau thi chiéu
dai méi doan 1a bao nhiéu? T d6 hinh thanh khai niém phan s6. Cac phan s, 1a cac cip
c6 thit ty hai sb nguyeén, thudng duge viét dusi dang ti s6 2. Sau nay chiung duge goi la
cac s6 hitu ti (nghia I c6 ti s6). Tap hop cac s6 hitu ti c6 thé duge micu ta 1a

Q:{%]mez,neZ\{O}}.

T thoi Pythagore hon 2500 nam trudc ngudi ta nhan ra néu mot hinh tam giac vuong
c6 canh goéc vuong co6 chiéu dai bang 1 thi chiéu dai clia canh huyén phéi ¢6 binh phuong
bing 2, nhung mot 1i luan toan hoc cho thay khong c6 s6 hitu ti ndo c¢6 binh phuong bang
2, xem Bai tap Nhu vay trong mo hinh ciia ta vé thé gii con thiéu nhitng dai lugng
nhéat dinh, ma ta goi la cac s6 vo ti (khong 6 ti s6).

Sau nay khi hé dém co s6 10 tré nén phd bién ngudi ta thudng tuong ting mdi sé hitu
ti v6i mot day céc sb6 tu nhién tir 0 t6i 10, duge goi 1a biéu dién ctia s6 nay theo hé co s
10, con dugce goi 1a dang thap phan. Theo cach nay cé nhitng s6 hitu ti c6 dang thap phan
hitu han nhu 5 = 0,35, va ¢6 nhitng s6 hitu ti ¢6 dang thap phan vo han tudn hoan nhu
3 — (,428571428571428571428571 - - = 0,(428571). | M3i day thap phan vo han khong
tuan hoan tuong ng v4i mot s6 vo ti.

Tap hgp tat ca cac s6 hitu ti va s6 vo ti duge goi 14 tap hgp céac s6 thuc R.

Cac tap hgp trén c6 quan he NC Z C Q C R.

Ngusi ta thuong biéu dién tryc quan tap cac so6 thyc bang hinh vé mot dudng thing
duge dinh huéng trén mat phéng, duge goi la truc sb thuc, trén dé mdi diém dai dién cho
mot sbé thuec.

k
b = F

Hinh 1.1.4: Truc sb thuec.

Ld rang”, “hién nhien”, hay “dé& thiy” 1 céch néi thudng gap trong tai lidu toan, ham ¥ ring theo téc
gia thi viec ménh dé dang xét 1a ding 1a quen thudc, hodc cé thé duge kiém tra néu mudn ma khong mét
nhiéu cong sttc bdi nhitng ngudi & trinh dé ma tac gid huéng téi. Tuy vay néu ngudi doc khong thiy né la
hién nhién thi vn c6 thé thi kiém tra.

2Trong tai liéu nay ta ding qui tic ki hicu sé thap phan ctia Viét Nam, giéng nhu 8 nhiéu nuée khac
nhu Phap, Nga, ¢ d6 phan nguyén v phan thap phan dugc tach biet béi ddu phay “. Mot sé nude nhu
Anh, M§ thay vao d6 diing ddu cham “.”. Do sy phd bién cia méy tinh va phan mém tit M§ ma diu chim
dang dugce diing nhiéu hon, dic biet 1a khi dimg méy tinh, ngusi doc can chi § téi ngit canh dé khéi bi
nham 1an.
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Ching ta khong di sau hon nita vé cac khéai niém vé s6 thyc ma chi thita nhan ring
tap hop cac s6 thuce c¢6 nhitng tinh chat thuong dung, bao gom cac phép toan nhu phép
cong va phép trir, phép nhan va phép chia, cac tinh chat ciia chiing nhu tinh két hgp, c6 s6
déi, c¢6 s6 nghich ddo, tinh phan phdi giita phép cong va phép nhan, v mot thit tu tuong
thich vé6i thi ty trén cac sd tit nhién ma ta quen dung .. ..

Cho tap A C R.

e Ta néi tap A 1a bi chdn trén néu c6 mot s6 thic o 16n hon hay bang moi s6 thue
thudc tap A, va sd o dude goi 1a mot chdn trén cia tap A.

e Tap A la bi chdn dudi néu c6 mot sé6 8 nhé hon hay bang moi s6 thuoc tap A, va
s6 3 dude goi 1a mot chdan dudi clia A.

e Mot tap dudc goi 1a bi chdn hay gidi méi néu vita bi chian trén vira bi chan dudi.

e Néu c6 phan tit o € A sao cho « 16n hon hay bang moi phan ti thuoc tap A, thi a
dugce goi la phan t& lon nhat cia tap A, duge ki hieu 1 max A.

e Néu c6 phan tit 3 € A sao cho 8 nhé hon hay biang moi phan tit thuoc tap A, thi 8
dugc goi 1a phan ti nhé nhat cia tap A, duge ki hieu 1a min A.

Mot tinh chat quan trong ctia tap hgp s6 thyc 1a tinh day dt. Tinh chat nay 1a cot
yéu trong nhiéu két qua ctia mon Vi tich phan. Mot dang ctia tinh day di ctia tap hop
cac s6 thyec 1a tinh chat sau, con dugde goi Ia tinh lién tuc, hay tinh chin trén nhé nhat:

Ménh dé 1.1.11 (Tinh day dt). Moi tip con khdc rong cia R, néu bj chan trén thi cé
chan trén nhé nhat, néu bi chan dudi thi cé chan dudi lon nhat.

Chan trén nhoé nhat clia tap A con duge goi 1a bién trén hay can trén cltia A thudng
dugc ky hieu 1a sup A, chian duéi 16n nhat ctia A con duge goi 1a bién dwdi hay can duéi
thudng duge ky hieu 1a inf A.

Vidu 1.1.12. Xét A = (0,1]. Ta c6 2 1a mot chdn trén cia A, —1 1a mot chin dudi cua
A, max A = 1, min A khong ton tai, sup A = 1, inf A = 0.

Xét A = [0,00). Ta c6 A khong bi chan trén nhung bi chan dudi, max A khong ton tai,
min A = 0, sup A khong ton tai, inf A = 0.

Mot hé qua ctia tinh day du 1a viéc gitta hai s6 thiyc khac nhau bat ki luon c6 it nhat
mot s6 hitu ti.

Ngay nay tap hop céac s6 thuc la cong cu co ban cho cac miéu ta sd luong. Tap hop
cac s6 thyc thuong duge diing dé mo hinh héa thsi gian va cac khong gian lien tuc.

Mbon hoc nay ching ta chon ditng lai khong di vao chi tiét hon nita nhitng chd nao can
truc tiép st dung tinh day du ctia tap hop cac s6 thuc. Ngudi doc mudn tim hiéu them cé
thé tham khao nhitng tai lieu nhu [Duc06], [Lan97].

1.1.4 Da&y s6 thuc

Vé cd ban, mot day sé thyc 1a mot tuong ing mdi sé tu nhién véi mot sé thue. Cu thé
hon, mot diy s6 1a mot tap hgp céc s6 thuc duge danh chi sé6 bang tap hop cac s tu
nhién. Cé6 thé hinh dung dé la mot tap céc s6 thuc duge dém, nhu ag, a1, as, as, ..., an,
.... Chinh xac hon, mot day s6 thuc la mot anh xa tit tap hop tat ca cac s6 tu nhien ké
tit mot s6 nao do trd di, vio tap hgp cac s thue.

3céc ki hieu tren 1a viét tit clia cac tit supremum va infimum
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Dinh nghia 1.1.13. Mot ddy s6 1a mot anh xa f tit tap {n € N|n > ng} v6i mot ng € N
vao tap R.

Néu ta ky hiéu a,, = f(n), thi day s6 f nay dugc ky hieu bdi (ay)n>ng, hodic {an tn>ngs
ho#c ngén gon hon 1a (a,,) hay {a,} néu khong sg nham 1an.

Vi du 1.1.14. Véi n € Z* dit a, = % thi (an)npez+ 13 mot day s thue, khéi dau bdéi
1,

P

=

I

Wl

I

D=

Tap hop {a, |n € N van > ng} duge goi la tap gid tri cua day (a,)n>n,. Mot diy sd
dugce goi 1a bi chdn trén hoic bi chan dwdi hodc bi chdn (hay gidi nodi) néu tap gia
tri clia n6 ¢6 cac tinh chat tuong ing. Nhu vay day s6 (an)n>n, bi chin khi va chi khi ¢6
s6 duong M sao cho Vn > ng, |a,| < M.

1 .
Vi du 1.1.15. Cong thic a, = — n > 4, xac dinh mot day s6 (an)n>4, va la day bi

chan vi |a,| <1, Vn > 4.
Day s6 (ap)nez+ dinh béi a, = (—1)™ ¢6 mién gia tri 1a {—1; 1}, va la day bi chin vi
lan| < 1, Vn.

Day s6 (uy) duge goi la day tang néu Vn,u, < u,y1, duge goi la day gidm néu
Vn,un > un4+1. Day tdng va day gidm duge goi chung la day don diéu.

Gidi han cuaa day
Giao trinh nay gia st ngudi hoc da hoc chuong trinh toan phd thong, nén da gip cac khai
niém vé gidi han ctia day. 0 muc nay ching ta thio luan lai mot cdch ngan gon khai niem
nay vi ngoai gia tri riéng né con gitp ngudi hoc tiép can dé dang hon véi khai niem gidi
han ctia ham s6 ¢ Chuong [2. Mot s6 thdo luan sau hon vé day sé c6 ¢ Chuong @

Ta muén thiy mot day s6 thay doi nhu thé nao. Diéu nay dan t6i khai niem hai tu va
gi6i han cua day.

Trong mot s6 trudng hop ta quan sat thiy gia tri ciia day “gan bang” mot s6 ¢6 dinh
khi chi s6 n tang.

Vi du 1.1.16. Dy s6 (a,) dinh béi Vn € ZT,a,, = 1, ¢6 céc cac gid tri xap xi gan béng
0 khi n cang l6n.

Ngugc lai, gia tri ctia day c6 thé “khong gan bing” bat ki mot so6 nhat dinh nao khi
chi s6 n tang.

Vi du 1.1.17. Xét day (a,) dinh béi a,, = (—1)". Gia tri ctia day khi thi bang —1, khi
thi bang 1, khong gan mot s6 nhat dinh no.

Trong nhiéu trudng hop ta cé thé hiéu don gidn ring giéi han ciia diy (a,) 1a s6 thuc
L néu nhu khi chi s6 n 16n hon thi s6 hang a, gan s6 L hon. Tuy nhién diéu nay khong
di téng quat, nhu vi du sau chi ra.

Vidu 1.1.18. Xét day s6 (an)n>1 dinh boi

1 2
a _{714*2’ 7’LChELIl7
n =

1 n 1é.
n

Ta thay a, c6 khuynh huéng gan t6i 0, tuy nhién qua trinh nay khong dién ra mot cach
don diéu ma van c6 ting giam, chang han a; = %,ag = %,a;; = %,04 = %,a5 = %,ag =
1 1

3 a7 = AR
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Khai niém giéi han tong quat 14 nhu sau: Gigi han ctia day (a,) 1a sé thyc L néu nhu
ta c6 thé chic chan sai khac giita s6 hang a, va sd6 L khong vugt qua mot sb6 cho trude
bat ki mién la ta ddm bao chi s6 n da 16n. Néi hoi khac di, a,, tién vé L néu a, gan L tuy
¥ mién n du 16n.

Dinh nghia 1.1.19. Mot day s6 (a,) dugce goi 1a hoi tu (hay tién vé) mot s6 thyc L khi
do 16n sai s6 |a, — L| nhé mot cach tuy §, mién 1a gia tri n d 16n. Dudi dang ki hieu:

Ve > 0,3p € N,Vn > p,|a, — L] < e. (1.1.1)

Khi day (a,) hoi tu vé s6 L ta néi day (a,) la mot day hoi tu, va so6 L 1a gidi han
cta day (a,), va viét 1a
lim a, = L,
n—oo
hodc van tit 1a lim a,, = L néu khong c6 nham 1an, hodc viét a, — L khi n — oo.
Néu khong ton tai s6 thiie L nao thoa thi ta néi day (a,) la khong hoi tu hay
phan ky.

Vi du 1.1.20. Xét day Vn > 1, a, = 1. Day 1a mot day hing. Tim gidi han ciia day.
R& rang tng cit vien ctia gisi han 1 s6 1. Ta kiém tra diéu nay. Cho € > 0 bat ki. Ta
6 |ap, — 1] = |1 — 1| = 0 < ¢, diéu nay dung véi moi s6 nguyén duong n. Theo dinh nghia
thi ta két luan duge day (a,) hoi tu va giéi han 14 1. Ngan gon hon ta thuong viét
lim 1=1.

n—oo
Tuong tu ta thiy véi moi sd thyc c thi

lim ¢c=c.
n—oo

Vi du 1.1.21. Tim limye +.
Ta c6 thé du doan két qua 1a 0. Ta kiém du doan nay. Cho € > 0 bat ki, ta c6

n

1
<€E = n>-—.
€

Nhu vay chi can lay s6 p trong dinh nghia 16n hon %, thi n > p dan t6i n > 1, do d¢
‘% — 0’ = |%‘ < €. Vay ta két luan

Vi du 1.1.22. Xét day s6 (a,) dinh béi a,, = -27- Qua tinh toan mot sO gia tri, ta c6
thé du doan gisi han 1a 1. Do 16n sai s6 gitta a, va 1 13

n 1
FES T et
n+1
V6i 6 € > 0 tiy ¥, ta c6 thé lam sai s6 |a, — 1| bé hon e, mién 1a 14y n sao cho n%rl <e,
hay n > 1 — 1. Trong hinh thitc ctia (1.1.1), ta c¢6 thé chon p la mot s6 tu nhien 0/6 dinh
va l6n hon L — 1. Khi d6 v6i moi n > p thin > 1 —1, do d6 |a, — 1| < e. Vay ta két luan
n

lim =1
n—oon + 1
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Dinh nghia 1.1.23. Day s6 (a,) dudc goi la phan ky ra duong vo cuc, hay tién vé duong
vo citc, néu gia tri a, c6 thé 1én mot cach tity ¥, mién la n di lén. Hinh thic ki hieu 1a

VM e R,dp € N,Vn > p,a, > M. (1.1.2)

Khi d6 ta viét lim, o a, = oo, hodc a, — oo khi n — oo, va néi “gi6i han cia a, khi n
tién ra vo cling la vo cting”.

Day s6 (ay,) duge goi 1a phan ky ra am vo cuyc, hay tién vé am vo cyc, néu gia tri ay,
c6 thé nhé hon bat ¢t s6 nao, mién 1a n du 16n:

VM e R,dp € N,Vn > p,a, < M. (1.1.3)

Khi d6 ta viét lim a,, = —oo, hoic a, — —oo khi n — oo.
n—o0
Vi du 1.1.24. Véin € Z* dat a, = n. Tim lim, . ay,.

Ta c6 thé dy doan gidi han khong gi khac hon 1a co. Ta kiém diéu nay. Cho M € R
bat ki. Ta c6 thé tim dugec mot s6 nguyén p sao cho p > M (diéu ma nhiéu ngusi c6 thé
coi 1a “hién nhién” nay thyc ra la mot he qua cta tinh day da ctia tap hgp s6 thue). Véi
moi n > p thi a, =n > p > M. Vay ta két luan dugc day (a,) tién ra vo cting. Ta thuong
viét ngan gon hon,

lim n = co.

n—o0

Vi du 1.1.25.

lim n? = oo.
n—oo

Thyc vay, cho M € R bat ki, ta c6
n?>M < n>VM.

Nhu vay lay p 1d mot s6 nguyén 16n hon /M thi khi n > p sé dan t6i n > v M va do d6
n? > M. Vay theo dinh nghia ta dugc két luan lim,,_,. n? = 0o.

Ghi chi 1.1.26. Cac khai niém “vo cung”, “vo cuc”, “vd han”, va cac ki hiéu co va —oo
khong phai 1 céc s6 thie. Ching duge ding dé miéu ta nhing qua trinh gisi han.

Vai két qua vé day hdi tu

Tit dinh nghia sy hoi tu ta cé thé thu duge céc tinh chat cin ban trén diy, néi ring tong,
hiéu, tich, thuong ctia cac day hoi tu 14 hoi tu, va gidi han 1 thu duge bang cac phép toan
tuong tng trén cac gidi han. Vé sau ta cé thé sit dung céc tinh chat nay dé khao sat day
ma khong can sit dung trite tiép dinh nghia ctia gidi han.

Dinh ly 1.1.27 (Su bao toan phép toan qua gidi han). Gid si (ay)n va (by)n la cdc
day hot tu. Ta co:

(a) (an + bp)n la mot day hoi tu va lim (a, + by) = lim a, + lim b,
n—o00 n—o00 n—00

(b) (an —bn)n la mot day hoi tu va lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n—00 n—00 n—00

(c) (anbp)n la mot day hoi tu va nlgr()lo(anbn) = (nh_>rrolo an) (nh_g)lo bn)

£ a a hm Qg
(d) Néun,b, #0 va lim by # 0 th (i) lo mot diy hoi tu va lim &% — "=
n—0o0 by /n n—o0 by, lim b,

n—o0
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Ghi cht 1.1.28. Céc truong hop gidi han biang vo ciing khong duge ké 14 hoi tu va do
d6 cac tinh chat tréen khong ap dung.

Ching minh. Dat a = limy,_ o a, va b = limy,_ by,.
(a) Mac du chitng minh chinh xac c¢6 hoi phiic tap hon, nhung chiing ta c6 thé thay
limy, 00 (an + by) = a + b 16 rang tit tinh chét
|(an +byp) — (a+b)| <l|an —a|] +|bn —b|.

Chinh x4c hon nhu sau. Cho € > 0 ta ¢6 s6 Ny sao cho khi n > Ny thi |a, —a| < €/2, va
c6 s6 Ny sao cho khi n > Ny thi |b, — b| < €/2. Vay ¢6 s6 N = max{Ny, No} sao cho khi
n > N thi

[(an +byp) — (a+b)] <l|an —a| + by, — b <€/2+€/2 =k

Theo dinh nghia thi diéu nay thé hién rang a, + b, hoi tu vé a + b.
(b) Tuong tu, tinh chat nay dén tir tinh chat clia cac s6 thuec:

[(an = bn) = (a = b)| < [an — a| + [bn — b].
(c) Tinh chat nay dén tit tinh chat ctia cac s6 thuec:
lanby, — ab| = |(an — a)by, + a(by, — b)| < |a, — a| |bn| + |a| |by, — b].

Cu thé hon, cho €; > 0 bat ki, ¢6 s6 nguyén N sao cho khi n > N thi |a, — a|] < 1 va
by — b| < e1. Khi do
lanb, — ab] = |(an — a)by, + a(by, — b)| < |a, — al| |by| + |a| |by, — 0]
< lan — al (|bn — b + [b]) + [a [br, — b|
< er(er+[b]) + |al e = er(er + [af + [b]).

Bay gid, cho trude € > 0 bat ki, ta c6 thé chon e; > 0 sao cho (€1 + |a| + [b]) < ¢, chang
han chon €; < 1 va e; <e€/(1+ |a| +|b[). Khi d6 v6i n > N thi

lanby, — ab| < e1(e1 + |a| + |b]) < e.

Cac budc trung gian nhu trén vé sau khi da thong thao hon ta c6 thé bé qua khong
trinh bay nita.

(d) Do cau (c) ta chi can tim giéi han clia i. Ta c6
RN
bn bl | bbb |

Ta diing bat ding thitc tam giac (Bai tap [1.1.13) dé c6
v6in > N ta co |b, —b| < €1, do d6

1 1‘ . |bn — b| < €1

by b |ballbl " [B][bn — O] — [b]|

bu| = ||bn — b| — |b]|. Cho €; > 0,

Véi €1 < |b]/2 th |b, — b| < [b]/2, dén t6i ||b, — b] — [b]] > |b]/2, do d6
€1 €1

< .
(bl {[bn — Bl = [BI] || 2l

Véi € < eb?/2 thi
— < €.
1b]
b5

Tom tat lai, cho € > 0 tity ¥, 1Ay €1 > 0 thoa e¢; < |b|/2 va €; < €b?/2, thi v6i moi

n> N taco |+ — %‘ < €. Vay ta dugc diéu can ching minh. O
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2
lim ( — 3> .
n—oo \ N,

Stt dung cac tinh chat clia gi6i han va cac két qua da co, ta viét

Vidu 1.1.29. Tim giéi han

lim (—3) = lim g— lim 3
n—oo \ N n—oo n n—o00
1
= lim 2-— -3

n—oo n

= lim 2- lim l—3:2-0—3:—3.

n—00 n—oo n
Khi da quen vé sau ta sé viét tat boé b6t mot sé6 buée trong trong Ii luan trén.
Dinh 1y 1.1.30 (Su bao toan thit tu qua giéi han). Néu cé ng € N sao cho Vn >
no, an < by, tht lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

Ching minh. Gia st lima, = a > limb,, = b. Dit e = “T_b > 0. Vi a,, hoi tu vé a nén véi

n da 16n thi phai ¢6 —e < a, — a, tic la a, > a — € = GTH). Vi b,, hoi tu vé b nén véi n
di 16n thi phai ¢6 b, — b < ¢, tic 1a b, < b+ € = 2¢2. Diéu nay mau thudn véi gid thiét
an < b,. Vay a < b. O

Ta lap tic thu dugec mot hé qua thuosng dung:

Hé qua 1.1.31 (Dinh 1y kep). Néu cé ng € N sao cho ¥Yn > ng,a, < b, < ¢, va
lim a, = lim ¢, = L, thi lim b, = L.
n—oo

n—oo n—oo
Vi du 1.1.32. Tim limy, 00 77
Ta c6 danh gia
0< ! < !
n?+1 n?

Stt dung cac tinh chat trén ctia giéi han, ta c6

1 11 1 1
lim — = lim —-—z(lim —)-(lim 7)20-0:0.
n

n—oo n n—oo n n—oo N

Vay theo dinh 1y kep thi
) 1
1
Vi du 1.1.33. Tim gi6i han
i 3?2 —n+3
im ———.
n—oo n? + 3n + 2

Stt dung céc tinh chat ciia gi6i han va cac két qua da co, ta viét

32— n+3 . n¥B-Li4 3
hmiz 1mﬁ
nooon? +3n+2  nocon?(l42 4+ %)
1 3
hm <3—+2>
_n—)oo n n
B 3 2
n—o0 n n

3—0+0
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Vi du 1.1.34. Tim gi6i han
lim n? — 8n — 2019.

n—0o0

Ta dy doan gi6i han 1a co. Ta viét

201
lim n? — 81 — 2019 = lim n? <1—8— 0 9).

n—00 n—00 n TL2

Ta ¢6 limp, 00 n? = 00, trong khi lim, e (1 — % — 2%9) = 1. Diéu nay hén sé dan t6i gidi

han can tim bang oo, va trong mon hoc nay két luan nay duge chap nhan.
Néu muén kiém chi tiét hon ta c6 thé lam nhu sau. Cho M € R bat ki. Vi lim,, oo n? =

oo nén c6 s6 nguyen duong N; sao chonéun > Ny thin? > 2M. Vilim,_« (1 — % — 27%9) =
(12— 2009) 1] < 1, dan toi

n n2

1 nén c6 s6 nguyén duong Ny sao cho néu n > Ny thi
1—2 2089 5 1 Do d6 khi n > max{N;, N2} thi

n n2
201 1
n2<1—8— 09>>2M-2:M.

n n?

Vay ta két luan

lim n? — 8n — 2019 = oo.
n—oo

Bai tap

1.1.1. Cho A, B, C la ba tap hgp théa A C B va B C C. Ching t6 A C C.

1.1.2. Viét ménh dé sau § dang ki hieu v& tim ménh dé pht dinh ctia né: C6 mot sd thyc duong
M sao cho v6i moi phan t x clia tap A thi z < M.

1.1.3. Khi nao thi mot &nh xa khong 1a don anh? khong la toan anh? khong la song anh?

1.1.4. Mot ham f: R — R 1a tang néu véi hai s6 thyc z, y bat ki thi x <y dan t6i f(z) < f(y).
Ham nhu thé ndo thi khong ting?

1.1.5. Cho f: R — R, f(x) = 23. Ham nay c6 phai la mot song anh hay khong?
1.1.6. Hay kiém tra tinh ding dén clia céc cong thic:
(a) 1+24+3+ - +n="0 1y ezt
(b) 12422 +3% 4 ... 4 n2 = 2odVCnAD) 1y ¢ 74
(c) 13423435 4. pd = by 74
1.1.7. (a) Cho s6 ty nhién m. Chitng minh ring néu m? chn thi m ciing 14 s6 chin.

(b) Chting minh rang néu mot s6 chinh phuong (s6 1a binh phuong ctia mot s6 nguyen) 1a chin
thi s6 chinh phuong d6 chia hét cho 4.
1.1.8. Chitng minh ring khong ton tai phan s6 dang @, v6i m va n 1a s6 tur nhién (n # 0), théa
n
2
(m) = 2. Nhu vay khong c6 s6 hitu ti  nao sao cho 22 = 2.
n

1.1.9. Cho a > —1 v n 1a s6 tit nhién tity ¥ 16n hon 1. Dung phép qui nap, hay chitng minh bét
dang thitc Bernouli: (1 + a)® > 1+ na.
1.1.10. Cho s6 thitc ¢ # 1 va s6 nguyén duong n. Hay kiém cong thiic:

1—cn
l+ct++ci+- "= . <
—C
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1.1.11 (Nhi thitc Newton). Cho hai s6 thuc a,b va s6 nguyén duong n. Hay kiém cong thiic:
(a+b)" Z Clalb"

Vi O, = sy

1.1.12. Chiing t6 hai ménh dé sau 13 tuong duong: ménh dé 1 14 “Ve > 0,a < €”, ménh dé 2 1a
e 00 %

1.1.13. Chiing minh céac bat ding thiic sau day (bat déng thitc tam giac)
(a) |z +y| < |z + |y| (b) |z = ly| < [z —y] (©) [lz] = [yl < |z —yl.

1.1.14. Tim gidi han:

. 2n-—1 : 2 _ o9
@l 5 (W, o
ot 1 (e) lim —5n? 4+ 2n 43
—4Nn n— 00
(b) lim ——
n—oo 3n% + 2n — 4 (f) lm —n®+4n® +1
n—oo
3n? —2n+1
y 1
© I =5 (8) Jim, o

1.1.15. Chiing t6 gi6i han ctia mot day néu c6 la duy nhat. N6i cach khac, mot day sé khong thé
hoi tu vé hai gi6i han khac nhau.

1.2 Ham sb

Cac anh xa tir mot tap con ciia tap hop cac s6 thie vao tap hop cac sd thuyc thuong duge
goi 1a cac ham s6, hay day di hon 1a ham sé thuyc véi bién sé thue.

1.2.1 Db thi. Dudng thang

Cho ham s6 f: D C R — R. Do thj cia ham f la tap hop tat ca cac diém (z,y) trong
mit phing R? véi z € D vay = f(z).

Mot dudng thdng trong R? 1a dd thi ciia mot ham sb ¢6 dang y = ax + b hodic z = ¢
v6i a, b, c 1a cac hing s6 thuc. S6 a dude goi la hé sé6 géc hay dé nghiéng hay do doc
ctia dudng thing. Chu y 1a khai niem hé s6 géc khong dude dinh nghia cho dutng thing
ding x = c.

Céc ham c6 dang y = ax + b vi thé dugc goi 1a cac ham sé tuyén tinh.

Xét (w0,%0) va (w1,%1) 14 hai diém bat ky trén duong thang khong thing ding [. Vi
Yo = axo + b vd y; = axq + b nén hé s6 goc ctia dudng thang ndi hai diém nay 1a

Y1 — Yo
Tr1 — $0

a =

Diéu nay chi ra ring heé s6 géc ciia | khong phu thuodc vao viee liya chon hai diém tren [.

=

Vi du 1.2.1. Heé s6 goc clia duong thing ndi hai diém (4,6) va (0,7) la I=8 = —

4Thuat ngit ham s6 tuyén tinh trong mon Vi tich phan hoi khac véi trong mon Dai s6 tuyén tinh. Trong
Dai s6 tuyén tinh thi chi c6 ham y = az méi tuyén tinh.
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(@4, 91)

Ya— Y3

#3

(xfh y?)

Ty — X3

Hinh 1.2.1: He s6 goc clia duong théng khong phu thuoc vao cach chon hai diém dé tinh.

Hai duong thing dugc goi 1a song song néu ching khac nhau nhung c6 ciing mot hé
s6 goc hodc ciing thing ding.

Vidu 1.2.2. Nhiét do theo don vi Celsius x va nhiét do theo don vi Fahrenheit y c6 quan
hé tuyén tinh v6i nhau, dé6 1a 0° Celsius hay 32° Fahrenheit 14 nhiét do dong ctia nuée va
100° Celsius hay 212° Fahrenheit 1 nhiét do soi ctia nuée. Dé tim phuong trinh biéu dién
mbi lien hé ctia do Celsius va do Fahrenheit, chiing ta tim phuong trinh ctia duong thang
di qua hai diém (0,32) va (100, 212). He s6 géc ctia dudng thang nay 1a

21232 9

100—0 5

Diéu nay c6 nghia 1a khi nhiét do Celsius tang 1° thi nhiét do Fahrenheit tang %o. Vay

y—32 9 9
w0 5 W y=gre

Ngudi doc c¢6 thé nhan thiy 1a & muc nay ta da mieu ta cac déi tuong va tinh chéat
hinh hoc bang cac s6 thiyc va cdc phuong trinh trén tap hgp cac s6 thyc. Day chinh 1a
phwong phdap Hinh hoc gidi tich ciia René Descartes, ra doi tit thé ki 17.
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1.2.2 Ham sb so cip

Ham lugng giac

Ngusi doc da hoc mon Lugng gidc trong chuong trinh trung hoc. Tai liéu nay gia sit cac
tinh chat cia cAc ham luong gidc da quen thuoc véi ngusi doc.

Mon Hinh hoc va mon Lugng giac (nghia den: do goc) ra doi tut truée Cong nguyen,
trong khi mon Vi tich phan nhu ching ta trinh bay & day, dya trén hé thong suy dién tit
tap hop cac s6 thie, chi méi duge phat trién tit thé ki 19. Vi vay ching ta khong ngac
nhién khi mot s6 két qua trong Hinh hoc va Lugng gidc ma ta da biét ¢ trung hoc (ma
ta da hoc theo cach chiing dugce phét trién trong lich stt) 1 chua twong thich, tic 1a chua
nim trong ciing hé suy dién, véi mon Vi tich phan. Ching han khai niem “géc” giita hai
“duong thang” ma ta ding trong hinh hoc va luong giac chua duge dinh nghia tit tap hop
s6 thire. Vé sau ngudi ta cé thé dua ham lugng gidc vao khuon khd ctia vi tich phan, ching
han dinh nghia chiing bang cach diung tich phan, hodc dung chudi, tuy nhién viéc nay
kha phtic tap, chua thich hgp cho phan mé dau mon hoc nay. Vi vay trong mon hoc nay
ta khong dinh nghia cdc ham lugng giac. Ngudi doc quan tam vé sau c¢6 thé tham khao
nhitng tai lieu nhu [Apo67], [Spi94], [Rud76].

Moén Vi tich phan quan tam cac ham lugng gidc chi yéu dé st dung cac tinh chat diic
biét ctia ching. Dudi day ta tom tat mot sd tinh chat ctia ham luong gidc ma ta thita nhan
va thuong dung.

e sin va cos 1a ham s6 xac dinh trén R, c6 gia tri tren [—1, 1].

e sin va cos 1a ham tuan hoan c6 chu ki 1a 27. (S6 thyc 7 da quen thuoc, nhung trong
gido trinh nay ta chua dua ra dinh nghia cho no.)

e cos(0) =1, cos(§) = 0sin(5) = 1.

e cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y).

e cos?(z) +sin?(z) = 1.

e Vé6i x € (0,F) thi cos la ham giam, sin la ham tang.
sin
cos’

e V6iz € (0,%) thisinz < z < tanz. Xem Hinh

cot = —.

e tan = tan

T cac tinh chat trén ta c6 thé suy ra nhiéu tinh chat khac, trong dé c6 sy ton tai ctia
cac ham lugng gidc ngudc.

e Trén [0, 7] thi ham cos 1a mot song anh lén [—1,1] v& ¢6 ham nguge 1a ham arccos,

con duge viét 1a cos™ 1.

e Trén [—7, 5] thi ham sin la mot song anh lén [—1, 1] va c6 ham nguge 1a ham arcsin.

™
2
e Trén (—7, %) thi ham tan la mot song anh lén R va c6 ham nguge la ham arctan.

Ham luy thiora va ham mi

Véi o 1a mot s6 thyce khac 0, néu n 14 mot s6 nguyén duong thi 2™ 1a tich ctia n s6 z. Néu
n la mot s6 nguyén am thi ta dinh nghia 2™ la s6 thyc —1. Ta dinh nghia 2° = 1.

Néu z > 0 va n 1a mot s6 nguyén duong thi c6 duy nhat mot sé thire khong am a sao
cho a™ = . C6 thé chiing té diéu nay bang cach diung tinh day du ctia tap hgp s6 thuec.
S6 a dudc goi 1a can bac n clia x, ki hieu 1a {/x hay .
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¢ tanx
B
sinx T
&
O Ccos T A

Hinh 1.2.2: Minh hoa hinh hoc ciia tinh chat sinz < x < tanx véi z € (0, ). Dién tich
tam giac OAB la %cos x, nhé hon dién tich gbc OAB ctia hinh tron don vi 1a %x, nho
hon dién tich cta tam giac OAC la %tan T.

Néuz>0vameZvaneZ thi #n dude dinh nghia 1a {/z™.

Nhu vay khi z > 0 va r € Q thi 2" da dugc dinh nghia. Khi » € R thi dinh nghia
can thong qua qua trinh gi6i han, tit viéc xap xi sd thyc béi s6 hitu ti. Ciing nhu déi véi
ham lugng giac, chi tiét clia viec xay dung phic tap hon mic do ciia mon hoc nay. Ham
f(z) = 2" dugc goi la mot ham lay thua, va ham f(z) = a®, v6i a > 0 va a # 1 duge goi
la mot ham mi. Xem Hinh

Chiing ta chap nhan la ham lity thita va ham mil c6 thé duge xay dyng théa man
nhing tinh chat nhu da biét & trung hoc, ai quan tam hon c6 thé doc nhiing tai lieu da
chi trén.

Ham mil a® ¢6 ham nguge 13 ham 16-ga-rit | co s6 a, ki hieu 1a log,. Nhu vay

y=a" < x=log,y.

Hang s6 e 1a mot s6 thuc thuong gip. D6 1a mot s6 vo ti, ¢6 gia tri gan bing 2,71828.
f| N6 ¢6 thé duge dinh nghia 1a
1 n
e = lim (1 + ) .
n—00 n

Ham mil y = ¢” ¢6 ham ngudc duge goi la ham 16-ga-rit ty nhien, ki hieu 13 In. [] Xem

Hinh Vay

T

y=¢e" < x=Iny.

Stiéng Anh la logarithm

Ki hiéu e c6 1& chi Euler (mot trong nhitng ngusi dau tién sit dung né), hodc exponent (mil), va con
dugce goi 1a hiing s6 Napier (tén Napier con dugc viét 14 Néper).

"trong tiéng Anh la natural logarithm. Chd § mot s6 tai lieu va phan mém lai ding ki higu log dé chi
ham 16-ga-rit tu nhién.
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Hinh 1.2.3: D6 thi va dang diéu ciia mot s6 ham mii. Cha § sy khac nhau gitta trusng
hgp co s6 16n hon 1 va truong hop co s6 nhd hon 1.

Vi du 1.2.3. Gia sit mot dai lugng A thay ddi theo thai gian ¢ (nhut dan s6 clia mot quan
thé, sb tién trong mot tai khoan, ...). Tai thoi diém ban dau ¢t = 0 s6 lugng ctia A 1a
A(0). Sau m6i don vi do thoi gian (mot ky han, ...) thi lugng A tang lén (lai) v6i mot ti
le r (nhu toc do tang dan sb, 1ai sudt ngan hang, ...) va lai duge nhap vao lugng trude
dé. Pay dudc goi 1a lai nhdp vén. Ta mudn biét tai thoi diém t thi gid tri ctia dai lugng
A 1a bao nhiéu?

Sau 1 don vi thai gian thi gia tri cia A 1a

A(1) = A(0) + A(0)r = A(0)(1 + ).
Sau 2 don vi thoi gian thi gid tri cia A la
A(2) = A(1) + A(D)r = A(D)(1+7) = A0)(1 + 7).
Sau 3 don vi thoi gian thi gia tri ctia A 1a
A(3) = A(2) + AQ2)r = AQ2)(1 +r) = A0)(1 +7)*.

Dén day ta c6 thé dut doan cong thiic gia tri cia A sau t don vi thoi gian (cling 1 ¢
lan tinh 14i nhap von) chinh 1a

A(t) = A0)(1 + 7).

Céc tinh toan trén cho thiy ta c6 thé dé dang kiém tra cong thiic nay 1a ding bing phuong
phap qui nap toan hoc. Day 1a mot vi du vé vai tro ctia ham mi.

Cho truéc hai ham s6 f va g sao cho tap gia tri ctia g nim trong tap xac dinh cla f,
thi ham hop f o g dugce dinh nghia bdi

(fog)(x) = f(g(x)).
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y=Inx

[
IN]
-
o
-
N
w
N
ol
o

-4

Hinh 1.2.4: Do thi vA dang diéu ctia ham mil y = e* va ham nguge y = Inx

Vi du 1.2.4. Him mil f(z) = e” cing v6i ham g(z) = sinz cho ham hdp (f o g)(z) =
flg(x)) = e va (go f)(z) = g(f(x)) = sine”.

Tdng, hiéu, tich, thuong, ham hgp ciia cdc ham lity thita, hAm mii, ham log, ham lugng
giac, ham luong giac nguge dude goi 1a cac ham sb so cap. Trong cac ham so cAp cho
cac ham thuong giap nhu ham da thitc, ham phan thic (thuong cua hai da thiic), ham can
thic.

Bai tap

1.2.1. Viét phuong trinh dudng thang c6 tinh chat dusi day:
(a) c6 he s6 goc 1a 2 va giao véi truc Oy tai (0, 3)
(b
(c

) ¢6 he s6 goc 1a —3 va giao véi truc Oy tai (0,0)

)
(d) c6 he s6 goc 1a —2 va di qua diém (2, —2)

)

)

6 he s6 goc 1a 4 va di qua diém (1,1)

(e) di qua cac diém (2,3) va (4,5)

(f) di qua cac diém (2, —4) va (0,3)
g
(h

di qua hai diém (0, 8) va (8,0)

—~

c6 hé sb goc la —1, c¢6 giao diém véi truc Oy la (0, —2)

i) c6 he s6 goc la —1, di qua diém (—4, —4)

—~ o~

J
(k
1

)
)
)
) di qua diém (2,1) song song véi duong y = —4x + 3
) théng ditng va di qua diém (3,4)

) ndm ngang va di qua diém (-2, —3).

2

(
1.2.2. Tinh In1, Ine, va giéi thich.
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1.2.3. Chiing minh céc cong thic sau:

(a) Ine* ==z

(b) en® =g,

1.2.4. Chitng minh céc cong thic sau:

(a) logyx -y =log,x + log, y
(b) log, % = log, © —log, y

1.2.5. Giai phuong trinh
(a) 3e?*~* =5,
(b) —1+2In(2 —3x) =09.

CHUONG 1. SO THUC VA HAM SO THUC

1.2.6. Dan sb6 nudc Viet Nam nam 2019 13 97 trieu ngusi. Téc do tang dan sé hien 1a 1% = 0,01
mdi nam. Néu téc do tang nay khong thay doéi thi nam 2029 dan s6 nude Viet Nam sé 1a bao

nhiéu?

1.2.7. Mot ngudi géi 3 tridu dong vio mot tai khoan tiét kiem véi 1ai sudt 6% = 0,06 mot nam,
ki han (thsi diém tinh 1ai gop von) 1a 1 nam. Hodi sau 4 nam thi tai khoan c6 bao nhiéu? Bao lau

thi ngudi d6 ¢6 duge 10 trieu dong?

1.2.8. Gia dat dai da ting gip doi trong 10 nim qua. Trong thoi gian d6 1ai suat tiét kiem ngan
hang vao khoang 8% /nam. Hinh thitc ndo c6 1¢i hon, dau tu dat dai hay géi tiét kiem?

1.2.9. Nam 2016 GDP (tdng sdn pham x4 hoi - Gross Domestic Product) ctia Viét Nam 1a 215
t1 USD véi téc do tang 1a 6,7% mdi nam. Nam 2016 GDP ctia Thai Lan 1a 409 ti USD véi téc do
tang trudng 13 2,8% mdi nam. Gid st hai tde do ting trudng nay dude gitt nguyén trong tuong lai.

(a) Khi nao thi GDP ciia Viét Nam sé dat GDP nam 2016 ctia Thai Lan?
(b) Khi nao thi GDP ctia Vit Nam sé dudi kip GDP ciia Thai Lan?

(c) Hay phac hoa do thi GDP clia hai nuéc trén cuing hé truc toa do.



Chuong 2
Ham so lién tuc

2.1 Gigi han cia ham s6

2.1.1 Tiép tuyén. Van tbéc. Ti 1& thay dai

Cac van dé ve ham s6, gi6i han ham s6, ham s6 lien tuc da duge gidi thiéu trong bac trung
hoc phd thong. Trong gido trinh nay, ching ta sé tim hiéu cac dinh nghia, dinh 1y chinh
xac cho cac khai niém trén.

Truée khi di vao dinh nghia chinh xac cho giéi han ham s6, dé lam dong lyc, chiing ta
xem xét cac bai toan tiép tuyén va bai toan van toc.

Bai toan tiép tuyén

D6i v6i duong tron thi cé thé coi tiép tuyén 1a dudng thing giao v6i duong tron ding mot
diém, nhu trong Hinh a). Déi véi cac duong cong phitc tap hon thi cach tiép can
nay khong phu hop. Hinh (b) chi ra hai duong thang [ va t qua diém P trén dudng
cong C. Duong [ giao v6i C' ding mot diém nhung nhin hinh thi khong cé vé gi 1a tiép
xtic. Duong thing ¢ c6 vé tiép xtic véi C nhung cit C tai hai diém.

Hinh 2.1.1

Nhu vay khéi niem “tiép tuyén” tuy quen thudc va dé hinh dung trong mot s6 truong
hop, lai chua dude xay dung rd rang mot cach tong quat.
Duéi day ta xét mot vi du dé tim hiéu khai niem nay.

23
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Vi du 2.1.1. Tim phuong trinh dudng tiép tuyén cho parabol y = x? tai diém P(1,1).

Ta s& phai tim hé s6 goc m cia dudng tiép tuyén. Ta tim mot xap xi ctia m bang cach
chon diém Q(z,x?) trén parabol gan diém P va tinh hé s6 goc clia dudng théng cat tuyén
PO 1a

2 -1
m = .
PQ r—1
A
y= x2 (2(11,1‘2)
P(1,1)

Hinh 2.1.2

Tit hinh vé ta thay khi Q cang gan P, z cang gan 1 thi hé s6 géc cang gan t6i mot sb
thuyc nhat dinh. Ta ciing thay diéu nay tit tinh toan s6 lugng trong bang duéi day:

x mpQ x mpgQ
2 3 0 1
15 | 25 | 05 | 15
1] 21 | 09 | 19
1,01 | 2,01 | 0,99 | 1,99
1,001 | 2,001 | 0,099 | 1,999

Bay gio ta c6 thé doan rang heé sé goc ctia tiép tuyén tai P la 2, 1a “giéi han” ctia he
s6 goc ciia duong cat tuyén PQ khi Q tién ve P.

Néu hé s6 géc clia tiép tuyén ding thuc 1a 2 thi phuong trinh dudng thing cé hé sb
goc bang 2 di qua diém (1,1) nhu sau

y—1=2(x—1) hayla y=2x-—1.
Nhu vay ¥ then chét 1a: tiép tuyén tai P chinh 13 “giéi han” ciia cat tuyén PQ khi “P
tién vé @”. Xem minh hoa ¢ Hinh
Bai toan van toc

Khi ta di chuyén, van téc clia ta thay doi theo thsi gian. Van téc vén duge hiéu la ti s6
gitta chiéu dai quang duong di dude véi khoang thoi gian duge dung dé di, 1a van tdc trung
binh. Néu ngoi trén mot chiéc xe, nhin bang do van toc clia xe ta sé thay noé lien tuc thay
déi, mdi khi ta nhin dong ho do van tbc thi thiay c6 van téc nhat dinh. Day chinh 1a van



2.1. GIOI HAN CUA HAM SO 25

Hinh 2.1.3: Tiép tuyén tai P 1 gidi han clia cat tuyén PQ khi @ tién vé P tit bén phai
(dnh phia trén) va tit bén trai (dnh phia dudi).

téc tite thoi, mot khai niem phd bién trong doi séng. Nhung van toc tic thoi dé dude
hidu chinh x4c nhu thé nao?
Vi du 2.1.2. Gi4 sit mot qua béng duge tha roi tit mot vi tri cach mat dat 450 mét. Goi
s(t) 1a quang duong bong roi sau t giay, gia si

1

s(t) =5 - 9,82,

v6i 9,8 m/s” 1a hiing sb trong truong. Tim van téc clia quéa boéng sau 5 giay.
Ta c6 thé xap xi van tbc titc thoi nay can tinh bing cach tinh van téc trung binh trén
mot khoang thoi gian cu thé tit 5 dén 5,1 giay:
khoang cach di dugc  s(5,1) — 5(5)
lugng thoi gian troi qua 0,1

van téc¢ trung binh = =49,49 m/s.

Bang duéi cho ta tinh todn van toc trung binh trén khodng thoi gian nhé dan:

Khoang thoi gian | Van toc trung binh
5<t<6 53.9
5<t <51 49,49
<t <505 49,245
5 <t <5,01 49,049
5 <t <5,001 49,0049

Ta thay khi khoang thoi gian ngan di thi van téc trung binh tién gan hon dén 49 m/s.
Vay van toc titc thai vio thsi diém 5 giay sau khi bat dau chuyén dong 1a 49 m/s.

Nhu vay “van toc titc thoi” tai thoi diém t chinh la “gigi han” clia van toc trung binh
trén khoang thoi gian tit ¢ t6i ¢/ khi ¢ “tién ve” t.
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Ti 1& thay d6i

C4 hai bai toan tim hé s6 goc clia tiép tuyén va tim van toc tiic thoi déu dua vé mot bai
toan chung: Tim “gii han” cia dai lugng
f(z) — f(a)
r—a

khi x “tién v&” a. S6 thyc nay do ti 1é lugng thay ddi ctia mot dai lugng f(z) so véi lugng
thay doi ctia dai lugng = ma né phu thuoc vao tai mot gia tri nhat dinh ciia dai lugng dé
13 a. N6 cho ta mot s6 do phan anh dai lugng f(x) thay doi nhu thé ndo khi x thay déi.
Day 1a mot dai lugng then chét khi ta khao sat cac hién tugng trong thé gidi, 1a dé tai
va cong cu chiit yéu ciia phép tinh vi tich phan, dudc goi la dao ham ma ta sé tim hiéu
chi tiét & chuong tiép theo. Chiing ta thay ring dé xay dung khai niém nay can xay dung
khai niém “gidi han” truée. Ta lam diéu nay ngay tiép theo day.

2.1.2 Gidi han cta ham sb

Gia st ham s6 f(x) xac dinh khi 2 gan s6 a nhung c6 thé khong xac dinh tai a. Ta néi
“gidi han clia ham s6 f(z) khi x tién gan lai a 1a L”, néu f(z) gan L tuy ¥ mién z da gan
a nhung khong biang a, va viét viét

lim f(z) = L.

Tr—a
Trong nhiéu trudng hgp khai niem gisi han c6 thé duge dién ta don gian hon: khi «
cang gan t6i a thi f(z) cang gan t6i L.
Vi du 2.1.3. Cho f la mot ham héng, nghia la ¢c6 mot sé thyc ¢ sao cho f(x) = ¢ vdi
moi # € R. Ro rang, v6i moi a € R, khi x gan t6i a thi f(z) gan, thyc ra luon béang, c.
Vay lim, 4 f(z) = ¢, hay ngan gon hon:

lim ¢ = c.
xr—ra

Vi du 2.1.4. Cho f(z) = x v6i moi x € R. Ro rang, véi moi a € R, khi z gan tdi a thi
f(z) = x cling gan t6i a. Vay

lim z = a.
r—a

Cht ¥ trong khai niém giéi han & trén c6 gia thiét « # a. Muc dich ciia dicu nay la dé
cho phép ta xét nhiing giéi han tai nhitng diém ma ham khong dudc xac dinh, nhu trong
vi du duéi day.

Vidu 2.1.5. Xét

.o —1
lim 5
z—1 x4 —1
Khi = gan 1 nhung khac 1 ta c¢6
x—l_ 1
22—-1 z4+1’

mic du hai vé khong bing nhau khi z = 1. Do d6
.o —1 . 1
lim 5 = lim .
z—1 x4 —1 z—=1lx+1
C6 thé dy doén gia tri clia gidi han nay la §, xem Hinh
Nhu vay khi tim giéi han ciia f(z) khi z tién dén a ta khong can xét va sé khong xét
x = a. Ham f tham chi khong can dude xac dinh tai # = a. Gi6i han tai @ khong phu
thudc vao f nhu thé nao tai a, chi phu thuoc viéc f nhu thé ndo gan a ma thoi. Xem Hinh
2.1.0
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Hinh 2.1.4

Y| P, |

() (B (&)

Hinh 2.1.5: lim,_,, f(z) = L trong cé ba trusng hop.

Dinh nghia chinh xac cua gidi han

0 muc ndy khai niém giéi han dude chinh xac héa va duge viét 6 dang ki hiéu, tuong tu
nhu cach viét khai niém gi6i han ciia diay 6 Dinh nghia Tuy ¢6 vé hai tritu tugng
va hai phiic tap, nhung céch viét nay chi 1a thé hien lugng héa khai niem giéi han & tren,
va gitp ching ta chitng minh duge chat ché cac tinh chat cin ban ciia gidi han.

Diém a € D dugc goi 1& mot diém tu hay diém gidi han cta D néu moi khoang
mé ciia R chita a déu chita mot diém ctia D khac a. Khong kho thiy diéu nay dong nghia
v6i viec ¢6 mot day cac phan tit cia D khac @ ma hoi tu vé a. Chd ¥ mot diém tu a ctia
tap D khong nhat thiét phai thudoc D, nhung luon c¢6 phan tit ctia D khong phai 14 a ma
gan a tuy ¥. Nguoc lai khong nhat thiét moi diém ctia D 14 mot diém tu ctia D.

Vi du 2.1.6. Diém 0 1a mot diém tu ciia tap R\ {0}. Diém 0 khong phai 13 mot diém tu
cta tap {0} U (1, 00).

Dinh nghia 2.1.7. Cho f 14 mot ham s6 duge xac dinh trén tap D va a 1a mot diém tu
ciia D. Ta néi gidi han ctia f(x) khi x tién dén a la L, viét 1a

lim f(z) =L

Tr—a

néu v6i moi € > 0 ¢6 mot s6 & > 0 sao cho v6i moi z € D néu 0 < |x —a| < ¢ thi
|f(z) — L| < e. Hoan toan bang ki hiéu:

Ve>0,30>0,Vee D,0< |z —a|<d = |f(z)—L|<e

hay
Ve > 0,30 >0,Vze DN ((a—0d,a+0)\ {a}), f(z) € (L —¢,L+¢).
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_— ;T
: a o) )

Hinh 2.1.6: Ham s6 f.

T \ ) f(z)

( \
a—0 g ‘e+9d L—z" [ L+e

Hinh 2.1.7: Gi6i han ctia ham s6 f.

Dinh nghia nay con goi la “dinh nghia € — 6”. Sau day 14 mot s6 vi du dé minh hoa.

Vi du 2.1.8. Kiém ring lim (2 — 1) = 3.
T2

Budc 1: Phan tich dé du doan 6. Cho trudc € > 0, ta mudn tim § > 0 sao cho néu
|z — 2] < § thi |2z —1) —3] < e Vi|[(22z—1)—3| = |20 — 4] = 2|z — 2| nén néu
|(22 — 1) — 3| < 6 thi 2|z — 2| < 20. T day ta du doan ¢ = ¢/2.

Budc 2: Chitng minh. Cho truéec mot € > 0, chon § = ¢/2. Néu 0 < |z — 2| < § thi

(22 —1) = 3| =2z —2| <2/ =e.

Vay ta két luan
lim(2z — 1) = 3.
r—2

Vi du 2.1.9. Kiém ring lim 22 = 4.
r—2

Budc 1: Dy doéan s6 6. Cho trude € > 0, ta tim s6 6 > 0 sao cho néu 0 < |z —2| < § thi
|22 — 4] < e. Ta 6 |22 — 4] = |(z — 2)(x + 2)|. Ta quan tam dén nhitng = gan 2 nén ta co
thé gia st x cach 2 khong qua 1, nghia la |[r —2| <1, hay 1 <2 < 3,dod6 3 <z +2 < 5.
Khi do

|22 — 4] = |(z — 2)(z + 2)| < 5|z — 2| < 5.

Dé chic chin ring |22 — 4] < € ta c6 thé lay § sao cho § < 1 vi 55 < e ching han
0 = min{l,¢/5}.

Budc 2: Ching minh. Cho € > 0, chon 6 = min{1,¢/5}. Néu 0 < |z — 2| < 4, thi
|z —2| <1dodd|z+2| <5, va|r—2| <e/5, nén

2% — 4] = |(x — 2)(z + 2)| < (¢/5)5 = e.

Vay
lim 22 = 4.
r—2
Khi da thong thao hon Ii luan nay thi ngudi ta thuong chi can viét ra Budc 1 & trén
chit khong can viét ra Buéc 2 nita.
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Ta thiy viec diing dinh nghia dé tim giéi han ctia mot ham s6 tuong déi khé. Tt dinh
nghia ching ta sé phat trién nhitng tinh chat va cong thic ¢ muc tiép theo, nhs dé lam
viéc v6i gi6i han sé dé dang hon.

Yéu cau ring diém tai d6 ta xét giéi han phéi 1a mot diém tu ciia mién xac dinh gitp
dam bao gisi han néu ton tai 14 duy nhat.

Meénh dé 2.1.10. Gidi han néu ton tai la duy nhat.

Chitng minh. Gia st f : D — R v& a la mot diém tu ctia D. Gia sit lim,_, f(2) = Ly
va lim,_, f(z) = L2. Cho € > 0, ¢6 01 > 0 sao cho khi z € D v& 0 < |z — a| < §; thi
|f(z) — Li] <€, v c6 92 > 0 sao cho khi z € D va 0 < |z —a| < dy thi |f(z) — La| < e.
Lay 6 = min{d1,d2}. Vi a 1a mot diém tu cia D nén ¢6 x € D sao cho 0 < |z —a| < 4.
Véi x nay thi ta co

|L1 — Lo| < [f(2) = Ln| + [f(z) — Lao| < 2e.

Diéu nay dtng v6i moi s6 duong €, nén bat buoc Ly = Lo. O

2.1.3 M6t s6 tinh chit can ban cha gidi han

Sau day ta c6 cac tinh chat s6 hoc can ban cho gidi han ctia ham s6, tuong tu cac két qua
cho day & Dinh 1y [1.1.27, va c6 thé duge chitng minh mot cach tuong ti.

Dinh 1y 2.1.11. Gid st cdc gidi han lim f(x) va lim g(x) ton tai. Khi dé cdc gidi han &
Tr—a T—a
vé trdi clia cdc dang thic dudi day ton tai va bing vé phdi:
(a) lim[f(z) +g(2)] = lim f(2) + lim g(z).

(b) lim [f(z) = g(x)] = lim f(z) — lim g(x).

() lim[f(@) - g(@)] = lim f(a)- lim g(z).
LGN TS
(d) il_r}[{ll @) ilgtllg(ﬂf) new igr}lg(m) # 0.

Chitng minh. C6 thé chiitng minh ménh dé nay gidng nhu chitng minh ménh dé tuong ting
cho gidi han ctia day & Dinh 1y D& minh hoa dusi day 1 chi tiét cho tinh chét (a).

Dat limyq f(z) = M va lim,_,, g(z) = N. Cho € > 0, ¢6 61 > 0 sao cho khi z € D va
0<|r—al <d thi|f(z)— M| <e/2, vaicd da > 0sao chokhiz e Dval<|r—al <d
thi |g(z) — N| < €/2. Lay 6 = min{d1,d2}. V6i moi x € D sao cho 0 < |x —a| < ¢ thi ta c¢6

[(f(x) +9(x)) = (M + N)| < |f(x) — M|+ [g(z) - N| <e€/2+¢€/2 =
Theo dinh nghia thi didu nay thé hién ring f(z) + g(x) hoi tu vé M + N. O
Vi du 2.1.12. Tinh lim,_» 322 — 4z + 5.
Ap dung céc tinh chét clia giéi han & tren, ta viét
lim 3272 — 42 + 5 = lim 32% + lim —42 + lim 5
T—2 T—2 T—2 T—2
= (Hiny3) - (fy o) - (Hy o) + (fi —4) - (Jhg0) + iy 5
=3(limz)? —4limz+5=3-22-4-2+5.
T—2

T—2

Vé sau ta sé viét tit va boé bét cac bube trén.
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Vi du 2.1.13. Véi n 1a mot s6 nguyén duong thi ap dung tinh chat giéi han cta tich:
lim 2" = (lim z)" = a".
Tr—a r—a

Hai vi du trén chi ra rang giéi han cia da thic nhan duge bang cach don gidn 1 thé
s6 vao. Nhu vay néu p 1a mot da thiic thi

lim p(z) = p(a).

Tr—a
Tiép theo, nhd tinh chat gidi han ctia thuong, gidi han ctia mot phan thitc ciing thu duge
bang cach thé s6 vao, mién 14 khong phai chia cho 0, tic 14 néu p va ¢ 1a hai da thitc thi
i P®) _ p(a)’
z=aq(z)  q(a)
néu g(a) # 0.
Vi du 2.1.14. Tim

Trude hét nhan xét ring ham s6 trén khong xac dinh tai diém tinh giéi han. Tuy nhien
ta c6 thé bién doi bing cach phan tich thanh tich rdi thu gon dé dugec mot ham sé méi
don gidn hon ma chi khac ham sé ban dau tai ding mot diém, chinh 1a diém tinh gidi
han. Cu thé:

-1 (z—-1)(a*+z+1) 2*+az+1
2—-1 (z—D@+1)  z+1 "~

v6i moi x # 1. Vi gi6i han tai z = 1 khéng phu thudc vao gia tri clia ham tai £ = 1, nén

ta ¢6 thé ding ham méi thu duge dé tinh giéi han. Ap dung cac tinh chit ciia gidi han ta
dugce
-1 2 +a+1 124141
lim = lim =
z—1 22 —1 z—1 r+1 1+1
Tiép theo ta c6 cac ménh dé vé so sanh gidi han tuong ti cac két qua cho day ¢ Dinh
Iy |1.1.30} va c6 thé duge chiing minh mot cach tuong ti.
Dinh Iy 2.1.15 (Tinh chat so sanh). Néu f(z) < g(z) khi x gan a, cé thé ngoai tru
tai a, va cdc gidi han clia ham s6 f va g ton tai khi x tién dén a, thi

_3
==

. <1 ‘
lim f(z) < lim g(z)
Ta ¢6 ngay mot hé qua thuong duge dung;:

Hé qua 2.1.16 (Dinh ly kep). Néu f(x) < g(x) < h(z) khi x gan a, cé thé ngoai tru
tai a, va limg_,q f(z) = lim,_, h(x) = L, thi

e =1L
Vidu 2.1.17. Tim
. 9 . 1
lim x* sin —.
x—0 X

V6i moi = # 0 ta c¢6 cac bat dang thiic sau
1
—1 <sin— <1,
x
2 2. 1 2
—x° < zxsin— < z°.
x
Vi lim, o —22 = lim,_,0 22 = 0 nén theo Dinh 1y kep & trén ta két luan

) 1
lim 22 sin — = 0.
x—0 xT
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* Gidi han ciia ham so thoéng qua gidi han cia day so
Duéi day trinh bay dinh nghia giéi han ctia ham s6 thong qua day s6, mot khai niem c6

thé quen thudc véi ngudi doc hon tit Muc

Ménh dé 2.1.18. Cho a la mot diém tu cia mién zdc dinh cia ham sé6 f. Hai diéu sau
la tuong duong:

(a) limy_,, f(z)= L.

(b) Véi moi diy {xn}n>1 hoi tu vé a, day s6 {f(xy)}n>1 hoi tu vé L. N6i cach khdc, vdi
moi day {xn}n21 tha
lim z, =a = lim f(x,)=L.
n—oo n—o0
Chitng minh khong khé, ngusi doc c6 thé thit lam hosic tham khao trong cac tai licu
nhu [Kha96].
Diing ménh dé nay ta c6 thé nhan duge nhitng tinh chat cin ban ciia giéi han cia ham
s triyc tiép ti cac tinh chat tuong ing ciia gidi han clia day so.
Mot tng dung khéc la ding dé chi ra ham s6 khong cé gidi han.

Hé qua 2.1.19. Néu mot trong hai dieu sau xdy ra thi ham so f khong cé gidi han tai a:
(a) c6 mot day {xp}tn>1 sao cho lim,_ o0 xy, = a nhung day {f(zn)}n>1 phan ky,
(b) ¢6 hai day {xn}n>1 va {Yn}tn>1 sao cho

lim z, = lim y, =a
n—oo n—o0

nhung
lim f(z,)# lim f(yn).
n—oo n—oo

1
Vi du 2.1.20. Tim gi6i han lim sin —.
z—0 T

Ta tim dudgc

1
lim —— = lim ———— =0,
n—o00 2N n—oo 2nm + g

nhung
lim sin2n7 =0, lim sin (2n7r + z) = 1.
n—00 n—00 2

1 R
Vay gi6i han lim sin — khong ton tai.
x—0 €T

2.1.4 Cac gidi han md rong
Gidi han mot phia
Trong nhiéu trudng hop ta mudn xét nhitng gidi han nhu

lim /.

z—0

O day ta chi ¢6 thé xét 2 gan 0 nhung 16n hon 0. Do d6 bay gio ta dinh nghia giéi han
mot phia ctia ham sb.
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Ta viét
lim f(x)=1L
r—a—
va n6i gidt han bén trdi ctia ham s6 f(z) khi z tién dén a, hay gi6i han ctia f(z) khi x
tién dén a tit bén trai, 1a L néu gia tri ctia f(z) gan tuy § L khi gid tri cia z di gan a
nhung nhé hon a. Ky hiéu “z — a7 ¢ nghia 1a ta chi xem xét z < a.
Viét hoan toan bang ki hieu thi lim,_,,~ f(x) = L néu

Ve>0,30 >0,Vxee D,—0<z—a<0 = |f(z)—L| <e

Tuong ti néu ta yéu cau z 16n hon a ta sé ¢6 gidi han bén phdi clia f(z) khi z tién
dén a la L va ky hiéu 1a
lim f(x)=1L

z—a™t

néu gia tri ctia f(x) gan tuy y L khi gid tri cia x di gan a nhung 16n hon a. Viét hoan
toan bang ki higu thi lim,_,,+ f(x) = L néu

Ve>0,30 >0,Vzre D,0<z—a<d = |f(z)—L|<e

Cac dinh nghia nay dugc minh hoa trong Hinh

(a) lim f(z) =L (b) lim f(z) =1L

T—a~ T—av

Hinh 2.1.8: Giéi han bén trai va bén phai.

Vi du 2.1.21. Tim lim,_,o+ /2.
Choe>0.Tacé /1 —0<e < 0<ax<e Vaylayd=€>thi0<z-0< 6§ =
|v/x — 0] < e. Ta két luan lim,_,o+ /z = 0.

Sau day 1a mot ménh dé gitp ta nhan biét sy ton tai giéi han ciia mot ham s6 tai mot
diém.
Ménh dé 2.1.22. Ta c6 lim f(x) = L khi va chi khi lim f(z) = L va lim f(z) = L.
T—a T—a~— z—at
Nhu vay ham s6 sé khong cé giéi han tai mot diém néu khong ton tai mot giéi han mot
bén tai diém do, hodc néu ca hai giéi han mot bén ton tai nhung cé gia tri khac nhau.

Chaing minh. C6 1é khong kho dé thay tinh ding din clia tinh chat trén sau mot chit suy
nghi. Mot chitng minh chi tiét c6 dué6i day.

Néu limg o f(z) = L thi tit dinh nghia cac gi6éi han ta c6 ngay lim,_,,~ f(z) = L va
limy, g+ f(‘/l") =L.

Ngugce lai gia st lim,_,,— f(z) = L va lim,_,,+ f(x) = L. Cho € > 0, ¢6 6; > 0 sao
chokhiz € Dva0 <x—a < d thi |[f(z) — L| <€ vaco da > 0 sao cho khi z € D
va 0 < a—x < d th |f(z) — L] < e. Ldy § = min{d1,d2}. V6i moi z € D sao cho
0<|r—al <dthl|f(z)—L| <e Vaylim,, f(z) = L. O
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Vi du 2.1.23. Tim gi6i han cta

.=
lim u
z—=0 T
Vi
x .
lim — = lim — =1
z—0t T z—0t T
va
. X . —X
lim u: lm — =-1
z—0— T z—0— T
s A Lha S £ I
la hai s0 khac nhau nén gidi han hn%) — khong ton tai.
x—0 T

Gidi han & vo cung

Dinh nghia 2.1.24. Cho ham s6 f dugc xac dinh khi a dt 16n. Ta néi gidi han cua f
khi x tién t6i vo ciing 1a s6 thuce L, va viét
lim f(x)=1L
Tr—00
néu f(z) gan L tiy ¥ mién z di 16n. Chinh xac hon, néu v6i moi s6 duong € ton tai mot
s6 duong M sao cho néu z > M thi |f(z) — L| < e.
Tuong tu ta noi
lim f(z)=1L
T—r—00
néu f(z) gan L tuy ¥ mién x di nho. Chinh xac hon, néu v6i moi s6 duong € ton tai mot
s6 duong M sao cho néu z < —M thi |f(z) — L| <e.

C6 thé so sanh sy tuong tit ctia gisi han ciia ham & vo cling véi gii han clia day trong

Muc

Vi du 2.1.25. C6 thé thiy ngay:
1

lim — =0,
T—00 I

lim — =0.
T——00 I

Nhu da thio luan & phan day & Ghi cha ki hieu oo khong thé hien mot sb thue,
ma thé hién mot loai gidi han, va chi ¢6 ¥ nghia trong ngit canh dé. Ki hieu nay duge doc
la v6 cung, hay vé han, hay vé cuc.

Gi6i han 6 vo cling ¢6 cling cac tinh chat vdi gidi han t6i mot s6 thie nhu & Ménh dé

2.1.11} v6i chitng minh tuong ty.

Vi du 2.1.26. Tim
20 — 1
im .
z—o0 3x 44

Dung cac tinh chat clia gi6i han ta viét

_1 _1 _
oy 22l z(2—1) 2—=2 2-0
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GiSi han bang vo cling

Dinh nghia 2.1.27. Cho ham s6 f dugc xac dinh & gan a nhung c6 thé khong xac dinh
tai a. Ta n6i gi6i han clia f khi z tién t6i a 14 vo cling va viét
lim f(z) = oo

r—a
néu f(r) 16n tily ¥ mién x di gan nhung khong bang a. Chinh x4c hon, néu v6i moi s6
duong M ton tai mot sd duong & sao cho néu 0 < |z —al < § thi f(x) > M.

Tuong ti ta cé thé néi téi gidi han bang am vo cting. Ta noi

lim f(a) = —o0
néu f(x) nhé tiy ¥ mién x di gan nhung khong béng a. Chinh xac hon, néu v6i moi s6
duong M ton tai mot s6 duong § sao cho néu 0 < |x —a| < ¢ thi f(x) < —M.

C6 thé so sanh st tuong tu clia giéi han bing vo cling ctia ham véi viec day tién ra vo

cung trong Muc

Dinh nghia nay duge minh hoa trong Hinh [2.1.9] [2.1.10} va [2.1.11]

\

Hinh 2.1.9: lim,_,, f(x) = oc.

y = f(x)

y

Hinh 2.1.10: lim,_,, f(2) = —0c0.

Vi du 2.1.28. Khong kho dé thay
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M IJ \ y=M

a—»6 a  a+d

Hinh 2.1.11: Minh hoa |z —a| < 0 = f(z) > M.

Dé kiém tra, cho M la s6 thyc duong bat ki, ta c6 ;12 > M < |z| < ﬁ, vay trong
dinh nghia chi can lay § = - thi tasé ¢6 0 < |z — 0] <§ = 5> M.
Tuong tu,
-1

lim —5 = —00.
z—0 X

Vi du 2.1.29. Ta c6 thé két hgp tat ca cac loai gi6i han trén:

lim z = oo,
T—>00

lim 2% = 00,
Tr—r00

lim 22 = oo,
T—r—00

lim 2% = —c0.
T——00

Vi du 2.1.30. Tim lim, . 22% — 422 — 52 + 6.
Ta viét L s .
lim2x3—4x2—5x—|—6:1jmx3<2_,_7+ )

T—00 T—00 xT .TQ $3

Trong hai thita s6 trén, mot thita s6 tién ra oo, con thita s6 con lai tién vé 2, do d6 tich
rd rang tién ra oo (chi tiét hon c6 thé lam tuong tu trong Vi du|1.1.34)). Ngusi ta thuong
tom tat 1i luan nay bang cach viét

Bai tap

2.1.1. Tinh cac giéi han sau:

(8) lim (10 +)* — 100

h—0 h
. v/100+h —10
(b) lim —.
h—0 h
1 n 1
2017 =

(c) e 25017 2017 +x
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(d) lim vitt-—vi-t Vl_t.

t—0 t

(¢) lim 2=V

z—4 8x — 13

(f) lim (1 — 1>
20 \t/1+¢t t)°

. (z+h)d—2a
(g) fim ———

2.1.2. St dung dinh Iy kep chi ra

lim (2% cos 207z) = 0.
z—0

2.1.3. St dung dinh 1y kep chi ra

lim /23 + 22 sin ~ = 0.

z—0 T
2.1.4. Néu dr — 9 < f(x) < 2? — 4o + 7 v6i 2 > 0. Tim lim,_,4 f().
2.1.5. Néu 2z < g(x) < 2* — 22 4+ 2 v6i moi 2. Tim lim, 1 g(z).
2.1.6. Chiing minh ring

lim /[l 4 sin?(27/x)] = 0.
z—0t

2.1.7. Tim gi6i han sau néu ton tai:

lim 7~ ||
x——7 3x + 21

lim (———|.
a—0t \ 2 ||

22—1 néuz<1
(2) = 0 néuz=1
I = oz — 42 néul <z<2

23 —5x+4 néuxz>2.

2.1.8. Cho

Tim cac gi6i han sau néu ton tai

o) = 22 néu x la sb6 hitu ti
"1 0 néuxlasé vo ti.

Chitng minh ring lim, .o f(z) = 0.



On

2.1. GIOI HAN CUA HAM S

2.1.10. C6 s6 a nao sao cho
222 —2ax —a—1
=2 3 —3x—2

ton tai khong? Tim gi6i han d6.

22—z —6

2.1.]:1. ChO f(lf) = m Tlm.
(a) Jimg £(2).
(b) lim_f(x).
() lim_f(x).
2.1.12. Tim;:
(a) lim 4 + 3z +7

z—oco —3x3 + 61

Az + 32+ 7

m —.
z—+oo —3x3 + 62

2.1.13. Chon dap an ding.

(a) Gidi han

lim 423 — 322 + 3z — 1
x—1

lim 423 — 32243z —1

r—r—00

A)5 B) —c0 C) o0 D) khong ton tai

lim 92* — 822+ 9x+5

T—r—00

A)2 B) oo C) — D) khong ton tai

. 34— 922 —6x+1
lim
z——o0 85 — 33 + T22 + 16

A) -3 B) — C)0 D) khong ton tai

. 122% — 422 + 92 + 11
lim

z——o0o 204 — 1522 + 71x + 60

A)0 B) - C)6 D) khong ton tai
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2.2 Ham so lién tuc

Dinh nghia 2.2.1. Ham s6 f xac dinh trén tap D dudc goi 1a lién tuc tai a € D néu
f(z) gan f(a) tiy ¥ mién x di gan a. Hoan toan bang ki hi¢u thi:

Ve >0, 30 >0,Vr € D, |z —a| <0 = |f(z) — f(a)] <€

hay
Ve > 0,30 >0,Vx € DN(a—3d,a+90), f(z) € (fla) —e€ fla) +¢).

Ham s6 f khong lién tuc tai a thi con dude goi 1a gidn doan tai a.

Ham s6 f dudc goi 1a lién tuc trén tap D néu né lién tuc tai moi diém thuoc D.

C6 thé trinh bay mot cach tuong duong sy lien tuc thong qua giéi han. Ham sé f xac
dinh trén tap D la lién tuc tai a € D néu hodc a khong phai 1a mot diém tu ctia D hoiic
néu a 1a mot diém tu cta D thi

tim f(@) = f(a)
Ta chi ¥ dé ham lién tuc tai a thi a phai thudoc mién xac dinh ctia ham, ttc 13 ham phai
c6 gia tri tai a, mit khac ta khong can phai yeu cau a 1a mot diém tu clia mién xac dinh
nhu trong dinh nghia gi6i han.

Trong nhiéu trudng hgp cé thé dién ta khai niém lién tuc mot cach dé hiéu hon la: khi
x gan t6i a thi f(x) gan t6i f(a). N6i cach khéac, khi bién thien Az = x —a clia gia tri clia
bién z nho di thi bién thien Ay = f(z) — f(a) clia gia tri cia ham phai nhé di theo. Tho
so hon nita, lién tuc cé nghia 1 mot thay ddi “nhd” ctia bién doc lap chi dan téi mot thay
doi “nhd” ctia bién phu thuoc. Day 1a mot tinh chat tién lgi cho nhiéu ng dung khién cho
ham lien tuc dugc sit dung phd bién.

Vé mat dinh lugng, néu ham lién tuc tai mot diém thi giéi han ctia ham tai diém dé
thu duge don gidn bang cach thé sé vao.

Vé mat tric quan ta c6 thé hinh dung tinh lién tuc tai mot diém nghia 1a do thi khong
¢6 16 thing tai diém d6. Xem Hinh

oF--=-=-=-=--

1

Hinh 2.2.1: Néu f lién tuc tai a thi khi x tién vé a thi diém (z, f(z)) trén do thi tién vé
diém (a, f(a)), vi vay khong c6 16 thiing hay nét ditt trén do thi tai z = a.

Chi y rang dinh nghia trén yéu cau ba diéu sau dé f lien tuc tai mot diém tu a:
(a) f(a) dugc xac dinh,
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(b) limg_q f(x) ton tai,
(c) limy—q f(2z) = f(a).
Nhu vay mot ham s6 sé khong lién tuc tai @ néu né vi pham mot trong cac yéu cau trén.

Vi du 2.2.2. Hinh la d6 thi ham s6 f. Tim diém gian doan ctia ham s6 f.

1 2 x 4 5 -

Hinh 2.2.2: Vi du

Ham f gian doan tai diém 2 = 1 vi tai 2 = 1 do thi bi thiing, f(1) khong dugc dinh
nghia. Do thi cling bi ditt tai diém x = 3, lim,_,3 f(z) khong ton tai, nén f gian doan tai
x = 3. Tai x = 5 thi do thi lai bi thing, lim,_5 f(z) # f(5), vi vay * = 5 ciing 13 mot
diém gian doan.

2.2.1 Tinh chit cda ham sb lién tuc

Sau day 14 mot loat cac dinh 1y quan trong cho ham sb lién tuc. Két qua nay t6i ngay tit
két qué tuong ttng vé gidi han ¢ Dinh 1y [2.1.11

Dinh 1y 2.2.3. Néu f va g lién tuc tai a thi cdc ham s6 sau cing lién tuc tai a: f + g,
f =g, fg, va L néu g(a) #0.

Dinh 1y 2.2.4. Néu g lién tuc tai a va f lién tuc tai g(a) thi ham hop fog lién tuc taia.

Chitng minh. Cho € > 0. V1 f lién tuc tai g(a) nén c¢6 § > 0 sao cho khi |g(z) — g(a)| < §
thi | f(g(x)) — f(g(a))] < e. Vi g lién tuc tai a nén c¢6 &' > 0 sao cho khi |z — a| < ¢ thi
lg(z) — g(a)] < §. Nhu vay khi |z —a| < ¢ thi |f(g(z)) — f(g(a))] < e. Theo dinh nghia
thi diéu nay néi rang f o g lién tuc tai a. O

Xem lai phan giéi han cfia ham s6 sau Dinh 1y [2.1.11] gio ta nhan théy ring cdc ham
da thitc va phan thic déu lién tuc.

Mot trong nhitng két qua quan trong nhéat va thuong ding nhat vé ham lién tuc trong
mon hoc nay 1a khang dinh ring cdec ham so cap déu lién tuc.
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Dinh 1y 2.2.5. Cdc ham s6 so cap déu lién tuc trén tap zdc dinh cia ching.

Nhic lai phan thao luan & Muc ngoai mot sd trudng hop riéng nhu véi ham da
thitc hay phan thic, ching ta chua nghién ctu dii vé cac him so cap dé c6 thé chiing minh
két qui nay, do d6 sé chi chap nhan né, c6 thé doc them & [TPTT02, tr. 64].

Vi du 2.2.6. Cac ham s6 h(z) = cos(z?) va k()
thuec.

Vidu 2.2.7. Ham s6 f(z) = 1—+/1 — 22 lién tyc trén mién x4c dinh 14 doan [—1,1]. Do
thi cta f dugc vé trong Hinh

= ﬁ lien tuc trén tap hop cac s6

flz)y=1—+/1—2a?

Hinh 2.2.3

Tinh lién tuc clia cdc ham so cap thudng duge ding dé tinh gidi han cac ham so cap
tai mot diém ndm trong mién xac dinh bing cach thé sd vao truc tiép.

Vi du 2.2.8. Tim
. 2% + xsinx
lim ——.
z—m 2018 4 cos
Vi ham s6 trén 14 mot ham so cap nén

I 22 + xsinz 72 4+ wsinw 2
im = = .
z—m 2018 + cos x 2018 + cosm 2017

Duéi day la mot mot gidi han dic biét, dang luu ¥:
Meénh dé 2.2.9. Ta cé

. sinz
lim
z—0 X

Chitng minh. Trong cac tinh chat cia ham lugng giac ma ta thita nhan & Muc ta
c6 v6i 0 < z < 7/2 thi sinzx < z < tanz. Suy ra

= 1. (2.2.1)

sin x
cosx < — < 1.
T

Vi cos 1a ham lién tuc nén khi cho z — 0, ding Tinh chat kep, ta dudc

. sin x
lim =1.
z—0t T
Véi x < 0, ta c6
. sin x . sin(—x . sin x
lim = lim g = lim =1.
z—=0- X z—07t —x =0t X
Vay ta dugc cong thic lim,_,o S22 = 1. O

xT
Ta c6 thé dua ra mot dic trung cla su lién tuc thong qua day nhu sau.
Meénh dé 2.2.10. Ham s6 f la lién tuc tai a khi va chi khi vdi moi ddy {zn}n>1 hoi tu
veé a thi day {f(zn)}n>1 hoi tu vé f(a), néi cich khic vdi moi day {zyn>1 thi

lim 2, =0 = Jingof(xn) = f(a).

n—o0
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2.2.2 Dinh ly gia tri trung gian

Dinh ly 2.2.11 (Dinh ly gia tri trung gian). Gid st f lién tuc trén khodng dong [a, ]
va N la mot s6 bat ky nam gita f(a) va f(b). Khi dé ton tai mot s6 ¢ € [a,b] sao cho

f(e)=N.

Mot cach ngan gon, mot ham s6 lién tuc trén mot doan 1ay moi gia tri trung gian. Tap
gia tri cia mot ham lién tuc trén mot doan s thie 14 mot doan sé thuc.
Chu ¥y ring gia tri N c6 thé dugce lay mot lan nhu trong Hinh (a) hay nhiéu lan

nhu trong Hinh (b).

Hinh 2.2.4: Minh hoa dinh ly gi tri trung gian.

Tinh chat nay 14 mot hé qua ctia tinh day da ctia tap hop cac s6 thiyce, xem Ménh dé
vi thé ta sé khong dua ra chiing minh chi tiét.

Vé mat tryc quan, Dinh 1y gid tri trung gian c6 ¥ nghia ring do thi cia mot ham
lién tuc trén mot khodng déng la lién théng. Dicéu nay thé hién ring do thi khong
c6 16 tréng hay nét dit nao, tic 1a lien mach. Ta c6 thé tudng tugng rang ta cé thé vé
doan do thi nay bang mot nét bt lien mach ma khong can nhac bit khéi trang gidy. Ta
ciing c6 thé tudng tugng néu do thi nay la mot con dudng thi ta cé thé di tir dau nay téi
dau kia ctia mot con dudng nay ma khong gip mot tré ngai nao. Do thi dé chang qua la
mot doan s6 thie bi udn cong.

S\ = 1)
N y=N
\
a b

Hinh 2.2.5: Minh hoa hinh hoc dinh Iy gié tri trung gian: Dudng nam ngang y = N nam
gitta y = f(a) va y = f(b) luon cit do thi ham sé f § it nhat mot diém.
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Vi du 2.2.12. Chiing té rang phuong trinh
32% — 201722 + 2018z —2 =0
c6 mot nghiém nam gitta 0 va 1.
Dit f(z) = 32% — 201722 + 2018z — 2. Ta ¢6 f(0) = —2 < 0va f(1) =2 > 0. Vi f Ia

mot ham s6 lien tuc va f(0) < 0 < f(1) nén Dinh ly gia tri trung gian khang dinh c6 mot
s6 ¢ € (0,1) sao cho f(c) = 0.

Bai tap

2.2.1. T d6 thi ctia ham trong Hinh tim diém tai d6 ham khong lién tuc va giai thich tai
sao.

Hinh 2.2.6

2.2.2. Tit do thi ctia ham trong Hinh tim diém tai d6 ham khong lién tuc va giai thich tai

Sao.

Hinh 2.2.7

2.2.3. Xét tinh lién tuc ctia ham tai didm a cho trudc.

(a)
fla) = —— a = —2017.
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(b) o
_ | s néu x # —2017 _
J(@) { 2018 néu z = —2017, o=z

—224 242 néuzr<l1
flz) = B £
2—1/z néux>1,

:1:37:1: A
fz) = i neuzx #1 a=1
1/2 néuzx =1,

sin(z? —x) néux <0
f(x)=4¢ 0 néuz=0 a=0.

—(z+1)?—22+2 néuz >0,

z2—3z—4 A

e 4

flay=1{ Sy mmes a=t
10 néu x =4,

2.2.4. Xét st lien tuc clia cic ham sb sau:

(a) ,
22 +1 néuz <l

f(:c){ Vr+3 néuz>1.

(b)
[ sin(z/2 +cosz) néux < m/2
fw) = { cos(z/2 +sinz — 1) néu x> /2.

f(a) = |zl
(d)
_)sing, x#0,
) = {0, xz=0.

rsint, x #0,
) = {0, z=0.

2.2.5. Cho

f(z) 3z4+1 néuz<-1
) = )
23 —1 néuz>-—1.

(a) Tim x_1>1§117 f(z) and x_l:r_nﬁ f(z).

(b) Ham f(x) lién tuc & dau? Khong lién tuc ¢ dau?

22—z —2 B
———— neuzx < -1

2.2.6. Cho

flz) = z+1

3 néu z > —1.

(a) Tim liirll, fx) va liEIll+ f(z).

(b) f lien tuc 6 dau?

2.2.7. Tinh cac giéi han sau:
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(a) i 2 Ve =1 Va? — 1
emd T+

(b) lim sin(x + sinx).
Tr—T

(¢) lim e”cos®x — 2.
z—7/4

(d) lim (,’BS — 4z + 1)_7.

r—2

. sin(2z)
©) 22 3z

2.2.8. Gid st f va g la cac ham s6 lien tuc sao cho g(1) = 2017 va lim,_,1[f%(z) — 2f(z)g(z)] =
—20172. Tinh f(1).

2.2.9. Tim gi4 tri clia ¢ sao cho ham sb sau lién tuc trén (—oo, 00) :

fz) =

Aa?+ 2 nbuz<l1
423 — cx néu x > 1.

2.2.10. Tim gi4 tri ctia a,b sao cho ham s6 sau lién tuc trén (—oo, 00) :

m::ll néuz <1
fx)=< ar?—br+4 nbul<z<?2

3r+a—b néuzx>2.
2.2.11. Lic 15 tudi, Huong cao gap doi cau em 5 tudi Huy, nhung vao sinh nhat thit 21 ciia Huy

thi Huy da cao hon chi 6 cm. Giai thich tai sao c¢6 mot thdi diém ma ca hai da cao bang nhau.

2.2.12. Sit dung dinh 1y gi4 tri trung gian dé chi ra sy ton tai mot nghiém ctia phuong trinh sau
trén mot cho trude.

(a) 225 +x—-2=0, (0,2).

(b) ¥z =2017 —x — 22, (0,45).
(c)

(d) 2% =3z —sinz —1=0, (0,2).

cosz =z, (0,1).

2.2.13. Chiing t6 phuong trinh 2% — 423 — 222 + 3z + 1 = 0 ¢6 it nhat mot nghiem trong khoang
[0,1].

2.2.14. Cho f(x) = 23 + 2017 cos x, chitng minh réng tdn tai sé ¢ sao cho f(c) = 2000.

2.2.15. Gid st f lién tuc trén [1,10] va phuong trinh f(x) = 2017 chi ¢6 hai nghiem la z = 1 va
x =7. Néu f(2) = 2018, giai thich vi sao f(5) > 2017.

2.2.16. Chitng minh cic phuong trinh sau luén cé nghiém thyc véi n 1a sé nguyén duong lé:
cos(z" 4+ 1) = 2™ + 1, 2" — 2t +dr+1 = 0.
2.2.17. Néu a va b I céc sd thyc duong, chitng minh phuong trinh

a . b
22+ 324 —2 2254+ 2—-3

¢6 it nhat mot nghiém trong khoang (—1,1).

2.2.18. Ching t6 phuong trinh

c6 1t nhat hai nghiem trén (1,2) U (2, 3).

2.2.19. * Chtng t6 moi da thitc bac 1& déu c6 it nhat mot nghiem.



Chuong 3
Phép tinh vi phan

3.1 Dao ham va cac tinh chat

3.1.1 Dinh nghia dao ham

O Muc clia chuong trude, cd hai bai toan tim heé s6 goc ciia tiép tuyén va tim van
tbc tiic thoi déu dua vé mot bai toan chung vé ti 1é thay déi: Tim gidi han ctia dai lugng

f(z) = f(a)

r—a

khi x tién vé a. S6 thyc nay cho ta mot s6 do phan anh dai lugng f () thay doi nhu thé
nao khi 2 thay doi.

Dé gitp ngusi doc ciing ¢d, mot lan nita ta nhic lai minh hoa ctia khai niém nay trong
bai todn tim do nghieng va tiép tuyén clia dd thi ham f tai diém zo. Xem Hinh
Chiing ta lay mot ddy cac s6 nhd h, hoi tu vé 0 va tit d6 c6 céc cat tuyén [, di qua hai
diém khac nhau (zq, f(20)) v& (20 + hn, f(20 + hy)) trén do thi ham f. Cac cit tuyén nay
tién dan vé tiép tuyén v6i do thi ham sd f tai (zo, f(x0)) nén he sé goc clia ching ciing
tién dan ve he s6 goc clia tiép tuyén. He s6 goc cua [, 1a

f(@o + ha) = f(zo) _ flzo+ hn) — flz0)

(xo + hp) — x0 hn,

Vi thé hé s6 goc clia tiép tuyén la gisi han clia s6 nay khi h, tién dan vé 0.

Dinh nghia 3.1.1. Dao ham ciia ham f tai zg dudce cho béi s6 thuce

! — 1
f'(wo) = lim

f(zo+h) — f(=0)
h

néu gidi han ton tai. Khi gi6i han nay ton tai, chiing ta néi rang ham s6 f 1a c6 dao ham
hay khd vi tai xo v6i dao ham f'(z).

Ta ciing c6 thé viét véi h = = — xg:

Mot cach viét khac nita 1a nhu sau. Gia st bién 2 thay déi mot lugng Ax tir gia tri x.
LIIQng thay ddi tuong tng cia gia tri ctia ham y = f(x) 1a Ay = f(zo + Ax) — f(x0).

INgusi ta thudng st dung chit cai Hy Lap A (doc 1a Delta) dé chi lugng thay ddi clia mot dai lugng.

45



46 CHUONG 3. PHEP TINH VI PHAN

flzo+ hy)

fzo+ he)

f(zo+ ha)

/// o xo+hs xo+hy ot

Hinh 3.1.1: Bai toan hé s6 goc clia tiép tuyén.

Dao ham ciia ciia f tai g 12 ti 16 clia thay déi clia y so v6i clia x tai zo:

oy o J@o+Az) = f(zo) . Ay
Flao) = lim Ax = Jm N

Vay dao ham ctia mot ham tai mot diém do ti lé giita thay doéi ctia gia tri ctia ham
so v6i thay déi cia gia tri cia bién tai diém dé. Mot cach ngin gon: dao ham do ti lé
thay doi, hay dao ham do téc do bién thién.

Vi dao ham do su thay ddi nén né thudng duge ding mdi khi ngudi ta can khao sat
st thay do6i ¢ mic do chinh xac cao. Diéu nay giai thich pham vi tng dung vi tam quan
trong to 16n clia dao ham néi riéng va phép tinh vi tich phan néi chung. Khai niém dao
ham va vi phan va céc tng dung dudce xay dung va phat trién tit gitta thé ki 17 trong thoi
dai Khai sang & Chau Au, 13 mot co sé cho nhing tién bo khoa hoc kj thuat va xa hoi
vugt bac ngay sau do.

Véi khai niém chinh xac vé dao ham, gio ta co thé dinh nghia chinh xac cac cac khai
niém tiép tuyén va van toc.

Gia sit ham f kha vi tai zg, ta dinh nghia hé sé géc ciia tiép tuyén ciia do thi cla
ham s6 f tai (2o, f(z0)) & s6 thuc f/(xg). Vay duong thang tiép tuyén ctia do thi ctia ham
f tai xg ¢6 phuong trinh

y — f(z0) = f'(x0)(x — x0).

Néu f la vi tri ctia vat trén duong thing thuc tai thoi diém ¢ 13 ham kha vi tai ¢ thi
s6 thuc f/(t), nhu trong vat 1y, dudc goi 1a van toc cia vat tai thoi diém t. N6 cho thay
vi tri ctia vat thay déi theo thoi gian nhanh hay cham.

Vi du 3.1.2. Cho f 1a mot ham héang, tic 1a c6 s6 thyc ¢ sao cho f(z) = ¢ v6i moi s6
thyc z. Tim dao ham cua f.
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Theo dinh nghia ctia dao ham, ta c6 tai xo bat ki:

lim L@ = f@0) _ oy cme
h—0 h h—0 h

Vay f'(zo) = 0 tai moi zg € R. Diéu nay hoan toan phit hgp vé6i ¥ nghia ctia dao ham vé
mat dinh lugng (t6¢ do thay doi bing 0 néu ham khong d6i), hinh hoc (tiép tuyén ctia
dudng thang nim ngang thi nim ngang), hay vat Iy (van toc ciia vat c6 dinh bing 0).
Vi du 3.1.3. Stt dung cong thitc dinh nghia dao ham dé tinh dao ham ctia f(z) = 22 tai
didm z = xy.

Dau tién ta co

f(zo+h) — f(zo) = (zo 4+ h)? — 22 = h? + 2x0h,

f(xo+h) — fzo) A%+ 2x0h
h N h

= h+2$0.

Do doé,
lim f(zo+h) = f(x0)

h—0 h

= lim (h 4 2z¢) = 2xg.
hl_%( + 220) = 2x0

Diéu d6 c6 nghia la f(z) = 22 ¢6 dao ham tai z = ¢ va f'(xg) = 2z V6i x¢ tiy ¥.

Vi du 3.1.4. Véi s6 nguyen duong k, tinh dao ham clia ham f(x) = 2" tai z = x.
Chiing ta nhac lai Cong thitc nhi thitc Newton (1.1.11)): v6i k 1a s6 nguyén duong bat
ki thi
k kl o
(x+h)k =Y ——gkipi, (3.1.1)
]z:% J'(k = j)!
Cang nhu vi duy trén, ta tinh

flwo+h) = f(zo) (w0 + )k —af

h h
k U kg
(Zj:O j!(kklj)!x() W) - 95]3
- h
k3, i
X gyt W
- h
k—jp i
DY Y = i
- h
k
kU ki
:Z xo Th
ik — )10
= k=)
k !
— kxlgfl +Z : mk*]h]—l
i 10
= k=)
Do doé,
k
. flwo+h)— f(wo) .. k-1 k! k—j, i1 k-1
1 :1 - I3 — .
oo h Ay | Foo +j§::2j!(k—j)!x0 h ko

Vay ham s6 f(z) = 2¥ c6 dao ham tai o bat ky 1a f'(z) = kxlg_l.
Ngudi doc ciing ¢6 thé thit lam tinh todn nay bang cach thay vi diing nhi thitc Newton
thi diing hing dang thic

a = b= (a—b)(a" ' +a" P+ Fab" 2.
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Vi du 3.1.5. V6i f(x) = \/z, tim f'(z) vA mién xac dinh cia f’.
Ta tinh

i JE R~ fl2) . vath-a

h—0 h h—0 h
o VETh—VE VaTh+E
h—0 h Vr+h+ .z
— lim (x+h)—=z
h—0 h(v/z + h + /)

1
=lim ————
h=0/z +h+\/z
1
N

Chuing ta thay ring gi6i han trén ton tai néu va chi néu z > 0, vay f'(z) = \f xéc dinh

2
v6i moi x > 0.

Sau mot s6 vi du ta cé thé thay dé tim cong thiic chung cho dao ham thi cong thic
sau la tién hon ca

fe) — i L) )

h—0 h

vi ta khong can phai giéi thieu thém mot bién méi zg. Ngoai ra cong thitc nay ciing thé
hién r6 vai tro cia dao ham nhu 13 mot ham méi, dan xuét tit ham ban dau.

Su kha vi va su lién tuc

Ta thay dé
F+h) - (@)
h
6 gi6i han khi h tién vé 0 thi f(z + h) — f(z) phai tién vé 0, do d6 ham f phai lien tuc
tai . Ta co:

Dinh ly 3.1.6 (Kha vi thi lién tuc). Néu ham s6 f khd vi tai x thi f lién tuc tai x.
Chitng minh. Néu f c6 dao ham tai x thi

lm [f(z + h) — f(x)] = lim | LEFR = F@),

h—0 h—0 h
S TACR R b (GO
h—0 h h—0
= f'(z)-0=0.
Vay limy,o[f(z + h) = f(x), nén f lién tuc tai z. O

Luu y rang diéu ngude lai khong dung: su lién tuc ctia ham s6 khong dan t6i sy kha
vi. Nhu ta biét st khé vi tai mot diém nao ciia ham sé vé mit hinh hoc c6 nghia la do thi
ctia ham s6 do6 c6 tiép tuyén tai diém nay. Dang diéu ctia do thi can c6 tinh “tron” nhét
dinh nho d6 ta thay dudc sy ton tai ciia tiép tuyén. Do thi clia ham kha vi khong duge
¢6 nhiing “géc nhon”.

Dué6i day 1a mot vi du cho thdo luan trén.

2Thuat ngit dao ham trong tiéng Anh 1a derivative, c6 nghia la dan xuét, tit mot cai khac ma ra: dao
ham ctia mot ham 13 mot ham dan xudt tit ham ban dau.
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Vi du 3.1.7. Xét ham s6 f(z) = |z].

Ta thay do thi ctia ham s6 nay khong c6 16 hay dit, nén ham la lién tuc tai moi noi.
Tuy nhién do thi nay c6 mot géc nhon tai (0,0). Ta nhan thay tai (0,0) tiép tuyén ben
trai khac véi tiép tuyén bén phai, do d6 khong c6 mot tiép tuyén nao & do.

f(z) = ||

Hinh 3.1.2: D6 thi ctia ham f(z) = |z| ¢6 mot géc nhon tai 0 nén lién tuc ma khong kha

vi.
Chinh x4c thi
N e (| . ]
lim ———— = lim
z—=0 x—0 z—0 T

khong ton tai, nhu ta da thay ¢ Vi du[2.1.23] Ham tri tuyét déi khong c6 dao ham tai 0
méic du lién tuc tai dé.

3.1.2 Tinh chat cia dao ham

Sau day la cac cong thiic dé lam céc tinh toan co ban trén dao ham.

Dinh ly 3.1.8. Cho cdc ham s6 f va g c6 dao ham tai x, khi dé trong cdc cong thic sau
ham bén vé trdi cé dao ham va dao ham bang vé phdi:

(a)
(f +9)(x) = f'(z) + g'(x)

(b)
(f=9)(x) = f'(z) - g'(x)
(c)
(af)(z) = af'(x)

trong dé o la mot hang so thue.

(d)
(f9)'(x) = f'(x)g(x) + g'(x) f (x)

(¢)

vdi diéu kién ¢'(z) # 0.
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Chitng minh. (a) Cong thitc nay rat dé dé chitng minh. Ta viét

Uraesh) = 4ae) _y,, (foth)=fE) | olorh)= o))

li
1m h h

h—o0 h h—o0
= f'(z) + ¢ (2).

Quy téc cho hiéu va quy téc cho boi nhan hing ciing don gidn tuong ti.
(d) Véi quy téc cho tich, ta tinh todn nhu sau:

flz+h)glx+h) - f(x)g(z)

lim

h—0 h

_ iy T@ 9@+ h) — [z + h)g(z) + f(z + h)g(z) — f(z)g(x)
h—0 h

flz+h) - f(z)

o gz +h) —g(z)
—}lll_r% f(x+h) N +

gl +h) — g(xo) @b~ f)
h h

=1i h) li
pp S )
= f(z)g' () + g(2) f'(2).
Chu y rang & bude cudi ta da dung limy,_,o f(x + h) = f(x), tic la dung tinh lién tuc clia
f tai x. Ta c6 tinh lién tuc nay la vi f dugc gid st 1a kha vi tai x.
(e) V6i quy téc cho thuong, ta tinh toan nhu sau:

Py e = 5t

IR g(x g(x
(5) = pm 202
fle+h)g(@) = f(@)g(a + h)

=TT hgle 1 ()

_ iy F@ T 1)9(2) — f)g(@) + f(2)9(z) — fz)g(z + h)
h—0 hg(z + h)g(x)

. g(a) LEH=I@) _ gy aleth)—g(@)
0 o+ Wg(z)
g(x) limy,_o LI _ ¢(0fim), |, 2eth)=9(@)

limy, 0 g(z + h)g(x)

Vi du 3.1.9. Bay gis ta c6 thé tinh nhiéu dao ham.
(a) (27 + 32% — 422 4+ 5) = 725 + 1825 — 8a.
(b)

(2 + 3z — 1)(a* — 82)) = (2z + 3)(a* — 8z) + (2® + 3z — 1)(42® — 8)
= 62° + 150" — 42® — 242® — 482 + 8.

2?2 -1\ (22)(a® +1) — (a? — 1)(22)
(:c2+1) B (22 +1)2

- 4z

NG
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Bai tap

3.1.1. Bing ¥ nghia hinh hoc ciia dao ham, hiy gidi thich vi sao dao ham cfia ham s6 hing bing
0, va dao ham ctia ham s6 tuyén tinh f(z) = mz + b bang m.
3.1.2. Dung dinh nghia ctia dao ham, tinh dao ham clia ham sb

(a) f(x) =2’

(b) fx)=a".

3.1.3. Ti d6 thi cia ham trong Hinh va Hinh tim diém tai d6 ham khong kha vi, va
giai thich tai sao.

3.1.4. Hay phac hoa dd thi clia mdi ham s6 sau day, va khao sat tinh lién tuc hay kha vi ctia méi
ham.

22, x>0,
(a) y—{ 2,

x < 0.

zv+1, x>0,
—z2 -1, x<0.

=7
I ik
o=

2, x<l1
3r—2, z>1.

3.1.5. Xét f(z) = ¢/x. Chimng t6 ring f'(0) khong ton tai.
3.1.6. Xét f(r) = V22. Chitng t6 riing f/(0) khong ton tai.

3.1.7. Chiing t6 ring ham sb f(x) = |z — 6| lién tuc tai moi noi nhung khong kha vi tai z = 6.
Hay phac hoa dd thi ctia ham sé nay.

3.1.8. Cho
<0
flz) = i—:g’ 0<z<3
5 T > 3.

Dung dinh nghia ctia dao ham, tim f’(x) khi > 3. Ham s6 c6 kha vi tai z = 3 hay khong?

3.2 Cac cong thirc cho dao ham

3.2.1 Dao ham ciua ham hgp

Gi& st ta mudén tinh dao ham ciia ham y = (22 + 1)!%°, Ta c6 thé khai trién ham nay
thanh dang mot da thic rdi ap dung cac cong thitc dao ham, nhung cong thiic sé rat dai
dong vi s6 mil qua 16n. Ta c¢6 mot cach tiép can khac dung khai niém ham hop nhu sau.
Ta dat u = 22 + 1, thi y = «'%. Ta biét cach tinh dao ham ciia v theo = va dao ham ciia
y theo u. Liéu ta ¢6 tinh duge dao ham ctia ham hgp y theo =7

Dimg ki hiéu vi phan ciia Leibniz, ta cé thé dit van dé nhu sau: Gia sit y 13 ham ciia
u, vd v 1a ham cilia , thi ti 1é thay ddi cia y so v6i « bang bao nhieu? Ta c6 mot 1y luan
don gian nhu sau. Ta viét ding thiic ciia cac s6 thuec:

Ay Ay Au

Ar  Au Ax’
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Véi gia thiét u kha vi theo x thi u lién tuc theo x, néen Au — 0 khi Az — 0. Lay gi6i han

khi Az — 0 ta dugce

dy dy du

dr  du dz’
Ly luan nay khong thiye hién duge néu Au = 0 vi khi d6 ta da chia cho 0. Ta sé dua ra
mot ching minh day da dudi day.
Dinh 1y 3.2.1 (Quy tic mic xich . Néu ham s6 g khd vi tai © va ham s6 f khd vi
tai g(x) thi ham hop f o g khd vi tai x va

(fog)(x) = f'(9(x)d ().

Chiing minh. Tru6c hét, v6i ham f bat ki kha vi tai z = a thi
fla+ Az) — f(a)

Algigrgo Ax = @)
Dat
6(A$> _ f(a + A'r) — f(a) _ f/((l),

Ax
thi lima, 0 €(Az) = 0, va ta viét duge
Ay = fla+ Az) — f(a) = [f'(a) + e(Az)]Az.
Diat u = g(x) va ap dung ding thiic trén tai 2 = a thi
Au = [¢'(a) + €1 (Ax)|Az

v6i €1(Az) — 0 khi Az — 0. Dt y = f(u), va lai 4p dung déng thitc trén tai u = b = g(a)
thi
Ay = [f'(b) + e2(Au)]Au
v6i ea(Au) — 0 khi Au — 0. Ké hop hai dang thitc trén ta duge
Ay = [f'(b) + e2(Au)][g'(a) + e1(Az)] Az

Do do A
& _[10) + (Bl (@) + a(Ad)],

Lay gidi han khi Az tién vé 0, luu § nhu trén rang u kha vi theo x nén u lién tuc theo x
do d6 khi Ax — 0 thi Au — 0, ta duge

Ay Y / Y /
Jim 20 = 0)g'(0) = f(g(a))g/ ).
Day la cong thic dao ham ctia ham hgp. O

Vi du 3.2.2. Bay gio ta quay lai cau héi lic nay, tinh dao ham ciia y = (22 + 1), Véi
u=2x%+1,tacé
dy _dy du 99 2 99
A AN ke | 20 =1 1)772x.
T = du 4o 00u”"2z = 100(x* 4 1)*2x
Viét cach khéc, néu ta dat f(x) = 219, g(z) = 2% + 1, thi f/(z) = 1002%, ¢'(z) = 2x,
va
(22 + 1) = (fog)(z) = f'(g9(z))d (x) = 100(2* + 1)* 22 = 200z (2 + 1)%.
Vi du 3.2.3. Ta tinh dugc
(23 — 422 + 1)%) = 5(z® — 42® + 1) (23 — 42 + 1) = 5(2® — 42? + 1)*(32° — 8z).

3con goi 1a quy tic xich, hay quy tic dao ham ctia ham hop, trong tiéng Anh 1a chain rule
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3.2.2 Dao ham cua ham nguadc
Néu ham s6 z = g(y) la ham ngugc clia ham s6 y = f(z) thi ta c6

9(f(z)) = =

Néu ca hai ham déu kha vi thi lay dao ham hai vé ctia ddng thitc trén va 4p dung quy tic
dao ham ctia ham hgp ta dudc

hay

Vay ta c6 mot cong thic don gian:
1
/
9W) = 4=
f'(@)
Khao sat trén co gid thiét sy kha vi cia ham nguge. Dinh 1y sau khong can gia thiét nay:

Dinh ly 3.2.4. Gid st f : (a,b) = (c,d) la mot song dnh lién tuc va f~1 la ham s6 nguoc
cia f. Néu f c6 dao ham tai x € (a,b) va f'(z) #0, thi f~1 ¢6 dao ham taiy = f(x), va

Ching minh. Theo dinh nghia thi

(f—l)/(y) — lim fﬁl(y + h’) — fﬁl(y)‘

h—0 h

Datx = f Y (y)vaz+k=fYy+h) thih= fx+k)— f(z)vak=fYy+h)—f(y).
Ta stt dung mot tinh chat 14 néu mot song anh trén mot khoang 13 lién tuc thi anh xa
ngugc cing lién tuc (chiing minh tinh chat nay kh6 hon mitc cia mon hoc nay mot chit,
ngusi doc ¢6 thé xem ching han & [Spi94} tr. 247]). Vi f~1 la lién tuc nén khi A — 0 thi
k — 0. Ta c6 thé viét

RPN S Rt O Rl A () k
(7 @) = lim N SN TE R - @)
1

i TR T T I ()

O

Ta sé ding cong thic dao ham ciia ham nguge dé tinh dao ham ctia mot s6 ham so
cap ¢ muc tiép theo.

3.2.3 Dao ham cta ham sd cp
Dao ham cta ham luong giac

Vi du 3.2.5. Ta tinh dao ham ctia ham sin. Ta ¢6

. sin(z + h) —sinx . sinzcosh+sinhcosx —sinx
sin’(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h

cosh—1 n . sin h
— 4 cosx lim —.
h h—0 h

= sinz lim
h—0
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Ta da biét giéi han dic biet (2.2.1):

sin h
i =1.
ﬁ% h

Diing cong thitc lugng giac ma ta co thé rit ra dude tit cac tinh chat ctia ham luong giac

& Muc [1.2.2
2

cos(2a) = cos(a — (—a)) = cos(a) cos(—a) + sinasin(—a) = cos’ a — sin® a = 1 — 2sin’ q,

ta dugc
cosh—1 —251112(%) —smz(%) h
im lim = lim —
h—0 h h—0 h h—0 (ﬁ)2 2
h
5 h
~ _ lim (Sln}f2)> 2 _1.0=0
h—0 3 2
Vay

sin’ z = cos x.

Vi du 3.2.6. Ta tinh dao ham clia ham cos. Vi cos x = sin(
ham hop:

T _

2
!
cos’ z = sin’ (E —Jj’) (f —:c) = —cos (z —x) = —sinx.
2 2 2

’cos’x = —sinm.‘

x) nén theo dao ham cta

Vay

sin

Vi duy 3.2.7. Ta tinh dao ham ctia ham tan. Vi tan = - nén dung cong thiic dao ham
cua thuong ta dugc:
sin’ x cosz — sinxcos’x  cosxcosx — sinx(—sinx) 1

tan’ z = = = .
cos? z cos? x cos? z

Vay

tan’ z =

cos?x’

Vi du 3.2.8. Xét ham s6 = = g(y) = arcsiny v6i —1 < y < 1, la ham s6 ngugc ctia ham
s6 y = f(z) =sinz, —F <z < J. Theo cong thiic dao ham ciia ham s6 nguge ta co

arcsin’y = ¢'(y) = L _ 1 _ ! = !
YZIWTPa) T cose V1o sima? V1—y2

1
arcsin't = ——, z € (—1,1).

V1—22’

Tuong ty ta ciing tinh duge (duge dé ¢ Bai tap |3.2.6)):

1
arccos’ ¥ = ————, z € (—1,1).
b
1+ 22’

arctan’ © = z € R.
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Dao ham cia ham mii va ham log

Trong céc tai litu nang cao hon nhu [TPTT02, tr. 83], ngusi ta c6 thé ching minh dugc

(eil‘)/ — eil‘.

Cong thitc don gidn nay 1a li do chinh mé co s6 e duge ding phd bién hon cac co s6 khéc.
Tt cong thitc trén ta tinh duge ngay dao ham ciia ham mii véi cd s6 a bat ki:

(a:p)/ — (elnaw)/ _ (exlna)/ — ewlna(xlna)/ — emlnalna — a®*na.

Vay

(a®) =a®Ina.

Vi du 3.2.9. Xét ham s6 =z = g(y) = log, y, v6i a > 0 va a # 1. Day 14 ham s6 ngudc
ctia ham s6 y = f(x) = a*. Theo cong thitc dao ham ctia ham s6 ngudc ta ¢

,( ) = r 1 1
g f'(z) a®*lna ylna
Vay
(log, ) = —
8a®) = i na’
Dic biét
1
Inz) = —.
(lna) = 2

Dao ham cta ham lay thira

Xét ham y = 2" trong dé r 14 mot s6 thiye bat ki va z > 0. Ta viét duge, dung dao ham
ctia ham hgp:

(xr)/ _ (elnxr)/ _ (erln:r:)l _ erlnx(rlnx)/ S G

K83

Vay day 1a cong thitc chung cho dao ham ctia ham liy thita bat ki:

(" =raz" L z > 0.

Vi du 3.2.10. V6i z > 0 thi
1
N

Vi du 3.2.11. Chi y la trong nhiing trudng hgp cu thé cong thiic dao ham ctia ham liy
thita c6 thé ding trén tap l6n hon. Chang han véi z < 0 thi

o=

(Vi) = (o) = Ja=

1

(V&) = (V=2 = (=) = —

—2) 2B () = .
(o) a) = 5

Vay
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3.2.4 Dao ham chia ham an

Vé6i mot ham s6 y = f(x) thi gid tri cia y phu thuoc theo gia tri  va sy phu thudc nay
dugc biéu dién mot cach ré rang theo quy luat duge cho béi f, ta néi y 1a mot ham hién
(hay tuong minh) ctia z. Tuy nhién c6 rat nhiéu sy phu thuoc clia y vao z ma & d6 chiung
ta khong c6 sin mot cong thic cu thé f dé biéu dién sy phu thuoc nay, khi dé ngudi ta
thuong noéi y 1a ham an cta z. Dudi nhimg diéu kien nhit dinh, khi ham an dugc cho
bdi mot déng thitc gitta = va y ta c6 thé lay dao ham ciia ci hai vé ctia déng thitc r6i giai
ra dao ham cta y theo x.

Vi du 3.2.12. Cho y phu thudc vao x theo phuong trinh

23 4 3 = 6y.
Néu mudn tinh cong thitc hién y theo z ta sé gidi mot phuong trinh bac 3, mot viéc khong
dé. V6i gia thiét 1a y kha vi theo z (gid thiét nay 1a ding dudi nhitng diéu kien dé thoa
va dé giai thich, dugc trinh bay trong mon vi tich phan ham nhiéu bién, xem [Bmgt2]),
lay dao ham ciia ca hai vé phuong trinh theo z, thi ta duge

322 + 3y%y/ (z) = 6y (z).

Tu do
(3y* — 6)y (z) = —327,

hay
—3z2

/ —

Ta van chua tinh duge dao ham y/(x) mot cach tuong minh theo o, tuy nhién tai méi diém
(z,y) cu thé cho truée ta cé thé tim duge gia tri clia y/(x). Ching han tai diém (v/5,1)
théa phuong trinh 22 + y3 = 6y, ta co

3.2.5 Dao ham bac cao

Néu f c6 dao ham f’ trong mot khodng nao d6 thi f’ cling 1a mot ham. Néu f/ ¢6 dao
ham thi dao ham nay duge goi 1a dao ham céap hai ctia f. Ta ky hieu f” = (f')".

Vidu 3.2.13. Dao ham cap mot ctia ham s6 f(z) = 23+322+3z+11a f/(x) = 322 +62+3.
Dao ham cap mot ciia f' 1a f(z) = (f")(z) = (322 + 62 + 3)' = 62 + 6.

Dao ham cap hai cho téc do bién thién ctia dao ham caAp mot.

Vi du 3.2.14. Xét ham vi tri cia vat trong khong gian theo thoi gian, thi dao ham bac
mot 1a van tdc chuyén dong clia vat, con dao ham bac hai 1a van tdc thay ddi clia van toc
clia vat, tic 1a gia toc. Néu gia téc duong thi van toc ciia vat dang tang, tic 1a vat dang
tang toc. Ngudc lai gia toc am thi van toc clia vat dang giadm, vat dang gidm toc.

Gia st dao ham cap (n — 1) dugc xac dinh, ky hieu f ("*1), ta dinh nghia dao ham cap
n cta f, ky hieu la £ 1a dao ham ctia dao ham cép (n — 1), tic 1a f(?) = [f(”_l)]/.
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Vi du 3.2.15. Tinh dao ham dén cap n clia ham f(x) = sin .

Ta c6 f'(z) = cosz, f'(z) = —sinz, fO®)(z) = —cosz, f®(z) =sinz, fO)(z) = cosz.
Ta nhan thiy cidc dao ham nay lap lai xoay vong sau 4 lan lay dao ham. Két luan nay co
thé dugc trinh bay chiit ché bing cach ding phép qui nap toan hoc, cho phép ta két luan
v6i mdi s6 nguyeén duong n thi

sin x, n=0 mod 4,
cos T, n=1 mod 4,

f" () =

—sinxz, n=2 mod 4,

—cosx, n=3 mod 4.

O day mod 4 (modulo) l1a phép lay phan du khi chia s6 nguyen cho 4.

Vi du 3.2.16. Khong phai ham nao ciing c¢6 dao ham cap hai, cling nhu khong phai ham
nao ciing c¢6 dao ham cap mot. Xét ham s6 sau

Ta tinh dugc

f@) = {“3 s

—x, x<0.
Ta thay f'(z) = |=|. Nhu da tim hiéu & Vi du ham |z| khong c6 dao ham tai x = 0.
Do d6 f”(0) khong ton tai.

Bai tap

3.2.1. Tim dao ham ctia cic ham sb sau:

(a) —7x3 (m) (a* + 322 — 2)°
(b) 1222 (n) Va3 +sinx
(c) 3z=3/2 (o) cos(a? + 2?%)
(d) 3= (p) a®+cos®x
(e) 322 — 9z + Tw?/° — 3x1/2 (@) (2% +1)%(sin )
(f) 425 — 321/2 (r) sinva2 +1
(8) (2% +1)(2* + 3z +2) (s) @sin
(h) (222 + 27 Y?)(42® — 3\/) (t) cos?(sin® z)

) 1 (u) cos/sin(tan 7z)

v m (v) y =sin(sinz), tai (m,0)
(§) Vasinz (w) y =sinz + sin® z, tai (0,0)
(k) _r (x) 2°%/In (2017 + 22) 2014z

1+ tanz
cosx ) N

1) e

1—sinx




58 CHUONG 3. PHEP TINH VI PHAN

3.2.2. Hay tim phuong trinh ciia tiép tuyén véi do thi clia mdi ham sb sau tai gia tri x cho trude.
(a) f(z)=2%2=3
(b) f(#)= 'z =1

3.2.3. Cho ham g kha vi, ¢’(1) = g(1) = 1. Cho f =2g-(go g?). Tim f'(1).

324 Cho F(z) = f(a(f(xf (@), véi (1) =2, f(2) = 3, (1) = 4, F(2) = 5, f(3) = 6. Tim
F'(1).

3.2.5. Cho hai ham s6 g(x) = ¢z +5 va h(z) = 37", Tinh dao ham cta g, h, va g o h.
3.2.6. Hay rut ra cong thic

(a)
1

arccos’' ¥ = —————, z € (—1,1).
Vo vethy
(b)
1
arctan’z = ——, v € R.
1+ 22
3.2.7. Cho
L1
90 =053

va cho h 14 ham ngugce clia g. Tinh A/(1/3).
3.2.8. Cho u(z) = V23 + 22 + x + 1 va cho v 1a ham ngudc clia u. Tinh v'(1).

3.2.9. Viét phuong trinh tiép tuyén ciia do thi ctia ham s6 y dugce cho bdi phuong trinh an:

(a) 2+ y3 = 6y tai diém (3, 3)

(b) 22 + y? = 25 tai diém (3, —4)

(c) 2% +y? =2 tai diém (1,1)

(d) 22 +y? =1+ ytanz tai diém (0,1)

(e) ysin2x = xcos 2y tai diém (7/2,7/4)

(f) sin(z + y) = 22 — 2y tai diém (7, 7)

(g) 2%+ y? = (22% + 2y? — x)? (dudng hinh trai tim) tai diém (0,1/2)
(h) 222 + %) = 4? tai (1/V3,1/v2)

3.2.10. Mot cai thang dai 50 mét dang dua vao tuong. Khi dinh thang dang & cdch nén 30 mét
thi thang bi trugt, dinh thang tuot xudng véi van tdc 3 mét mdi giay. Héi day thang trugt xa khoi
bitc tudng véi van téc bao nhicu?

sinz

3.2.11. Hay tinh dao ham cip 3 ctia ham s .
1422

3.2.12. Hay tinh dao ham cip 3 ctia ham sb cosw

3.2.13. Hay tim dao ham cap n ciia mdi ham sau:

a) f(z) =2 +22° +1 () fz) =355

—~
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3.2.14 (Coéng thic Leibniz cho dao ham cta tich). Bing phuong phip quy nap todn hoc
hay chitng minh cong thitc hitu ich sau trong tinh todn dao ham cap cao. Néu f va g c6 dao ham
dén cap n thi ham sb tich f - g c6 dao ham dén cap n va

(f g™ = Z CF k). gn=k),
k=0

0 day CF = k,(%lk),, va qui ude fO = f.

3.2.15. Sit dung cong thiic Leibniz cho dao ham ctia tich, tinh dao ham cap 100 ctia ham f(z) =
3

r°sinz tai x = 0.
3.2.16. St dung cong thitc Leibniz cho dao ham ctia tich, tinh dao ham cip 2019 ctia ham
(3z — 1)e®.

3.2.17. Mot bon chita nuée hinh tru véi day 14 mot hinh tron ban kinh 5 mét. Gia st nudc dang
dugc théo ra khoi bon véi toc do 1 mét khoi mdi giay. Hoi mute nude trong bon dang thay doéi véi
té¢c do bao nhiéu?



Chuong 4
Ung dung ctia dao ham

4.1 Cuc tri cha ham s6

Mot trong nhitng tng dung ctia phép tinh vi phan 1a trong cic bai toan t6i wu hoa, & d6
chiing ta can phai tim cach thic téi wu (t6t nhat) dé lam mot viéc gi do. Viec nay trong
nhiéu trudng hop cé thé dua vé bai toan tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ciia mot
ham so.

Dinh nghia 4.1.1. Cho ham f xac dinh trén mién D. Tai ¢ € D néu f(c) > f(z) véi
moi z thudc D thi ta noéi f cé gia tri cue dai toan cuc hay cwe dai tuyét déi, hay lon
nhat la f(c) xay ra tai c.

Tuong tu, f c6 gid tri cue tiéu toan cuc hay cwe tiéu tuyét déi hay gid tri nhé
nhat 1a f(c) xay ra tai ¢ € D néu f(c) < f(x) v6i moi x thuoe D.

Néu f(c) > f(x) v6i moi z thuoc mot khodng mé (a,b) chita ¢ thi ta néi f co gia tri
cwe dai dia phuong hay cuwc dai twong déi tai c.

Néu f(c) < f(x) v6i moi z thuoc mot khoang mdé (a,b) chita ¢ thi ta néi f co gia tri
cuc tiéu dia phuong hay cuc tiéu twong doi tai c.

Gia tri cyc dai va cue tiéu duge goi chung 1 cue tri. Diém tai d6 xay ra cuc tri thuong
dugc goi 1a diém cuc tri.

Mot cach triyc quan, trén mot do thi thi cyce dai toan cuc xay ra tai diém cao hon hay
bang moi diém khac trén do thi, trong khi cuc dai dia phuong xay ra tai diém cao hon
hay bing moi diém khéc trong mot lan can nao dé, xem Hinh

V6i dinh nghia trén thi mot gia tri c6 thé 1a cuc tri toan cuc nhung khong phai l1a cuc
tri dia phuong, khi né xay ra ¢ diém bién ctia mién xéac dinh.

Vi du 4.1.2. Xét f(z) = 22 trén mién xac dinh R, xem Hinh Vi f(x) > f(0) véi
moi x nén f(0) = 0 la ciye tiéu toan cuc va la cyc tiéu dia phuong ciia f. Tuy nhien khong
c6 diém cao nhat trén parabol va do d6 ham s6 nay khong cé gia tri cyc dai.

Néu chi xét mién xac dinh 1a [—1,2] thi f c6 mot cyc tiéu dia phuong ¢ z = 0, mot
cuc tiéu toan cuc & x = 0, mot cuc dai toan cuc & x = 2, va khong c6 cuc dai dia phuong.

Vi du 4.1.3. Ham s6 f(z) = 2 khong c6 cyc tri, xem Hinh

Trong cac hinh vé ta thiy néu tai diém cyc tri do thi ctia ham c6 tiép tuyén thi tiép
tuyén sé nam ngang. Diéu nay khong dang ngac nhién véi I luan sau: gan diém cuec tri,
néu trude dé ham da tang thi qua diém cyec tri khong thé tiép tuc tang, con néu truse do
da giam thi qua diém cuec tri khong thé tiép tuc gidm, do d6 dao ham phai déi dau khi di
qua ¢, do d6 phai bing 0 tai c. Li luan don gidn nay gia thiét tinh lién tuc ctia dao ham,
tuy nhién két qua ding ma khong can gia thiét nay:

60
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f(d)

Y

Hinh 4.1.1: Cuyec tiéu tuyét déi f(a), cuc dai tuyet doi f(d), cuc tiéu dia phuong f(c) va
f(e), cuc dai dia phuong f(b) va f(d).

Hinh 4.1.2: Gi4 tri cyc tiéu la 0, khong c6 cuc dai.

Dinh 1y 4.1.4 (Dinh 1y Fermat). Néu f c¢6 cuc tri dia phuong tai c va f'(c) ton tai thi
f'(e)=0.

Nhu vay tai cuc tri dia phuong dao ham phdi bang 0. Day 1a mot quan sat then
chot trong ing dung ctia dao ham.

Chitng minh. Gié st ring f ¢6 cyc dai dia phuong tai ¢. Ta ¢6 néu nhu h dia gan 0 (h c6
thé am hodc duong) thi

fle) = fle+h).
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\J

/

Hinh 4.1.3: Khong c¢6 cuc tiéu, khong c6 cuc dai.

Vay néu h dit nhé va h > 0 thi

flet+h) = fle)

<0.
N <0

Lay giéi han phai ctia cd hai vé clia bat ding thitc khi A tién vé 0 ta c6

Fe) =t LD =S

h—0+ h

<0.

Tuong ty néu h di nhé va h < 0 thi

flet+h) = fle)
h

> 0.

Lay gidi han trai hai vé ctia bat déng thiic khi h tién vé 0 ta duge

flet+h) - fle)

'(e) = i > 0.
0 = lim ===
Nhu thé ta buoc phai ¢6 f'(c) = 0.
Chitng minh cho truong hop f c6 cuc tiéu dia phuong la tuong tu. O

Diém tai d6 dao ham bing 0 con duge goi 1a mot diém dirng ciia ham (vi néu coi dao
ham 1a van toc ciia chuyén dong thi ditng chuyén dong cé nghia la van téc bing 0). Diém
tai d6 dao ham bing 0 hodc khong ton tai duce goi la mot diém tdi han clia ham.

Vi du 4.1.5. Ham s6 f(z) = |z| ¢6 diém t6i han z = 0 vi f/(0) khong ton tai.

Dinh 1y Fermat c¢6 thé dugc viét lai 1a cue tri dia phwong chi xdy ra tai diém tdi
han.

Vi du 4.1.6. Gia sit ta biét hodc dit doan ham f(z) = 22 — 822 — 17 c6 gia tri nhé nhét.
Ta tim gia tri do.
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Diém = ma ¢ dé ham f dat cuc tiéu toan cuc ciing la diém tai d6 ham dat cyc tiéu dia
phuong do mién xac dinh ctia ham f 14 mot khodng mé (—oo, 00). Theo Dinh 1y Fermat,
diém nay phai 14 mot diém dimng, tic 1 f/(z) = 0. Gidi phuong trinh ta duge

fl(2) =0 < 82°—162 =0 <= 4x(2>—2) =0 <= =z =0 hodc z = v/2 hodic z = —V/2.

Tinh gia tri £(0) = —17, f(v/2) = f(—V/2) = —25 ta két luan gia tri nho nhat ciia ham f,
néu co, 1la —25.

4.1.1 Su ton tai gia tri I8n nhat va gia tri nho nhat
Duéi day 1a mot diéu kién di quan trong cho sy ton tai cic tri toan cuc.

Dinh 1y 4.1.7 (Dinh 1y cuc tri toan cuc). Néu f lién tuc trén khodng déng [a,b] thi
f dat gid tri cuc dai toan cuc va gid tri cuc tiéu toan cuc trén [a,b).

No6i ngén gon: Mot ham lién tuc trén mot doan dong thi cé gid tri lon nhat
va gid tri nhoé nhat.

Dinh 1y nay 14 hé qua clia tinh day du ctia tap hgp cac s6 thyc. Ching minh thuong
c6 trong céac gido trinh nang cao hon nhu [Kha96, tr. 56).

T dinh 1y nay ta dua ra thuat toan sau:

Tim gid tri lon nhdt va gid tri nhé nhat cia mot ham trén moét khodng
déng [a,b]:

Budc 1: Tim céac diém t6i han bén trong khodng mdé (a, b).

Buéc 2: Tinh céc gié tri ciia ham tai cac diém t6i han tim dude 6 Budce 1 va tai
céc diém mit a va b.

Budc 3: S6 16n nhat trong cac s6 tim duge d Bude 2 1a gia tri 16n nhat ctia ham,
s6 nhé nhat 1a gia tri nho nhat ctia ham.
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Vi du 4.1.8. Tiép tuc Vi du ta tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham
f(z) = 22* — 822 — 17 trén doan [—1, 3].

Trong khoang mé (—1,3) ham f ¢6 hai diém t6i han 14 0 va /2. Ta tinh duge f(0) =
17, f(v3) = 25, f(—1) = —23, f(3) = 73. Vay gi4 tri nh6 nhat 1a —25 va gid tri 16n
nhat 1a 73.

4.1.2 Cac dinh ly gia tri trung binh
Dinh 1y 4.1.9 (Dinh 1y Rolle). Néu ham f lién tuc trén doan [a,b], khd vi trong khodng
(a,b), va f(a) = f(b), thi ton tai mot s6 thuc ¢ thuoc (a,b) sao cho f'(c) =0.

Dinh 1y Rolle khing dinh mot diéu dé thdy truyc quan: Néu mot dudng cong do thi
lien tuc ndi hai diém c6 ciing cao do thi sé c6 mot diém trén do thi tai d6 tiép tuyén nim
ngang.

Hinh 4.1.4: Minh hoa Dinh 1y Rolle.

Giai thich nguon goc ctia Dinh 1y Rolle cling don gidn: ham lién tuc trén mot doan thi
c6 gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat, néu gia tri clia ham tai hai dau ctia doan xac dinh
bing nhau thi mot trong hai gia tri cyc tri toan cuc trén phai xay ra bén trong, do dé 1a
cuc tri dia phuong, xay ra tai mot diém dimng.

Chiing minh. Ta xét ba truong hop.

(a) Truong hgp f 1a mot ham hing, f = f(a): Khi d6 v6i moi x € (a,b) thi f'(z) = 0,
do d6 ta c6 thé chon ¢ bat ki trong khoang (a, b).

(b) Truong hop f(x) > f(a) v6i mot x nao dé trong khoang (a,b): Theo Dinh 1y cuc tri
toan cuc f c6 mot gia tri cyc dai toan cuc tai mot diém nao do trong doan
[a,b]. Vi f(a) = f(b) nén gia tri cyc dai toan cuc nay phai dat tai mot s6 ¢ trong
khoang mé (a,b). Khi d6 f ¢6 cuc dai dia phuong tai ¢. Suy ra f’(¢) = 0 theo Dinh
ly Fermat.
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(c¢) Trudng hop f(z) < f(a) v6i mot x nao doé trong khoang (a, b): Tuong tu, theo Dinh
Iy cuc tri toan cuc f c6 mot gia tri cyc tiéu toan cuc trong doan [a,b] va vi
f(a) = f(b) gia tri cuc tiéu toan cuc nay dat tai mot s6 ¢ trong khoang (a,b), do do
f ¢6 cuc tiéu dia phuong tai ¢ va nhu vay f’(c) = 0 theo Dinh 1y Fermat.

O

Dinh 1y 4.1.10 (Dinh 1y gia tri trung binh — Dinh ly Lagrange). Néu ham f lién
tuc trén doan [a,b] va khd vi trong khodng (a,b) thi ¢ ¢ thuoc (a,b) sao cho

1)~ f(a)

flo =22

Day la mot dang thudng dung cta cac dinh 1y gia tri trung binh.
Y nghia hinh hoc ctia dinh 1y nay 1a nhu sau: O Hinh he s6 goc cuia duong
cat tuyén AB la % va f(c) 1a he s6 goc clia tiép tuyén tai diém (c, f(c)), Dinh ly
Lagrange néi ring cé it nhat mot diém P(c, f(c)) trén do thi ma tiép tuyén tai d6 song
song vdi duong cat tuyén AB. Mot cach triyc quan, Dinh 1y Lagrange cho mot “phién ban

nghién” ctia Dinh 1y Rolle.

Hinh 4.1.5: Minh hoa Dinh 1y Lagrange.

Chitng minh. Ap dung Dinh 1y Rolle cho ham

Ham ¢ nay chang qua la hiéu gitta ham f véi ham tuyén tinh c6 do thi la dudng cat tuyén
néi hai diém (a, f(a)) va (b, f(b)). O

Ta con c6 mot phat trien hon ma ta sé dung vé sau:
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Dinh 1y 4.1.11 (Dinh ly gia tri trung binh Cauchy). Néu hai ham f va g lién tuc

trén doan [a,b] va khd vi trong khodng (a,b) thi ton tai diém c thuoc (a,b) sao cho

[£(0) = f(@)]g'(c) = [g(b) — g(a)] f'(0). (4.1.1)

Néu g(b) # g(a) va véi moi = € (a,b) ta c6 ¢'(x) # 0, thi ding thiic trén c6 thé duge
viét dudi dang

f)—fla) _ f'(c)
o0) ~9(@) ~ ¢1e) i
Chiing minh. Ap dung Dinh 1§ Rolle cho ham
h(z) = (f(b) = f(a))g(x) — (g(b) — g(a))f(x)
O

T Dinh 1y gia tri trung binh ta dugc mot hé qua quan trong:

Hé qua 4.1.12. Néu f'(z) = 0 vdi moi x trong khodng (a,b) thi f la ham hdng trén
khodng (a,b).

Chiing minh. V6i z1 va zo bat ki thuoc khoang (a,b), ta ching t6 f(z1) = f(z2). Gia
st 1 < z3. Ap dung Dinh 1y gia tri trung binh cho ham f tren doan [x1,x2] ta dugc
f(z1) = f(z2) = f'(¢)(x1 — x2) v6i mot ¢ ndo do trong khodng (z1,x2). Vi f/(¢) = 0 nén
ta dudc f(fEl) = f(l‘g) J

Mot hé qua dang cha y nita la:

Hé qua 4.1.13. Néu f'(x) = ¢'(x) vdi moi x trong khodng (a,b), thi f — g la ham hang
trén khodng (a,b); nghia la f va g sai khdac mot hing so.

Chiing minh. Ap dung hé qua trén cho ham f — g. O

Bai tap

4.1.1. Tim cac didm t6i han ctia ham sb.

(a) fla) =4+ 32— 327 (f) g(t) = [3t — 4]

(b) f(z) = =® — 1622 — 15z. (2) 9(y) = #5

(¢) f(z)=22% — 322 — 36z. (h) h(p) = 52114.

(d) f(z) =22%+ 22 + 22. (1) h(t) = t3/4 —2t1/4,
() g(t) =t*+1> +#2 +1. (i) g(w) =a'/? — 2725,

4.1.2. Cho cong thiic ctia dao ham ctia ham f. Héi f ¢6 bao nhiéu diém t6i han?
() 1) = 1+ gt

(b) f'(zx) = 55" — 1.

4.1.3. Hay kiém tra ring ham s6 thod man gia thiét ctia dinh 1y Rolle trén khoang cho truéc, sau
do6 tim tat ca cac s6 ¢ thod man két luan ctia Dinh 1y Rolle.

(a) f(x)=5—12x+ 322 [1,3].
(b) f(x)=a—2%—6x+2, [0,3].
(c) f(@)=va— gz, [0,9]
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(d) f(xz)=cos2zx, [n/8,7m/8].

4.1.4. Cho f(z) =1 — 2?/3. Ching t6 ring f(—1) = f(1) nhung khong ton tai s6 ¢ trong khoang
(—1,1) sao cho f’(¢) = 0. Tai sao didu nay khong mau thuin véi Dinh 1y Rolle?

4.1.5. Cho f(z) = tanz. Chitng t6 ring f(0) = f(7) nhung khong ton tai s6 ¢ trong khoang (0, )
sao cho f’(¢) = 0. Tai sao diéu nay khong mau thuin véi dinh 1y Rolle?

4.1.6. Cho f(z) = (z — 3)72. Chiing t6 ring khong ton tai ¢ trong khodng (1,4) sao cho f(4) —
f(1) = f'(c)(4 — 1). Tai sao diéu nay khong mau thudn véi dinh ly Lagrange?

4.1.7. Cho f(z) =2 — |2z — 1|. Chiing t6 rang khong ton tai ¢ sao cho f(3) — f(0) = f'(¢)(3 —0).
Tai sao diéu nay khong mau thudn vé6i dinh 1y Lagrange?

4.1.8. Chtng t6 ring phuong trinh c6 duy nhat mot nghiém thue.

(a) 2z +cosz =0

(b) 22 —1—sinx =0
4.1.9. Chiing t6 ring phuong trinh 2% — 152 + ¢ = 0 ¢6 nhiéu nhat mot nghiem trong doan [—2, 2].
4.1.10. Chitng t6 rang phuong trinh 2% + 4z + ¢ = 0 ¢6 nhiéu nhéat hai nghiem.
4.1.11. Cho f(z) = x(2? — 1)(2? — 4). Tim s6 nghiém ctia phuong trinh f/(z) = 0.
4.1.12. Chiing t6 ring mot da thiic bac n ¢6 nhiéu nhat n nghiem thuec.
4.1.13. Sit dung Dinh 1y gi4 tri trung binh dé chitng minh bat ding thiic

|sina —sinb| < |a—b| v6i moi a va b.

4.1.14. Chitng t6 néu f kha vi trén R va f/(x) < 1 v6i moi « thi f c6 nhiéu nhat mot diém bat
dong (tic diém z tai d6 f(z) = ).

4.1.15. Hai van dong vien bat dau chay cuing lic va dén dich cuing lic. Chitng t6 ring tai mot
thoi diém nao dé trong quang dudng chay ho c¢é ciing van tc.

4.2 Dao ham va tinh chit cda ham

4.2.1 Tinh tang, giam, va cuc tri

Mot ham s6 duge goi 1a tdng néu gia tri clia bién tang thi gia tri ctia ham khong gidm:
x1 < x93 = f(x1) < f(22).

Mot ham s6 duge goi 1a tang ngdt néu gia tri clia bién ting thi gia tri clia ham ting:
x1 < x93 = f(r1) < f(22).

Vé mit hinh hoc, néu ham 1a tang ngat thi do thi clia ham sé huéng lén khi di tir trai
sang phai.
Tuong ty, ham dudc goi 1a gidm néu gia tri clia bién tang thi gia tri clia ham khong
tang:
r1 <2 = f(21) 2> f(22),

va 1a gidm ngdt néu gia tri clia bién tang thi gia tri cia ham gidm:

1 < w3 = f(21) > f(22).

Mot sb tai lieu nhu [Stel6] dinh nghia ham tang tuong ing v6i ham tang ngit trong tai ligu nay.
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Do thi cia ham gidm ngit sé huéng xudng khi di tir trai sang phai.

Ta c¢6 mot cong cu hiéu qua bing vi phan dé phat hién tinh chit ting gidm. Vé co
ban, dinh 1y sau noéi rang ham ting thi dao ham 16n hon hay bing 0. Ngudi hoc cé thé
thay dugc mot 1y luan nhanh: dao ham duong dan t6i ti lé bién thién ﬁ—g duong, do d6
bién thién clia gia tri ctia ham Ay phai duong khi bién thién ctia gia tri ctia bién Az 1a
duong, tic 1a ham Ia ting. Nhitng 1y luan nhanh cho truong hgp don gidn nhu vay giap
chiing ta hiéu dé dang hon va nhanh chéng hon noi dung chinh ctia két qua.

Dinh 1y 4.2.1. Gid st f lién tuc trén doan [a,b] va khd vi trén khoang (a,b). Ham f la
tang trén |a,b] khi va chi khi f' > 0 trén (a,b). Ham f la giam trén [a,b] khi va chi khi
/<0 tren (a,b).

Chitng minh. Gid st f 13 ham tiang. Dao ham clia f 1a giéi han cta ti lé thay doi
W. Lay Az > 0 thi f(z + Az) > f(x), do d6 ti l¢ trén 16n hon hay béng
0, dan t6i giéi han f/(z) phai 16n hon hay bang 0.

Chiéu ngugc lai, 14y hai diém bat k¥ 1,2 trong doan [a,b]. Gid st x1 < x5. Theo
Dinh 1y gia tri trung binh ton tai ¢ thuoc (w1, z2) dé

f(x2) = f(x1) = f'(c) (w2 — x1).

Vizg—x1 > 0nén f(x2)— f(x1) cung dau véi f/(c), 16n hon hay bang 0, vay f(x2) > f(x1),
ham f 1a tang.
Truong hop ham gidm ré rang la tuong tuy. O

Chiing minh chat ché va chinh xac trén cé thé gitp ching ta nhan ra mot diéu dang
chit ¥ ma 1y luan so luge trude d6 khong chi ra: néu f/ > 0 trén (a,b) thi f tdng ngat trén
(a,b).

Ta suy ra ngay mot tiéu chuan rat hieu qua, thusng ding dé khio sat tinh ting giam
ctia ham:

Dinh Iy 4.2.2 (Tiéu chuan dao ham bac nhéat cho cuc tri). Cho ham s6 f lién tuc
tai c va khd vi trong lan can cia c, nhung khong nhat thiét khd vi tai c. Gid si ¢ la mot
diém tdi han cia f.

(a) Néu f'(x) > 0 & phia bén trdi cia c va f'(z) <0 & phia bén phdi cia c thi f c¢6 cuc
dai dia phuong tai c.

(b) Néu f'(x) <0 & phia bén trdi cia c va f'(x) > 0 & phia bén phdi cia c thi f cé cuc
tieu dia phuong tai c.

(c) Néu f'(x) khong doi dau quanh diém c thi f khong cé cuc tri tai c.

Gia st ham f c6 dao ham lién tuc trén mot khoang, thi cic diém tdi han ctia f 1a céc
diém dimg ctia f. Néu a va b 1a hai diém dimg lien tiép ctia f, nghia la gitta a va b khong
c6 diém ditng nao khac, thi f’ phai luon duong hozic luon am trén khoang (a,b) (mot he
qud cta Dinh 1y gi4 tri trung gian , tiic 1a f/ khong doi dau trén (a, b).

Vi tinh chat dic biét nhu vay ctia ham c6 dao ham lién tuc nén cidc ham nay rat
thuan tien cho cac khao sat. Nguoi ta thudong goi ching la cac ham tron. Ten goi thé
hién ¥ nghia Ia tryc quan 14 do thi clia ham tron 1a mot duong tron tru, & d6 phuong (do
nghiéng) ctia do thi thay ddi mot cach lién tuc chit khong ditt gy dot ngot. Vé mit vat 1y,
mot chuyén dong tron thi c6 van toc thay doi lien tuc chit khong nhay vot, 14 tinh hudng
thuong gap. Vé mit dinh lugng, ham tron thi tdéc do bién thién mot cach lién tuc.

Téng hgp cac nhan xét trén cho ching ta thuat toan sau cho ham tron.
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Xét tinh tang giam va tim cuc tri cia mot ham tron trén mot khodng:
Budc 1: Tim cac diém t6i han clia ham, bing cach giai phuong trinh f/(z) = 0.

Buéc 2: Xét dau clia dao ham f’ quanh céc diém t6i han tim duge ¢ Buée 1.
Trén khoang giita hai diém t6i han lién tiép, dau ctia f’ khong ddi. Néu dau
ctia f’ 1a duong thi f tang trong khoang d6, néu dau cta f’ la am thi f
gidm trong khoang dé.

Buéc 3: Tai mot diém t6i han, néu f/ doéi tit am sang duong thi f c6 cuc tiéu
dia phuong tai d6, néu f’ ddi tir duong sang am thi f c¢6 cyc dai dia phuong
tai d6, néu f’ khong doi dau thi f khong cé cuc tri dia phuong tai dé.

Vi du 4.2.3. Tiép tuc Vi dut.1.6] ta x6t tinh tang gidm ciia ham f(z) = 22* — 822 — 17.

Ta da c6 f'(z) = 823 — 16z va f c6 cac diém dimg tai z = 0, 2 = +v/2. Viét
f'(x) = 8z(z? — 2) ta d& dang xét dau ctia f’. Mot cach khéac 1a tren mbi khoang gitta hai
diém dimg ta lay mot diém tiy y roi tim dau ciia f’ tai diém d6. Ching han trén khoang
(=v/2,0) thi f/(—1) =8 > 0, do d6 f'(x) > 0 véi moi € (—/2,0). Ta trinh bay thong
tin trong mot bang bién thien:

—00 —V/2 0 V2 00

X
() -0 4+ 0 - 0 +
f(x) e / N\ e

Ta c6 hai cuc tiéu dia phuong tai = ++v/2 vi mot cuc dai dia phuong tai « = 0.

4.2.2 Tinh loi, lom, va diem uon

0 phan nay ta diing dao ham bac hai dé khéo sat ham.

Dinh 1y 4.2.4 (Tiéu chuan dao ham bac hai cho cuc tri). Gid s f c6 dao ham cap
hai lién tuc quanh diém c va ¢ la mot diém ding cia f.

(a) Néu f"(c) >0 thi f dat cuc tiéu dia phuong tai c.
(b) Néu f"(c) <0 thy f dat cuc dai dia phuong tai c.

Tieu chuan nay chi can tinh dao ham bac hai tai diém ding ma khong can khéao sat
dau ctia dao ham bac nhat quanh diém dimg.

Chatng minh. Néu f”(c¢) > 0 thi do tinh lien tuc cta f”, trong mot khoang nao dé chia ¢
thi f”(x) > 0, do d6 f’ tang ngit trong khoang d6. Vi f/(¢) = 0 nén f’(x) < 0 bén trai ¢
va f(x) > 0 bén phai ¢. Vay ham f gidm beén trai ¢ va tang bén phéai ¢, do d6 f ¢6 cuc
tiéu dia phuong tai ¢, nhu trong Dinh ly O

Vi du 4.2.5. Tiép tuc Vi du ta xét cuc tri ciia ham f(z) = 22* — 822 — 17.

Ta cé f'(x) = 823 — 162 va f c6 céc diém dimng tai z = 0, x = ++/2. Tinh dao ham
bac hai ta duge f”(z) = 242% — 16. Ta tinh duge f”(0) <0, f"(—v/2) = f"(v/2) > 0. Vay
ta c6 hai cuc tiéu dia phuong tai z = +v/2 va mot cuc dai dia phuong tai z = 0.

Dinh nghia 4.2.6 (ham 16i — ham 16m). Ham f dugc goi 1a 164 (convex) trén khoing
(a,b) néu véi moi z,y thuoc (a,b) va véi moi «a thuoc [0,1] thi

flaz+ (1 - a)y) < af(z)+(1—a)f(y) (4.2.1)
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Ham f dugc goi 1a ham lém (concave) trén (a,b) néu v6i moi z,y thuoc (a,b) va véi
moi « thuoc [0, 1] thi

flaz+ (1 —a)y) > af(z) + (1 —a)f(y) (4.2.2)

Vé ¥ nghia hinh hoc, ham 16i trén mot khoang nghia 13 phan do thi giita hai diém bat
ki luon nim dusi doan cét tuyén ndi hai diém do.

Dinh 1y 4.2.7. Gid si ham f tron trén khodng (a,b). Khi dé f la loi khi va chi khi f' la
tang. Tuong tu, f la lom khi va chi khi f' la gidm.

Vay ta thiy v6i ham tron thi tinh 10 dong nghia vdi tinh tdng cta dao ham.

To—T

Chitng minh. V6i x1 < xo va x = axy + (1 — o)z, thi a = 22— Ta c6 thé viét lai didu

kien 16i (4.2.1)) nhu sau: Véi moi 1 < = < x5 thi

T9 — T r — X

f(x1) +

T X — 1 Ty — X1

f(z2).

C6 thé kiém duge la cong thitc nay tuong duong véi

f(z) — f(x1) < f(z) — f(x2)

T — T - €T — X2

Diéu kién can: Trong cong thic trén cho x — x1, roéi cho x — x5, ta dudc

f(z2) — f(x1)

T2 — X1

flz) < < f'(=2).
Vay f’ 1a ham tang trén (a,b).

Diéu kien du: Gid st f’ 1a ham tang trén (a,b). Theo Dinh ly gia tri trung binh
Lagrange [4.1.10, néu x thuoc (1, r2) thi ton tai 01,0, v6i 1 < 01 < x < 03 < 3, dé

f@) = f@1) _ F(01) va f(z) = f(x2)

r — X Tr — T2

= f'(62).

Vi f/(01) < f'(02) nen LO=L00) < JWZT2) vy £ 13 ham 161,

1

Chiing minh cho tinh 16m la tuong ty. O

Tt két qua nay, 4p dung Dinh 1y cho f/, ta thu dugc mot tieu chuan dao ham
cap 2 cho tinh 16i 16m, rat thuan tién:

Hé qua 4.2.8. Gid st ham f c6 dao ham cap 2 lien tuc trong khodng (a,b). Diéu kién
can va di dé ham f 1oi trén (a,b) la f” > 0 tren (a,b). Diéu kién can va di dé ham f lom
trén (a,b) la f” <0 trén (a,b).

Vay ta chi can xét dau clia dao ham cip 2 dé biét tinh 16i 16m.

Dinh nghia 4.2.9. Diém ciia db thi ma & d6 do thi ddi tinh 15i, tit 16i sang 16m hay ngugc
lai, dugc goi 1a diém uwén cia d6 thi, hay ctia ham.

Ta lap tic c6 mot tieu chuan dao ham bac 2 cho diém uén:

2Chi y 1a mot s6 tai liu nhu [Stelb] ding thuat ngd hoi khac: 16m lén (concave upward) cho 16i, va
16m xubng (concave downward) cho 16m. C6 tai ligu, nhu gido trinh giai tich 16p 12 hién hanh, ding thuat
ngit nguoc lai v6i & day. Vi vay khi dung tai lieu khac ngusi doc can xem dinh nghia duge ding la gi.
Thuat ngtt duge dung & day theo tap quén trong chuyén nganh toan.
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Ménh dé 4.2.10. Gid st ham f c6 dao ham bac 2 lién tuc quanh diém c. Néu f" doi
ddu tai c thi f co diém uén tai c.

Chu ¥ rang do gia thiét lien tuc ctia dao ham bac 2, néu f” déi dau tai c thi phai c6
f"(c) = 0. Diéu nay cho phép ta tim céc ting cit vien cho diém uén bing cach tim nghiem
ctia dao ham cép hai, tuong ty nhu ta da tim tGng ¢t vien cho diém cuc tri bang céch tim
nghiém ctia dao ham cap mot.

Téng hgp lai ta c6 mot thuat toan don gian dé xét tinh 16i va diém ubn clia mot ham
c6 dao ham bac 2 lién tuc:

Xét tinh loi lom va tim diém uon cia moét ham cé6 dao ham bac hai
lién tuc trén mot khodng:

Buéc 1: Tim cac diém tai d6 dao ham bac 2 bing 0, tic la gidi phuong trinh

f(x)=0.

Buéc 2: Xét dau ctia dao ham bac hai f” quanh cac diém tim duge & Budc 1.
Trén khoang giita hai diém lien tiép, dau ctia f” khong déi. Néu dau cia f”
13 duong thi f 10i trong khoang d6, néu dau ctia f” 14 am thi f 16m trong
khoang dé.

Buéc 3: Tai mbi diém tim dude & Budce 1, néu f” déi dau thi ham c6 diém udn
tai do.

Vi du 4.2.11. Tiép tuc Vi du ta xét tinh 16i ctia ham f(z) = 22 — 822 — 17.

Ta da c6 f"(x) = 2422 — 16 = 8(32% — 2). Giadi phuong trinh f”(x) = 0 ta dugc
z = +4/2/3. Ta tim dau cta f’(r) trén mdi khoang (—oo, —+/2/3), (—/2/3,/2/3),
(v/2/3,00), bing cach xét dau hay tinh gia tri ciia f”(x) tai mot diém trong khodng,
ching han ta thay f”(0) < 0 nén f"(z) < 0 trén (—+/2/3,/2/3). Ta thuong tém tit
thong tin trong mot bang:

xr  —00 —/2/3 V2/3 00
1(z) + 0 0 +
f(x) 161 16m 161

Tit bang trén ta thay ham f c6 hai diém udn & x = +£,/2/3.

N

Vé dé thi cia ham sb

Cho mot ham cu thé, dé khao sat va vé do thi ctia ham vé co ban ta két hop viéc khéo sat
dao ham bac mot va dao ham bac hai ¢ phan trén, ciing véi xét thém mot s6 thong tin
them nhu céc gisi han ctia ham tai cac diém ham khong xac dinh hay gidi han ctia ham
8 —00, oo (duge goi la cac tiém can ding va tiém can ngang). Viéc nay ngudi hoc da lam
nhiéu & trung hoc.

Ngay nay viéc vé do thi ciia cac ham dudc cho biang cong thitc so cap duge trg gitp
rat nhiéu véi sy tién bo cltia méy tinh. Ngudi hoc c6 thé dé& dang diing mot s6 phan mém
phd bién va dé sit dung dé vé do thi nhu GeoGebra [GeoG], Wolfram Alpha [Wolf], Maple,
Matlab. Quan trong I3 dé tit do thi ctia ham s6 thiy dudc cac tinh chéat ciia ham sb ta
can ndm ving cac mdi quan hé gitta tinh chat ctia ham va do thi ctia ham ma ta da khao
sat trong muc nay.

Vi du 4.2.12. Hinh vé do thi ctia mot ham duge cho biang mot cong thiic kha phiic
tap bang phan mém GeoGebra. Tir do thi ta c6 thé nhan xét nhitng tinh chit ctia ham &
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mitic truc quan. Ta thay ham c6é mot cyc tiéu & dau do gitta —2 va —1, ¢6 hai diém uén &
gan —1 va gan 0. Ta c6 thé phéng to hinh vé dé c6 nhitng wéc lugng chinh xéc hon.

V6i nhitng nhan dinh trén, diing phan mém nay ta c6 thé tinh cic dao ham bac nhat
va bac hai, roi giai xap xi cac phuong trinh, thu dugc gia tri xap xi ctia diém cuc tri &
xr ~ —1,722 va diém ubn & r ~ —1,4312 va = ~ 0,3062, v6i ki hieu ~ nghia la “gan bing”.

GeoGebra Classic °
. - =
DRZEESNCIEPRREE A=
) f
Q )= 11—t VIR R g xt1 Y *
/(x) = DaoHam (f) "
X) = Daonam
O )
e B T -6 +55x* — 43 +42426x —2x+1
L1 = Giai (') : F
. {x=-1722} =
' (x) = ' (x) : i
O
— 56x°+42x° —30x +22x) — 127 + 84853 x — 2
Lo = Giai (f") i
. {x= —1.4312,x = 0.3062} [ =~ |
+
5 -4 i 1 0 3
20 ®
Q
—40 @\
B

4.2.3 Xap xi tuyén tinh

Gia st ham f kha vi tai  thi

Fe) 1 LT = @)

h—0 h

)

Hinh 4.2.1: D6 thi ciia ham f(z) = 2% + 27 — 26 + 1,12° — 2% + V223 — 22 + 2 + 1.

nhu thé khi A “nhd” thi LI wonn ping» f/(x), do d6 f(x + h) — f(x) “gAn bing”
f'(x)h. Day la nguyen li xap xi tuyén tinh:

Nguyeén 1i xap xi tuyén tinh dé sit dung va ¢6 hiéu qua trong nhiéu van dé vé sau.

h~0 = f(x+h)— f(z)=~ f'(x)h.

(4.2.3)

Viét Ay = f(x+ Ax) — f(x) thi i luan trén néi mot dieu don gidn rang khi bién thien
Az ctia x 14 nho thi ti 1é bién thién % gan bang ti lé bién thién tiic thoi f/(x), tic la

Ar~0 = Ay~ f'(z)Az.

Ta con c¢6 mot gidi thich hinh hoc cho xap xi tuyén tinh. Tit ¥ nghia ctia dao ham, ta
thay xap xi tuyén tinh ching qua la xap xi dudng cong do thi béi tiép tuyén ctia do thi,
xem Hinh

rrc = f(x)= f(c)+ ()= —o).

Vi du 4.2.13. Udc lugng /1,01.
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y=f(z) y=fle)+ f(c)(z—c)
f(z)o
fle)@
— / o o

Hinh 4.2.2: Y nghia hinh hoc clia x4p xi tuyén tinh.

Ta thay 1,01 gan bang 1, nén ta dung xap xi tuyén tinh cta f(z) = /z tai 1. Do
f(x) = ﬁ nen
1
V1,01 ~ V14 ——=(1,01 — 1) = 1,005.
Qﬁ( )

Chu ¥ la trong trudng hgp nay xap xi tuyén tinh cé thé duge tinh nhanh chéng ma khong
can dung may tinh. Gia tri chinh x4c hon cho bdéi may tinh 1a 1,000499875. ...

Ta khao sat them vé xap xi tuyén tinh. Ta c6

flz+h) - f(z)

}ILIE)% h - f,(.ZU) = 07
dan t6i

(O (G COLI

h—0 h

vay dit r(h) = f(z + h) — f(z) — f/(2)h thi limy_o "2 = 0 va
flx+h)= f(x)+ f'(x)h +r(h).

Day la cong thitc chinh xac hon, chi ra sai s6 r trong xap xi tuyén tinh 13 mot “vo ciing
bé cap cao hon 17

Trong mot so tai lieu xap xi tuyén tinh con duge dién dat thong qua khai niém “dang
vi phan”.
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4.2.4 Qui tac I'Hopital va tng dung trong tinh gidi
han

Gia sl ta mudn tim gidi han cia ti 6 % khi z tién t6i a. Néu xay ra ca f(z) va g(z)
cling tién vé 0 hodc cling tién vé oo thi ta chua thé dua ra két qua ngay duge. Hai truong
hgp nay dude goi lan lugt 1a dang v0 dinh 0 va 2. Ta c6 mot qui tac rat thuan tien
dudce goi 1a qui tac 'Hopital, In01 rang dudi nhlmg diéu kién nhat dinh, véi dang vo dinh

9 o hay ¢ thi

@ _ W)
S gla) % )

Ta xem xét chi tiét hon dudi day.

Dang v6 dinh %

Ménh dé 4.2.14. Gia s f(z) va g(x) khd vi trong khodng (a,b) va ¢'(x) # 0 vdi moi

fé ; bing mot so thuc hodc

€ (a,b). Néu lim,_,,+ f(z) = lim,_,,+ g(x) = 0 va lim,_,,+ 7

—00 hodc oo, thi

f@) _ o f@)

1m .
z—at g(a:) z—a™t g’(x)

Meénh dé van ding néu thay gidi han x — a™ bang x — b~ hodc x — ¢ vdi ¢ € (a,b).
Truong hop a = —oo va b = oo ménh dé cing ding.

Chitng minh. Xét truong hgp a hitu han. Ta xay dyng hai ham mdi

F(x):{f(x) neu a <z <b,

0 néu z=a,

va

Hai ham nay don gidn 1a md rong lién tuc clia f va g lén [a,b). Khi d6 ta c6 thé kiém dugce
F va G théa cac gia thiét ctia Dinh 1y gid tri trung binh Cauchy 4.1.11|cho doan [a, z] véi
moi x thuoc (a,b), do d6 ton tai ¢ thuoc (a, ) sao cho

Tt dang thic trén c6 thé rit ra

/
lim L(m) = lim / (C)
z—at g $) c—at g’(c)
Truong hop  — b~ v6i b hitu han ta chitng minh tuong tu.
Truong hop a = —oo ta ddi bién ¢ = 1. Ta co:

lim @ = lim f(%)

z——o0 g(z) 10— g(%)

3I'Hopital 1a tén mot nha toan hoc ngudi Phap séng vao cudi thé ki 17, dude doc theo tiéng Phap tiua
nhu Lo-pi-tan, va con dude viét 14 I'Hospital
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Vé phai da trd vé truong hop vo dinh da ching minh & tren véi b = 0. Ap dung Quy téc
I’Hépital cho truong hgp nay ta duge

=1 11 /

1 d r(1 11
lim f(?) = lim Ef(?) = lim f/(f =5
t

=0 g(3) T 0 Zg(h) 0 g(HF 0 g(h) e )

Truong hop b = oo ta gidi quyét tuong tu, déi bién ¢t = 2 va dua vé trudng hop

a=0. O
Vi du 4.2.15. Ta lam lai Vi du[2.1.14] tim

. 3 —1

lim 5

z—=1 x4 —1

bang phuong phap méi. Ta c6

z—1 722 —1 0
Cha y 1a néu lim,_, .+ % van con ¢ dang vo dinh % va céc dieu kien duge théa thi

ta c6 thé ap dung tiép qui tdc 'Hopital mot lan nita.

Vi du 4.2.16. Ap dung qui tic 'Hopital ba lan:

3 3y/
lim _ (z 0> = lim 7(2$ )

=0 T — sinx 20 (z — sinx)’

, 62> 0 , (622
=lim—— (== =1lim ————
=0 1 — cosx 0 2—0 (1 — cos z)’

12 0 12x)’ 12
= lim — == :lim(_i):lim = —12.
2—0 sin 0 20 (sinzx)  2—0 —cosx

Dang v6 dinh =

Meénh dé 4.2.17. Gia s f(z) va g(x) khd vi trong khodng (a,b) va ¢'(x) # 0 vdi moi
r € (a,b). Néu lim,_,,+ f(z) = lim,_,,+ g(x) = do0 va lim,_,,+ ﬁ bang mot so thuc
hodc —oo hodc oo, thi

f@) o S

z—at g(x) et ¢'(x)

Menh dé van ding néu thay gidi han * — a™ bing * — b~ hodc x — ¢ vdi ¢ € (a,b).
Truong hop a = —oo va b = oo ménh dé cing ding.
Chaing minh. Xét truong hop L 1a mot s6 thye (néu L = +oo ta xét %) Cho € > 0 bat
ky. Ta viét

)y Ot (o)) (H0) -t ),

glz) — g(@) g9(z)) \ g(z) - g(c)
Do lim,_,,+ % = L nén ton tai ¢ thuoc (a,b) sao cho véi moi x thuoc (a,c) thi

ch,/((ig — L‘ < €. V6i moi = thudce (a,c), ap dung Dinh 1y gia tri trung binh Cauchy [4.1.11

cho doan [z, c], ta ¢6 6 € (z,c) sao cho
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do do6
'f(iﬂ) - f(o)
g(z) —g(c)
Mat khac Vi g(x) — 4oo khi x — a™ nén ton tai ¢1, a < ¢; < ¢, sao cho v6i x thuoc
(a,c1) ta co

—L‘<e.

— L
o= Lot |, 0] o
g(x) 9(z)
T d6 ta suy ra duge, v6i moi z € (a,cq),
(x)—L‘ < e+ 2¢ = 3e.
g9(z)
Vay lim, .+ 25 = L
Cac truong hgp ¢ — b, 2 — ¢,a = —00,b = 0o ta lam tuong ty nhu da trinh bay
trong chitng minh ctia Ménh dé |4.2.14 O
Vi du 4.2.18. Ta lam lai Vi du [2.1.26| bang phuong phap méi, tim
2 — 1
im .
Ta co
20 — 1 %) . 2z -1 S22
im (z—)zlmizhmf:f.
z—o0 3T + 4 00 z—oo (3 +4)) 2003 3
Vi du 4.2.19.
] Inz) 1
lim ﬂ(:@): T L) T S
o0 22 00 z—oo (12) T—o00 2 z—o00 212
Vi du 4.2.20.
2 2\/ /
lim i(:@) T Cad T 2ﬁ<:@) — Jim 2D i 2 —o,
T—o00 el o0 T—00 (ex)/ T—o00 er o0 T—00 (e:c)l T—o00 er

Cac dang vo6 dinh khac

Ta c6 thé dung qui tdc I'Hopital dé khit cac dang vo dinh khac nhut 0- 0o, 0o — 0o, 0V, 1°,
o0?, ...bang cach tim cach bién ddi dé dua vé hai truong hop trén hodc vé cac két qua da
biét. Ta minh hoa bang nhitng vi du sau.

Vi du 4.2.21 (Dang v6 dinh 0 - c0).

~

1 Inz) 1
lim zlnz (=0-00) = lim e <: @> = lim () = lim LQ = lim (—z) =0.
x—07T z—0t 1/5[? o0 xz—07F (1/.73) x—07T —1/13 z—07F

Vi du 4.2.22 (Dang v6 dinh co — o0).

lim v _ 1 (=00—00) = lim ehr-etlf 0
e+ \x—1 Inz /" Casit (x—1)Inz \' 0

. (zlnz—x+1) . Inz 0

= lim = lim ——— (=2

o1+ [(x—=1)Inz) a1tz +1-1 0
1 ! 1

S L) T LY

z—1+ (lnx—l—l—%)/ z—1t 1/.73+1/.732
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Vi du 4.2.23 (Dang vo dinh 0°). Tim

lim z”.
z—01

Trude hét 1ay In ta tinh

lim In(z®) = lim zlnx = 0.
z—0t z—0t+

Dung tinh lién tuc ctia ham ham mi, ta viét duge

Vay

Vi du 4.2.24 (Dang v6 dinh 1°°). Tinh

1 X
lim <1 + > .
T—00 x

Lay ham In, ta c6 In (1 + 1)” = 2In(1 + 1). Ta tinh bing qui tic I'Hopital:

In(1+ 1) In(14 L1y

1
lim xln(l—i—) (=00-0) = lim ——2% = lim ——%~ = lim —— =1
T—00 T T—00 - T—00 (5)/ z—o0 ] 4 -

Ding tinh lién tuc ctia ham mi, ta viét dudgc

T—00 T—00 T—r00

1\7 "
lim <1 + ) = lim eln(H%) = lim e' = e.
T

Day 1a mot két qua dang nhé:

1 X
lim <1 + > =e.
T—00 x

Vi du 4.2.25 (M5 hinh lai nhap vén lién tuc). Trong Vi du[1.2.3]ta da khao sét mo
hinh 14i nhap von sau nhitng khodng thoi gian roi rac, véi s6 lan hitu han, va duge cong
thitc A(t) = A(0)(1 + r)t. Tuy nhién c6 nhitng dai lugng, nhu s6 c4 thé ciia nhing quan
thé vi khuén, c6 thé thay déi rat nhanh trong khoang thdi gian tuong déi nho, khién cho
st dung nhitng mo hinh lién tuc la thich hgp hon.

Gia sit bay gio trong mdi don vi thoi gian ¢6 n lan tinh 1di (hay sinh san), va do d6 c¢6
n lan 1ai nhap von. Nhu thé sau khodng thoi gian ¢ c6 nt lan tinh 1ii, va gia tri clia dai
lugng A 1a

A(t) = A(0) (1+ f)m .

n

M5 hinh 14i nhap von lién tuc xdy ra khi s6 lan tinh 1ai n trong mot don vi thoi gian
tién ra vo ciing. Vay bai toan 1a tinh
r\nt
lim (14 2)"
n

n—oo

r\nt 1 %Tt
lim (142)" = lim (1 + n) .
n—00 n n—00 i

r

Ta viét
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Dat z = 2, tit dinh nghia ho#c st dung Ménh dé 2.1.18| hay |6.1.7| ta dua bai toan tu gidi

o
han ctia day vé giGi han ctia ham thuyec:

1 xrt 1 xrt
lim <1+> = lim [<1+> ] =,
T—00 X T—00 X

Vay ta thu duge mo hinh 1ai nhap vén lién tuc 1a

Vi du 4.2.26. Tinh

_1
lim z1-=.
r—1—

Lay ham In, ta c6 InxT-—= = % Ta tinh bang qui tac I’Hopital:

Dung tinh lién tuc cia ham mi, ta viét duge

S
limzT= =e ! =1/e.
z—1

Vi du 4.2.27 (Dang vo dinh o). Tinh

) 1
lim z=.
Tr— 00

Lay ham In, ta c6 In xr = 1Inz. Ta tinh bing qui tdc I'Hopital:

!
lim M(ZE): I L) T
T—00 xr 0] T— 00 x T— 00 €T

Ding tinh lién tuc ctia ham mi, ta viét dudc

1

1 . i
lim 2z = lim e™*® =0 = 1.
Tr—r0o0 Tr—r0o0

Bai tap

Khao sat ham so

4.2.1. T dd thi 6 Hinh hay dat tén cho cac diém quan tam vi chi ra tit ci cac tinh chét
quan sat duge, nhu: mién x4c dinh, sy lién tuc, s khad vi, sut tdng, sy gidm, cue tri dia phuong,
cuc tri toan cuc, tinh 16, tinh 16m, diém udn, tiém can ...

4.2.2. Tu do6 thi 6 Hinh hiy dit tén cho cac diém quan tam va chi ra tat cd cac tinh chét
quan sat duge, nhu: mién xac dinh, sy lién tuc, sy kha vi, sy ting, sy gidm, cyc tri dia phuong,
cuc tri toan cuc, tinh 16, tinh 16m, diém uén, tiém can ...

4.2.3. GDP hing nam ctia Viet Nam tit nam 2010 t6i 2012 duge cho trong bang sau.

y Nam | 2010 | 2011 | 2012 |

[ t6c do tang trusng GDP | 6.4% [ 6.2% | 5.2% |

Hay phac hoa dd thi ciia GDP of Viet Nam theo thdi gian, thé hién tinh tang/gidm, 16i/16m.

4.2.4. Duéi day la cac phat biéu vé tinh hinh kinh doanh ciia mot doanh nghiép, dua theo cac dd
thi doanh s6 theo thoi gian kem theo. Hay tuong tng mdi dd thi véi phat biéu mieu ta né.
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S

Hinh 4.2.3

\
v

Hinh 4.2.4

NSNS

(a) Trién vong tdt, toc do tang trudng ngiy cang ting.

(b) Dang gidm sit, nhung khong nhanh nhu truée.

(c) Dang gidm stt, va tinh hinh ngay cang té hon.

(d) Dang ting trudng, nhung tdc do tang trudng cham lai.
(e) Téc do tang trudng da ting gidm nhung nay dang tang.

(f) Téc do tang trudng da ting tang nhung nay dang giam.
4.2.5. Duéi day 13 dd thi ctia doanh thu R ctia mot doanh nghiép theo thoi gian ¢. T do thi hay

cho biét khi ndo nhitng didu sau xay ra:

(a) Trién vong rat lac quan: doanh thu dang ting va ngay cang ting nhanh hon.
(b) Doanh thu dang gidm sit nhung tinh hinh dang dugc cai thién.

(¢) Doanh thu dang gidm sat va tinh hinh ngay cang té hon.

(d) Doanh thu dang ting nhung dang trd nén on dinh.
4.2.6. San lugng thu hoach néng san y phu thudc vio ham lugng nito trong dat N, dude cung cap
béng phan dam (urea). Ngudi ta quan sat thiy néu tang lugng nito thi sin lugng tang, nhung téc
do tang sé gidm dan va san lugng khong vudt qua dude mot mitc nhat dinh. Xét mo hinh

N
*CN+K

Y

trong d6 C' va K la nhitng hing s6 nhat dinh. Hay khao sat va vé do thi ctia mo hinh nay dé kiém
sy phu hgp ctia mo hinh.
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0 1 2U5 6 7t

4.2.7. Hay vé do thi clia ham f thda tit ci cac tinh chét sau:
(a) cuc dai dia phuong & (3,4),
(b
(c
(d
(e

)
) cuc dai toan cuc 6 (—2,6),
) cue tiéu dia phuong & (1,2)
) diém udn & (—1,5), (2,3), (4,1),
) limy e f(2) = 0,
T T T —
4.2.8. Hay vé do thi clia ham f thda tat ci cac tinh chat sau:
) cuc dai dia phuong 6 x = =3, z =1,
(b) cuc tiéu dia phuong 6 z = —1, x = 3,
(¢) 16m trén (—oo,—2), (0,2),
(d) 1di tren (—2,0), (2,4),

) khong lién tuc 6 = = 4,
(f) khong khé vi 6 x = 2.

) cuc dai dia phuong 6 x = —1, . = 3,
) cue tiéu dia phuong 6 © = —3, z = 1,
(¢) 1om tren(—2,0), (2, 00),
(d) 16i trén (—oo, —2), (0,2),
)
)

cat truc x & x = 4,

4.2.10. Tim céc gia tri cyc dai va cuc tiéu toan cuc, cire dai va cuc tiéu dia phuong, tinh 161, 16m,
diém udn, v vé do thi.

(a) fz)=4(Bz—1), <3 (f) f(z)=sinz, O0<az<m/2.

(b) flz)=2-1z, z>-2 (8) f(z) =sinz, —m/2<z<7/2
_ [ 1—-2 ntu0<z<2

(c) f(@) 91”’ z21 (b) f(x)—{ 20 —4 néu2<gx<3.

(d) f(x):E’ I<z<3. ) 4—22 néu —2<z<0

(e) f(z)=sinz, 0<z<m/2 ® f(a:)z{ 2z —1 néu0<z<2.
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4.2.11. Cho
3 -2 x<0,
flx)=<x 0<z<A4,
8 x> 4.

xr
(a) V& do thi ctia ham s6 f.
(b) Tim mién gia tri ctia f.

)
)
(¢) Ham f lién tuc trén nhing khodng nao? Giai thich.
(d) Tim cac diém t6i han cia ham f. Giai thich.

)

(e) Tim ham dao ham f’.
Bai toan cuc tri

4.2.12. Mot ciia hang dinh ban céc ban sao clia mot tAm tranh. Néu ban 50 ban ho cé thé tinh
gi& 400 nghin dong/ban. Néu mudn bén nhiéu hon 50 ban thi ci thém mot ban nhiéu hon 50 ciia
hang phai giam gia moéi ban théem 5 nghin dong. Héi cita hang nén ban bao nhiéu ban dé c6 doanh
thu 16n nhat?

4.2.13. Gia p (don vi tién/don vi sdn pham) va doanh s6 x (s6 don vi sén phadm ban dugde) cho
mot san pham nhat dinh duge cho bdi phuong trinh

& = 100 — 20p,
goi 1a phuong trinh nhu cau.
(a) Tim ham doanh thu (s6 tién thu dugc) R(x) tit viéec ban z don vi san pham.
(b) Tim doanh thu can bién (marginal revenue), titc dao ham ctia doanh thu theo doanh sb.

(c) Tim doanh thu can bién khi doanh s6 1 40 don vi sdn pham v giai thich ¥ nghia ctia con
sd nay.

(d) Tim doanh s6 dé duge doanh thu 16n nhét.
(e) Vé do thi ctia ham R.
9 N 2
(f) Ham chi phi la C(z) = Vi 15. Vé do thi cia ham C trén cung mit phang véi R.
(g) Tim doanh s6 dé hoa von.
(h) Tim doanh s6 dé c6 1gi nhuan téi da.

4.2.14. Mot vien dan duge bin len véi mot téc do diu cho trude bay dudi tic dong ciia trong
truong. Hay tim géc ban sao cho dan bay xa nhét.

4.2.15. Trong sb cac tam gidc can c6 cliing chu vi, hdly tim tam giac c6 dién tich 16n nhéat.

4.2.16. Ngudi ta dy doan ring Quf Bio hiém Xa hoi c6 thé bi v (tai san con bang 0) néu nhu
s6 ngudi déng bao hiém khong tang lén hodc quyén lgi ciia ngudi duge hudng béo hiém khong bi
gidm xudng. Dit licu cho thiy téng tai san ciia Quy theo thoi gian c6 thé duge mo hinh héa bai
ham

f(t) = —0,0129t* + 0,3087t% 42,1760t + 62,8466t + 506,2955 (0 <t < 35)
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4.2.17. Mot mo hinh duge st dung cho ning sudt Y clia mot cay trong nong nghiép dya trén
nong do nitd N c6 trong dat (theo mot don vi thich hgp) 1a

kN
T 14+ N2

v6i k 1a mot hing s6. Hoi nong do nito 1a bao nhiéu dé cho ning suit 16n nhat?

4.2.18. Mot quan thé dong vat bi nhiém bénh. Sau t ngay, t§ lé phan tram dong vat bi nhiém
bénh duge mo hinh héa bdi ham p(t) = 8te=*/12 (don vi la phan tram). Hoéi ti 1 nay 1a 16n nhét
khi nao?

4.2.19. Mot hd bi nhiém khuan va duge xit 1y bang mot hoa chat khang khuan. Sau ¢ ngay, s6 lugng
vi khuén trén méi mililit nuée duge mo hinh héa béi ham N(t) = 32( —2Inl) véi 1 < ¢ < 15.
Hay tim s6 vi khuan nhiéu nhat va it nhat 14 bao nhiéu va x4y ra trong thai gian nio.

4.2.20. Lon nudc ngot c¢6 hinh dang mot mat tru v6i day hinh tron. Gia st lon can chita lugng
nude ngot 1a 0,3 1it (1 lit bing 1000 cm?). Hay tim kich thudc lon dé lugng vat licu lam lon (dien
tich bé mit lon) 1a nhd nhat.

4.2.21. Cho ham sb

- T (t _ 3)3615 .
f(x) _/0 7\/1?4-716 dt, € [0,6].

Héi gia tri nhé nhét ctia f dat duge tai diém nao?

Xap xi tuyén tinh

4.2.22. Hay tinh gan ding céac gia tri sau bing xap xi tuyén tinh.
1,999)4 (d) 1/4,002.
(b) sin(1° (e) tan(44°).
(¢) V1001 (f) /98.

—~
&
N\
—~
~

n

~—

Qui tic I'Hépital

4.2.23. Tim cac gi6i han sau

. ¥ —x ) 1 1
(a) limg_yy he—zrl (h) lim, .+ (m e 1).
1 1 . tanz —e® 41
i - lim, o ————.
(b) limg o (m - 1). (i) limg_yo T
: cosx 201722 — 201 in(z —1
(¢) limg_yr/o (tan 2)* 7. (j) limg sy 017z 017 + sin(z — 1)
) tan(z — 1)
(d) limg,—o x—100g=1/z" . < 1 )
2x _ . sin 77
(e) limg—o ‘ 1- (k) limy,_y0017- (@ — 2017)36 2017 -z /)
Inx (1) limg o0 (r — Va2 + 7).
(f) limg o0 7 (m) limm_>0+ psine
. x? . tanz —sinz
(g) limgz—s o — (n) limg_g —

4.2.24. Chitng t6 v6i moi sb6 nguyén duong n thi

Hay rat ra diéu trén cling ding néu n 13 s6 thuc duong bat ki. Didu nay thé hién ring ham mu
tang nhanh hon ham lay thua.
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4.2.25. Chitng t6 véi moi s6 thyc duong o thi

Diéu nay thé hién ring ham liy thita tang nhanh hon ham log.

Cac bai toan khac
4.2.26. Cho f(z) = z'/*.
(a) Tim lim, o f(x).
(b) Tim f'(z).
(c) S6 nao la 16n hon, 3'/3 hay «'/7?

4.2.27. Diung phuong phap quy nap va khio sat ham sb, hay chiing minh véi moi sé nguyén duong
n v moi s6 thuc x thi
" >1+xt+a’4 .+

4.2.28. Mot quan thé vi khuan tang gip doi sé lugng sau mdi gis. Hay tinh ti sudt ting r trong
mo hinh téng dan s6 lien tuc A(t) = A(0)e".



Chuong 5
Phép tinh tich phan

5.1 Dinh nghia va tinh chit cha tich phan

5.1.1 Bai toan dién tich

Khai niem chiéu dai, dien tich, thé tich da hinh thanh tit lau trong lich s nhim phuc vu
nhu cau do dac. Ngay nay cac khai niém nay dugc mdi ngudi tiép nhan tit nhé. Tuy ta c6
thé hinh dung ching la cac s6 do do 16n, do chiém chd ctia vat thé, nhung that sy khong
dé tra 10i cau hoi: dién tich 1a gi?

Dién tich cia mot hinh chi nhat dudce cho bang tich clia chiéu dai va chiéu rong clia
n6. Dién tich ctia mot tam gidc ta biét 14 bing phan nita clia dién tich ciia mot hinh chi
nhat c6 ciing day va cling chiéu cao. Dién tich ctia mot da giac duge tim ra bang cach
chia nhé da gidc nay thanh cic tam giac, roi cong dién tich clia cac tam gidc nay lai. Véi
nhitng hinh phtc tap thi c6 thé ding xap xi bang nhing hinh da biét.

C6 thé cho ring cho ring trong lich st tuy khai niem dién tich chua duge lam ré nhung
viéc stt dung khai niém nay trong thuc té chii yéu dya trén nguyén tic sau vé cach dung:
dua ra mot mau vat ¢6 do do don vi, va diing nguyén tic cong tinh dé tinh do do cta cac
vat khac.

Tt khoang thé ki 17 xuét hién nhu cau chinh xac héa, lam 16, va phat trién khai niem
dién tich. VAn dé nay gin lién v6i van dé xay dung mot phép tinh tong tdng quat, goi
la tich phan. Dué6i day ching ta thao luan so lugec mot cach lam, duge goi 1a tich phan
Riemann.

5.1.2 Dinh nghia tich phan

Cho ham f : I = [a,b] — R khong am. Ta muén tim “dién tich” ctia mién bén dudi do thi
ctia ham f bén trén khoang I. Ta xap xi mién d6 bang nhitng hinh chit nhat véi day la
mot khodng con ctia I va chiéu cao 1a mot gia tri clia f trong khodng con dé. Ta hy vong
rang khi s6 hinh chi nhat ting len thi tong dién tich ciia cac hinh chit nhat c6 gia tri gan
dting v6i dien tich hinh dang xét. Xem Hinh

Cu thé hon nhu sau. Chia khoang [a, b] thanh céc khodng con béng céc diém

a=z0< 21 <Ta << xpy =0
Trén mdi khoang [z;_1,2;], 1 < i < n, lay mot diém x} nao do. Gia tri f(x]) la mot gia
tri dai dien cho gia tri ctia f trén [x;_1,2;]. D6 cling 1a chiéu cao cta hinh chit nhat véi

day [zi—1, ;] xap xi mién dudi do thi ctia ham f bén trén [z;_1,x;]. Dién tich ctia hinh

84
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Hinh 5.1.1: Xap xi bang cac hinh chit nhat.

chit nhat nay 1a f(z})(z; — xi—1). Tong

n

D f@) (@i = xim)

i=1

14 mot xap xi ciia “dieén tich” ctia mién bén dudi do thi ctia f bén trén I, dude goi 1a mot
tong Riemann.

Sau day la mot cach tiép can dinh lugng. Ta mudn tinh tdng gia tri ctia ham f trén
khoang I = [a,b]. Ta chia nh6 I thanh bang khoadng con nhé hon. Ta hy vong réng tren
mdi khoang nhé hon dé, gia tri ctia ham f sé thay déi it hon, va ta c6 thé xdp xi f bing
mot ham hing véi gid tri 1a mot gia tri dai dien f(z}). Tong gid tri tren khodng [x;_1, z;]
duge xap xi bang f(z})(w; — x;-1). Vay tong gia tri trén I duge xap xi bing

> @) (@i — i)
=1

Ta hy vong rang néu ta chia cang nho thi xap xi cang tét hon, va khi qua gidi han thi ta
sé dugc gia tri dung ciia tong gié tri cta f.

Giéi han ctia tong Riemann can dude hiéu mot cach chinh xac. Mot cach 1a néi ring
gi6i han d6 la mot s6 thuc ma téng Riemann cé thé gan s6 thyc dé tiy ¥ mién la phép
chia nhé 1a dd min.

Dinh nghia 5.1.1. Néu c6 mot s6 thie L sao cho véi moi s6 thie € > 0 ¢6 s6 thie 6 > 0
sao cho v6i moi cach chia

a=xp<x1 <9< - <xp=0>

ma ¢6 chiéu dai méi doan [z;_1, ;] déu nho hon ¢ thi v6i moi cach chon s6 thuc zF €
[zi_1,x;], x&y ra

> fa) (@i —mia) — L] <e
=1

!'Bernard Riemann da dé xuit mot dinh nghia chdt ché cho tich phan vao khoadng nam 1854, mac du
tich phan da dugc dung trude do.
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thi ta goi L 1a tich phan cta f trén [a,b], ki hiéu béi
b
|1
b
a b
L=l
b a

Néu tich phan ton tai thi ta néi ham cé tich phan hay 1a kha tich.

Tich phan c6 hai y nghia chinh: dai dién cho téng gid tri ciia ham, | va dai dién
cho dién tich phan bén trén truc x bén dwdi do thi trw dién tich phan bén dudi
truc = bén trén do thi.

0 Muc ta sé tiép tuc dung tich phan dé khao sat dien tich.

Ki hiéu dz phd bién trong ki hiéu tich phan chii yéu dé chi tén ctia bién ctia ham ma
ta lay tich phan, khong c6 y nghia doc lap.

hoac

Ta cting dinh nghia

5.1.3 Cac tinh chat cia tich phan
Cac tinh chat sau duge dan xuat tit dinh nghia ctia tich phan.
Ménh dé 5.1.2. (a) Tich phan néu ton tai thi la duy nhat.

(b) Néu k la mot hang so6 thue thi va f cé tich phan thi kf cé tich phan va
b b
(c) Néu f c6 tich phan va g cé tich phan thy f + g cé tich phan va
b b b
[ @ g do= [ f@) dot [ g(o) o

(d) Néu f cé tich phan trén [a,b] va trén [b,c] thi f c¢6 tich phan trén [a,c] va
b c c
ool
a b a
b b
/ f 2/ g-
b b
[ <[

?Ki higu [ do Gottfried Leibniz dat ra khi xay dung phép tinh vi tich phan vao thé ki 17. N6 dai dien
cho chit céi “s” trong chit Latin “summa” (t6ng).

(e) Néu f > g trén [a,b] thy

(f)
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Mot s6 tinh chat cé thé duge giai thich va minh hoa bing dinh lugng hoac hinh hoc
kha dé& dang. Vi du tinh chét (a), tong ctia ham 2f hin ding bing 2 1an tdng ctia f. Tinh
chat (e), néu f > g > 0 thi vé mat tryc quan do thi ctia f cao hon do thi ctia g, do d6
dién tich bén duéi do thi ctia f 16n hon hay bing dién tich bén dudi do thi ciia g. Chiing
minh chat ché can dung tinh day du cia tap hop cac s6 thuc, viugt ra khéi pham vi mon
hoc nay, thudng c6 trong céac gido trinh cho chuyén nganh Toan nhu [TPTT02].

Tit cach xay dung tich phan ta c6 thé thay tinh lien tuc ctia ham la thiét yéu dé xap

2. e

xi dugc tot. Dai y, tinh lien tuc khién néu gia tri clia bién thay doi “it” thi gia tri ctia ham
thay déi “it”, nho d6 su xap xi ¢6 hieu qua. Dinh Iy sau néi vé mot diéu kien dam bao tich
phan ton tai.

Dmhw5L3Gﬁmﬁammxﬁﬁmpmm)N@fhmnwmmm¢umﬁfmnm.
Chitng minh ménh dé nay dung tinh day du ciia tap hop s6 thuec, c6 trong céac tai lieu
nhu [TPTTO2.

Bai tap

5.1.1. St dung céc tinh chat ciia tich phan dé chiing minh bat déng thitc ma khong can tinh tich
phan.
1 1
/ V1422 dxg/ V14 2z dx.
0 0

1
5.1.2. St dung tinh chat dé uéc luong gia tri ctia tich phan / V1424 de.
-1

5.1.3. Tim chin trén va chin dudi cho

/1 dx

0o V2zxt—+ 3'

5.1.4. Gid st f lien tuc trén doan I va f(z) > 0 trén I. Ching minh rang néu [, f =0thi f =0
trén 1.

5.2 Dinh ly Co ban cua phép tinh vi tich
phan
5.2.1 Nguyén ham

Phép 1ay nguyén ham la phép toidn ngude clia phép lay dao ham. Néu f 13 dao ham cla
F thi ta néi F' 1a mot nguyén ham cia f.

Vi du 5.2.1. Vi 2/ = 1 nén ham F(z) = z 1A mot nguyén ham ctia ham f = 1. Vi
(x+1) =1nén G(z) =z + 1 1a mot nguyén ham khac cia f.

Dinh ly 5.2.2. Néu F la mot nguyén ham cia f trén khodng (a,b) thi tat cd cdc nguyén
ham khédc c6 dang F + C trong dé C la mot hang sé thuc.

Chitng minh. Gid sit G 1a mot nguyén ham cta f thi
(F-GQ)=F -G =f-f=0.

Do d6 F — G la mot ham hang C' trén (a,b). O
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Néu ham f c6 nguyen ham thi tich phan bat dinh cia f 1a tap hop tat ca cac nguyen
ham cta f, dugc ki hiéu béi
1%

/ (@) da.

Ngudi ta c6 truyen thong viét tap hgp nay & dang

hay

/f(ac) de = F(z)+C

trong d6 F 1a mot nguyén ham ctia f va C dai dién cho mot sd thiyce bat ki. Tap nay con
dugce goi 1a tich phan bat dinh ctia ham f.

Vi du 5.2.3. Néu f(x) = k 1a mot ham hang thi
/k dr =kx+C.

Vi du 5.2.4. Néu n # —1 thi

Vi du 5.2.5. Ta co

x
va 1 1
In(—2)] = —(—2) = ~.
()} = = (~a) =~
Vay véi « # 0 thi
1
1 = -,
(ina])' =
Ta dugc
1
/x_l dx:/x dr =1In|z| + C.
Vi du 5.2.6.

/ex dr =¢e* + C.
Néu k # 0 thi
1
/ek“” do = Ee’”%—C.

Vi du 5.2.7. Dé kiém tra dugc bing cich lay dao ham:
/ L 4 n+C
——— dx = arcsinz + C.

V1 — 22

1
/ dr = arctanz + C.
14 22

Dé kiém tra dugc tinh chat co ban sau ciia nguyén ham, duge goi 1a tinh tuyén tinh,
tit tinh tuyén tinh ctia dao ham:
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Ménh dé 5.2.8. Néu f va g cé nguyén ham thi f + g c6 nguyén ham, va

/f+g=/f+/g.

Néu k la mot hang s6 thuc thi k- f c6 nguyén ham va

/k-f:k:-/f.

Vi du 5.2.9. Dung tinh chat tuyén tinh ctia nguyén ham ta c6 thé tinh dude nguyén ham
ctia nhiéu ham khéac, dic biet dé dang véi ham da thiic.

/(2303—4) d:r—/2x3 dx+/—4dx—2/x3 de + (—4x) + C

1 1
:2-Zx4—4x+025x4—4x+0.

5.2.2 Cong thic Newton-Leibniz

Dinh 1y sau cho mot tinh chat rat quan trong vé lién hé giita vi phan va tich phan.

Dinh ly 5.2.10 (Dinh ly Co ban ctia Phép tinh vi tich phan). Néu f la mot ham
lién tuc trén [a,b] thi ham F cho bdi
= / f(t) dt

Vay bat ki ham lién tuc nao cing la dao ham cida mot ham khdc. Ngoai ra,
dao ham ctia tich phan cia mét ham thi la ham dé. Nhu vay hat phép toan vi phan va
tich phan la nguodc nhau.

Cong thfrc nay c6 thé duge giai thich bing tric quan hinh hoc nhu sau. Gia sit f > 0.

la mot nguyén ham cia f trén [a,b].

Khi d6 F(x f f(t) dt 1a dien tich ben dudi do thi ctia f tit a t6i x. Khi A "nhd" thi
ta thay phan dién tich tit z t6i x + h xap xi bang chiéu cao f(x) nhan véi chiéu rong h,
titc Ia F(z + h) — F(z) = f(z) - h, do d6 F'(z) ~ ZeTFE@ o p(y,

Ching minh. Theo dinh nghia dao ham

. +h)—
F() = lim £ /
() h1—>0 h h—>0 h

Téi day ta bién déi:

z+h z+h
G o= [0 - f)

Vi f la lién tuc 6 x, cho trudce €, ¢6 § > 0 sao cho khi |h| < § ta c6
gitta = va x + h. Vi thé

(t) — f(z)| <evéit

z+h x+h
G o -s@] <ty [0 - s d < ghd =<

T

Diéu nay cho phép ta két luan

1 z+h
Jim / F(t) dt = f(@).
Do d6 F'(z) = f(z). O
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Vi du 5.2.11. Mot vi du ham duge dinh nghia bang tich phan la

2 X
eI'f(iL’) = ﬁ/o €_t2 dt,

duge goi 1a ham 16i hay ham sai s6. | Theo Dinh 1y co ban ctia Phép tinh Vi tich phan,
dao ham ciia ham nay 1a erf’(z) = %e‘ﬁ. D thi ciia ham e~*” thusng dudc goi la dudng

hinh chuéng hay duong cong Gauss, xem Hinh Gia tri cta erf(x) bang dién tich bén
duéi duong cong tir 0 t6i . Ham nay dude diing nhiéu trong mon X4ac suat va Thong ke.

Hinh 5.2.1: Dudng hinh chuong, db thi ctia ham e~

Dinh Iy sau cho mot cong cu chinh dé tinh tich phan:

Dinh 1y 5.2.12 (Cong thitc Newton—Leibniz). Néu f lién tuc trén doan [a,b] va F
la mot nguyén ham cia f thi

b
/ f(z) de = F(b) — F(a) = F(x)

a

Theo cong thiic Newton-Leibniz, ta c6 thé tinh duge mot tich phan ctia mot ham néu
tim duge mot nguyén ham ctia ham dé.

Ching minh. Theo Dinh 1y co ban ctia Phép tinh vi tich phan |5.2.10

Serror function trong tiéng Anh
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Gio ta chiing t6 két qua trén khong phu thuoc vao cach chon nguyén ham. Gia st G
1a mot nguyén ham khac cta f. Khi d6 G = F + C véi C 1a mot hang s6 thuc, va

b
G(b) — G(a) = (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a) / () dt.

O

C6 mot cach gidi thich cong thiic NewtonLeibniz bing xap xi véi tong Riemann nhu
sau. V6i bat ki phép chia nao ctia doan [a,b] bdi a = zp < 21 < 29 < -+ < T, = b, Vi

F(l’z) — F(xi_l) ~ F/(:L'i_l)(a}i — mi—l) = f(.%‘i_l)A:C

nén véi téng Riemann thi

Z f(xi—1)Az =~ Z(F(%) — F(xi—1)) = F(x,) — F(x9) = F(b) — F(a).
i=1

=1

Vi du 5.2.13. Ta tinh dé dang biang cong thitic Newton-Leibniz:
1
1 51 1
de = ~2°| = .
/0 TAET T 2

Bai tap

5.2.1. Tinh

(a) ff (\/5— 33;5 + %) dx. (e) f02 f(x) dx véi

f(x) 2, néu0<z<l,
)= )
2 nbul<z<2.

(b) 2, |2% — 1| da.

() [?, o —2?|da. ®) 7 f(x)de voi

x nfu —r7<z<0
f(x:{7 — — b

@) [? (z —2[z|) da. sinz, néu0<az <

5.2.2. Sit dung Dinh 1§ Co ban ciia Phép tinh vi tich phan dé tim dao ham ctia ham s6 sau.

O

B4+1
VT2
(b) h(z) = /1 e
5.2.3. Tinh
(a) o Jy (L 12)" @) fo'" v
(b) d%le Inz dz.
() & glj-i?‘ (e) AL jw s2ds.

5.2.4. Cho f(z) = [~ In(t? +1) dt. Tim f/(0).

5.2.5. Hay chitng minh cong thitc diing bang cach 1ay dao ham.

1 V1422

a ——dzr = —
(&) 22y/1 4 22 x

+C,
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T 2
ff:v dx 2
/ (/ T dm) dx.
jolr dx 0

5.2.6. Tinh
5.2.7. Tich phan fol " dx, n > 0, thay déi nhu thé nao khi n thay déi? Hay vé phéc hoa do thi
ctia ham y = 2™ véi mot s6 gia tri ciia n dé minh hoa.

5.2.8. Nudc chay vao mot bon réng v6i van téc 3000 4 20t lit mdi gio, véi t = 0 1a thoi diém ban
dau. Héi lugng nude trong bon sau 5 gid 13 bao nhiéu?

5.2.9. Lugng nude tieu thu ctia mot thanh phd duge mo hinh héa bang ham r(t), trong d6 ¢ 1a
thoi gian ké tit ntta dem, vé6i 7(t) = 100 + 70t — 2t (nghin lit mbi gig). Hay udc lugng tong lugng
nudc tiéu thu trong mot ngay dem.

. d .
5.2.10. Mot virus cim dang phat tan véi toc do d—? = 5 + 61/t ngusi mot ngay, & day n 1a s6

ngan nguoi va ¢ 1a thoi gian (ngay). Bao nhiéu ngudi sé bi nhiém bénh trong khodng tit ngay tdm
t6i ngay mudi mot?

5.3 Mot sb phudng phap bién d6i tich phan

5.3.1 Phép dbi bién trong tich phan

Dinh ly 5.3.1. Gid st u = g(x) la mot ham khd vi lién tuc vdi tap gid tri chia trong
khodang I va f lién tuc trén I. Khi do trén I thi

[ st @ o= [ ) au.

Ta thuong noi ring ta bién déi tich phan bang cach thay g(z) bdi u. Viéc nay duge
goi 1a mot phép thé. Néu hon nita c6 thé tinh nguge lai  theo u, néi cach khac néu g c6
ham ngude, thi ta néi ¢ 1a mot phép doi bién. Day la mot phuong phéap bién ddi tich
phan thudng gap, thudng duge goi 1a phuong phdp thé hay phuong phdp déi bién.

Chitng minh. Vi f lien tuc trén I né c6 nguyén ham F', do d6 [ f(u) du = F(u) +C. Mat
khac
(Fog)(z) = F'(g(x))d (x) = f(9(x))d (2).

Vay F o g la mot nguyén ham ctia ham z — f(g(x))¢'(x), do do

/ F(9())g (&) dz = F(g()) + D = F(u) + D = / £(u) du.

Du6i day 1a phién ban ctia phuong phap thé cho tich phan xac dinh.

Dinh 1y 5.3.2. Gid st u = g(x) khd vi lién tuc trén mot khodng chida doan [a,b] va f lién
tuc trén mot khodng chia tap gid tri cia g, khi do

b g(b)
[ #ong@de= [ fu)du. (5.3.1)
a g(a)
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Cong thiic thuong dude goi 1a cong thic doi bién.

f(g(x))g'(x). Vay theo Dinh 1y co ban ctia Vi tich phan 0| thi

u= (®)
w) o) = /9 f(u) du.
g

u=g(a) (a)

Ching minh. Cho F' la mot nguyén ham cia f. Ta c¢6 F(g(x)) la mot nguyén ham cta
ﬂ

b
| #a(o)g @) ds = Fl®) - Flg() = F

O

Vi du 5.3.3. Tinh [ vI— 22 da.
Nguoi ta thuong viét nhu sau. Dit o = sint thi dz = cost dt, = 0 tuong tng t = 0,
x = 1 tuong tng t = 7/2, va

/2

1 /2 T
/ V1—z22dx = / V1 —sintcost dt:/ cos’t dt
0 0 0

/ﬂ/21(1+ o) dt =  ~t+ 2 sin 2t
. 2 2' T3

t=m/2

t=0

Vi du 5.3.4. Tinh [ 2z sin(z? + 3) d.
Thé z = 2? 4+ 3 thi dz = d(2? + 3) = 2zdz nén [2zsin(z? + 3)dz = [sinzdz =
—cosz + C. Vay

/Zx sin(z? + 3)dz = — cos(az2 +3)+C.

Vi du 5.3.5. Tinh [ 125 da.
Thé u = G(x) = 1 + 2%. Vi du = 2x dz nén

[mee=i]
zdy =3
1422 S~

i % du

w

1
— du.
U

[\

Néu z chay gitaz =0vaz =1,thiwchay gitau=14+02=1vau=1+12 =2,

Loy 21 2
/ le':;/ —duz%lnu‘lz%lnz
0 1"‘11: 1 U

Qua céc vi du trén ta thiy cong thic déi bién dugce khai thac theo ci hai chiéu.
Téng hgp lai, trong thuc té tinh toan ngudi ta thuong viét theo cac buéc nhu sau dé
gitp viec ddi bién trd thanh mot thuat toan:

Phwong phdp doéi bién trong tich phan:
Buéc 1: Vdi tich phan f; f(g(2))d'(x) dz hodc fgg(((g) f(u) du, dat u = g(x).

Budc 2: Tinh du = ¢/'(z) dx.

Buéc 3: Tmhz=a = u=g(a),z=b = u=g(bh).

Buéc 4: Viét f; flg(x)g' (z)dx = fgg(f)) f(u) du.

Duéi day 1a mot tng dung ciia cong thitc doéi bién.

Ménh dé 5.3.6 (Tinh déi xing). Gid st ring f lién tuc trén [—a,al.
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(a) Néu f la ham chan, ticVz, f(—z) = f(x), the [*, f(z)de =2 [} f(z)dz.
(b) Néu f la ham Ié, tic Nz, f(—x) = —f(z) the [*, f(z)dz =

Giai thich s6 Iwgng, ménh dé trén kha hién nhién, néu ham c6 tinh déi xing chan thi
dé tinh téng clia ham chi can tinh téng trén nita khodng xac dinh roi nhan doi, con néu
ham c6 tinh déi xing 1é thi cic gia tri sé triet tieu doi mot, nén tdng bang 0.

Giai thich hinh hoc, ménh dé néi rang vi tinh ddi xing ciia ham f nén véi truong hop
f duong va chin thi dién tich dué6i do thi clia f tit —a dén 0 ding bang dién tich tit 0 t6i
a, con v6i truong hop f 18 thi tich phan bang 0 bdi vi dién tich bén trén truc z ding bang
dién tich dién tich bén dudi truc x. Ngusi doc co thé thit vé hinh minh hoa.

Ching minh. Chung ta chia tich phan thanh hai:
a 0 a
f(z)dx = f(x)dx+/ f(z)dx
—a —a 0

Lay phép ddi bién u = —x:

_if(x)dx:/agf(—u) (—du):/oaf(_u i
[t ae= [ [

Néu f 1a ham chén thi f(—u) = f(u) nén

_C;f(x)dxz/Oaf(u)dqu/Oaf(x)dx:2/0af(x)dx

Néu f 1a ham 1& thi f(—u) = —f(u) nén

_Zf(a:)dx:—/Oaf(u)du+/0af(x)d$:

do do6

5.3.2 Tich phan titng phan

Ta biét theo quy tic dao ham néu f va g 14 cac ham kha vi thi

(f@)g@)] = F@)g (@) + g(@)f' @)

Bay gio diéu nay c6 thé duge hiéu 1a fg 1a mot nguyén ham ciia f'g + fg'. Do do sai khac
mot hing s6 ta co

/ F@)g (@) + 9(x) f(@)] dz = f(2)g(z),
hay

[ t@ @ dn+ [ g@)f @) d = @)oo

/ f(2)g(2) dx = f(x)g(x) — / o) /() do. (5.3.2)
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Cong thtc 1) duge goi 1a cong thitc tich phan tiwng phan.
bat u = f(z) va v = g(x) thi du = f'(z)dx va dv = ¢/(x)dz, do d6 cong thiic tich
phan timg phan c6 dang ngan gon hon, thuong duge dung:

/ wdv = uv — / v, (5.3.3)

Ap dung Iy luan dan t6i cong thitc l) cho tich phan tit @ dén b, véi gia thiét f/ va
¢’ lién tuc, theo Dinh 1y co ban ctia Vi tich phan:

b
/ [f(@)d () + g(x) [ ()] dx = f(x)g(x)|;

hay

b b
/ f(@)d (@) dz = f(z)g(z)[" - / o() ' (z) da. (5.3.4)

Vidu 5.3.7. Tinh /wsinxdz.

Chon f(x) = z va ¢/(x) = sinz. Khi d6, f'(z) = 1 va g(z) = —cosz. Ap dung cong
thitc tich phan ting phan, ta c6

/xsinxdw = f(x)g(x) —/g(m)f’(x) dx
=z(—cosx) + /COSl'd:E
= —rcosT + /cosmdx = —xcosz +sinz + C.
Dé nhanh gon hon ta thuong viét mot cach hinh thitc theo mot giai thuat nhu sau.

bat
u=x,dv=sinxdzx

du =dx,v = —coszx

/xsinxda::/udvzuv—/vdu:az(—cosaz)—/(—cosx)dx

= —:Ecos:z—i—/cos:zda;: —xcosx +sinz + C.

suy ra

Vi du 5.3.8. Tinh [ Inzdz.
Dat
u=Inz,dv=dx
thi
du=—dzx,v =z,
T

ap dung tich phan ting phan, ta c6

/lnxdx:xlnm—/xdm
T
:mlnm—/dm

=zgzhz—-z+C.



96 CHUONG 5. PHEP TINH TICH PHAN

Vi du 5.3.9. Tinh fol arctan x dx.

Dat
u = arctan z, dv = dx
thi J
x
du=——,v=
1+ 22
Suy ra
1 1,
/ arctan x dz = x arctan x|} — / 5 dz
0 0 1 +x
m x

1
S
4 /0 1+22%

Ding phép ddi bién ¢ = 1 + 22 thi dt = 2zdz, nén zdz = 1dt. Khi 2 = 0 thi ¢t = 1, khi
x=1thit =2 Dodo
1 2
T 1 dt 1
P ge= [ Y= 2
1 1
=—(In2—-Inl)==In2
2 2

Vay

/1 ¢ d T /1 T d m In2
arctanrdr = — — —dr=— — —.
0 4 0 1+x2 4 2

5.3.3 M6t sé6 phudng phap tinh tich phan cho cac
ham dac biét
Tich phan cac ham lugng giac

Vi du 5.3.10. Tinh [ cos® zdz.
Ta tinh tich phan bang cach déi bién u = sinz, du = cos zdx:

/COSS.%'dCC—/COS2.%'COS.%'d$_/(1—Sin2$> cos x dx
2 L3
= (1—u)du:u—§u +C
: 1.3
=sinz — o sin x+ C.

Vi du 5.3.11. Tinh [ sin®z cos? z dx.
Déi bién u = cos x, ta c6 du = — sin zdzr va

/sin5 zcos’xdr = /(sin2 z)? cos? zsin x dz
= /(1 — cos® x)% cos? xsinx dx

= /(1 — u2)2u2 (—du) = — /(u2 — ot + u6) du
2 5 7

(5 e

3
= ——-cos” x + = cos
3 +5

1
5x—?cos7x+0.
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Vi du 5.3.12. Tinh [sin? zdx.

/sin4xda; = /[(sinx)Q]de
_/(1—(32052:c>2dx

1

:4/(120052x+c0822x)d:6

1 3 1 1/3 1
:4/<2—2cos2a?+2cos4a?)dx:4<2x—sin2x+gsin4x>+C.

Khi tinh tich phan céc ham lugng giac ta c6 thé dimng cac hé thiic lugng giac sau:
sin Acos B = 1[sin(A — B) + sin(A + B)]
sin Asin B = g[cos(A — B) — cos(A + B)]
cos Acos B = 3[cos(A — B) + cos(A + B)]

Cac phép déi bién lugng giac

Mot s6 phép dbi bién luong giac, véi sec = -

COos

Biéu thitc | Phép doi bién Hé thitc

Va2 — z2 x = asinf 1 —sinZ6 = cos? 6
Va2 + z2 r = atanf 1+ tan? 6 = sec? 6
Va2 — a? x = asech secZf —1 = tan26

Vi du 5.3.13. Tinh [ V9 — 22 dz.

Dat x = 3sinf, v6i —7/2 < 6 < w/2. Khi d6 cosf > 0, nhs do V9 —9sin? 6 = 3cosb,
suy ra cos = £v/9 — 22, va

/Mdm:/3cos€3¢os9d0:9/00820d6?:9/:H_Cos(%)de

2
9 9. 9.9
—§9+§sm(29)+0—29+251n90059+0

9 1
= §arcsin§ + §ZE\/9 —z24+C.

Tich phan ham hiru ty
Ta minh hoa phuong phap qua mot s6 vi du sau.

. , 3
Vi du 5.3.14. Tinh [ Z2E dz.

Ta co
w3+ 9 2
/ dx:/ '+ +2+ —— | do
r—1 r—1

3 22

:?+?+2£L’+21n|1‘—1|+c.

Vi du 5.3.15. Tinh [ ;5201 g

x34+322 -2z

Ta c6 thé phan tich ham duéi dau tich phan thanh téng sau

2 4+2r—1 A B C

-+ T T w1 Tag e
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Giai dong nhat thic ta duge A=, B=1, va C = —55, va vi vay

24922 -1 11 1 1 1 1
/mdx:/ L e
2x3 + 32 — 2x 52:U—1 10z +2

1
fln|x\+ 1n|2x—1]——1n\a:+2|+K

ot

Vi du 5.3.16. Tinh 2x3—+j+4 dz.

/2x2—1:+4dx_/<1+x—1>dx
x3 4 4z r  x?+4
1 T 1
:/xd$+/a:2+4dx_/a:2+4dx

1 1
=In|z| + iln(z‘2 +4) — §tan_1(x/2) + K.

Vi du 5.3.17. Tinh [ 4223222 g

Ta chia da thtc va duge

4332—33:—1—2_ n xr—1
402 — 4 +3 42 — 4o + 3’

Chi ¥ rang
4a? —dx +3= (22 —1)2 + 2,
ta doi bién u = 22 — 1 thi du = 2dz v v = 4 (u+ 1), vi vay

/4x2—3x+2d / 1+ x—1 J
4x2 —4x + 3 422 — 42+ 3
1 [3u+1)—1 1 fu—1
= 2 " qu= =4
x+2/ wZyo2 m+4/u2—|—2 b

+1/ U J 1/ 1 J
4 ) u2+2 4 ] u2+2

:ZE+811’1(’U, +2)—i7arctan7+0
+11(42 4z + 3) L arctan 22—t 4 ¢
=X — n(4xr- — 4x — arctan .
8 42 V2

5.3.4 Su ton tai céng thirc cho tich phan

Theo Dinh 1y co ban ctia Vi tich phan moi ham lién tuc déu c6 nguyén ham cho bdi mot
tich phan, do d6 cau hoéi tinh tich phan cia mot ham c¢é ¥ nghia thuc sy la tim mot cong
thitc tuong minh cho tich phan doé. “Cong thic tudng minh” & day c¢6 y nghia chinh xac la
cong thitc ctia mot ham so cap. Thé nhung sau ndly ngudi ta nhan ra c6 nhitng ham lién
tuc ma nguyén ham khong phai 1a ham so cap, va do dé khong thé c6 cong thitc tudng
minh.

Vidu 5.3.18. Ham f(z) = e ¢6 mot nguyen ham F, nhung ngudi ta cé thé chiing minh
duge rang F khong 13 mot ham so cap.
Cac tich phan sau ciing dugc biét khong phai 14 ham so cap:

[ <da [ sin(z?)dz J cos(e”)dx
[ Va? + ldx fln:cda: [ R gy
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Viéc tim cong thic tuong minh néi chung van la mot bai todn khé mac du nguoi ta
da nghién cttu rat nhiéu tir lau. Trong nhiéu trudng hop cong thitc khong c6, hoic néu co
thi qué phtic tap dé c6 ich. Ngudi ta c6 thé ding cac phuong phap khéac dé khao sat tich
phan, nhu phan tich thanh chudi, tinh toan xap xi, bién déi dé khao sat céc tinh chat, ma
khong can cong thic tudng minh.

Dung cic phan mém may tinh dé tinh tich phan

Chiing ta thay riang viéc tinh toan tich phan néi chung la khé va mdi loai tich phan can
nhitng phuong phap riéeng. Ngudi ta da nghién cttu nhiéu va dua ra nhitng phuong phap
chuyén biét dé tinh tich phan, cling nhu soan nhing ban tich phan rat 16n. Ré rang it
ngudi c6 thé nam hét nhitng phuong phap nhu vay, ciing nhu viéc st dung chiing hay tim
trong bang sé mat nhiéu thoi gian va cong siic. Cac viéc nay thich hgp dé lap trinh cho
may tinh thyc hién.

Céac phan mém tinh todn ki hi¢u (symbolic computation), con goi la cac hé Dai s6 méy
tinh (Computer Algebra System) thuong c6 cai dat cac thuat toan tinh tich phan & miic
do khac nhau. Mot s6 trong d6 cai diat mot thuat toan phiic tap goi la thuat toan Risch,
cho phép xac dinh mot ham cho truée ¢6 nguyén ham so cap hay khong, va néu c6 thi cho
cong thic clia ham doé.

Vi du 5.3.19. Tinh [+/tanz dz.
Phan mém Maxima [Maxi|, cai dat mot phan thuat toan Risch, cho két qua:

In (tanm—l—\/i\/tanx—i-l) In (tanx—\/i\/tanz—i-l)
23 23
+arctan (ﬂ Vtanx + 1) n arctan (\/5 Vtanz — 1)
V2 V2 '
C6 mot s6 phan mém tinh toan ki hieu khac c6 thé tinh duge tich phan, nhu GeoGebra
[GeoG], Wolfram Alpha [Wolf], Maple, Matlab, SageMath (c6 thé truy cap géi cai toan
bo thuat todn Risch).

+ +

5.3.5 Tinh tich phan bing phuong phép sb6

Trong nhiéu truong hop viéc tinh dang tich phan la khong thé, nhu da thay & phan trudc.
C6 khi tinh dung ciing khong can thiét. Ngoai ra c6 nhitng truong hop ham s6 duge xac
dinh tir thyc nghiégm thong qua céc thiét bi doc hay thu thap di ligu (mot bang sb lieu
hay mot dudng cong chang han) va c6 thé khong c6 cong thitc cho ham. Khi d6 viéc tinh
xap xi tich phan ctia ham 14 mdi quan tam chinh.

Phuong phép co ban la ding mot téng Riemann véi cach chia khodng thich hgp va
cach chon diém dai dien thich hop.

Duéi day ta xét phuong phap xap xi dya trén cach chia déu mién xac dinh.

Cho ham f xac dinh trén doan [a, b]. Chia [a, b] thanh n khodng bang nhau mdi khoang
c6 chieu dai Az = bfT“. Dat z; = a +iAx, 0 < i < n.

Lay tong Riemann véi diém dai dién I trung diém (diém gitta) ctia khodng con, ta
dude Qui tde diém gita:

b
/ f(@)do ~ My = [f(@}) + - + Fal)] Az

x; = 5(331'_1 + x;).
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Vi du 5.3.20. Sit dung Qui tic diém gitta véi n = 5 dé xap xi f12 1dz.

Cac diém bién ctia nam doan con 1a 1;1,2;1,4;1,6;1,8 va 2, vi thé cac trung diém la
1,1;1,3;1,5;1,7 va 1,9. Chiéu rong clia cac doan con la Az = (2 —1)/5 = £, vi thé theo
Qui tic diém giita:

2
/1 id:c ~ Azlf(1,1) + £(1,3) + £(1,5) + f(1,7) + £(1,9)]

1 1+1+1+1+1
S5 \1,1 1,3 15 1,7 19

~ (0,691908.

Phuong phap hinh thang thay vi xap xi béng hinh chit nhat lai ding xap xi bang hinh
thang. Lay dién tich hinh thang trén khodng [x;_1, z;] v6i chiéu cao tai z;_1 1a f(z;—1) va
chiéu cao tai z; 1a f(x;), ta dugc Qui tdc hinh thang:

b
/ f(z) de =T, = [%f(l'l) + f(z2) + f(xs) + -+ f(zn_1) + %f(:vn)}A:c.

Phuong phap Simpson thay vi xap xi bang hinh chit nhat lai ding xap xi bang hinh
parabol. Xap xi do thi bén trén doan [zi_2,%;—1, ;] b6i mot parabol di qua céac diém
(wi—2, f(xi—2)), (wi—1, f(xi—1)), (wi, f(25)), 161 tinh dieén tich dudi parabol nay. Can s
diém chia la s6 18, titc s6 khoang con 1a sé chén, tic n 1a mot sé chin. Ta dude Qui tdc
Simpson:

3
o+ 2f (@) + Af () + [z A,

b
/ f(x) dz = S, = ~[f(x0) + 4f (21) + 2f (w2) + 4 (w3) + 2F (a)+

5.3.6 Tich phan suy rong

. N 1
Ta c6 thé c6 nhitng cau hdi don gidn nhu dién tich bén du6i do thi ciia ham y = — trén
x

(1,00) 1a bao nhieu? Dé tra 15i nhitng cau héi nhu vay ngudi ta xay dyng khai niém tich
phan suy rong.

Dinh nghia 5.3.21. Ta dinh nghia
(@ t
| rtards = i [ pta)as

t——o0

/Zf(w)daf—/;f(m)da:—k/aoof(x)dx

(d) Néu ham f xac dinh tren (a, b] thi ta dinh nghia

/_aoof(az)dx: Jim /taf(x)dm

b b
/f(:r)d:n: lim f(x)dx

t—a™t t
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(e) Néu hamf xac dinh trén [a,b) thi ta dinh nghia

/abf(x) dx = tl_i}r;{ /at f(z)dx

Ta n6i mot tich phan suy rong 1a hoi tu néu gidi han ton tai (1a mot s6 thuc), va phan ky
néu giéi han khong ton tai (khong bang mot s6 thiyc nao).

Vi du 5.3.22. X4ac dinh xem tich phan floo(l/:n) dzr hoi tu hay phan ky?
Theo dinh nghia ta cé

001 ) tl ) .
—dr=lim [ —dz= limIn|z||]
1

T t—oo 1 T t—o0

= lim (Int —Inl) = lim Int = co.
—00 t—00

Gi6i han khong ton tai nhu 1a mot s6 thyc va vi vay tich phan suy rong [~ (1/z) dz phan

ky.
o
1
/ —dz
1 P
la htu han khi va chi khi p > 1.
Ta biét tit vi du trén la néu p = 1, thi tich phan phan k¥, vi vay gid st p # 1. Khi d6

Vi du 5.3.23. Tich phan

') 1 t
/ — dz = lim z Pdx
1

P t—oo Jq

_ r=t

= lim
t—oo —p 41 —1

1 1
=lm—— — —1
t—woo 1l —p tp—1

Néu p > 1 thi p—1 > 0, vi vay khi t — oo thi ##~! — co v& 1/tP~1 — 0, do d6

<1 1 .
—dr=—— mnéup>1
1 xP p—l

va vi vay tich phan hoi tu. Nhung néu p < 1, thi p — 1 < 0 va vi vay

tpflztlfp—)oo khlt—>OO

va tich phan phan ky.
Vi du 5.3.24. Tinh [°__ ze® du.
Tt dinh nghia ta c6
0 0
/ rze®dr = lim ze® dx

— 00 t——o0 t

Ta dung tich phan ting phan véi u = z, dv = e* dx ¢6 du = dx, v = e*:

0 0
/ e’ dr = a:ex\?—/ e’ dr = —te! — 1+ e
¢ t
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Ta biét e/ — 0 khi t — —o0. Theo quy tac ’'Hopital thi
/

. . 3 : . :
lim te'! = lim — = lim = lim = lim (—€') =0.
t——00 t——oco et to—oo (e7t) to—oco —e7t  t—o-oo

Do do

0
/ re¥dr = lim (—te! —1+4+e)=-0-1+0=—1.
oo t——o0

Vi du 5.3.25. Tim [; —Lde.
Ta chii y riang tich phan da cho 1a suy rong vi f(z) = 1/v/x — 2 ¢6 tiém can ding
T =2.

/5 dx . /5 dx
= lim e
9 Vr—2 t=2t )y Jr—2
— lim 2Vz — 2|0

t—2+
= lim 2(v3 -Vt —2)
t—2+

= 2V/3.

Vi dy 5.3.26. Tinh [, Inzdz.
Ta biét rang ham s6 f(r) = Inz ¢6 tiem can ding tai 0 vi lim,_,o+ Inz = —o0. Do d6
tich phan da cho suy rong va ta co

1 1
/ Inzdr = lim Inzdzx.
0

t—0t+ J4

Bay gio ta dung tich phan ting phan véi v = Inz,dv = dz,du = dx/z va v = x:

1 1
/ lnxdmlenxﬁ—/ ldx
t t

=1lnl—tlnt—(1—¢t)=—tlnt—1+¢.

Dé tim gi6i han ciia s6 hang dau tién ta ding quy tic I’'Hopital:
Int 1/t

lim tlnt = lim — = lim ———= =
t—0+ t—ot 1/t 1o+ —l/t2 t—0+

Do do .
/ Inzxdr= lim (—tlnt—1+¢)=-0—-1+0=—1.
0

t—0t

Vi du 5.3.27. Chitng minh réng fooo e dz hoi tu.
Ta khong thé tinh tich phan tryc tiép vi nguyén ham ctia e’ khong phai la mot ham

so cap. Ta viét
o0 2 1 2 o0 2
/ e’ dx:/ e ” d$+/ e "dx
0 0 1

va thay rang tich phan tht nhat & vé phai chi 1a mot tich phan Riemann thong thuong.
Trong tich phan thi hai ta thiy ring véi > 1 ta c6 x? > x, nén —2? < —z, va do do
e < e ", do do

00 5 00 t
/ e Pdr < / e %dr = lim [ e %dr= lim(e! —e)=e"L.
1 1

t—o00 1 t—o00

Diéu nay cho phép suy ra [ e~ dz hoi tu.
Tich phan nay thudng xuat hién trong Xac suat va Thong ké, xem muc
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Bai tap
Tinh tich phan
5.3.1. Tinh tich phan

(a) [y vva®— 22 dx.

(b) [y Va2 +a?dx, a > 0.

(c) f:/r?/’B rtsinx dr.
d) ff x/x — 1dx.

4 xT
) fo \/mdm
3
f) J, ﬁdr.
(g) sin2acm dz.

1+4cos?

5.3.2. Tinh tich phan

1 2
fo 57T 0T

)
)
)
C m dz.
)
)

49:—2w —4
3 x3—2z2 dx.

5.3.4. Tinh tich phan
(a) [t~ a2 d.
) foa (azfz%, a > 0.
(©) J e,

dz
9 | 75

sin 2z
14sinx

)

(i) fo 2V1 — 22 dz.
() f12 lnzfmd

(k) [ae da.

) [ &k,

(h

(m) [1/(2% +27%)da.

(n) ff 3z Inz dz.

(g) [e*’sin30do
(h) [z%e*dz
(i)
j)

i) [coszIn(sinz)dx

J fg lnyd
k) fl r3Inrdr

) fol 2 dy

1 23
(®) fy etz

10
h) J @=T)(22F9) 4

J‘ x +ac +2z+1 dx

(@2+1)(z2+2)
(i) ifﬁiié dz.
f x —3w+7
(x2—4x+6)2 4JL‘+6)2
(e) [ \/2527
() [V1—4a2dzx.
(g) fo (w2+1

h) [V g

5.3.5. Diing phép ddi bién lugng gidc dé chiing minh ring

x
/\/1‘2-‘1-(12 B

z2 +a?) + C.

5.3.6. Diing mé&y tinh dé tinh cac tich phan ctia céc ham:
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(a) (2 +42® + 22 — 4)/(22% — 8z + 6).
(b) (2 + 423 + 22 — 4) /(22 — 42 + 6).
(c) e~
(d) sinlnz.

(e) V+vi+a?/z.

5.3.7. Chitng minh c6ng thitc truy hoi, véi n > 2 13 mot s6 nguyén:

(a)

1 _ . n—1 _
/cos” xdr = = cos" 'xsine + —— [ cos" 2z dx.
n n

. 1 e n—1 e
/sm" xdr = —= coszsin” 'z + sin" 2z dzx.
n n

5.3.8. Chitng minh ring v6i n > 2 la mot sd nguyén:

(a)

/2 n—1 w/2
/ sin” xdx = / sin” 2 z dx.
0 n 0

/2 1.3.5..... m — 1
/ sin?" zdx = 3-5 (2n ) ﬂ-.
0 )

5.3.9. Chiing minh céng thic, v6i m va n la cac s6 nguyén ducng

(a) / sin ma cosnx dz = 0.

—T

s O A
(b)/ Sinmxsinmcd;v:{’ néum 7 n

o T, neum=n.

(C)/ Cosmzcosnzdx_{oa néum#n

—r T, neum=mn.

5.3.10. Mot chudi Fourier hitu han dugc dinh nghia bdi

N
flx) = E apsinne = aysinz + agsin2x + -+ 4+ aysin Nz.

n=1
Chtng minh ring hé s a,, duge cho bdi cong thiic

1 s
O, = — f(x) sinmadz.
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Tinh tich phan bing phuong phap sb

5.3.11. Dung Qui tic diém giita v6i n = 6 dé tinh xap xi tich phan f13 e'/* dx. Ude lugng sai s6
tinh toan.

5.3.12. Dung quy tic Simpson véi n = 10 dé uéc lugng tich phan fol e*” dz. Usc lugng sai s6 clia
xap xi nay.

5.3.13. Ta phéi chon n 16n t6i mitc nao dé dam béo ring xap xi theo quy tic Simpson cho
ff(l/l‘) dx chinh xéc v6i sai s6 khong qua 0,00017

5.3.14. Ding dit licu dugc cho, quy téc diém gitta, qui tdc hinh thang, va qui tic Simpson dé udc
lugng gia tri cua tich phan f1 x) du:

s [J@ [ = [ @)
10| 24 |35 4.0
151 29 |40 41
2.0 | 33 |[ 45| 3.9
251 36 | 50 35
3.0 3,8

Tich phan suy rong
2

5.3.15. Tinh dién tich bén dudi dudng y = — bén trén truc z trén khoang [3, 0o).
x

5.3.16. Vé do thi ctia ham y = Tlﬂ va tinh dién tich bén dué6i do thi nay bén trén truc .

5.3.17. Xac dinh tich phan hdi tu hay phan ky.

fol 3:35 dz. fo \/177
f2 mdw. fo ﬁdx
f 2 \/# (h) fo o dx.
d) [f5 ol de. Q) f) .
2y 3 da. 0 7

5.3.18. Tim xem tich phan sau la hoi tu hay phan ki. Néu tich phan hoi tu hay tinh né.
(a) [7°2 dy.

e
1/T

fO z2

5.3.19. Xac dinh tich phan hoi tu hay phan ky.

a) foooz.%ﬂdx. (d) fﬂ Sm':’:dx
(b) 7 <= dax. (e) [°we /% da.
fl g;jlm (f) fo le/z
5.3.20. Tim cac gia tri cia p sao cho tich phan hdi tu va tinh tich phan vé6i cac gia tri do cta p.
a) fol L dz.

d) [ smar do

e z(lnz)

) fol 2P Inzde.

5.3.21. Chiing t6 phan thé tich nhan dugc bing cach xoay quanh truc x phan mit phing bén
duwéi d6 thi clia ham y = 1/2 bén trén truc z véi z > 1 ¢6 thé tich hitu han.
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Cac bai tap khac

5.3.22. Néu f lién tuc trén R, hay ching minh

b —a
/ f(—z)dz = f(z)dax.
a —b
Hay minh hoa hinh hoc déng thiic nay.
5.3.23. Néu f lién tuc trén R, hay chitng minh riing

b+

b c
/ flz+c)dx = f(x)dx.

a+tc
Hay minh hoa hinh hoc déng thiic nay.
5.3.24. Cho f la mot ham lién tuc. Dt

o) = [ e =00

Day 1a mot vi du clia mot déi tugng nang cao hon trong Giai tich toan hoc goi 1a tich chdp
(convolution).

(a) Tinh g néu f(z) = x.
(b) Ching t6
g(x) = x/o f(t)dt—/ tf(t)dt.

0
(¢) Tinh ¢'(x) va ¢"(x).

5.4 Ung dung cha tich phan
5.4.1 Dién tich, thé tich

Dién tich giira hai dd thi

Néu f 1a ham khong am c6 tich phan trén doan [a, b] thi ta c6 thé dinh nghia dién tich
ctia phan mit phang bén dudi do thi ctia f bén trén truc x 1a

/ab f(z) da.

Néu f va ¢ 1a hai ham c6 tich phan v6i f > g trén [a,b] thi c6 thé dinh nghia dién tich
ctia phan mit phing nim giita hai dd thi la

b
/ f(@) - g(x)) da.

Vi du 5.4.1. Tim dién tich nim gita hai duong y = z2 vh y = 2>.
Ta dé dang khao sat dugc, va c6 thé ding them hinh vé dé thay, ring hai dudng nay

cat nhau tai z = 0 va x = 1, v trén [0, 1] thi 22 > 23. Do d6 dién tich ctia phan nim giita

hai do thi bang
1
1
2 .3
— dr = —.
/o (@~ o) de 12

Trong phan Tich phan ham nhiéu bién cia mon Vi tich phan 2, xem [Bmgt2], ching
ta s6 khao sat mot cach c6 he théng hon van dé dién tich va thé tich. O day ta chi thao
luan mot s6 trudng hop riéng.
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Thé tich

Néu mot khéi trong R? c6 dién tich ctia mit cit vuong goc truc x tai z € [a, b] 1a A(x)
thi ta c6 thé dinh nghia thé tich ciia khéi 1a

/a " A(x) d.

A z=f(x,y

<<%

L I8 f () dy

Y

b

e

Hinh 5.4.1: Thé tich ctia khéi qua dién tich mat cit.

Dinh nghia nay néi ring thé tich cia khéi bang tong dién tich cdc mat cdt song
song.

Vi du 5.4.2. Thé tich qua cau ban kinh R 1a V = 4T R3.
Lay qua cau tam O ban kinh R. Lat cit vuong goc truc x tai z 14 mot hinh tron c6
ban kinh r = v/ R2 — 22, nén c¢6 dién tich bang

2
Az) =nr? = 7'('(\/ R? — l’2) =n(R*-2?).
Vay thé tich qua cau bing
R =R
V= / 7T(R2 — 1'2) dr =7 Rz — %m?" __R= %WR?’.
—R r=

Vi du 5.4.3. Mot khéi tron xoay nhan dude bing cach xoay mot mién trong mat phing
quanh mot dudng thang trong mat phang do. Gia st f > 0 trén [a,b] v xét khdi tron
xoay thu dugc bang cach xoay do thi clia ham f quanh truc z. Mdi 1at cat vuong goc tai
x clia khoi tron xoay 1a mot hinh tron tam trén truc z véi ban kinh f(z), ¢6 dién tich
bing 7 f(x)?. Vay thé tich ctia khéi tron xoay nhan dutng bing céch xoay do thi cia f
quanh truc z la

b
V= w/ [ (2)]2 da.
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5.4.2 Gia tri trung binh

Néu tai cic diém z;, 1 < i < n c6 tuong ting cac gid tri f(z;) thi gid tri trung binh tai
cac diém nay nhu ta da biét 1a 2 3% | f(z;). Trong trudng hgp mién xac dinh ¢6 vo han
phan t1, gid st f dugc xac dinh trén [a, b] thi gia tri trung binh cta f duge cho bang cong
thiic tuong tu, chi thay téng bing tich phan:

o

Gia tri trung binh ctia mot ham s6 trén mot mién xac dinh chinh 13 téng gia tri clia ham
chia cho chiéu dai ctia mién xac dinh.

C6 thé giai thich chi tiét hon nhu sau. Chia [a, b] thanh n doan con c6 cling chiéu dai
Ax

a=zg <1 <2<...<z, =0

Lay diém z;_; < x; < x;. Gia tri trung binh ctia ham tinh tai cac diém chia tren la:

f@D) + f(a5) + f@3) + - + f(a7)

n
Ta viét
Jed) 2 1D b 2 T8 pa) 4 o) 4o+ ] -t
= [f@) + fa3) 4+ f@R)] - A
S6 hang

[f(z}) + f(z3) + -+ f(z})] - Az

chinh 14 mot téng Riemann ctia f. Qua gi6i han ta duge ngay gié tri trung binh ciia ham

la )
1
b—a/ f(z)dz.

Vi du 5.4.4. Nhiet do (do bang do C) ¢ gio sau 9 gio sdng dugc mo hinh héa bai

Tt
T(t) =30+ 14 sin —.
Tim nhiét do trung binh gita 9 gi sang va 9 gid t6i.
Gia tri trung binh ctia T gita t =0 va t = 12 la
1 12 1 12 it
—_— T(t)dt = — 30 + 14sin — | dt =~ 38,9.
12-0 J, ®) 12 Jo < + 12) ’
Vi du 5.4.5 (Van tbéc trung binh). Xét mot vat di chuyen trén mot dudng théng.
Cho duong théng nay mot truc toa do, thi vi trf ctia vat tai thoi diém t duge cho béi
mot s6 thuc x(t). Van téc chuyén dong la ti 1é thay doi tic thoi ctia vi tri theo thai gian,
v(t) = 2'(t). Chi ¥ van téc (velocity) c6 thé c6 gid tri am hay duong, khac véi toc do
(speed) 1a do 16n cia van téc. Gia st vat di chuyén trong khodng thai gian tit a téi b. Gia
tri trung binh ctia van tdc trong khoang thoi gian nay 1a

b b xr —xla
bia/a v(t)dt—bia/a x’(t)dt—biax(t)ﬁz’;—m.

Ta thay day chinh 13 van toc trung binh, bang quang duong di dugc chia chiéu dai khodng
thoi gian.
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5.4.3 M®ot sb tng dung trong khoa hoc

Mot ¥ nghia chinh ctia tich phan la tinh tdng, vi vay mdi khi trong khoa hoc ky thuat c6
nhu cau tinh téng cia vo han gia tri thi tich phan c6 thé xuét hien.

Vi du 5.4.6 (Mach mau). Luat dong chdy vé toc do dong mau chay trong mot mach

mau duge xay dyng nhu sau:
)=
v(r) =
4nl

trong d6, v 1& van tdoc dong mau chiy trong mot mach mau v6i ban kinh R va do dai |
& mot khoang cach r tir truc & tam, P 1a ap lyc khac nhau giita cac diém cudi ctia mach
mau va 7 1a do nhét clia mau. Ta muén tinh thé tich méau di trong mach mau theo don vi
thoi gian, hay con goi la thong lugng clia dong mau chay.

Téng thé tich mau di qua & mdi ban kinh c¢é dinh trong mot don vi thsi gian la
v(r)(27r), trong d6 277 chinh 1 chu vi (chiéu dai) ctia dudng tron ban kinh r. Vay téng
thé tich mau di trong mach mau trong mot don vi thoi gian 14 tich phan ctia lugng trén
theo ban kinh:

(R2 — %)

R R 4
P P

/ v(r)2nr dr = / —(R? —r®)2mr dr = nPR

0 0 4T]l 877l

Vi du 5.4.7 (Thity luc). Mot con dap c6 dang hinh chit nhat, thang ditng. Do cao ctia
n6 14 20 mét va bé rong 14 50 mét. Tinh ap lyc nuée tac dong lén con dap néu muc nude
cach dinh dap 4 mét.

Ap lye len mot chit 16ng tinh ¢6 mat do khéi luong p & do sau d duoe cho béi la pgd
trong dé6 g 1a hang s6 trong truong. Mot nguyén 1y 1a tai moi vi tri trong mot chat long
tinh ap luc 1a gibng nhau theo moi huéng, néu khong thi chat 16ng sé di chuyén theo huéng

c6 ap luc 16n hon.
Y

20

16
16 —y

50 x

Dit mot he toa do len mat phing ctia con dap, chon gbc toa do & géc dudi ben trai clia con
dap, truc  niim ngang va truc y thing ding huéng len nhu trong hinh. Ap lyc nude tinh tai mot
diém c6 cao do y 1a pg(16 — y), véi mat do khoi lugng ciia nuée 1a p = 1000 (kg/m?). Tong ap liuc
nude trén dap ¢ cao do nay 1a 50pg(16 — y), va tong ap lic nude trén toan dap la
16

= 62720 - 10°.

16
1
/ 50pg(16 — y) dy = 50 - 1000 - 9,8 - (]_Gy _ y2)
0 0

2

Don vi dé do ap luc 1a Newton trén mét vuong, con duge goi 1a Pascal, véi Newton 1a don vi do
e (N = kgm/s?).
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Ham mat do

Néu tai méi diém z;, 1 < i < n c6 tuong tng gia tri f(z;) clia mot dai lugng thi tdng gia
tri clia dai lugng di nhien 1a Y7, f(z;). Néu tap hop D céc diém dang xét la vo han thi
ham f tit D vao tap cac sé thuc c¢6 khi duge goi 1a ham mat dé cia dai lugng, va tong
gid tri clia dai lugng la tich phan [, f clia ham mat do.

Trong vat 1i, khdi Iugng ctia vat 1a tich phan ctia ham mat do khoi lugng trén phan
khong gian chira vat.

Vi du 5.4.8. Tim khéi lugng clia mot thanh kim loai thang dai 2 mét c6 mat do khoi
lugng p(z) = 1+ (2 — ) (kg/m), v6i = 14 khodng cach tit mot dau ctia thanh t6i diém
dang xét.

Khdi lugng ctia thanh bang tich phan trén thanh ctia ham mat do khdi lugng:

2 2
/p(:r)d:v:/ [+ 2(2— )] de = 10/3 (kg).
0 0

Cong

Gia st mot vat di chuyén dudi tac dung clia mot luc. Cong ctia lyc 1a khai niem vat 1
dai dién cho tac dong ciia lic vio chuyén dong. Néu lic ndm ciing chiéu chuyén dong ciia
vat thi toan bo luc bién thanh cong. Néu mot vat di chuyén mot khodng cach d trén mot
dudng thing duéi tac dong ctia mot Iyc hing F ciing chiéu chuyén dong thi cong la tong
tac dong ciia lyc vao chuyén dong, chinh bing tong ctia dai lugng F trén doan c6 chiéu
dai d, do d6 duge dinh nghia trong vat 1i 1a s6 F - d.

Bay gio xét truong hgp tdng quéat hon, luc F c6 thé thay déi do 16n, tuy van cling
phuong chuyén dong. Dat mot truc toa do trén phuong chuyén dong. Vi tri cha vat duge
cho béi 6 thue 2 con do 1én lyc tac dong lén vat tai diém d6 duge cho bdi F(z). Gia sit
vat di chuyén tit vi tri = a t6i vi trf = b. Cong cta luc F 1a tong clia ham F trén
doan [a, b], cho béi tich phan

b
/ F(z)dzx.
a

Vi du 5.4.9 (Dong nang). Gia st mot vat di chuyen duéi tac dung ciia tong luc F.
Gia st vi trf cia vat & thoi diém t 14 x(t). Van tdc ciia vat 1a v(t) = 2/(t) va gia toc
cta vat 1a a(t) = v/(t) = 2”(t). Gia st vi trf ban dau ctia vat 1a z(tg) = a va vi tri cudi
13 vd x(t;) = b. Ta dinh nghia dong ndang (nang lugng c6 tit chuyén dong) ctia vat la
K(t) = imo(t)? = ima' ()%
Theo co hoc Newton: F = ma = ma”. Do dé cong ctia lyc F khi vat di chuyén tit a

t6i b 1a

b t1 t1

/ F(z)dz = / F(x(t)x' (t)dt = ma” (t)x' (t) dt.
a t,

0 to
Cha ¥ hé thiic ((m’)g)/ = 22'z", ta bién ddi
b 11
/ Fa)de = | mi@(0)?) dt
a to 2

= mal(0)? — gma (1)* = K(t) — K(to).

Vay ta thu dugc bang phuong phap todn hoc mot dinh luat vat li: cong ciia hyc tac dong
dtng bang bién thién dong nang.
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5.4.4 XAc suat

Trong ly thuyét xac suat, mot bién ngau nhién X 13 mot anh xa tit mot tap hgp cac sy
kién vao tap hgp céac s6 thyc. Véi méi gia tri x € D ¢6 mot s6 thue 0 < f(z) < 1 1a xéac
suat dé X c6 gia tri o (lwu y gid tri 1 chinh 1a 100%). Ham f dudc goi 14 ham phan b
X4c suat ctia bién ngau nhien X. Trong truong hop tap gia tri D ctia X 1a hitu han ta néi
X 1 mot bién ngdu nhién roi rac, vh xac suat dé X ¢6 gia tri trong tap C' C D dugc cho

béi
> fla).

zeC

Mot hé qua la ham mat do xac suat phéi thoéa Y., p f(x) = 1. Gia tri trung binh (mean)
hay ky vong (gia tri c6 thé trong dgi) theo xac suat ciia X duge cho béi:

zeD

Vi du 5.4.10. Xét mot tro choi véi con xiic siac nhu sau: Nguoi choi phai tra 20 dong cho
mdi lan tung xtc sic. Néu mit ngita 1a mat 6 nat thi ngusi choi duge nhan 60 dong, néu
13 cAc mat con lai thi chi duge nhan 10 dong. Hoéi trong tro choi nay ai duge lgi, nguoi
choi hay ngudi t6 chiic tro choi?

Goi X la bién xac suat nhu sau: Mat 6 nit clia xiic sic tng véi sd thiuce 60, cac mat
con lai tng véi s6 thyc 10. Ham phan b6 xac suat trong truong hgp nay la f(10) = 5/6
va f(60) = 1/6. Cau tra 1i cho cau héi trén duge quyét dinh bdi gid tri trung binh clia
bién xdc sudt X. Ta c6 ki vong clia X bing 10- 2 460 - + = 110 < 20, nhu vay néu choi
nhiéu lan thi ngusi choi sé bi thiét, con ngudi t6 chitc tro choi sé hudng 10i.

Trong trudng hop tap gia tri clia bién ngau nhien X 14 mot tap con vo han D cla
tap hgp cac sd thuyc ta néi d6 1a mot bién ngau nhién lién tuc. Tuong ty véi trudng hop
rdi rac, c6 mot ham phan bd xac suat, hay mat do xac suat f xac dinh trén D sao cho
f(x) >0 va x4c suat dé X c6 gia tri trong tap C C D thu duge bing cach thay tong béi

/ ‘
C

Mot hé qua la ham mat do xac suat phéi théa [, f = 1. Tuong ty, trung binh hay ky
vong ciia bién ngau nhién X thu duge bing cach thay tong béi tich phan:

[ ot

Vi du 5.4.11. Mot nha sdn xuat bdo hanh mot san pham 2 nam. Goi T 1a bién xac sudt
ting thoi diém hu héng clia san pham véi s6 thiyc ¢ > 0 1a thoi gian tinh theo nam tit khi
san pham duge san xuat. Gia st ham mat do xac suat duge cho béi f(t) = 0,1e~ 1 Xac
suat san pham bi hu trong thoi gian bao hanh 1 xac suat dé T c6 gia tri gitta 0 va 2, duge
cho béi

2 2
/f(t)dt:/ 0,1e 1 gt ~ 18%.
0 0

Vi du 5.4.12 (Phan bd chuan). Nhiéu hién tugng ngdu nhién duge mo hinh héa bing
ham phan b6 c6 dang

F) = —_e—a-w?/20?

oV 2
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O day gia tri trung binh xac sut 1a p, con sé o do mic do phan tan ciia gia tri, duge goi
14 do lech chuan (standard deviation). D3 thi ctia ham nay c6 dang trong Hinh Viec
day thuc sy 14 mot ham phan bé xac suit 1a hé qua ctia cong thitc

/ e dy = .

—0o0

Bai tap

Dién tich, thé tich
5.4.1. Tinh dién tich mién dugc bao bdi cic dudng cong dd thi ciia cic ham sb:

(a) f(z)=223+3 va g(z) =4z + 3.

(b) f(x) =4z — 323 va g(z) = 22 + 1.
(c) f(x) = (2% —1)(2% — 2) va truc .
(d) f(x) = 3z* — 2422 + 50 v dudng thang ¢ cit do thi ¢ x = 1 v x = 3.

flz) =2? va g(z) = 3/(2 +2%).

y=(1/2)2>+1vay=z+1.

?+y?=1va(z—-1)2+y? =1

5.4.2. Sit dung chuong trinh may tinh dé vé va tim dién tich clia mién duge gisi han béi cac dudng

cong y =x° —5x> +3x vy =2z + 1.

5.4.3. Stt dung chuong trinh may tinh dé vé va xap xi dién tich clia mién dugc giéi han béi cac
duong cong y = |z| va y = cosz.

5.4.4. Mot may chup cit 16p vi tinh theo truc ngang CAT (Computerized Axial Tomography) tao
ra anh chup phan trong ciia mot co quan céia cd thé con ngudi nhim cung cap thong tin vé co
quan ma khong can phiu thuat. Gia st ring mot méy chup cat 16p vi tinh CAT chyp cat 16p mot
14 gan ctia mot ngudi véi khodng cach cac mit cit cach déu nhau mot khoang 13 1,5 cm. Cho biét
chiéu dai 14 gan 1a 15 cm va dién tich cac mit cit ngang (don vi em?) 1a 0, 14, 50, 70, 90, 100,
110, 120, 70, 40, 0. Hay udc tinh thé tich 14 gan.

5.4.5. Tim thé tich ciia khdi bao bdi mat tron xoay nhan duge bing cach xoay dudng y = 23

quanh truc x véi x tir 0 t6i 2, xem Hinh

5.4.6. Tim thé tich ctia khi dugc tao bang cach xoay mién bao bdi do thi clia ham f(z) = z — 3
va truc z quanh truc y.

5.4.7. Tim thé tich ctia khéi nhan dugc bing cach xoay quanh truc y phan mit phing bao béi
duong y = 2? —4x +4 va dudng y = 1.

5.4.8. Tinh thé cac tich khéi S duge mo ta sau day.
(a) Mot khdi nén thang ditng déu c6 chidu cao h va ban kinh ctia hinh tron day r.

(b) Mot khdi nén cut thing ditng déu co chiéu cao h, ban kinh mat day dudi 1a R va ban kinh
cia mit day trén 1a r.

(c) Mot nip tron xoay (khdi nhan duge bang cach tit mot qua cau bing mot mit phang) c6 ban
kinh ddy r va chiéu cao 1 h.

(d) Mot khéi hinh chép tam giac v6i chiéu cao h va day 1a tam gidc déu c6 canh a.
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Hinh 5.4.2

(e) Mot khdi hinh chép tit gidce v6i chidu cao h va day hinh chit nhat v6i chiéu rong b, chidu dai
2b.

(f) Mot khdi hinh chép tit gidc v6i chiéu cao h va day c6 dien tich day B.

(g) Mot khdi chép cut ¢6 day dudi 1a hinh vudng cé canh b, day trén la hinh vudng c6 canh a,
va, chiéu cao khoi chép cut 1a h.

5.4.9. Mot qua qua cau dang duge bom thém khong khi vao. Khi thé tich ctia qué cau dang 14 30
m3 thi khong khi dang dudc bom vao véi tdc do 2 m3/s. Héi lic d6 ban kinh qua cau dang gian
né véi van téc bao nhieu?

Ung dung trong kinh té

5.4.10. Ham chi phi bién (con goi 14 chi phi can bién — marginal cost) (xap xi béng chi phi cho
mdi don vi san pham) khi z don vi sdn pham dugc san xuat 1a

C'(z) = Vx — 3.
Chi phi ¢6 dinh la (fixed cost) 1a C'(0) = 1000. Tim ham chi phi C(z).
5.4.11. Ham chi phi bién khi z don vi san phdm dugc san xudt 1a
C'(x) = "3 4 42% + 5.
Chi phi ¢6 dinh 1a C(0) = 10.
(a) Tim ham chi phi C(z).
(b) Tinh chi phi trung binh trong khoang qui mé6 sén xuat 0 < z < 10.

5.4.12. Ham doanh thu bién (marginal revenue) tit sdn xuat ¢ don vi clia mot san pham Ia
R'(q) =5 — €™ . Khong c6 doanh thu khi khong c¢6 san pham. Hay tim ham doanh thu R(q).

5.4.13. Doanh thu R (triéu dong) tit baAn mot san pham trong mot ngay phu thudce vao thsi diém
t (git) ké tit 7 gio sang, cho bdi

R(t) = t* — 123 + 461> — 60t + 50.
(a) Hay tinh téng doanh thu tit 9 git téi 15 gio.
(b) Hay tinh doanh thu trung binh trong khodng thdi gian nay.
5.4.14. Ham cung ting (supply function) ctia mot san pham la
p=S(z) =5+ 300"

trong dé6 p 1a gi4 ban sdn pham va z 1a san lugng san pham. Tinh gia trung binh trong khoang
cung tng 10 < z < 20.
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5.4.15. Doanh thu R (tri¢u dong) tit ban mot san pham mot nam phu thudc vao thai diém ¢
(thang) ké tit dau nam, cho béi
R(t) = 0,1(t — 7)% + 2.

(a) Vé do thi ctia ham doanh thu.
(b) Tinh téng doanh thu mot nam.
(c) Tinh doanh thu trung binh hing thang.

5.4.16. Mot cong ty san xuat « don vi sin pham mdi thang. Phuong trinh lién hé gia p mbi don
vi san pham véi san lugng z 1a p = 500 — 0,252, 0 < 2 < 1000.

(a
(b
(¢
(

) Chi phi cho mé&i don vi sdn pham la 300, chi phi ¢ dinh la 70. Tim ham chi phi.
)

)
d) Véi qui mo sdn xuit nhu thé ndo thi cong ty c6 1gi nhuan duong?
)

)

Tim ham doanh thu va ham lgi nhuan.

Vé d6 thi ham lgi nhuan.

Vé6i qui mé san xuit nhu thé ndo thi cong ty c6 1gi nhuan téi da?

(e
(f

Tim lgi nhuan binh quan (lgi nhuan trung binh) néu cong ty san xuét trong khoang 300 t6i
500 don vi san pham mbi thang.

(g) Néu chinh quyén danh thué 4 don vi tién té trén mdi don vi san pham ma cong ty san xuat
ra, thi cong ty nén ban san pham & gia bao nhiéu dé cé lgi nhuan 1én nhat?

U’ng dung trong vat li

5.4.17. Mot chiéc xe dang chay trén dudng thi ngudi lai thiy mot vat can va lap tic ap dung
thing ham xe. Tai thoi diém 4p dung thing xe dang chay véi van tdc 60 kilomét mot gio. Xe ham
v6i gia toc 1a 44 mét trén gidy binh phuong.

(a) Viét cong thitc cho van toc xe t giay sau khi ap dung thang. Khi nao xe dimng?

(b) Viét cong thitc cho khodng cach di chuyén ctia xe t gidy sau khi 4p dung thang. Xe di bao
xa trudce khi ding?
5.4.18. Dién tich phan b6 doc theo mot 6ng thing dai 10 cm theo mat do p(z) = 10’4;1_2LJrl
coulomb/cm v6i o 1a khodng cach t6i dau dng. Hay tinh tong dién tich trong ong.

5.4.19. Mot cai bon c6 dang hinh hop véi chidu rong 3 mét, chiéu dai 4 mét, chiéu cao 5 mét chita
day nuéc. Ta can tinh cong W — ning lugng can thiét dé bom hét nude ra khoéi bon qua mat trén
ctlia bon.

(a) Goi x la khodng cach tit mot chat diém trong bon t6i mit trén ctia bon. Gii thich vi sao
cong dé dua chat diém nay ra khéi bon 1a xpg, véi mat do khéi luong ctia nude 1a p = 1000
kg/m3, hing s6 trong lyc 1a g = 9,8 m/s?.

(b) Thiét lap cong thic W = f05 zpg-3-4 dx. Tinh W.

5.4.20. Mot ho boi hinh tron c¢6 dudng kinh 24 mét, tudng bao quanh hd cao 5 mét, va do sau
clia nudc trong hd 1a 4 mét. Tinh cong can thiét dé bom tat cd nudc lén trén tuong bao quanh va
ra khéi ho. (khdi lugng rieng ctia nude 1a 1000 kg/m3.)

5.4.21. Dinh luat van vat hip dan ciia Newton phét biéu riing hai vat c6 khoi lugng m, v mo sé
bi hiit gan nhau bing mot luc
mimeo

F=a

2
trong do6 r 1a khoang cach gitta cac vat thé G 1a hing s6 hip dan. Néu mot trong hai vat thé duge
¢ dinh, tinh cong can thiét dé di chuyén vat con lai tit r = a dén r = b.
Tinh cong, tiic tong nang lugng duge tao ra tit nhién lieu tén lita, can thiét dé phong mot ve
tinh ning 1000 kg theo chiéu thing ding len dén do cao 1.000 km.
Gi4 st rang khéi luong ctia Trai dat 1a 5,98 x 1024 kg va dugc tap trung tai tam qud dat. Lay
ban kinh trai dat 1a 6,37 x 10 m va G' = 6,67 x 107! N - m? /kg?,
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5.4.22. Dién gia dung dugc cung cap theo hinh thitc dién xoay chiéu thay déi tit 155V dén —155V
véi tan s6 60 chu ky mdi giay (Hz). Dién ap duge cho bdi phuong trinh

E(t) = 155 sin(1207t)
trong do6 ¢ la thoi gian tinh theo giay. Cac von ké doc dién ap hi¢u dung (RMS), d6 1a cin bac hai
clia gia tri trung binh cta [E(t)]? trong mot chu k.
(a) Tinh dién ap RMS ctia dong dién gia dung trén.

(b) Nhiéu bép dieén yeéu cau mot dien ap RMS 220V. Tim bién do A tuong tng can thiét cho
dien ap E(t) = Asin(1207t).

Cac dung dung khac

5.4.23. Nhiét do trong mot nha kinh duge diéu khién theo thiét ké T'(t) = 25 — 3 cos(75t), véi ¢
la thoi gian tinh béng gid tit nita déem. Tim nhiét do trung binh vao ban ngay (6 gid sdng t6i 6 gio
t61) va ban dem.

5.4.24. Cao huyét ap la do dong mach bi hep lai va dé dat dugc thong lugng dong chay binh
thudng tim phai bom manh hon, tic 13 ting huyét ap. Hay tim quan hé gita ban kinh déng manh
va 4p lie mau trong diéu kien thong lugng méau khong ddi. Néu ban kinh dong manh bi gidm di
1/4 thi ap Iyc mau phai tang lén bao nhiéu dé ddm bao cung cap dit mau cho co thé?

5.4.25. Thoi gian sit dung dugce clia mot loai vé xe duge cho bdi ham mat do xdc suat f(x) =
0,02¢7%02% Hay tim xac suat dé vé xe nay ding dugce it nhat 30.000 kilomét.

5.4.26. Toc do ciia xe trén dudng cao tdc ¢ gidi han 100 km/h tuan theo phan phdi chuan véi
gi tri trung binh 112 km/h va do leéch chuan 8 km/h.

(a) Xac suat ma mot xe bat ky chay véi téc do cho phép la bao nhieu?

(b) Néu canh sit phat nhitng ngudi 1ai xe chay qua 125 km/h, bao nhiéu phan tram ngudi 14i
xe sé bi phat?

5.4.27. Ta di tréen mot quing dudng va sau dé do duge van toc trung binh 1a 50 km/h. Hay giai
thich vi sao chic chin c6 thai diém van toc clia ta ding bing 50 km/h.



Chuong 6 -
Chudi

6.1 Tiép theo vé Day s6 thuc

Trong phan nay ta khao sat sau hon vé day so, tiép theo Muc Phan nay dudc can
t6i cho phan chudi ké tiép.

Meénh dé 6.1.1. Néu mot day so hoi tu thi no bi chin.

Ta c6 thé giai thich két qua trén nhu sau: néu day la hoi tu thi cac phan tit ctia day,
c6 thé trit ra hitu han phan ti dau, sé du gan gidéi han, diéu nay dan t6i toan bo day duge
chita trong mot khoang dii 16n. Chitng minh duéi day chang qua la viét lai chi tiét 1i luan
nay.

Chiing minh. Gia st day (an)pez+ hoi tu vé L. C6 N € ZT sao cho néu n > N thi
lan, — L| < 1. Nhu thé v6in > N thi |a,| < L+1. Dt M = max{a,, L+1|1<n < N-1}
thi Vi € Z+, |an| < M. 0

Néu (ng)r>1 12 mot day tang cic s6 nguyen duong, tic 1a ny < ne < ng < ..., thi day
(b)k>1 xac dinh bdi by, = ap, dude goi la mot day con cla day (an)n>1-

Vi du 6.1.2. Day (#)ke% 14 mot day con cua day (%)neZh & day ny, = 2%,

Vi du 6.1.3. Dit by = apyq thi (bg)s 13 mot day con ctia day (an),. Cu thé by = ao,
by =a3, b3 =ay, .... édaynk:k:—i—l.

Meénh de 6.1.4. Moi day con ciia mot day hoi tu thi cing hoi tu vé cung gidi han.

Chiing minh. Gia st day (a,), hoi tu vé s6 thuc L. Cho trude € > 0 bat ki, c6 N € ZT
sao cho khi n > N thi |a, — L| < e. Xét mot day con (ay, ), bat ki. Vi day chi s6 (ng)g
tdng nén ny > k. Suy ra véi k > N thi ny > k> N, do dé |ay,, — L| < e. Vay theo dinh
nghia day (an, ) hoi tu vé L. O

Vi du 6.1.5. Néu lim,, o a, = L thi lim, o apiga = L.

Dinh ly 6.1.6. Mdt day tang va bi chdn trén thi hoi tu. Mot day gidm va bi chdn dudi
thi hoi tu.

Két qua trén 1a hé qud tric tiép clia tinh day du ctia tap hgp céac s6 thiye, xem Ménh
g8 Ll

Trong nhiéu trusng hgp day la thu hep ctia mot ham bién thiyc, cu thé sé6 hang clia
day 1a a, = f(n) v6i mot ham f : [0,00) — R. T sy giéng nhau trong dinh nghia gidi
han ctia ddy va gidi han cia ham ta thu dudce ngay két qua sau, néi rang giéi han cia day
dtng bang giéi han ctia ham:

116
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Ménh dé 6.1.7. Gid st f : [0,00) = R va Vn € Z*,a, = f(n). Néu lim, ,o f(z) = L
(c6 thé bing +00) thi lim, .o ay, = L.

Day c6 thé coi 1a mot trusng hgp riéng ciia Ménh dé Nho két qua nay ta co thé
ap dung dudc nhitng phuong phap va két qua ctia Vi tich phan trén ham s thuyc vao day
s6 thue.

Sau day 1a mot s6 gi6i han ctia day lién quan téi ham Iy thita va ham mi thuong gip:

5 1
Ménh de 6.1.8. (a) Vdir >0 thi lim — =0.

n—oo n’

(b) Voil>r>0thh lim r"=0. Vdgir >1 thi lim r" = oo.
n—oo

n—oo
(c) Véir >0 th lim {/r=1.
n—oo

«

d) Véir>1vaacR th Lim -— =0.
(d)

n—oo 7"
(e) Jim Un=1.

,r,n
(f) Voir >0 thi lim — =0.
n—oo n!
Chitng minh. C6 thé c6 nhitng cach chiing minh khac nhau, § day ta dua ra mot s6 cach
st dung cic thanh tyu cta phép tinh vi phan cho t6i lac nay.
(a) Ta c6 thé st dung dinh nghia gi6i han ctia day. V6i 7 > 0, cho € > 0 bat ki thi
# <€ <= n > -1 tit tinh chit ctia ham mi. Ti dinh nghia sy hoi tu cta day ta két
ET
luan lim,, s % =0.
Mot cach tiép can mdi 1a dung ham s6 thic vA Ménh de Bai toan 1a tinh
lim,, o0 ", nhung ta sé tinh lim,_,o, z". Ta c6 ngay tit cic tinh chit co ban ctia ham mi

va ham log:
lim 2" = lim e = lim "% = .
T—r00 Tr—r00 XTr—r00

Ina”

Vay lim,, ;oo n” = 00 va lim, # =0.
(b) Diing Ménh dé ta di tim giéi han lim, o 7. Ta c6

Inr® zlnr

lim 7* = lim e = lim e
r—r00 T—r00 Tr—r00

V6i 0 < r < 1 thi Inr < 0, suy ra limy oo ™7 = 0. V6i # > 1 thi Inr > 0 nén
limy oo €07 = o00.
(c) Ciing nhu trén, dung Ménh dé ta c6
1 1 1 1
lim 77 = lim rz = lim ™" = lim ez ™" = ¢ = 1.
n—oo r—r00 Tr—r0o0 r—r00

(67

(d) Cung nhu trén, thay vi tinh giéi han day ta tinh giéi han ham lim x—x Trude hét

T—00 T
@ o«
. x .
lim — = lim - .
x—o0 ¥ T—00 (,r.g)a:

Ap dung qui tic I'Hopital, v6i > 1, ta tinh dugc

ta viét

8

/
1
= lim ——5— =0.

f) T e ()

lim —— = lim
T—00 (Tg)a: T—00 ((T

8
Rl 8
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Stt dung cach i luan ¢ phan (a), ta suy ra

) T @ ) ln< i” ) ) aln< i” >
lim = lim e \(®)* = lim e (re)®/ = Q.

1
T—00 (74 P )x T—>00 T—00

(e) Thay vi tinh lim,, . ¥/n ta tinh lim, o TE Lai dung ham In, ta viét

1 lnxolc lnz
Tz =e =ez
Ap dung qui tic 'Hopital ta duge ngay
1 Inxz)’ 1
lim T lim (n;r) = lim — =0.
T—00 I T—00 I T—00 I

Vay lim, a:% =ed=1.
(f) Lay ng > r, ta c6 thé viét cho n > ng:

rto ot T T T r"o
n! ng! no+l1 n—-1 n ny n
Vi limy, o0 = = 0 nén dung Dinh 1y kep |1.1.31] ta dugc két qua. O

Bai tap

6.1.1. S dung Dinh 1y kep va céc giéi han co ban, hay tim cac giéi han sau.

(a) lim S (f) lim "*/n
n

(b) lim cos?n —sin’n (g) lim +1

! " (h) im ¥/n2+n+1
(c) lim —

n (i) lim {/n(n — 2)
(d) lim ¥/n ¥ 2
(e) lim /3n +2 (§) lim (99)

6.1.2. Cho day s6 (a,) dugc dinh nghia nhu sau: a; = V2 va Vn > 1,a,41 = /2 + an.
(a) Dung qui nap, chiing minh réing day (a,), bi chan trén béi 2.
(b) Dung qui nap, chiing minh ring day (a,), 1a ddy ting.
(c) Lay gi6i han hai vé déng thic a1 = v/2 + a,, dé thu dugc gidi han ciia day (a,)n-

Ngudi ta hay viét gi6i han ctia day nay 1a \/2 +V2+ V24

6.1.3. Cho day s6 (a,) dugc dinh nghia nhu sau: a; = % vavn > 1,a,401 = %(a% +6).

a) Hay tinh mot s6 gia tri ban dau cia day.

(a)
(b) Gia thiét day hoi tu, hay tinh giéi han cta day.

(¢) Tu dy doén gidi han ctia day, hay du doan tinh bi chin va dy doan tinh don diéu ctia day.
(d) Hay chting minh day 1a hoi tu va tim gidi han cta day.

6.1.4. Ching t6 ring néu hai day con (azn)n va (a2n41)s déu hoi tu vé L thi day (ay), hoi tu vé
L.
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6.2 Chubdi s6 thuc

6.2.1 Su hdi tu chia chubi sb

Ta thuong hinh dung mot chudi s6 14 tong ctia mot day s6. Cu the hon, v6i day s6 (up ) ezt
thi biéu thic téng cac s6 trong day

up+ugtug o+

duge goi 1a mot chudi sb, duge ki hieu 14 Y07 | uy,. Thanh phan wu, dugce goi 1a s6 hang
thit n cta chudi.
Dinh nghia chinh x4c hon nhu sau.

Dinh nghia 6.2.1. Cho diy s6 (uy),ecz+. Tong cia n s6 hang dau tién ctia day, S, =
> pq Uk, du‘(j? goi la tong riéng thit n ca day. Day cac tong rieng (Sp),ez+ ducce goi 1a
mot chuot so.

Néu day cac tong rieng (S, )nez+ hoi tu vé mot s6 thue S thi chudi 1a hoi tu va S duge
goi la tong ciia chudi, trong trudng hop nay ta viét S = 322 ug. Nguge lai néu day
(Sn)nez+ phan ky thi chudi dugce goi 1a phan ky.

Trong thyc té ta thudng noéi ngén gon hon: “xét chudi Y .~ | up ..."

Vi du 6.2.2. Xét chudi

o0
1+1+1+...+1+...:Zl_
n=1

Toéng rieng phan ctia chudi nay 1a S, = n tién ra vo cling, nén chudi la phan ky.

Vi du 6.2.3. Xét chudi

o0

L=l l— Il = (="
n=1
Téng rieng phan ctia chudi nay 1a
0, h
S, — n chan
1, nlé
Day (Spn)nez+ 1a phan ky nén chubi la phan ky.
= 1
Vi du 6.2.4. Xét st hoi tu clia chudi »  ————.
— n(n+1)
Vi ﬁ =1_ n%q nén toéng riéng phan la
"1 22 3 3 4 n n+l = a4l

Ta c6 S, hoi tu vé 1, vay chudi hoi tu vé 1, tong ciia chudi bang 1, va ta viét

1
2o "

n=1
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Vi du 6.2.5. Chudi
[eS)
>t
n=1

duge goi 1a chudi hinh hoc.
Khi r =1 thi chudi bang a ).~ ; 1 1a hoi tu khi va chi khi a = 0.
Khi r = —1 thi chudi bang a > o2 ;(—1)""! 1a hoi tu khi va chf khi a = 0.
Khi r # 1 thi téng riéng ctia chudi 1a

1—r"

n n

Sp = E arz_lzag rl=g .
£ 4 1—r
=1 =1

Khi |r| < 1 thi lim,,—e0 7] = limy 00 [7|™ = 0 tit Ménh dé Do 0 < r™ < |r"|
nén theo Dinh 1y kep lim,, 00 7™ = 0. Do d6 S,, hoi tu vé al—ir.

Khi || > 1 thi limy, e [7"| = limy, 00 [7]" = 0o tit Ménh dé nén S, phan ky.

Tém lai néu a # 0 thi chudi hinh hoc Y% ar™~! 1a hoi tu khi va chi khi |r| < 1, va

> a
E CLT‘n_l == ﬁ, |T| < 1.
n=1

Vi du 6.2.6. Chudi

1 1 1 1 <1
1+ 4+ 2+ 4oy — 4= .
totgtgt ot T n§:12"1

1a mot chudi hinh hoc véi a = 1, r = §. Chudi nay hoi tu véi tong bang 11 = 2, vay
2

=1
ZQn—l =2.

n=1

Ta c6 thé thay truc quan két qua nay nhu trong Hinh giai thich tén goi “chudi
hinh hoc”.

+_

[\
=

—+

N =
DN | =
| =

Hinh 6.2.1: Doan thing c6 chiéu dai 1 c6 thé chia thanh hoi clia cac doan thing ké tiép

nhau c6 chiéu dai 3, 1, £, .... Ro rang tdng chiéu dai cdc doan nay phai la 1.

Vi du 6.2.7. Chudi

3 9 27

1a mot chudi hinh hoc véi a = 5, r = .
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Vi du 6.2.8. Xét chudi

o

Z 22n317n‘

n=1

Ta viét lai chudi nay la
> n

2337.
n=1

Vay day 14 mot chudi hinh hoc v6i a = 3, r = %

Vi du 6.2.9. Viét s6 0,123 = 0,123123 ... duéi dang phan s6.
Ta viét

0,123123...=123-10734123-107°+123-107%+--- =123-103(1 4103 +107C +...)

thi day 1a mot chudi hinh hoc va ta tinh dudce ngay tdng ctia chudi nay 1a

123 10—3; _ 123
1—-10-3 999’
Vay
123
0,123 =0,123123... = —.
’ ’ 999

Mot quan sat don gidn nhung thuong ding 1a néu b6 di hay thém vao hdu han sb
hang thi tinh hoi tu cia chudi khong thay doi, vi cac téng rieng phan véi chi sé du
16n chi thay ddi bdi mot hing s6, do dé téng néu ton tai cling thay déi bang hing s6 doé.

Cac tinh chat sau vé phép toan trén chudi thu duge ngay tit cac tinh chat tuong tng
clia giéi han cia day:

Ménh dé 6.2.10. (a) Véi s6 thuc a, néu chudi s6 Yooy Uy hoi tu thy chuot > | auy,
cung hoi tu va

(b) Néu cic chudi $6Y ooy Up VA Y ooy Uy hoi tu thi chudi tong Y onsy (up+vy) va chuoi
hieu Y o7 | (uyn — vy) cing hoi tu va

o0 o0 o0
Z(Un +vn) = Zun + ZUm
n=1 n=1 n=1

(o] o o
Z(un —vp) = Zun - Zvn.
n=1 n=1 n=1

Ta c6 diéu kién can don gian cho sy hai tu ctia chudi sb:

Ménh dé 6.2.11 (Dé chudi hoi tu thi sé6 hang citia chudi phai tién vé 0). Néu
>0 1 U hoi tu tha limy, o0 uy — 0.

Chitng minh. Gid st > oo, u, = S, nghia la téng rieng S, hoi tu vé S. Ta viét dugc
Up = Sp — Sp_1. Lay gi6i han hai vé khi n tién ra vo cung, vi S,_1 ciing hoi tu vé S (tu
Meénh dé , nén u,, phai hoi tu vé 0. L]

Can nhan manh 1a chiéu ngugc lai (ménh dé d4o) 1a khong ding, xem vi du sau:
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Vi du 6.2.12. Xét chudi ) 00 | 1, thuong dugc goi la chudi diéu hoa. Mac dut sd hang
clia chudi nay dan vé 0, ta sé thay ¢ Vi du|6.2.16(rang chudi nay la phan ki.

Ta ¢6 mot he qua, thyc ra 1a mot ménh dé tuong duong logic v6i Ménh dé|6.2.11] (ménh
dé phan déo):

Hé qua 6.2.13 (Néu sé hang ctia chudi khong tién vé 0 thi chudi phan ki). Néu
Uy, khong tién vé 0 thy > o2 | uy, phan ki.

Vi du 6.2.14. Chudi

Z n2
5n2 + 4
n=1

13 phan ki vi s6 hang clia n6 khong dan vé 0.

6.2.2 Chubi sé6 duong

Chudi s6 >_°° | u,, dude goi la mot chudi sé duong néu tat ci cac sé hang ciia chudi s6
déu 1a s6 duong.

Luu ¥ khi xét tinh hoi tu cling nhu tinh téng ctia chudi sé6 ma c6 chita nhitng s6 hang
bing 0 ta c6 thé loai bé céc s6 hang nay.

Dinh 1y 6.2.15 (Tiéu chuan tich phan). Cho f la mot ham duong, gidm, lién tuc trén
[1,00), va dat an, = f(n). Chudi Y .~ an la hoi tu khi va chi khi tich phan

/100 f(x)dx

Chu ¥ ring thyc ra ta chi can nhitng gia thiét trén théa véi ham f ké tit mot gia tri
n nao doé tré di.

Y tudng 6 day chinh 13 ¥ tudng xap xi dien tich bing céc hinh chit nhat trong xay
dung tich phan.

ton tai (nghia la biang mot s6 thuc).

1.0 1.0—
0.75—] 0.75 —
0.5— 0.5—
0.25 — 0.25
OOTTTT[TTI T T[T T T[TTTT[TTTT] OOTTTTT[TI T T[T T [TTTT[TTTIT]
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
X X

Hinh 6.2.2: Tong riéng phan bang tong dién tich cac hinh chit nhat, chinh 14 tong
Riemann, trong khi tich phan bing dién tich bén dudi do thi.
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Chitng minh. Vi f 1a ham gidm nén trén doan [i,i+ 1] thi a;y1 = f(i+1) < f(x) < f(i) =
a;, dan téi

it+1
a1 < / f(x)dx < a;.
i
Suy ra

n n+1 n
ZaiJrl S/l f(x)deZai.
i=1 i=1

Xem minh hoa 6 Hinh -

Néu fl ) dz = limy, o0 an f(x) dr hoi tu vé mot s6 thye S thi day tong rieng
Yo aip la day tang va bi chan trén boéi S nén phai hoi tu, do d6 chudi Y .7 ay, 1a hoi
tu.

Nguge lai néu chudi >°°0 ; a, hoi tu vé sé thuc S thi hai téng rieng Y. | aj41 va
Yo a; déu hoi tu vé S, buoc day fInH f(z) dx ciing phai hoi tu vé S theo Dinh 1y kep,
do d6 [ f(z)dz = S. O

Vi du 6.2.16. Ta chiing t6 chudi > o7 ; -1 14 hoi tu néu va chi néu p > 1. Day la mot két
qué quan trong thuong duge dung.

Véi p > 0, dat f(z) = 2 v6i z > 0 thi f thda gid thiét clia tieu chuan tich phan.
Chudi nay 13 hoi tu khi va chi khi tich phan suy rong sau ton tai

oo
1
/ — dz.
1 P
Trong Vi du |5.3.23| ta da tinh va thay tich phan nay ton tai khi va chi khi p > 1.

Khi p < 0 thi xip khong tién vé 0, do d6 chudi khong hoi tu.
Tom lai

R |
Chudi — 1ahoi tu khi va chi khi p > 1.

n=1

Chang han, chudi diéu hoa 57 ; L 1a phan ki. Chuéi Y 5% 14 hoi tu.

nln

Dinh 1y 6.2.17 (Tiéu chuan so sanh). Cho > °° a, va Yo% by, la cdc chudi dudng
va a, < b, vl moin € N .

(a) Néu Y o2 | b, hoi tu thy > o7 | an hoi tu.
(b) Néuy > an phan ki thi Y .2 b, phan ki.

Chaing minh. Nhan xét ring diy cic tong rieng ctia chudi sé duong la diy ting nén chudi s6
hoi tu khi va chi khi day (Sy,), bi chan trén. o) day toéng riéng phan S, ctia chudi Yoo an
luon nhé hon hay bing tong rieng phan 7,, ctia chudi > o2 | by, do d6 néu > o2 | b, hoi tu
thi S,, bi chén trén, trong khi néu 22021 a, phan ki thi T, khong thé c6 chin tren. ]

Vi du 6.2.18. Chudi 307, -1 hoi tu do 1o < o5 va 3700, 2 hoi tu.

Vi d'l:l 6.2.19. ChU61 Z;L.O:I Mﬁ phan ki dO W 7 va Zn 1 2\/» 3 Zn 1 \/»
phan ki.

Dinh Iy 6.2.20 (Tiéu chuan so sanh & dang giéi han). Cho cdc chudi duong 3 >, ay,
va Yo% 1 by. Néu ton tai gidi han limy, e 32 =Lvdi0 <L <ooth Yool an vay o2 by
cung hoi tu hodc cung phan ki.
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Ching minh. Vi L > 0 nén c6 € sao cho 0 < ¢ < L. V6i n da 16n thi

L—e<al<L+e.

by,
Vay 0 < (L — €)b, < an < (L + €)b,. K&t luan thu dugc tir Tiéu chuan so sanh. O
Vi du 6.2.21. Xét chudi
i n®—4n—>5
3n3 +5n -7
n=>6

~ X N P X+ e N o] 1.
So sanh chudi nay véi chudi dieu hoa ) 77 | -
n?—4n—5
. 3 —
lim 3n +15n T _ -
n—00 - 3

—_

ta két luan chudi nay phan ki theo tiéu chuan so sanh & dang gi6i han.

Vi du 6.2.22. Xét chudi

[o.¢]
n
.
n=1 2
P . 4t X 00 1 N 7. n3 ~ N R
So sanh chudi nay véi chudi » >, w7, V1 limy, 00 57 = 0 (xem Meénh de | nén theo

tieu chudn so sanh & dang giéi han chudi nay hoi tu.

Vi du 6.2.23. Chudi 3°°°, 2% sin (ﬁ) hoi tu béi so sanh véi chudi hinh hoe Y°°° | L thi

n=1 2n
. 1 . 1
2™ sin (47) sin (47) )

R L

on 4n
Dinh Iy 6.2.24 (Tiéu chuan d’Alembert hay Tiéu chuan ty s6). Cho chudi duong
o

AP, an+1
E an. Gid suhmn_,oon—Jr:L.

n=1 An
(a) Néu L < 1 thi chudi hoi tuy.
(b) Néu L > 1 thi chudi phan ki.

Chitng minh. Néu L < 1, lay ¢ sao cho L < ¢ < 1, thi v6i n > ng ta co

n+1
<
Qnp,
Vi vay
a1 < Cp < -+ < c"_"OHano.

Vay chudi > a,, hoi tu qua so sanh v6i chudi hinh hoc fo:no cvno,
Néu L > 1 thi lay s6 ¢ sao cho L > ¢ > 1. Khi d6 v6i n > ng:

Anp+1
Gn

>c

Nhu trén, a, 41 > " la,, . Didu nay dan t6i a,1 khong tién vé 0, vay chudi khong hoi
tu. ]
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[e.e]

~ 1
Vi du 6.2.25. Chudi » _ — hoi tu vi
’ n!
n=1
. An+1 . n! . 1
lim = lim — = lim =0<1.
n—oo  ay, n—o0o (n + 1)! n—ocon + 1
o0 2n
Chuéi — phan ki vi
uoi Z - phéan ki vi
n=1
2n+1 2
T e R S LR L S
n—oco n—oo (n 4+ 1)2"  n=ocon + 1

Dinh Iy 6.2.26 (Tiéu chuan Cauchy hay Tiéu chuan can thic). Cho chudi duong
o0
Zan. Gid st nhﬁn;() Ya, = L.
n=1
(a) Néu L < 1 thi chudi hoi tu.

(b) Néu L > 1 thi chudi phan ki.

Chitng minh. Néu L < 1 ta lay ¢ sao cho L < ¢ < 1, khi d6 v6i moi n > ng thi ¥/a, < c.
Diéu nay dan t6i a,, < ™. Vay chudi > a, hoi tu qua so sanh véi chudi 3 .

Néu L > 1 thi ¢6 ¢ sao cho L > ¢ > 1, khi d6 v6i moi n > ng thi Yan > c, tic ap > .
Vay chudi ) a, phan ki qua so sénh véi chudi ) ¢". O

3n
2n+1

Vi du 6.2.27. Chudi Y | (
n=1

n
) phéan ki vi

. . om 3n \m . 3n 3
lim a, = lim ( ) —nlgréo 1 —§>1.

1
Chuéizﬁ hoi tu vi
n=1
lim e = tim () = im L —0<1
Jim yan = gim {/(0)" = lim =0<1

6.2.3 Chubdi déi diu

Trong muc nay ta xét cac chudi véi s6 hang bat ki, c6 thé am hay duong.

Chubi dan dau
Truée hét ta xét mot loai chudi dac biet ma sé6 hang nhung thay phién am va duong.

Dinh nghia 6.2.28. Mot chudi dan dau, hay chudi thay phién, 1a mot chudi ma cac
phan thi thay phién nhau c6 gia tri am va duong, mot s6 hang duong sé dude tiép ngay
theo bdi mot s6 hang am roi lai téi ngay mot s6 hang duong. Bang ki hiéu thi mot chudi

dan dau c6 dang
o0

Z(—l)"_lan =a1—as+az— a4+ ...

n=1

trong d6 >_° ; a, 1a mot chudi duong.
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Dinh 1y 6.2.29 (Tiéu chuan chudi dan dau hay Tiéu chuan Leibniz). Cho chudi
dan dau >0 (—=1)"ta, vdi a, > 0. Néu vdi moi n ta 6 an > ant1, tic day (an)n la
day gidm, va lim, oo an, = 0, thi chudi la hoi tu.

Nhu vay néu cac gia tri tuyet ddi clia cdc s6 hang ciia chudi dan dau gidm vé 0 thi
chubi héi tu.

Ching minh. Ta c6

Son = (a1 — ag) + (a3 — ag) + - - - + (agn—1 — azn)

=a1 — (a2 —az) — (a4 —as) — -+ — (a2n—2 — A2n—1) — A2n.

Do d6 day (Sa2n)n>1 la day khong am, tang, va bi chén trén béi a;. Vay noé hoi tu.
Vi Soni1 = Sop + a2n41 VA agpy1 tién vé 0 nén Ss, hoi tu vé ciing gidi han véi Sop,. 1.
T day ta suy ra S, hoi tu (xem Bai tap |6.1.4)). O

Vi du 6.2.30. Xét chudi

[ee]
(-t 1 1 1
Z n =1 2+3 i

n=1

- . 1 1 1 -

Chuoi nay la dan dau. Ta c6 1 > 3 > 3 > .-+ va lim,_,o — = 0. Vay chuoi nay hoi tu
n

theo Tieu chuan Leibniz.

Vi du 6.2.31. Xét chudi

Day 1a mot chudi dan dau. Gia tri tuyéet ddi ciia s6 hang ciia chudi 1a ] tién vé 0.
Ta mudn kiém tra sé hang nay cé giam hay khong. Ta c6 thé lam bang cach tryc tiép kiém

tra tinh ding din ctia bat déng thic

n n+1
> :
n?4+1~ (n+1)2+1

Ta con c6 thé kiém tra diéu nay bang cach ding cac cong cu ctia phép tinh vi phan. Ta khéo

2
sat tinh tang gidm ctia ham thyuc f(z) = %5 Dao ham ctia ham nay la f(x) = (112_%)2
nhé hon 0 khi z > 1. Vay ké tit n = 2 trd di thi nQLH gidm. Ta biét d6i véi van dé hoi tu
nhitng gia tri dau khong c6 vai tro gi, do dé ta két luan theo Tiéu chuan Leibniz thi chudi
da cho hoi tu.

Su hoi tu tuyét doi cha chuoi
Dinh nghia 6.2.32. Chudi Y°°  a,, & hoi tu tuyét déi néu chudi > 20, |a,| hoi tu.

p P = (=n~-t 1,1 _ 1
V1duf~i.2.33.Xetchu01Zf;ﬁlﬁfl—j—i:g—sz-. ) )
Chudi nay hoi tu Tiéu chuan Leibniz cho chudi dan dau. Chubi tri tuyet doi > -, %

13 chudi diéu hoa, phan ki. Vay chudi da cho 1a hoi tu nhung khong hoi tu tuyéet doi.

Meénh dé 6.2.34. Chudi hoi tu tuyét doi thi hoi tu.
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Chatng minh. Cho chudi hoi tu tuyet doi > a,. Ta viét

Z(an + lan|) < QZ |an|-

Vé trai 1a mot chudi khong am, con vé phai 1a mot chudi hai tu, nén theo Tiéu chuan so
sanh cho chudi khong am chudi § vé trai phai hoi tu. Chu y rang

> an = (D (an+lanh)) = (3 lanl),
& do6 vé phai 1a hiéu ctia hai chudi hoi tu, do d6 chudi & vé trai phai hoi tu. O

Vi du 6.2.35. Xét sy hoi tu ctia chudi

i 1)1 (n? + 4n + 5)
2n5 — 3 +1
n=1

Pay la mot chudi dan ddu nén ta c6 thé xem xét ap dung Tiéu chuan Leibniz. Tuy
nhién viéc kiém tinh gidm ciia day gia tri tuyet doi ciia s6 hang ctia chudi can nhiéu tinh
toan kha tén cong néu khong ding méy tinh. O day ta thit mot cach khéc, xét tinh hoi
tu tuyet déi ctia chudi. T kinh nghiém véi cac chudi duong ta c6 thé thay ngay chudi gia
tri tuyéet doi

i (n? 4 4n +5)
; 2% — 3+ 1

14 hoi tu, qua so sanh véi chudi > -, % ding Tiéu chuan so sanh & dang giéi han. Vay
chudi da cho hoi tu tuyét doéi, do dé hoi tu.

Bai tap

6.2.1. Xét sy hoi tu ciia cac chudi sau.

(a) N () N
1 \n 1
nz_: (100) nzz:l n(n+1)(n+ 2)
(b) (h)
0o e 1
;14—0051 ,;Sn(vwl)
(©) (i) . .
Zlbm% ;(n+1) n+ 2
(d) ()
o i Vi t2—n—2
Z (1—*) = n+1
@ (k) N
1 1 1 V31
23 T 3ma T aAms nz::l( )
(f _ ) .
1 2" 4+ 1
; (n+1)(n+2) ;3"—2
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(m) (t) .
in+1 n+1\n"
nz:l?n+2 ;(271—&-3)
(n) (u)
o] n4 0 n—1\2n+1
;? ;(?erl)
(o) (v)
i258 (3n —1) i n+1yn
£=1-5-9---(4n - 3) n_l(”+3>
(p) (w)
= 1-3-5---(2n—1) =1
nz::l 4-8-12---4n z:lnlnn
(a) (x)
= n 42" =1
;1+3n n:1n1n2n

n! a™n!
’n,in Z n ,a > 0
n=1 n=1
6.2.2. Hay viét s6 thap phan 1,73737373... duéi dang phan sb.
6.2.3. Xét sy hoi tu va hoi tu tuyét déi ciia cic chudi sau.
(a) (e)
i (_1)n+1(n 4 2) i (_1)n+1n
M2 —T+6 en®
n=1 n=1
(b) ()
i (—1)» n? cosnw
= n(n+1) — 1+nt*
(c) (g)
(=1 (n 4 2)37 ! > Inn
. 1) —.
)3 5 >y
n=1 n=0
(d) (h)
i 1)+ (0 + 2) i (—=3)"(n!)?
n2 m+6 (2n)!

n=1 n=1
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6.2.4. Dusi day 1a mot cach khac dé thay sy phan ki ctia chudi diéu hoa Y, | L. Ta viés
il—1+1+ R PR (R PR
n 2 \3 4 5 6 7 8

n=1
+ Lo Ly
=141 ' on—149 n—1 ' 2n

1 (1 1 11 11
Slt -+ (45 )+ (g+c+c+g)+

27 \4 "4 8 88" 8
T P!
on " gn on " on ‘

Giai thich vi sao tinh toan trén din t6i chudi diéu hoa 13 phan ki.
6.2.5. *

(a) Nam 1910 Srinivasa Ramanujan cho cong thitc sau cho

1 2v2 S (4k)!(1103 4 26390k) (6.2.1)
© 98014 (K)T396'F -

Chring té chudi & vé phai ctia (6.2.1) 1a hoi tu.

(b) Mot trong nhitng phuong phap nhanh nhat dé tinh 7 bing siéu méy tinh hién nay diung
cong thic

i 1(13591409 + 545140134Fk)

)!(K!)36403203%+3/2 (6.2.2)

k=0
Chring té chudi & vé phai ctia cong thitc (6.2.2) hoi tu.
(c) Hay viét va chay mot doan léenh may tinh dé tinh 7 t6i 1000 chit s6 thap phan.

6.3 Chudi ham

O phan nay ta phat trién khéi niem téng ctia mot day sé (chudi s6) thanh khéi niém téng
clia mot day ham s6 (chudi ham).

Gia st ta ¢6 mot day (up)pez+ cac ham s6 thyc c6 cing mot mién xac dinh. Vi mdi
x trong mién xac dinh ta c6 mot day sé thuc tuong ing 1a (up(z))pez+, VA 6 mot chudi
s6 thuc tuong tng 1& Y7 | up(z). Néu véi mdi x chudi s6 tai z hoi tu vé mot s6 thuc, thi
ta c6 thé noéi téi mot ham s6 thuyc méi ma gia tri tai = 1a Yo up(x), ma ta goi la mot
chubdi ham, va viét chudi ham nay la

uptug b un =Y .

Vay

<Zun> (ur +ug + -+ ) (@) = ur(x) + uz(x Zun

Mot chudi ham 1a téng ctia mot day ham. Gia tri ctia mot chudi ham tai mot diém 1a mot
chudi s6.

Vi du 6.3.1. Xét chudi ham

l+z+a?+a23 4+ +a"+- -
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v6i bién z € R.

Vé6i mdi z thi 14 mot chudi s hinh hoc. Ta biét chudi s6 nay hoi tu khi va chi khi
|z| < 1 va gi6i han bang ﬁ (xem Vi du . Ching han gia tri ctia chudi ham nay tai
x = % la 1+ % + % + % + -+ = 2. Vay mién x4c dinh ciia chudi ham nay la khodng (—1,1),

va ta hidu chudi ham hoi tu vé ham sb thuc = — ﬁ:

Lbatalfai o da o= .

6.3.1 Chubi Taylor va chudi Maclaurin

Dinh 1y 6.3.2. Néu ham f cé dao ham dén cap n + 1 trong mot khodng md chia a va x
thi c6 cong thie Taylor:

"(a (n)a (n+1)
f2(')($—(l)2++fn'( )($_a)n+in+1(§) )n+1

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) +

(x—a

(6.3.1)
trong dé 0 la mot so thuc gitta a va x.
Trong truong hop riéng a = 0 thi cong thic Taylor thuong dugc goi la cong thic
Maclaurin:

F), 10,

f(@) = 10+ = 2! 3! L )

(6.3.2)

vdi 0 la mot s6 thue gitta 0 va .

Vé6i n = 0, cong thitc Taylor chinh 1a cong thic trong Dinh 1y gia tri trung binh

Lagrange [CTI0
Véi n = 1, cong thiic Taylor cho xap xi tuyén tinh (4.2.3)

f(@) = fa) = f'(a)(z — a)

£ o P3 PRI < f
hon ntta con cho cong thiic chinh x4c cho sai s6 clia xap xi nay 1a ! 2(!9) (x —a)?.
Dat

f™)(a)

n!

f"(a)
2!

Po(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + (x—a) 4+ (z —a)"
thi day 1a mot da thitc bac n xap x{ ham f. Dinh ly tren khéng dinh ring phan dw

hay sai sé ctia phép xap xi 1a

B f(nJrl)(Q)

— m(m — a)”'H.

Day thuong duge goi 1a phan du dang Lagrange. Phan du R, (z) con dugc hidu 1a R, (z) =
o((x —a)™) véi ki hicu o((z —a)™) dugc ding dé chi mot “vo cing bé” cap cao hon (z —a)?,
o((z—a)")

nghia la lim,_,, o) = 0.
Chudi
, 1 " ) (n)
fla) + fl(f>(x—a)+ f2(!a)(x—a)2+ ! 3(!a)(x—a)3+~- znz:%f n!(a)(x—a)"
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duge goi 1a chudi Taylor cho ham f tai a (hay quanh a, hay tam a). Trudng hop dic
biet a = 0 chudi Taylor tré thanh chuéi Maclaurin:

f1)  f'0) 5 f"(0) 3+._.:§:f(”)(0)xn
|
n=0 )

f(0) + ——x + x4 x - (6.3.4)

1 2! 3!

Viét ra cong thiic Taylor clia mot ham thudng duge goi 1a viét khai trién Taylor ctia
ham dé6. Cong thitc Taylor cho phép ta thay viéc xét mot ham phiic tap bang viéc xét cac
ham da thitc, thuong don gidn hon nhiéu.

Chatng minh Dinh 1jj|6.5.1. Ta ching minh bang qui nap toan hoc.

Khi n = 0, cong thitc Taylor chinh la cong thitc trong Dinh 1y gid tri trung binh
Lagrange, nhu da néi & treén.

Gia st cong thitc Taylor dang v6i n = k — 1, nghia 1a v6i moi ham f ¢6 dao ham téi
cap k — 1 ton tai 6 & khodng giita a v x dé phan du Rj_1(z) clia ham f, ma trong phan
tiép theo dugc ki hieu 1a Ry_1(z, f) cho r6 hon, duge cho béi

(k)
Ria(e, )= 70

Ta xét n = k. Theo cong thitic Cauchy vé gia tri trung binh (4.1.1), ton tai ¢ trong
khoang a va x dé

(x — a)*.

Ry (x, Ri(z, f) — Ry(a, R c,
(x Ii(a)’{J)rl - (x _kg)kﬁ _ (ak(_ G{IZH - (k + f)((cf—)a)k’ (6.3.5)

Ta thu dudc bang tinh toan tric tiép:

Ry(z, f) = f'(x) = [f'(a) + f'(a)(x — a) + - +

Ap dung gia thiét qui nap cho ham f’, ton tai 6 & gita a vA ¢ sao cho

1(k)
Ri(c,f) = Re—1(c, f') = / k!(ﬁ) (c —a)*.

Thay vao (6.3.5) ta thu duge

Rk(l', f) =

FEED(9) k+1
A

Vay cong thic phan du ding khi n = k. O

Vi du 6.3.3. Tim khai trién Maclaurin clia ham s6 f(z) = 1.

Dung qui nap toan hoc ta tim dugce

@) = (1 +a) ™)™ = (1)

n!
(14 z)ntt’

do do £(0) =1, f'(0) = —1,..., f™(0) = (—=1)"n!. Khai trién Maclaurin ctia f la
1 1

1 _ 2 . 1\, _1\n+1 n—+1
1+:L‘_1 T+ + (=1)"z" 4+ (-1) 7(14_9)”“3:
n o 1
_ § :_ 1.1 _1\n+1 n+1
- (io( 1)$) Hey (14’9)"“33 ’

v6i 0 1a mot s6 thie ndo dé6 ndim gitta 2 va 0. Hinh va Hinh minh hoa két qua
xap xi bang da thitc P,(z) = > 1 (—1)%".
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Hinh 6.3.1: Ham s6 f(z) = 1} vA xap xi tuyén tinh Py tai z = 0.

\ Py(x)

Hinh 6.3.2: Ham s6 f(x) = 1_1HC va cac da thitc xap xi P, tai x = 0 v6i vai gia tri clia n.

Vi du 6.3.4. Tim khai trién Maclaurin ctia ham s6 f(z) = e*.
Ta ¢6
() = e,
do dé6 f(0) =1, f'(0) =1,..., f™(0) = 1. Khai trién Maclaurin ciia f la
2 n 0
- r T e gl
— 1+ 242 4
=ttt ottt aEogt

v6i 0 1a mot s6 thic ndo dé nam gitta  va 0. Xem minh hoa ¢ Hinh ,
Ta c6 thé di xa hon. V6i méi z € R ta c6 danh gia phan du R, (z) = ﬁm”‘“:
ol

< ntl
(n+1)! 1

A%

(Ménh dé [6.1.8) nén theo Dinh 1y kep lim, oo R,(z) = 0. Diéu nay c6 nghia la chudi

Maclaurin ctia e* hoi tu vé e® v6i moi x. Vay ta cé cong thiic

T 2 n

r_q1,. % 7 o
e —1—|-1!—|—2!—{—...—|—n!—|— , VreR.

Vi du 6.3.5. Bang phuong phéap trong vi du trén ta c6 thé kiém tra dugc su hoi tu cia
cac khai trién Taylor ctia mot s6 ham thutng gap sau (duge dé & Bai tap [6.3.3):
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GeoGebra Classic x

k]~ @04 N2 e Q=
@ f=e A H % @
@ gx) = 1+x :
Q@ g = ©
(x)71+x+5
3
pbx) = i) +
—_ X 2 6
.
a6 = Pl + 3
@
PR .
- 26 24
o r(x) = q(x) + 120 ”
1 X2 kK s ; 7 fa,
= xS et g
B Q
+ ra
= ] 2

Hinh 6.3.3: Vé do thi ham s6 e* va 5 xap xi dau tién bang phan mém mAy tinh.

(a) V6i moi x € R thi

£3 £C5 2n—1

1 P _—— —_— e e _ n_li DY
B TR VT g Tt
(b) V6i moi z € R thi
22 ph g
cosr=1-— o7 —l—I—”-—i-(—l) (2n)'+”

Ta c6 thé dung khai trién Taylor vi Maclaurin dé tinh xap xi gia tri ctia s6 f(x) sau
khi chon n dt 16n dé phan du R, () c6 tri tuyét déi khong vugt qué sai s6 cho phép.

Vi du 6.3.6. Tinh e chinh xac dén 0,00001.
Dimg khai trién Maclaurin ctia ham s6 e ta dudc

s 2+x3+x4+ +xn+ o,
=l+z+ =+ + = —+ ———e
31 4l n!  (n+1)!
v6i 0 gitta 0 va . Lay 2 = 1 ta dugc
—1+1+ RETRE PRI
c 1! 3‘ n! (n—i—l)!e

v6i mot 0 gitta 0 va 1. Ta can dAm bdo gia tri tuyéet déi ciia sai s6 (== +1) -e? khong vuot qua
0,00001 bang cach lay n dit 1on. Vi0 < 1 ),ef’ < r
+ <1075 hay (n+1)! > e-105. Ta c6 thé chon n = 8 va thu dugc

- nén ta chi can chon n du 16n sao

cho (n+1)

1 1 1 1 1
e~1—|— + +3'+ + - +§—271828

Vi du 6.3.7. Tinh sin 20° chinh x4ac dén 0,0001.
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Chu ¥ sin 20° = sin 5. Dung khai trién Maclaurin clia ham sin, 1y = = 9> chon n =3,
ta danh gia dugc phan du Lagrange

1 5
[Ry(a)| < o (g) < 0,0001.

Vay sin20° ~ T — 4 (2)? = 0,34197....
Sau day la mot vi du khai trién Taylor tai mot diém khéc 0.

Vi du 6.3.8. Viét cong thiic Taylor ctia ham f(z) = €® quanh diém a = 2 dén cap n.
Ta c6 " (2) = 2. Vay
2

ez:e2+62(:c—2)+6f(:c—2)2+-~‘+6 (x —=2)" +

2 0
2! n! (n+1)!

((E _ 2)n+1_

6.3.2 Chudi lity thira

0 phan nay ta thio luan mot dang chung ciia chudi ham ma chudi Taylor 14 mot truong
hop riéng, goi 1a chudi liiy thita. Chudi liiy thita 1& chudi ma cic s6 hang la cac ham liy
thita, c6 dang

[o.¢]
> Coa™ = Co+ Cra + Coz® + Csa® + -+ (6.3.6)
n=0
trong d6 x 1a bién s6 va cac hang s6 C,, dudc goi 1a cac hé s6 ctia chudi. V6i mdi = cho
trude, chudi (6.3.6]) 13 mot chudi s6. Mot chudi liiy thita c6 thé hoi tu v6i mot gia tri clia
x va phan k¥ véi mot gia tri khac clia . Téng clia chudi 13 ham
f(x) = Co+ Cra + Cox® + Cax® 4+ -+ Cpz™ + - -

c6 mién xéc dinh 1a tap hop tat ca gia tri clia « dé cho chudi s6 hoi tu. Ta thiy téng ciia
chudi giéng nhu mot da thic, nhung c6 vo han s6 hang.
Téng quat hon, mot chudi c6 dang

> Culw—a)" =Co+ Ci(z —a) + Colx — a)* +--- (6.3.7)
n=0
dugce goi 1a mot chudi liy thia tam a, hay chudi lity thita xung quanh a.

Su hdi tu cta chubi lity thira

Chu ¥ rang trong phuong trinh (6.3.7) khi # = a thi tat ca cac sd hang véi n > 1 déu
bang 0, do d6 chudi (6.3.7) luon hoi tu khi x = a.

Vi du 6.3.9. Vi gia tri ndo ctia = thi chudi y > nla™ hoi tu?
Tt Ménh dé néu z # 0 thi s6 hang n!z™ tién ra vo ciing. Suy ra chudi phan ky
khi o £ 0 va chi hoi tu khi = = 0.

o0
Dinh ly 6.3.10. (a) Néu chudi liy thia > Cp(x —a)™ hoi tu tai x = zo thi né hoi tu
n=0
tai moi diém x théa man |z — a| < |z — al.

oo

(b) Néu chudi liy thia > Cpa™ phan ki tai x = 1 thi né phan ki tai moi diém x théa
n=0
man |x —al > |z1 — al.
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xg9 —a # 0, v6i n du I6n ta cé

(x —a)"

(xo —a)"

n

|Cr(x — a)"| = |Cp(x0 — a)”|

<’(x—a)"

(zo —a)"

’1’—@

rog—a

Két luan c6 duge tur Tieu chuan so sanh ctia chudi s6, ap dung vao so sanh chudi s6 da

cho véi chudi hinh hoc >77° | 2=

(b) Gia sit ngugc lai, rang Y oo, Cp(z —a)™ la hoi tu, thi theo phan (a), Y o, Cp(z1—
a)™ cting phai hoi ty, mau thuan. O

Do dinh 1y trén v6i mot chudi lay thita >~>7  Cp (2 —a)™ chi c6 mot trong ba kha nang
sau xay ra:

(i) Chudi hoi tu chi khi xz = a.
(ii) Chudi hoi tu v6i moi x.

(i) C6 mot s6 thuc duong R sao cho chudi hoi tu néu |z — a] < R va phan ky néu
|z —a| > R.

S6 thyc R trong truong hop (iii) duge goi la ban kinh hoi tu cla chudi. Ta qui u6e
rang ban kinh hoi tu trong truong hgp (i) 1a R = 0 va trong truong hgp (i7) 1a R = oco.

Khodng hoi tu ciia chudi lity thita 14 khoang chita tat cd cac gia tri clia  ma chudi
hoi tu. Trong trudng hop (i) khodng hoi tu chi chita mot diém a. Trong trusng hgp (i7)
khoang hoi tu la (—oo, 00). Trong trudng hgp (iii), tai hai diém dau mit a — R vi a + R
chudi c6 thé hoi tu hodc phan ky, do dé khoadng hoi tu ctia chudi c6 thé 1a (a — R,a + R),
(a — R,a+R], [a— R,a+ R), [a — R,a + R], vd ta phai xét cu thé tai hai ddu mit msi
két luan dugc.

Tt Tieu chuan ti s6 va Tiéu chuén can thic cho su hoi tu ctia chudi s6, ta c6 ngay:

Dinh Iy 6.3.11 (Qui tic tim ban kinh hoi tu). Néu lim |2+t
n—oo n

p thi ban kinh hoi tu cda chudiy .o Cn(x —a)™ la

= p hay Tim {/|Cy| =

% néu 0 < p < oo,
R=4¢0 néup=oo,
oo néup=0.

Vi du 6.3.12. Tim ban kinh hoi tu va khodng hoi tu ctia chudi

oo (L‘n
n=1 n
Ta co
lim | 2"l _ ||
n—o00 n

Theo Tiéu chuan can thiic cho chudi s6, néu |z| < 1 thi chudi hoi tu, néu |z| > 1 thi chudi
phan ki. Vay ban kinh héi tu 1a 1.

O phan chudi s6 ta da biét chudi nay véi z = —1 la hoi tu, va chudi nay véi z = 1 1a
chudi diéu hoa, phan ki. Vay khoang hoi tu ctia chudi 1a [—1,1).
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Vi du 6.3.13. Tim ban kinh hoi tu va khodng hoi tu ctia chudi

2 n(z 4+ 2)"
Z 3n+1 :

n=0

Dat a, = n(z + 2)"/3"*! thi

A1 (n+1)(z +2)"+! 3ntl
an | 3nt2 n(z 4+ 2)"
1 2 2
- <1+> w2l 2 g
n 3 3

Theo Tiéu chuan ty s6 ctia chudi s6 ta thay chudi da cho 1a hoi tu néu |z +2|/3 <1 vala
phan ky néu |z +2|/3 > 1. Do d6 chudi hoi tu néu |z + 2| < 3 va phan ky néu |z + 2| > 3,
vay ban kinh hoi tu la R = 3.

Ta xét tai hai dau mut clia khoang hoi tu |z + 2| < 3. Khi z = —5 chudi trd thanh

SIS
n=0 n=0

1a phan k¥ do (—1)"n khong hoi tu vé 0. Khi # = 1 chudi tré thanh

27;2421 _32)71

n=0

cing phan ky véi cung li do. Vay chudi da cho hoi tu khi va chi khi —5 < x < 1, vay
khoang hoi tu la (—5,1).

Vi du 6.3.14. Tim ban kinh hoi tu va khodng hoi tu ctia chudi
n=1 n"
St dung Tieu chuan can thic ta cé:

1
n

(z—6)"

lim = lim
n—oo

Theo Tiéu chuan can thic, chudi da cho luon luon hoi tu, ban kinh hoi tu 1a R = oo, va
khoéng hoi tu 1a —oo < x < oo.

6.3.3 * Chubi Fourier

Khac v6i viec xap xi ham bing da thitc dé thu duge cac chudi liy thita, 3 phan nay ta
xap xi ham bang cidc ham lugng giac. Phuong phap xap xi nay phit hop cho cac ham tuan
hoan.

Ta nhac lai khai niém ham tuan hoan. Ham f xdc dinh trén mién D, dugc goi 1a mot
ham tuan hodan néu ton tai mot hing s6 duong T théa f(x +7T) = f(x),Vz € D. Hing
s6 T > 0 nhé nhat thoa tinh chat trén duge goi la chu ki tuan hoan ctia ham f.

Nhu ta biét, cAc ham sin(z), cos(z) 1a cdc ham tuan hoan c6 chu ki 2.
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Dinh nghia 6.3.15. Cho ham f 14 ham tuan hoan c6 chu ki 27, chudi ham

ap ,
5 T nz_:l an cos(nx) + by, sin(nz) (6.3.8)
véi
1 s
an = — f(z)cos(nz)dz, n>0
L "
1 (7 )
b, = — f(z)sin(nz)de, n>1
™ —Tr

duge goi 1a chudi Fourier ciia ham f.
Trong trudng hgp tong quat, cho ham f véi chu ki T, chudi ham

% + ni:; ap, COS <2;nx> + by, sin <2;n$> (6.3.9)
v6i cac hé s6
9 [z 2mn
an—T/ZT f(z) cos T dr, n>0
2 [T 2mn
bn:T/T f(z)sin Tt dr, n>1

dugc goi 1a chudi Fourier cta f.

Chudi Fourier cho phép xap xi mot ham tuan hoan phitc tap bing nhitng ham lugng
giac don gidn. Chudi Fourier ¢6 nhiéu tng dung vao trong ki thuat, nhu trong xit 1i tin
hiéu.

X
fun2

0 : > 3 s 5 6

X
Hinh 6.3.4: Ham f(z) = z, € [0,27], v& tong 8 phan tit dau ctia chudi Fourier ctia ham
nay.
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Vi du 6.3.16. Tim chudi Fourier ctia ham s6 sau:

0 nfu —71<z<0 N B
f(a:):{l w0 <z < va f(x+27m) = f(x).

Vay f 1a mot ham tuan hoan véi chu ky 2.
Stt dung cong thic tinh hé s6 Fourier, ta c6

1 [7 1 0 1 ([T 1
ap = — f(:c)dx:%/ de+277/0 1dx:§,

™

vavéin > 1,

1 (7 1[0 I
an = — f(z) cos(nz)dx = — Odx + — cos(nz)dr =0
v — ™ - T —T
17 , 1[0 1[0
by = — f(z)sin(nz)dr = — Odx + — sin(nx)dx
v —Tr ™ —TT ™ —T

1 (cos(nm) — cos(0))

™ x nm

L et

2

nm

0 néu n chin
néu n 1é.

Vay chudi Fourier ctia f 1a

1« 1« 2
- bop_1sin(2k — )z = = ————sin(2k — 1)z.
5 +; ok—1 Sin( )z 5 —|—z_:1 ok —1)r sin( )z

Bai tap

6.3.1. Hay tim xap x{ binh phuong (nghia 14 n = 2 trong khai trién Taylor) ctia ham s6 /1 + 22
tai z = 0.

6.3.2. Hay tim xap xi lap phuong (nghia la n = 3 trong khai trién Taylor) ctia ham s6 /sinz + 22
tai x = 0.

6.3.3. Hay kiém tra cac khai trién thudng gip trong Vi du
6.3.4. Tim khai trién Maclaurin ctia cdc ham sb sau.
(a) f(x)=sinmz.
(b) f(z)=e?".
6.3.5. Tim khai trién Taylor ctia cac ham sb sau tai cac diém a tuong ting.

z)=Ilnz, a=2.
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6.3.6. Chiing t6 khai trién Taylor ciia Inz tai 1 1a

T — r—1)32 x—1)3 > z—1)"
CENINCED) ) _,_.:2(_1)%1( 1)

véi 0 < & < 2. Hay vé do thi clia ham In va do thi clia tdng 5 s6 hang dau ciia khai trién Taylor
trén cing mot mat phfmg toa do va nhan xét.

6.3.7. Dung xép xi sinz ~ x — %3 dé tinh sin(0,1). Hay uéc lugng sai sb.
6.3.8. Hay tinh gan diing gid tri cos 91° bing khai trién Taylor cap 5.
6.3.9. Hay tinh gan ding gia tri cos61°, véi sai s6 so véi gia tri chinh xac khong vugt qua 1076,
6.3.10. Cho ham s6 f(z) = Va5 + 4.
(a) Viét khai trién Taylor ctia ham s6 f t6i cap 3 quanh diém z = 2.
(b) Ap dung, hay tinh gin dang s6 1/2,001° + 4.
6.3.11. Tim ban kinh hoi tu va khodng hoi tu ctia chudi ham:
(a) ZZO:O %
(b) >nto %xn'
S .

)

)
CODPRIES

)

6.3.12. Chudi
e EERRYOY
= Ynn+1)
1 chubi lity thirta xung quanh diém nao? Hay tim mién hdi tu ctia chudi liy thita nay.

6.3.13. Tim chudi Fourier ctia ham:

(a) f(z) ==,z €[0,2n].
0, 0<z<7,
— us 3
(b) f(l')— 1a §<I§ 2
0, 37”<x§27r
x, 0<z<3,
(C) f(l'): ™=, 1<x§3l7
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