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— Chuong 1
Phép tinh vi phan cua ham nhiéu
bién

1.1 Khong gian R”

Khoang 300 nam truéc Cong nguyén, nha toin hoc Hy Lap Euclid viét bo sach “Co
s§ ctia hinh hoc”, tdng két hiéu biét hinh hoc duong thdi. Ngay nay hinh hoc phing va
hinh hoc khong gian ba chiéu ma Euclid trinh bay v6i hé thong tién dé va cac chitng minh
bing suy dién toan hoc vin dugc hoc & trudng trung hoc pho thong.

Phat trién tir hinh hoc Euclid, trong chuong nay chiing ta sé xét khong gian Euclide n-
chiéu. Nhung phuong phap ctia chiing ta 1a phuong phap Hinh hoc Gidi tich ctia Descartes,
theo d6 diém sé tuong ting véi s6, nhd dé quan hé hinh hoc dude dién ta bang quan hé
s6 lugng. Cu thé hon, ciing nhu mén Vi Tich phan Ham mot bién (xem [Bmgtl]), mon
Vi Tich phan Ham nhiéu bién dat trén co sé trén tap hgp cac sb6 thyc, va mic dit ching
ta sé dung hinh vé va truc quan dé dan dit nhung mdi suy luan chi dude coi la chat ché
khi n6é nim trong hé thong suy luan tit tap hgp s6 thuyc bang cidc quy tic suy luan toan
hoc. Tuy vay phat trién ctia chiing ta vAn nhim t6i sy tuong thich vi chita cac truong hop
n=1,n=2n=23mata di hoc & trung hoc phd thong. Ngusi hoc néu giap khé khin
v6i truong hgp tdng quat thi trude tien cé thé chi xét cac truong hopn =1, n =2, n = 3.

Trén tinh than d6, ching ta bat dau mon hoc vé6i dinh nghia cho nhitng khai niém cin
ban nhu khong gian, diém, vecto, dudng thing, mit phing, .

Véi mdi s6 nguyen duong n, tap hop R™ 1a tap hop tat ci ciac bo c6 thit tu n sbé thuc.
Vay R" = {z = (v1,72,...,2s) | 21,72 .., 2, € R}. SO thyc z; duge goi 1a thanh phan
hay toa do thit i ciia phan tit z.

1.1.1 Vecto, diém, chiéu dai, khodng cach, tich trong

Khi tap R™ dugc trang bi cac phép toan nhat dinh thi né duge goi 13 mot khong gian
vectd, va cAc phan tit clia n6 ciing dude goi 1a cac 'vectd Doi khi, dé nhan manh viec
nhin phan ti  duéi khia canh vecto ngudi ta dung ki hieu Z hay x, dic biet khi n = 2, 3.
Cac phép toan d6 gom phép toan cong va phép toan nhan, duge dinh nghia nhu sau. Phép
cong + cua hai vecto x = (x1,x2,...,2,) vay = (y1,Y2,...,Yn) cho ra vecto

r+y=(r1+y1, T2+ Y2, .., Tn + Yn).
Phép nhan clia vects x véi s6 thie a cho vecto

a-x=x -a=(ar;,ar,...,aT,).

Ltir vector trong tiéng Anh chi mot doan thing c6 huéng, hay mot dai lugng c6 hudng di chuyén
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Hai phép toan + va - c6 cac tinh chat ma ta dé& dang kiém tra dudc tit cac tinh chat
ctia sb thuc:
Meénh dé 1.1.1. Vdi moi x,y € R, vdi moi a, 3 € R:
(a) z+y=y+ux,
(b) (x+y)+z=z+(y+2),

(¢) vdi 0 la vecto c6 tat cd cdc thanh phan bing 0, nghia la 0 = (0,0,...,0) (thuong dugc
goi la diém géc toa do), thiz +0=0+z =,

(d) ton tai vecto doi —x = (—1) -z = (—x1,—x2,...,—xy,) sao cho z + (—x) =0,
(e) 1-z=u,

(f) a-(B-2)=(a-B)

(9) (a+B) z=a-xz+p-

(h) a-(z+y)=a-z+a-y.

Vé sau dé ki hieu don gian hon ta thuong bd di dau cham dé ki hieu phép nhan & trén,
vi du viét 2z thay vi 2 - .

Zi

v (xy.2)

z |

Hinh 1.1.1: Hinh 4nh minh hoa cho mot diém (z,y, z) nim trong khong gian R3.

Nhitng tinh chéat trén phit hgp véi céc truong hop rieng R, R?, R3 da biét. Tuy vay co6
mot diém khac biet khé tinh té dang chd ¥ 1a trong céac trudng hgp riéng nay, ciing nhu
trong vat 1y, ta thuong hinh dung mot vects 1a mot doan thang c6 huéng, duge xac dinh
bdi mot cap c6 thit ty hai diém, mot diém dau va mot diém cudi; tidc 1a vecto trude day
13 c6 gbc. Con vecto nhut ta vita dinh nghia trén, khong di kem khai niém goc, trude day
c6 khi duge goi 1a “vecto tu do”.

Khong gian vecto R™ c6 mot bo dac biét cac vecto

(e; =(1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1))



1.1. KHONG GIAN RY 3

6 tinh chat dé thay 1a véi mot vecto z = (w1, 2, ..., ,) bat ki trong R™ thi

n
r = E T;€;.
i=1

Bo tréen dugc goi la co s vecto chinh tdc cia R™. Ngudi ta néi ring n 1a sé chiéu cta
khong gian vects R™, bdi vi R™ ¢6 mot co s6 vects gom ding n phan t, va moi phan tit
ctia R™ déu nhan dugc tit co sé dé bang phép cong vecto va phép nhan véi s6 thie, nhu
thé R™ c6 n “chiéu” doc lap, tu do.

Mbi vecto c6 mot chiéu dai, hay do 16n, dude goi la chiéu dai Fuclid, cho béi

|x|=\/x%+x§+~--+x%.

Chiéu dai ctia vecto con duge goi la chudn ciia vecto (ddc bigt khi n > 3), ki hieu 1a ||z||.
Trong truong hgp n = 1 do 16n nay chinh 13 gia tri tuyét doi ctia s6 thuec.
Chiéu dai vecto c6 cac tinh chat quan trong sau:

Meénh dé 1.1.2. Vdi moi x € R™, vdi moi o € R thi:
(a) |lz[| =0,
(b) ||z|| = 0 khi va chi khi z =0,
(c) llazl| = |af ||z,

Hai phan tit x, y bat ki clia R™ lai ¢6 mot khoang cach gitta ching, ki hi¢u la d(zx,y),
dugce goi la khodng cdach FEuclid, cho béi

d(z,y) = ly — =l = V(g1 — 21)2 + (y2 — 22)? + - + (yn — 7).

Trong truong hgp n = 1 khoang cich nay chinh 13 chiéu dai thong thuong ctia mot
doan s6 thyc. Trong trudng hop n = 2 va n = 3 khoang cach tit x t6i y bang chiéu dai clia
vecto di tu = t6i .

R6 rang

d(z,y) = lly — |,

nghia 13 khoang cach tit diém 2 t6i diem y ding bing chiéu dai vecto y — x. Mit khéac,
chiéu dai vects = chinh bing khoang cach tir diém 0 t6i diém x.
Khoang cach c6 cac tinh chat sau:

Meénh dé 1.1.3. Vdi moi x,y € R™ thi:
(a) d(z,y) =0,
(b) d(z,y) =0 khi va chi khi z =y,
(c) d(z,y) = d(y,z).

Trén R™ ta con c¢6 mot tich vo huéng ciia hai vecto, tong quat hoa tich ciia s6 thuc va
tich vo huéng trong R?, R? ma ta da biét, va ciing dudc goi 1a tich vé hudng Euclid,
con goi la tich trong Fuclid, cho bdi

-y = (2,y) = T1y1 + Tay2 + - + TpYn.

Phép toan tich vo huéng c6 cac tinh chat sau:
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Meénh dé 1.1.4. Vdi moi x,y,z € R™, vdi moi o € R thi:
(a) z-x >0,
(b) x-x =0 khi va chi khi x =0,
(c)x-y=y-a
() z-(y+z2)=z-y+z-z,
(e) (ax) y=alz-y),
Ta c6 ngay quan hé gita tich vo huéng va do 16n:
el = Va-a.

Meénh dé 1.1.5. Vdi hai phan ti& bat ki x va y trong khong gian Euclid R™ thi

z-y <zl - lyll-

Hon nita dau bang zdy ra khi va chi khi x va y ti lé vdi nhau.
Ching minh. Gid st © = (x1,22,...,Tn) V& Yy = (Y1,Y2,--.,Yn)- Ta cod
Ty =2x1Y1 +Toys + -+ TpYn

trong khi

lall -yl = /23 + a3+ + 22 \sR + B+ 42,

nhu vay bat diang thiic
z -y < |lzf - [yl

chinh 1 bat déng thiic Buniakowski [| cho s6 thuyc. Tit diéu kien xay ra déng thic trong
bat déng thiic Buniakowski, ddu bing xay ra khi va chi khi = v& y ti & v6i nhau. O

Ta c6 mot tinh chat quan trong sau:

Ménh dé 1.1.6 (Bat ding thic tam giac). Vi ba phan tii bat ki x, y va z trong khong
gian Fuclid R™ thi

(a)

2+ yll < llll + [lyll,

(b)

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Tinh chat nay dudc goi la bat dang thitc tam gidc 1a vi né tong quat héa mot tinh
chat co ban ctia hinh hoc Euclid phing: trong mot tam gidc thi tong chiéu dai hai canh
phai 16n hon hay bang chiéu dai canh thit ba.

?bat déng thitc Buniakowski con duge goi 1a bat diing thitc Cauchy-Buniakowski hay bat ding thic
Schwarz.
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Hinh 1.1.2: Bat ding thic tam giac.

Chitng minh. Dé thu duge dang (a) ta c6 thé lam bing vai cach. Mot cach don gidn 1a
binh phuong hai vé:
[z +yll < llzll + Iyl
2 2
= [l +yl” < (=l + llyll)
2 2

= (@+y)-(@+y) <z + lyl” + 2] |y

= zat2r-yty-y<z-zt+y-y+2z|lyl

= x-y < |zl lyll,
la dang tit Ménh dé

Mot cach dé thu duge dang (b) 1a dimg quan hé gita khodng céch va chidu dai roi
dung dang (a):

d(z,z) + d(z,y) = ||z = 2| + [ly = 2| = [[(z = 2) + (y = 2)|| = |ly — [l = d(=,y).
O

M&i phan t& x ctia tap hdp R™ c6 nhiéu vai tro tity theo khia canh méa ta quan tam:
13 mot vecto néu ta quan tam t6i phép toan vectd, hay 13 mot diém néu ta quan tam hon
t6i khoang cach. Chinh vi vay mot phan ti ctia R™ khi thi dugce goi 14 mot vecto, khi thi
duge goi 1d mot diém. Ngudi doc khong nén bi rdi béi diéu nay. Cing vi Ii do nay ma ta
khong nhét thiét phai ding ki hiéu khac nhau dé phan biét diém hay vecto.

1.1.2 Hinh hoc trong R"

Goéc gitra hai vecto

Cho hai vecto u = (uy,usg,...,u,) va v = (v1,v2,...,v,) trong R, Ta da biét ¢ Ménh
da[1.1.5) thi
lu-v| < full o],
v6i dau bang xay ra khi va chi khi u v v ti 1é véi nhau.
Néu u va v khéc 0 thi ta thu dugc

u-v

el [l

T d6 ta dinh nghia gée gita hai vecto u va v 1a s6 thuc 6 € [0, 7] thoa

u-v

cosf = )
Jul vl

Ta dugc cong thiic

u-v = ||ul [|v] cos 8.
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Ta n6i u vuéng géc, hay truc giao véi v, ki hieu 1a v L v, néu goc gitta chung 1a /2,
tic lau-v =0.

Hai vecto 1a etung phuong néu goc gitta chung bang 0 hodc 7, do d6 mot vecto 13 boi
clia vecto kia. Hai vecto 1a cung hudng néu goc gitta chiing bang 0, titc 1a mot vecto 1a
boi duong cta vecto kia.

Chiéu vuong goc

Néu v # 0 thi vecto don vi theo chiéu clia v 1 o Chiéu vudng géc cia u len v, ki

hiéu p,u | 1a vecto cling chiéu véi v c6 do 16n bing tri tuyéet doi cia
v g g

lu|| cos = u- —-.

[o]]

v v u-v
PoU= %7 | — = —=5v.
° [l J ol flo)?

Ta c6 thé kiém duge ngay rang (u —p,u) L v (bai tap), nhu vay day thyc sy 14 phép chiéu
vudng goc.

Nhu thé

v Pyt (“ an)nvu

Hinh 1.1.3: Chiéu ctia mot vectd lén mot vects khac.

Tich c6é hudng cua hai vecto

Cho hai vecto trong R?, u = (u1, ug,u3) vi v = (v1,v2,v3). Tich c¢6 hwdng clia hai
vecto nay, ki hiéu l1a v x v, dugc dinh nghia la vecto

U X v = (UQ'Ug — Uu3v2,U3v1 — U1V3, U1V — UQ’Ul).

Ta thay tich c6 huéng phu thudc vao thit tu ciia vecto: u x v = —v x u. Mot tinh chéat cin
ban clia tich ¢6 huéng ma ta kiém tryc tiép duge ngay 1a (u x v) L u va (u x v) L v. Nhu
vay tich c6 huéng clia hai vecto vuong goc véi hai vecto ay. Tich c6 huéng bang vecto 0
khi va chi khi hai vecto 1a cung phuong.

Ta c6 thé kiém tryc tiép tinh chat sau (xem phan bai tap):

¢ ol = Jful® o)) = (u-v)%.
Tu do
[ x o] = J[ull [[o]| sin
trong do6 6 1a goc gitta u va v.
Tt hinh hoc Euclid phing ta c6 thé suy ra ||ul| [|v]|sin@ = 2- 3 ||u[| ||v|| sin 6 chinh bing

“dién tich” ctia hinh binh hanh ¢6é hai canh 1a hai vects u va v. Tit d6 ta c¢6 thé misu ta
tryc quan tich ¢6 huéng trong Hinh

3p viét tit tir projection, nghia la chiéu
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Hinh 1.1.4: Miéu t4 tryc quan: Tich c6 hudng u x v 1a vecto vudng géc véi cd u va v cd
huéng xac dinh bdi qui tic ban tay phai, long ban tay phai uén theo chiéu tit u sang v
thi ngén tay cai clia ban tay phai sé chi chiéu ctia v x v, ¢6 do 16n ding bang dién tich
ctia hinh binh hanh sinh béi u va v.

Duong thang

Mot dwong thdng trong R™ 1a mot tap con ctia R™ c6 dang {a +tb | t € R} trong d6
a,b € R", b # 0. Nhu vay day la tap hop tat ca cac diém z sao cho vecto x — a 1a mot boi
s6 thic clia clia vecto b. Diém a thuoc vé duong thing nay. Vecto b duge goi 1a mot vecto
chi phuong ciia dudng thing nay.

T dinh nghia trén ta thiy duong thing ndéi a va b ciing chinh la dudng thing di qua
a véi vectd chi phuong b — a. Mot diém trén dudng thing ndi a va b cé dang a+t(b—a) =
(1—t)a+1tb, t € R.

Doan thing ni a va b duge dinh nghia I3 tap hop gom cac diém a+t(b—a) = (1—t)a-+tb,
t€[0,1].

Vi du 1.1.7. Trong R?, xét dudng thing di qua hai diém (zg, o) va (21,y1). Vecto chi
phuong 1& (z1,y1) — (z0,y0) = (1 — 20, y1 — Yo). Phuong trinh tham s6 clia dudng thing
la
(z,y) — (z0,y0) = t(x1 — T0, Y1 — Yo)
hay
x =0+ (¥1 — 20)t, ¥ = yo + (y1 — yo)t.
Trong trudng hgp z1 # zo thi t = =2 ta thu dugc phuong trinh

T1—xo’

Y1 — Yo
r1 — To

y=1yo+ (x — x0).

Nhu vy trén mit phing néu mot duong thang khong thang ditng (khong ciing phuong
véi truc y) thi né c6 mot phuong trinh dang y = max + b, v6i m 1a mot hang s6 thyc, duge
goi 1a hé s6 goc, hay do nghiéng ciia dudng thing.

Mat phang

Trong R”, mdt phdang P di qua ba diém p1, pa, p3 duge dic trung béi tinh chit vecto
2 — p1 1 t6 hop ciia hai vecto v1 = pa — p1 VA vo = p3 — p1, tidc 1a 6 hai s6 thuyc s, t sao
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cho & — p1 = sv; + tvy. Diéu kien dé mit phang dugce xac dinh la ba diém da cho khong
thang hang, tic 1a v; va vy khong ciing phuong.

Dac biét trong R3, dat N = v; x vy thi vecto N vudng goc véi vy va vg, do dé6 N vuong
goc v6i moi t6 hgp clia vy va v, tidc la vuong goc véi moi vecto svy + tvg véi s,t € R (bai
tap). Ta néi N vuong goc v6i mit phang P, ki hicu la N L P, va N la mot vecto phdp
tuyén ctia mat phing P. Mat phing P 1a tap hop tit ci cac diém z sao cho vects = — p;
vuodng goc véi vects N, tic 1a

(x—p1) - N=0.

Cu thé hon, mat phang di qua diém (xq, yo, 20) véi phap tuyén (a, b, c) # 0 gdm tat ca cac
diém c6 toa do (z,y, ) sao cho
((ﬂf, Y, Z) - (5607 Yo, ZU)) : (av b7 C) = 07

tac la
a(x —x0) +b(y —yo) + c(z — 20) = 0,

hay
axr +by+cz+d=0,

v6i d = axg + byg + czp.

1.1.3 Tap md va tap doéng trong R”

V6i khoang cach va do dai Euclid, ta c6 thé xay dung tap md, déng, 1a cau tric thich
hgp cho khai niém giéi han va lién tuc.
Cho x € R™ va € > 0. Cac tap hgp

B(z,e) ={y e R"| ||z —y|| < €}
B'(z,e) = {y €eR"| |l — y| < ¢}
S(z,e) ={y e R"| ||z — y|| = ¢}

lan lugt duge goi 1a qué cau (md), qua cau dong, va mit cau tam z ban kinh e trong R™.
Vay mot qua cau mé la tap hop tat ca cac diém cé khodng cach téi mot diém cho trude
nhé hon mot sé cho trude. Day ré rang 1a mot phat trién ciia khai niem khoang, hinh tron,
qua cau trong truong hop n = 1,2, 3.

Diém z dugc goi 1a mot diém trong ctia mot tap D C R™ néu c6 mot s6 € > 0 sao
cho qué cau B(x,€) dugc chita trong D.

Tap tat ca cac diém trong ctia D dugc goi la phan trong ciia D dudc ky hieu 1a 10) .

Tap hgp D dugce goi 1a mot tap md néu moi diém ctia D déu la diém trong ciia D.

Vi du 1.1.8. Qua cau B(z,¢) 1a mot tap mé.

Diém 2 € R™ dugc goi la mot diém bién cta tap D C R™ néu mot qua cau B(z,e)
bat ki chita it nhat mot diém thudc D va mot diém khong thudc D. Tap céc diém bien
cua D ki hiéu la 0D, va dudc goi 1a bién cua D.

R6 rang, diém trong ctia D thi nim trong D, con diém bién ctia D c6 thé thuoc D va
ciing c¢6 thé khong thuoc D.

Vi du 1.1.9. Mit cau S(z,€) 1a bien ctia qua cau B(x,€).
Tap D C R™ dugc goi 1a mot tap déng néu D chita moi diém bien cta né.

Vi du 1.1.10. Qua cau déng B'(x,€) va miat cau S(z, €) 1a cac tap dong.
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Vi du 1.1.11. Tap C = {(2,9,2) € R3|a <2 <b, a <y <b, a <z < b} khong la tap
md, ciing khong 1a tap dong trong R3.

Diém z € R™ dugc goi la mot diém tu hay diém gidi han cta tap D C R” néu mot
qua cau B(x,e€) bat ki chita it nhat mot diém thuoc D khéc véi x.

Vi du 1.1.12. Qua cau bo di tam B(a,r) \ {a} c¢6 tam a 13 mot diém tu. Day 14 mot
truong hgp thudng gip trong mén hoc nay.

Ngusi ta thuong dung thuat ngit lan cdn clia mot diém trong R dé chi mot tap md
ctia R" chita diém do.

Bai tap
1.1.1 (Céng thitc Pythagore). Chiing té ring néu x L y thi
lz + yll* = ll[* + lly])* -
Hay giai thich y nghia hinh hoc ctia diéu nay.
1.1.2 (Péng thitc hinh binh hanh). Hay chiing t6
lz = yl1* + ll= + ylI* = 2 ll|* + 2 |yl|*.
Hay giai thich ¥ nghia hinh hoc ctia diéu nay.
1.1.3. Hay ching t6
wy=7 (ot~ o~ yl?).
1.1.4. Tim vecto don vi cling chiéu véi vecto v = (1,2, 3).
1.1.5. Kiém tra rang (u — p,u) L v.

1.1.6. Kiém tra ring néu a L b va a L c thi @ vuong géc véi moi t6 hgp ciia b va ¢, tiic 1a v6i moi
s,t € Rthia L (sb+ tc).

1.1.7. Trong R® ta thudng viét co & tuyén tinh chuan tic la

{i=(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

Exi=j.

1.1.8. Hay kiém tra ring
(a) (uxv)Luva(uxv) Lo
(b) uxv=—-vXu.

1.1.9. Hay kiém tra ring

2 2 2
llux ol = [lull oll” = (u-v)*.

1.1.10. Trong R3, hay viét phuong trinh mat phing
(a) Di qua ba diém (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

(b) Di qua diém (2,1,3) va song song (c6 ciing phap tuyén va khong tring) v6i mat phing
-5z + 2z — 4z = 3.
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1.2 Ham so nhiéu bién

Trong doi séng mot dai lugng thuong phu thuoc vao nhiéu dai lugng khac. Vi du nhiét
do phu thuodc vao vi tri va thoi gian; gia cd clia mot hang hoa trén thi truong phu thuodc
vao chi phi san xuét, san luong cung cap, nhu cau thi truong; diém mon hoc phu thudc
vao diém chuyén can, diém thi gitta ki, diém thi cudi ki, ... Nhu thé dé khéo sat cac dai
lugng trong doi séng chiing ta can nhitng ham c6 nhiéu bién.

Dinh nghia 1.2.1. Cho mot tap khong rong D € R™, d4nh xa

f:D—-R

x = (21, .., p) = f(x) = f(z1, ... Tp)

duge goi 1a mot ham sé dude xac dinh trén D. Ta goi D 1a tap xac dinh, f 1a ham s6, x
1a bién 86, f(x) 1a gia tri clia f tai z.

D6 thi clia ham s6 f 1a tap hgp tat ca cac diém (z1, ..., 2,,,y) trong khong gian R™+!
sao cho y = f(z1,...,xn).

Vidul.2.2. (a) Himsé f: D — Rvéi D = {(z,y) € R? : 22+ 9% < 1} va 2z =
f(z,y) = /1 — 22 —y? c6 dd thi la tap hop {(z,y,2) € R3 | 2 = /1 — 22 — y2}.
Mot diém (z,y, z) ndm trén do thi sé théa phuong trinh 22 4+ ¢ + 22 = 1, do d6
khoang cach tit diém (z,y, 2) t6i diém goc toa do 0 bing 1. Ta suy ra do thi do6 la
nita mit cau cé tam tai gbe toa do O va ban kinh 1 nam trong nita khong gian trén
z>0.

Hinh 1.2.1: D6 thi clia ham s6 z = /1 — 22 — y2 v6i z > 0.

(b) Do thi cta ham s6 2z = f(z,y) = v/2% + y? 1& mit nén tron xoay quanh truc Oz,
nam trong nita khong gian trén z > 0. Dé hinh dung do thi, ta c6 thé xét mot s6
truong hop dac biét. Khi x = 0 thi diém trén do thi théa phuong trinh z = |y|, tao
thanh mot duong gap khic trong mit phéng Oyz. Tuong tu khi y = 0 thi diém trén
dd thi thda phuong trinh z = |z|, tao thanh mot duong gap khic trong mit phang
Ozxz. Mbi gia tri ¢6 dinh cia z nhu z = 1 cho mot duong tron z2 4+ 32 = 12 trén miit
phéng z = 1. Hon nita néu z tang lén thi ban kinh ctia dudng tron nay ciing ting
len. Cac phan tich nhu vay phit hop vé6i hinh vé bang may tinh dudi day.
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sqrt(y2+x2)
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Hinh 1.2.2: D6 thi cia ham s6 z =22 +¢y? v6i —1 <z <1, -1 <y < 1.

So v6i truong hop ham mot bién, n6i chung khé vé duong do thi ctia ham hai bién
hon. Trong mot s6 truong hgp nhu trén, ta cé thé khao sat, ching han cho mdi bién
mot vai gia tri hiing, dé phéac hoa dd thi. Trong nhiéu truong hgp khac, cach thong
thuong 1a diing may tinh dé chAm mot lugng 16n diém tren do thi.

1.2.1 Gidi han cGia ham sb

Dinh nghia 1.2.3. Cho ham s6 f xac dinh trén tap D C R"™ theo bién z va a 1a mot
diém tu ctia D. Ta néi ham f c¢6 giéi han L € R khi = dan dén a néu

Ve>0, 30 >0,Vz € D,0< ||z —a| <d=|f(x)—L| <e

hay
Ve >0, 30 > 0,Vx € DN (B(a,0) \ {a}), f(x) € B(L,¢).

Khi d6 ta viét lim,_, f(z) = L, hoac viét f(x) — L khi z — a.

Ching ta thay dinh nghia clia gi6i han ctia ham nhiéu bién khong khéac gi véi dinh
nghia ctia gii han ctia ham mot bién (xem [Bmgtl]). Y nghia cfia dinh nghia nay ciing
khong c6 gi khac: gidi han cia f(x) la L khi x tién tdi a néu khodng cdch giita
f(x) va L nhé tuy y mién khodng cdch gitta v va a di nhé nhung khdc 0.

Nhu vay gi6i han ctia ham mot bién 1a trudng hop n = 1 clia giéi han ctia ham nhiéu
bién, va ta thita hudng moi tinh chat da c6 trong Vi Tich phan Ham mot bién.

Trong mot sé trudng hgp don gian hon, c6 thé hiéu giéi han mot cach tho so: khi
gan tdi a hon thi f(x) gan t6i L hon.

Ghi chi 1.2.4. Trong dinh nghia trén ta cho phép diém a la diém tu ctia mién xac dinh
D, khong nhat thiét thuoc D. Diéu nay la dé ching ta cé thé xét nhiing giéi han nhu
li %y
im ————.
(2.9)—(0,0) 2% + 4y?

O d6 ching ta cho (z,y) dan t6i (0,0) ma khong bing (0,0), noi ham khong dude xac
dinh. Diéu nay giai thich diéu kién 0 < ||z — al| tic z # a trong dinh nghia.
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Vi du 1.2.5. Néu f 1a mot ham héng, nghia 14 ¢6 ¢ € R v6i f(z) = ¢ v6i moi x, thi 1o

rang ;gr}l f(z) =c

Vi du 1.2.6. Xét ham lay toa do f(z,y) = x. Do tinh chat ctia khodng cach Euclid,

|z — zo| < |l(z,y) = (z0,%0)|| = V/(z — 0)? + (y — y0)?, do d6 dé |f(z,y) — f(zo,y0)| =
|z — zo| < € thi chi can |[(x,y) — (zo,%0)|| < €. Ta két luan

lim T = xp.
(z,y)—(z0,y0)

Nhu vay khi (x,y) dan t6i (zg,y0) thi z dan t6i xg, va tuong tu y dan t6i yo. Day 1a mot
quan sat can ban dudgc st dung nhiéu khi xét giéi han.

Mot s6 tinh chat ciia gisi han dudi day cé thé duge giai thich va chitng minh tir dinh
nghia, tuong ty nhu véi ham mot bién.

Meénh dé 1.2.7. Gid st f,g: D — R™ la hai ham s6 c¢6 gidi han khi x — a. Khi do:
(a) lim [f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z),
(b) ligl [kf(z)] =k ligl f(x) vdi k la mot hang so,

(¢) lim[f(z)g(x)] = lim f(z) - lim g(z),

Tr—a Tr—a Tr—a

. f(x) limg f(.l‘) JET
d) 1 = 1 .
0 iy 10 = ) e B9 #0

(e) Néu f < g thi lim f(z) < lim g(z).
r—a Tr—a
Duéi day la mot hé qua thuong duge dung:

Hé qua 1.2.8 (Tiéu chuan kep). Gid st f,g,h: D — R wva f < g < h. Gid st f va h
c6 cung gidi han L khi x — a. Khi do g ctung cé gidi han la L khi x — a.

Vi du 1.2.9. Ap dung céc tinh chét tren, ta tinh

lim 2% +5= lim 2%%+ lim 5

(z,y)—(2,3) (2,y)—(2,3) (2,y)—(2,3)
2 3
= li li 5=223% +5.
( (ﬂcay)liﬁli%) az) ( (fc,y)lg%?y?)) y) * *

Nhu vay giéi han thu duge don gidn bang cach thé s6 vao.

1.2.2 Ham sb lién tuc

Dinh nghia 1.2.10. Cho ham s6 f xac dinh trén tap D C R", ta néi f lién tuc tai
a € D néu a khong 1a mot diém tu ctia D, con néu a la mot diém tu ctia D thi

lim f(z) = f(a).

r—a
Bing ki hiéu thi
Ve >0, 30 >0,V € D,||lz —a|]| <d=|f(zx)— L| <e

hay
Ve >0, 30 > 0,Vz € DN B(a,d), f(z) € B(L,e¢).

Ham f dudc goi la lién tuc trén D néu né lién tuc tai moi diém thuoc D.
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Ta chii ¥ dé ham lién tuc tai a thi @ phai thuoc mién xac dinh ctia ham tic 1a ham
phai c6 gia tri tai a. Trong dinh nghia sy lién tuc tai a ta khong can phai yéu cau xét x
gan a nhung khac a nhu trong dinh nghia gigi han.

Mot lan nita, khéai niém lién tuc trong R™ khong c6 gi khac véi lien tuc trong R. N6
van ¢6 ¥ nghia 1a: thay déi gid tri cda ham la nhé tay ¢y néu thay doéi gid tri cia
bién la di nhé. Tinh lien tuc cho phép ta kiém soat duge sai sb.

V6i ham lién tuc thi gigi han thu duge don gidn bang cach thé vao.

Cac két qua noi ring ham so cap, tong, hiéu, tich, thuong, ham hgp ciia cac ham lien
tuc 1a ham lién tuc vAn ding cho ham nhiéu bién, va c6 thé dude suy ra ngay tit cac tinh
chat tuong tng ctia giéi han, giéng nhu cich da lam cho ham mot bién, ngudi hoc c6 thé
xem lai & [Bmgt1].

Vi du 1.2.11. Ham hing la ham lién tuc.

Vi du 1.2.12. Xét ham lay toa do f(x,y) = x. Tt Vi du ham ldy toa do la lien
tuc.

Vi du 1.2.13. Ham g(x,y) = 22 13 hgp ctia ham (z,y) — = véi ham z + 22 13 hai ham
lién tuc, nén cing lién tuc.

Vidu 1.2.14. Ham f(z,y) = 2y 1a tich ctia hai ham g(z,y) = 22 va h(z,y) = y> 14 hai
ham lién tuc, nén ciing lién tuc.

Vidu 1.2.15. Tim giéi han

3

lim ——.
(@,9)—(0,0) 22 + 32

Ta danh gia

CL‘3

1;2+y2

2

a
< il <lal.

lim |z|=0
(z,9)—(0,0)

nén theo Tiéu chuan kep thi

3

li B — )
(o) (0.0) T2 + 12

Vi du 1.2.16. Xét sy lién tuc ctia ham s

=z (z,y) # (0,0)
T, y) =4 Ty
fe.y) {o (,9) = (0,0).

Cho z =y # 0 ta duge f(x,y) = % c6 gidi han 1a % khi (z,y) — (0,0). Mt khac, cho
r =0,y # 0 ta duge f(z,y) = 0 c6 gidi han 1a 0 khi (z,y) — (0,0). Diéu nay ching t6
f(z,y) khong c6 gisi han khi (x,y) — (0,0), do dé f khong lién tuc tai (0,0).

Vi du 1.2.17. Tim gi6i han
lim  (2® 4 »3)sin <;>
(2.y)=(1.0) z? + y?

Diing cac tinh chat co ban trén clia gi6i han va tinh lién tuc ctia ham sin, ta c6

=sinl.

1 1
i 3. .3 a ( ) — (134 03) - si
(x,y)lgh,o)(x Ty)sin z2 4+ y? (17407 - sin 12 402
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Vidu 1.2.18. Tim giéi han

1
li 3 4 ) s ( .
(z,y)lgiom@ +y7)sin m2+y2)

Dat f(z,y) = (23 + y3)sin <x27}rz/2) Ham s6 f nay xac dinh trén R?\ {(0,0)}. Ta c6
0 < |f(z,y)| < |23+ 9% Via®+y3 — 0khi (2,y) — (0,0) nén theo tieu chuan kep thi
i, ) (0,0) |f (2, y)| = 0, do d6 lim, ) (0,0) f(7,y) = 0. Vay

1
li 34 ) i <7) =0
L T R v

Vi du 1.2.19. Xét sy lién tuc ctia ham s

(zy)?

3. 2 (x,y)#(0,0)
x,y) =] ¥ty
fe.y) {0 (,y) = (0,0).

Ta thdy ham f lien tuc tai moi diém (z,y) # (0,0). Xét tai (0,0). Theo bat déng thiic
Cauchy

2 .2
0 <|zy| < Y ;
2
do do
(zy)> _ (@ +47)* 2?44
< = ,
22 +y? T 4(22 +9?) 4
suy ra
2+ y2 .

0< lim f(z,y) < lim

0.
T (zy)—(0,0) T (zy)—(00) 4

Vay theo Tiéu chuan kep thi lim g ) (0,0) f(7,y) = 0 = f(0,0). Nhu vay f lién tuc tai
moi diém trén mién xac dinh.
* Gidi han ciia ham so6 thong qua day

Tuwong tir nhu trudng hgp ham mot bién, ta c6 khai niém gi6i han ctia day trong R™.
Dinh nghia khong c6 gi khéc trong truong hop n = 1. Ta néi rang mot day cac diém z,,,

m € ZT trong R™ hoi tu t6i x néu limy, oo [|2m — || = 0. Khi d6 ta viét lim,seo T = .
Do dinh nghia ctia khoadng céch va do lén Euclid, ta c6 thé thay gisi han ctia day
tuong duong véi gisi han clia ting toa do, tic 1a néu viét x, = (zl,22,...,27) va
r=(z',2%,...,2") thi
lim (21, 22,...,2"%) = (22, ... ")
m—0o0

khi va chi khi

lim 2z} =z lim 22 =22%,..., lim 2" = 2"
m—0o0 m ’ m—00 m ’ ’ m—00 m

Chting ta c6 mot lien hé giita hoi tu ctia ddy va hoi tu ciia ham s6, tuong ty truong
hgp ham mot bién ([TTQII)):

Ménh dé 1.2.20. Ham f c6 gidi han L khi x dan dén a khi va chi khi véi moi day
(Tm)mez+s Tm # a ma hoi tu tdi a thi day (f(Tm))mez+ hoi tu vé L.

Bai tap

1.2.1. Tim
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(®) (w’y%iﬂm(oﬁo) tn{cos(ay)) ® (z,y%iin(o,o)x“x—syz
(b) (x,yﬂm(o,omztgﬂ G4) @,,,%Lnio,omﬁiﬂ
© (z,y%igl(o,o)x?xi—k;ﬁ (k) e o0 xyx—i/y?’
2
@ (myy%iﬂm(oao)#iyz ® (zyy%LHI(O»O)ﬁyz
© “vywo’oﬂm (m) <z,y%iin<o,o>x4ﬁfy4
® (Ivy%igl(o’o) Sinﬂgz:;/éyz) () (m,y)l—%,o) xfz—i—yzﬁ
W ©) im0 vt = 25)sin ()

1.2.2. Ham

c6 lién tuc hay khong?

1.2.3. * Hay khéo sat chung giéi han
lim Y
(@)= (0,0) 22 +y?

n

véi m va n 13 hai s6 thyc khong am.

1.3 Dao ham cua ham so

1.3.1 Dao ham riéng

Vi du 1.3.1. Diém mon hoc f phu thudc vao diém giita ki « va diém cudi ki y. Ta mudn
biét néu diém cubi ki thay déi trong khi diém gitta ki gi®t nguyén thi diém mon hoc thay
doi thé nao? Day la cau héi vé ti lé thay doi gitta diém mon hoc va diém cudi ki, trong
khi diém gitta ki dudc giit nguyen.

Cho mot ham s6 nhiéu bién z = f(z) = f(x1,22,...,2,) xac dinh trén tap D C R™.
Xét diém a = (a1,a2,...,a,) € D la mot diém trong ctia D. C6 dinh 29 = as, x3 =
as, ..., Tp = ap thi f(x1,x9,...,2,) 1a ham chi theo mot bién 1a z1. Néu ham nay c6 dao
ham tai 1 = a; thi dao ham d6 goi la dao ham riéng phan ctia ham z = f(z1,29,...,7,)
theo bién z7 (bién thit nhat) tai diém a = (a1, as, ..., a,).

Dao ham riéng phan thiic chat 14 dao ham theo mot bién s6 khi tat ca cac bién con
lai nhan gia tri ¢6 dinh. Nhu vay dao ham riéng cing chi la dao ham. Tén “dao ham
rieng” nhim nhan manh ring ta dang xét ham nhiéu bién vi dang xét dao ham theo titng
bién.

Chinh thiic, tir dinh nghia ctia dao ham clia ham mot bién, ta c6 dinh nghia sau:



16 CHUONG 1. PHEP TINH VI PHAN CUA HAM NHIEU BIEN

Dinh nghia 1.3.2. Cho f : D C R"” — R va a = (a1,a2,...,ai,...,a,) 13 mot diém
trong ctia D. Giéi han

lim flar,ag,...,a; + hiy...,a,) — far,a2,...,a6;...,ay)
h1—0 hl ’

néu c6, duge goi 1a dao ham riéng theo bién thit i clia f tai a.

Gia thiét a la diém trong ciia mién xac dinh 13 dé ddm bio ton tai f(a1,as,...,a; +
hiy...,an) — flai,a2,...,a;...,a,) khi h; di nhé.
Ngudi ta ki hiéu dao ham riéng phan trén b6i mot s6 cach nhu fy, (z), fi. (), Dif(z),

af 0z
— h .
oz, (z), hay oz, (z)
Giai thich ctia ching ta ring dao ham riéng 1a dao ham khi chi mot bién thay ddi co
nghia chinh xac nhu sau: néu ta dat g(z;) = f(ai,as,...,ai—1,Ti, ait1,.-.,a,) thi g 1a

ham chi theo mot bién 1a z; va %(a) chinh 1a ¢'(a;).

Y nghia ctia dao ham rieng 1a ¥ nghia clia dao ham ma ta da biét: dao ham riéng
do ti lé thay doi gitta gid tri ctia ham vdi gid tri cia bién dang xét tai diém
dang xét. Gia tri ctia dao ham rieng theo mot bién cho thay ham dang thay ddi nhu thé
nao theo bién d6. Vi thé mdi khi mubn khao sat su thay ddi ciia cac dai lugng phu thudc
vao nhiéu bién ngudi ta thuong thay sy xuat hién ctia dao ham riéng.

Khi tinh dao ham riéng theo bién nao thi ta coi cdc bién con lai la hdng
80, va tinh dao ham theo bién dang xét theo cach tinh dao ham ctia ham mot bién.

Vi du 1.3.3. Diém mon hoc f phu thudc vio diém gita ki z va diém cudi ki y theo cong
thic
f(z,y) = 30%x + 70%y.

Héi néu diém cudi ki tang 1 trong khi diém gitta ki giit nguyéen thi diém mon hoc thay doi
thé nao?
Day 13 cau hoi veé ti lé thay déi gitta diém mon hoc va diém cudi ki. Ta tinh

of

0
By (z,y) = =—(30%zx + 70%y) = 70% = 0, 7.

oy

Vay néu diém cudi ki ting 1 trong khi diém gita ki giit nguyén thi diém mon hoc ting
0,7.

Vi du 1.3.4. cho f(z,y) = 23y?. Mudn tinh % ta xem y nhu hing s6 va bién s6 1a z,
Pe) 2]
nhu thé a—i(w,y) = 3x2%y%. Tuong tu, a—g(w,y) = 223y.

7

1.3.2 Mt phang tiép xic. Xap xi tuyén tinh

O muc nay ta phat trién cac ¥ tudng vé duong théng tiép xic (tiép tuyén) va xap xi
tuyén tinh trong Vi phan ham mot bién lén nhiéu chiéu.

Xét ham z = f(z,y). Gid st ham f c6 dao ham riéng tai diém (a,b). Trén mat phing
y = b, do thi clia ham f chi 1d mot dudng cong véi phuong trinh z = f(x,b). Dudng cong
nay co tiép tuyén tai x = a, nhu ta biét trong Vi phan ham mot bién, c6 he s6 goc 1a
42| o = fz(a,b), do d6 c6 phuong trinh 1a z = f(a,b) + f.(a,b)(z — a). Nhu vay ta thiy
mot ¥ nghia hinh hoc ctia dao ham riéng: d6 1a hé s6 géc clia mot tiép tuyén ciia do thi.

4Thuat ngit dao ham trong tiéng Anh la derivative, c6 nghia 13 dan xuét, tit mot cai khac ma ra: dao
ham ctia mot ham 13 mot ham dan xudt tit ham ban dau.
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Tuong tu, trén mit phang £ = a, do thi cia ham f 14 dudng cong véi phuong trinh
z = f(a,y), c6 tiép tuyén tai y = b la z = f(a,b) + fy(a,b)(y — b). Hai dudng tiép tuyén
ma ta vita tim duge cing mot mit phing, duce goi 14 mdt phdng tiép zic cia dd thi
clia f ¢ diém (a,b). Mat phéng tiép xic nay chita ci hai dusng théng tiép xic trén, nén
ta thay ngay né c6 phuong trinh (Hinh

z = f(a,b) + fu(a,b)(x —a) + f,(a,b)(y —b). (1.3.1)
<= F(a b £, (ab)y —b)
z = f(a’a y)
z=f a,b)+fo = b)(z —a) + fy(a,b)(y —b)

yy=>
Hinh 1.3.1: Y nghia hinh hoc clia dao ham rieng.

Ta ¢6 mot cach giai thich hoi khac nhu sau. Dat r(z,y) = (z,y, f(z,y)). Anh cta r
chinh 1a do thi ctia f. Néu ta ¢6 dinh y = b thi r(z,y) tré thanh mot duong di trén do thi
ctia f. Van téc ctia dudng di d6 1a ry(a,b) = Zr(a,b) = (1,0, fz(a,b)). Vects nay “tiép
xtic” v6i do thi ciia f tai diém (a, b, f(a,b)). Tuong ty, ¢6 dinh 2 = a ta dugc mot vectd
tiép xtic nita 1a ry(a,b) = (0,1, f,(a,b)). Hai vecto tiép xic nay cang mat phang tiép xic
ctia do thi ctia f & diém (a, b). Mit phing nay c6 mot vecto phdp tuyén la

rz(a,b) x ry(a,b) = (= fz(a,b), = fy(a,b),1).
T dé ta c6 mot phuong trinh cho mit phing tiép xic ctia do thi ctia ham f tai diém
(a,b, f(a,b)) 1a (Hinh [1.3.2)
—(z = a)fz(a,b) = (y — b) fy(a,b) + (= — f(a,b)) =0,
hay
z = f(a,b) + fu(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y —b).

Vi du 1.3.5. Viét phuong trinh mat phing tiép xidc ctia mat z = z2 + y? tai diém
(z,y) = (1,2).

Ta til’lh fiv(x7y> = 2'7;7 fCC(172) = 27 fy(mvy = 2y7 fy(172) = 47 f(172) = 5 Phlf(jng
trinh mat phéng tiép xic tai (1,2) la (Hinh [1.3.3)

2= f(1,2) + fo(1,2)(x — 1) + £,(1,2)(y — 2) =5+ 2(x — 1) + 5(y — 2).
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%/»
z = f(a, y)

fo(a,0)(z —a) + f,(a,b)(y = b)

(_fz(a7b>7 _fy(aa b), 1)

y=>o

Hinh 1.3.2: Mat phing tiép xc.

4%(y-2)+2*(x-1)+5
y24x2

Hinh 1.3.3: Mat phéing tiép xiic clia mit z = 22 + y? tai diém (z,y) = (1,2).

Y chinh ctia xap xi tuyén tinh la dang mdt phdang tiép aic dé xép xi do thi. Nhu
thé véi (z,y) ~ (a,b) ta c6 xap xi

f(z,y) ~ fla,b) + fu(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y = b).

Mot cach viét khéac, dat Ax =z —a, Ay =y — b, Af(z,y) = f(z,y) — f(a,b), thi
Af(x,y) ~ f.’E(aa b)Ax + fy(‘% b)Ay

Vé phai ctia biéu thitc trén c6 khi duge goi theo mot thuat ngit cii 1a “vi phan” (differential)
cua ham f.
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1.3.3 Dao ham riéng cip cao

Ta biét dao ham cap cao clia ham mot bién s6 duge dinh nghia theo quy nap: dao ham
cap n biang dao ham ctia dao ham cap (n — 1). D6i v6i ham nhiéu bién khai niem tuong
ting 1a dao ham riéng va dao ham riéng cap cao.

Cho f: D CR" — R. Néu 2L ton tai tai moi diém o € D thi ta c6 mot ham méi

of
oz, :D— R

Ta lai c6 thé xét dao ham rieng ctia ham % nay, tuc la

o (0f

Cac dao ham nay, néu c6, duge goi 1a cdc dao ham riéng cap 2 ctia f. Ta thuong dung ky

hiéu
o (0f 0’ f
87 = = f.Z’l.Z’J .
xj \ 0x; ;
Tuong tu, néu f c6 cac dao ham riéng cap 2 tai moi diém ctia D thi dao ham riéng
theo cac bién ciia cdc dao ham riéng cap 2 nay goi la dao ham riéng cap 3 cia f, ky hiéu
la
0 ?f N\ 3f _
8.73k 8.%‘837%‘ - 8xk8mjaxi IR CAL
Vidu 1.3.6. Ham f(z,y) = 23y —4ay? 6 fo(z,y) = 322y —4y?, fy(z,y) = 423y> —8zy.
Céc dao ham Cép 2 1a f:ta:(J:»y) = 6$y4’ fzy(xyy) = 12332?/3 — 8y = fyx(xay)a fyy(x’y) =
12239% — 8z.
Vi du 1.3.7. Ham f(x,y) = 2%V + 23y? — 35 ¢6 fo(z,y) = 2xe¥ + 32%92, fy(z,y) =
z2e¥ + 223y — byt foy(z,y) = 2xe? + 622y = fyu(x,y).
Trong cac vi du trén ta thiy fyy = fys. Day khong phai la tinh cd. Dinh 1y sau cho
biét mot diéu kien di dé hai dao ham rieng hén hgp bing nhau.

Dinh 1y 1.3.8. Néu f : D C R® — R ¢6 tdt cd cic dao ham riéng cap 2 lién tuc trén D
thi
o*f 0f
8l‘ia$j N 85638561

tréen D, vdi moi 1,5 = 1,2, ...,n.

Vay néu cic dao ham riéng lién tuc thi tha tu lay dao ham khong dnh hudng
tdi két qud.
Chiing minh. Ta viét ching minh cho truong hgp n = 2 cho dé theo déi hon. Trudng hop
tong quat khong cé gi khac vé noi dung. Theo dinh nghia

Frola,b) = Tim Jut@ R0 = fy(ab)

h—0 h
éli%f(d—i—h,b%—]{)—f(aﬁ-h,b) Illi%f(avb_‘_k)_f(a?b)
_ k _ k
= h
1
= Jim Tim —[(f(a+ b, b+ F) = fla+h,B) = (f(a,b+E) - f(a, )]

5cha ¥ su khac biét thi tu ctia bién trong hai ki hieu
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bat g(z) = f(z,b+ k) — f(x,b) thi
[fla+h,b+k) = flathb)] = [f(a,b+ k) = f(a,b)] = g(a+ h) = g(a).

Vi g khé vi lién tuc nén theo Dinh 1y gia tri trung binh Lagrange (xem [Bmgtl]) c6 mot
s6 0 gitta a va a+ h sao cho g(a+h) —g(a) = ¢'(0)h. Cha ¥ ¢'(z) = fo(z, b+ k) — fu(z,b),
ta dugc

[fla+h,b+ k) = fla+h,b)] = [f(a,b+ k) = f(a,0)] = [fo(0,b+ k) — f2(0,0)]h.

Vi f.(6,y) 1a ham kha vi lien tuc theo bién y nén lai theo Dinh 1y gid tri trung binh c6
6 & gitta b va b+ k sao cho fy(0,b+ k) — f,(6,b) = fu,(0,0)k. Vay

mot s
foo(a,b) = lim lim fy,(6,5).
y(a) hloklo y( )

Cha y 6 va é phu thuoc vao (h, k). Khi A va k di nhé thi (6,6) du gan (a,b), va vi fuy
lien tuc nén fgy(0,0) gan tiy ¥ fzy(a,b). Do d6 giéi han & vé phai bang fyy(a,b). O

Ham ma tat cd cac dao ham riéng déu ton tai va lién tuc dudce goi 1a ham khd vi lién
tuc hay ham tron. Nhu ta vita thiy, cAc ham nhu vay c6 nhitng tinh chat dac biet, khién
lam viéc véi ching dé dang hon.

Bai tap

1.3.1. Tinh cac dao ham riéng cip 1 va cip 2 clia ham

(a) f(x,y) = sin(z"y®) (f) In(22 + )
(b) V =mr?h
Sy (&) fla.y.2) = e

(c) flz,y)=e . NEERE

(d) flz,y)=e" 7Y

(e) z=2aY (h) f(xz,y) = arctan (%)
1.3.2. Cho y

f(z,y):/ V1413 dt.

. of L Of

Tim %(1,2) Vi 8—3/(1,2).

1.3.3. Cho £,(10,20) = —5, £,(10,20) = 1, £(10,20) = 45. Hay wdc lugng f(11,18).
1.3.4. Tim xap x{ tuyén tinh ctia ham:

(a) f(z,y) = 2%y3 gan diém (z,y) = (2,1).

(b) f(z,y) = 2Y + ze¥ gan diém (1,0).

(c) flx,y) = x — 2y + y* gan diém (z,y) = (5,6). Viét phuong trinh cho mat phing tiép xtic
ctia do thi ¢ diém (z,y) = (5,6). Uéc lugng f(5,1;5,9).

(d) f(z,y) =In(3z — y?) gan diém (x,y) = (1,1). Uéc lugng f(1,05;0,95). So sanh s6 uéc lugng
vdi két qua thu duge bing may tinh.

(e) f(z,y) = sin(z + 2y) gan diém (z,y) = (0,0). Usc lugng f(—0,05;0,05). So sanh s6 wéc
lugng véi két qua thu duge biang may tinh.

_ 1 N . 2 _ 2 % 21
) f(z,y) = T gan diem (x,y) = (3,4). Tinh xap xi oY ER

1.3.5. Viét phuong trinh mit phing tiép xtc véi do thi ctia ham da cho tai diém cho trudc:
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(a) 2z =23y + 22%9° tai (z,9) = (1,1).
) z=a* —y? tai (z,y) = (3,2).
) z=a3+y? tai (1,2,5).
(d) z = 2%y tai (2,1,4).
) z=sinx + cosy tai (0,0,1).
(f) z=e€"cosy tai (0,0,1).
g) z=e"cosy tai (0,0,1).
(h) z =In(2? +y* + 1) tai (0,0,0).
1.3.6. Ham f(x,y) théa phuong trinh f,, + f,, = 0 (phuong trinh Laplace) dugc goi la mot ham
diéu hoa. Hay kiém cac ham sau 1a ham diéu hoa.
(a) S(@.y) = e cosy
(b) f(z,y) =1In(z? +y?)
1.3.7. Hay kiém ham f(z,t) = sin(cm)e’gt, v6i ¢ 1a mot hing s6 thie, thoa phuong trinh truyén
nhiét
ft = faa-

1.3.8. Chiing t6 v6i méi s6 thuc ¢, ham u(z, t) = (2 cos(ct)+ 3 sin(ct)) sin(z) 14 nghiém ctia phuong
trinh séng
Ut = CQUIw.

1.4 Dao ham cua ham vecto

Téng quéat hon ham s ta c6 ham vecto. D6 1a nhitng anh xa f : D C R"® — R™. Mai
ham vecto f nhu vay 1a mot bo cia m ham sb ciia n bién, cu thé néu ta viét

flz1, o, .. xn) = (filzr, @2, ..o ), folT1, 2o, oo Tn)y e ooy (X1, @2, .o, Tp))
thi f = (f1, f2, ..., fm) trong d6 céc f; 1a cac ham s ctia n bién.

Vi du 1.4.1. Mot anh xa 7 : (a,b) C R = R™, r(t) = (x1(t),x2(t),...,xm(t)) thuong
duge goi 1a mot dudng di hay mot chuyén dong trong R™, mo ta chuyén dong trong khong
gian theo thoi gian.
Vi du 1.4.2. Ham t > (2(t) = cost,y(t) = sint, z(t) = t) 1a mot dudng xoan trong R3.
Vi khong gian dén R™ c6 sén khoang cach Euclid, nén khéi niem hoi tu va lien tuc c6
thé md rong tit ham s6 lén ham vecto ma khong thay doi noi dung.
Ma tran cidc dao ham riéng clia clia cdc ham thanh phan ctia ham f duge goi 1a ma
tran J acobiﬁ cua f, ki hiéu la

g _<8fi>
! O0xj/1<i<m, 1<j<n
gﬁ gﬁ
1 T
. oz Oxn
Ofm ... Ofm
ox1 O0xn

Ma tran Jacobi chéng qua la mot cach viét danh sach cac dao ham riéng ctia ham thanh
mot bang, dude goi la mot ma tran.

5Jacobi 1a ho clia mot nha toan hoc séng vao thé ki 19
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Vi du 1.4.3. Khi anh xa r : (a,b) C R — R™, r(t) = (x1(t),z2(t),...,Tm(t)) mo hinh
héa chuyén dong trong khong gian theo thdi gian thi dao ham ctia r tai ¢t duge cho béi
vecto 1/ (t) = (2 (t), 24(t),..., 2., (t)) miéu ta ti 1é thay doi ctia vi tri theo thai gian, mo
hinh héa van téc ciia chuyén dong.

Khi m = 1 ta ¢6 ham s6 nhiéu bién f : D C R” — R, khi d6 ma tran Jacobi 1a mot
danh sach chi c6 mot hang, duge goi 1a gradientlj ctia f, ky hiéu grad f hay Vf (nabla),
13 vecto ma cac thanh phan la cac dao ham riéng:

0 0
vi= (2L o)
or1 Oxy,
Vi du 1.4.4. Xét ham f : R? — R xac dinh béi f(z,y) = 22 + y2. Ta c6 %(:ﬂ,y) = 2z,
% =2y, vay Vf(z,y) = (27,2y). Ching han tai z = 0, y = 1 thi V£(0,1) = (0,2).

Néu tat ca cac dao ham riéng clia cac ham thanh phan ciia f ton tai va lién tuc tai
thi ta néi f khd vi lién tuc hay tron tai z.
* So lugc vé ma tran

Vé6i ngudi doc chua biét dai sd tuyén tinh, duéi day 1a vai diéu vé ma tran. Mot ma
tran 14 mot cach viét mot danh sich thanh mot bang, gom cac hang va cot

L2 I ¢ IR )
a1 -+ G2n
Am1 ° Gmn

Cach viét nay to6 ra rat thuan tien vi ta c6 thé lam mot sé phép tinh trén cac ma tran,
nhu nhan ching. Trong trudng hgp ma ta gap trong moén hoc nay, ta nhan mot ma tran
m hang n cot v6i mot ma tran n hang 1 cot dé dugc mot ma tran m hang 1 cot nhu sau:

a1l Qip T 1,121 + -+ a1.pTn
a1 -+ Q2p T3 2,11 + -+ a2 Ty
am,1 **° Qmmn Tn Am121 + -+ AGmpTn

Dac biet khi m = 1 phép tinh nhan ma tran c6 két qué giong nhu phép nhan vo huéng
ctia hai vecto trong R™, vi do d6 hai phép tinh thudng dugc dong nhat:

(a1 an)- . :(a1$1+"‘+anxn)-

Téng quéat hon ta c¢6 thé nhan hai ma tran dé thu dugc mot ma tran ma mdi cot 1a
tich clia ma tran thit nhat véi cot tuong dng clia ma tran thit hai. Vi trong mon hoc ta
khong thite sy diing t6i chi tiét ctia phép toan nay nén ta sé khong néi thém.

Mot ma tran ma c6 s6 hang bang sd cot thi duge goi 1a mot ma tran vuong. Véi mdi
ma tran vuong A c6 tuong tng mot s6 thyc goi 1a dinh thate | clia A, ki hiéu 1a det A.
Trong truong hgp thudng giap ma tran 2 x 2 thi

det < “ bl > = a1b2 — a2b1.
a9 bQ

"trong tiéng Anh gradient c6 nghia 1a déc, nghiéng, ...
8tir chit determinant, trong tiéng Anh c6 nghia la cai quyét dinh mot déi tugng
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Trong truong hgp ma tran 3 x 3 thi
ap by
b b b
det| as by ¢ = ap det 2 2 ) _ as det LA + ag det 1 a
bs c3 bs c3 by c2
az by c3
= CleQCg — (11b362 + azbgcl - a2b163 + a3b162 - agbgcl.

Ngudi hoc ¢6 thé tim hiéu thém trong cac gido trinh Dai s6 tuyén tinh.

1.4.1 Dao ham cua ham hop

Gia st f 1a ham s6 ctia = va y, nhung 2 va y lai 1a ham s6 ciia t. Nhu thé ta cé thé
xem f ciing phu thudc vao ¢, 13 ham ctia t. Ta mudn tinh dao ham ctia f theo t. Day 1a
van dé dao ham ctia ham hop. Duéi day ta phat biéu két qua cho trudng hop ham s6 hai
bién cho dé theo doi hon, truong hop ham sé nhiéu hon hai bién 13 tuong tu.

Dinh 1y 1.4.5. Cho ham s6 f(z,y) vdi x = x(t) vay = y(t), t € R. Gid st f, x vay kha
vi lien tuc. Dt z(t) = f((x(t),y(t)). Khi doé

dz , . g dx g

S0 = G .u0) - G0+ T e0.0(0) - ) (14.)

Ngudi ta thusng hiéu ngam f 1 ham ciia ¢ dé cong thitc ngan gon hon va d6 phai dat
thém bién mdéi, va viét tat rang

A _0fdu of dy

= == - 1.4.2
dt  Ox dt + Oy dt ( )

Trong truong hop x va y 1a ham ciia ¢t vA cac bién khac nita, thi cdc dao ham theo ¢
trd thanh cac dao ham riéng va ta viét cong thic 1a

0f _ofox  of oy

_9j v 09y 14,
ot oz ot oy ot (1.4.3)

Ta c¢6 mot cach giai thich Cong thite (1.4.1]), khong phai 14 mot chitng minh, dia trén
xap xi tuyén tinh nhu sau. Vi

Az = fo(z,y)Az + fy(z,y)Ay ~ fo(z,y)2' ()AL + fy(z,y)y () At

20~ 2 Lol ) (1) )y (1),

Chatng minh. Chiing minh nay chi 13 lam chinh x4c gidi thich trén. Ta viét

Ap dung Dinh 1y gia tri trung binh Lagrange, ¢6 hai s thuc 0 < 6; < 1, 0 < 63 < 1 sao
cho vé phai ctia déng thiic trén bing

fo(z + 61Az,y + Ay)Az + f(z,y + 2Ay)Ay.

Chia cho At ta dugc

Az Az

Ay
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Cho At — 0, chi ¥ réng do x va y lién tuc theo ¢ nén khi At — 0 thi Az — 0 va Ay — 0,
va do f; va f, lién tuc nén ta thu dugc

/ _ _ /
(1) = Jim 5= Lo n)al(0) + fy e )y (1)
O
. .o ” 2 3 2,0 4 N 5 df
Vi du 1.4.6. Gid st f(z,y) = z°y°, v6i z(t) = t* va y(t) = t°. Tim pre

Ap dung cong thitc dao ham ctia ham hop:

df _ofde  ofdy
dt Oz dt Oydt
= 212483 + 223125t = 264 (¢5)3482 + (11)23(15)%5t* = 2372,

O tren ta dé ki hieu duge gon hon ta da luge bét viec ghi ra gia tri ciia mot sé bién, véi
gia thiét 1a ngudi doc c6 thé tu them vao néu mudn vi sé khong bi lam 1an.

Ngudi doc ¢6 thé nhan thiy ta c6 thé thu duge két qua bing cach thé ngay t vao f
dé duge f(t) = (t*)2(t°)® = t?3 va thu dugc két qua mot cach nhanh chéng ma khong can
diing t6i ham nhiéu bién! Qua thuc trong nhiéu truong hop tinh toan cu thé ta cé thé
lam nhu vay. Gia tri clia cong thitc dao ham ctia ham hgp trong truong hgp nhiéu bién
thé hién 16 hon trong nhitng truong hop céc ham khong c6 cong thiic cu thé va trong céc
khao sat chung.

Vidu 1.4.7. Cho z 1a mot ham kha vi lién tuc theo hai bién x va y, v6i x va y 1a hai ham
kha vi lien tuc theo bién t. Gia st (0) = 1, y(0) = 2, 2/(0) = 3, ¥'(0) = 4, 2,(1,2) = 5,
zy(1,2) = 6. Hay tinh 2/(0).
Ta co
2 (t) = zo(2(t), y(1)2' (t) + 2y (2(t), y(£))y'(1).

V6i t =0 thi

Z(0) = z:(2(0),y(0))x'(0) + 2,(2(0), ( ))y'(0)

= 2,(1,2)2'(0) + 2(1,2)y'(0) =5-3+ 6 - 4.

Vidu 1.4.8. Cho x =rcosf, y =rsinf, va f la mot ham cta x va y. Khi dé

of _ofor ofoy _of ., 0f
ar ~ozor Togor a0t g on?
va of ofox ofdy of of
@ y
90 "z 00 Tagos — ar TSmO+ g eost

Hoan toan tuong tit nhu truong hop ham s6 hai bién, v6i ham sd c6 nhiéu bién hon ta
c6 cong thiic:

Dinh 1y 1.4.9. Cho f(x1,22,...,1,) vdi z; = x;(t) la cde ham s6 kha vi lién tuc va viét
r = (x1,22,...,2T,) th
df  0f dey  Of dxs of dxn
df _ Of dwy  Of dra 1.4.4
dt Oxi dt + Oxg dt Tt o 0xy, dt ( )
Vé6i x = (z1,22,...,7,) ta nhan thiy vé phai clia cong thiic trén bang tich vo huéng

clia vectd gradient ctia f véi vecto dao ham ctia x, do d6 ta c6 thé viét lai cong thic 1a

(fox)(t)=V/[(z(t) '(t). (1.4.5)
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Vi du 1.4.10. Cho z = f(z,y) v6i (x,y) = r(t). Cong thitc dao ham ctia ham hgp (|1.4.1)
cho
d(fer) . _Of dx of dy
200 = L) 50+ 2002 0

- (git(x“)’y(t)% Zj;(w(t),y(t») @),y () = V(D) - (1),

* Nang cao han vé anh xa dao ham

Néu f: D C R® — R™ kha vi lien tuc tai x thi ta c6 thé xét mot anh xa f/(z) : R* —
R™ cho bdi
f'(@)(h) = Jp(x) - h

trong d6 phép nhan bén vé phai 14 phép nhan ma tran. Anh xa nay dudc goi la anh xa
dao ham cua f tai x.

V6i nguoi doc c6 biét dai s6 tuyén tinh thi c¢6 thé nhan thiy ma tran Jacobi J¢(x)
chinh 14 ma tran biéu dién anh xa dao ham f’(x), mot anh xa tuyén tinh, trong co sé
chuan tic ctia R™.

V6i cach nhin nang cao hon dimg dnh xa dao ham ta cé thé viét cong thitc dao ham
ham hop theo cling hinh thitc nhu v6i ham mot bién. Cho U, V, W I cac tap md clia
R™, R™ RP theo thit ty dé, cho f: U — V va g: V — W kha vi lién tuc, ta c6 cong thiic
dao ham cta ham hgp 6 dang quen thuodc

(g0 f)(z) =4 (f(x))o (). (1.4.6)
Chu ¥ rang ¢ vé phai l1a hgp ciia hai 4nh xa tuyén tinh. Néu viét & dang ma tran biéu dién
thi cong thitc nay cho
Jgof(x) = Jy(f(x)) - Jf(x). (1.4.7)
O vé phai tich la phép nhan cta ma tran. Cong thiic 1) la truong hgp riéng ctia Cong
thitc (1.4.7) khi m = p = 1. C6 thé chitng minh coéng thitc nay mot cach tuong ty nhu
chitng minh cho trudng hgp riéng & trén tuy tritu tugng hon va c6 mot s6 chi tiét ki thuat
phtc tap hon, c6 trong céc tai lieu nhu [TTQ11] tr. 118].

1.4.2 Dao ham theo hudng

Cho ham f: D Cc R® — R™ va 2 la mot diém trong clia D. Dao ham ciia ham f tai
diém x theo huéng vects v € R™ dudce dinh nghia 1a

D.f(x) = lim f(fv+tut) — flz)

Vay dao ham theo huéng 1a ti lé thay doi cia ham theo bién cia né khi bién chi
dugc thay doi theo mot hwdng cho trude.
Ngusi ta thuong qui uée lay céc vecto c6 do dai bang 1 dé chi huéng, muc dich 1a dé
chiéu dai ctia vecto chi huéng khong 1am anh hudng t6i cac khai niém lién quan t6i huéng.
Dat g(t) = f(x + tu) thi

Duf () = lim D= 9O _ g,

t—0 t
Trong trudng hop riéng m = 1, tiic f 14 ham s6, gia thiét f 1a kha vi lién tuc, ding
cong thiic dao ham ctia ham hop (1.4.5) ap dung cho ham g, ta dugc

d(w—i—tu):Vf(x—i-tu)-u,

J0) =V i+t
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suy ra ¢'(0) = Vf(x) - u. Vay ta c6 cong thiic biéu dién dao ham theo huéng qua vecto
gradient:

D,f(x) =Vf(z)-u. (1.4.8)

Vi du 1.4.11. Tim dao ham ctia ham f(z,y) = /22 + y? tai diém (1,2) theo huéng ctia
vecta (3,4).
Ta tinh fo(z,y) = 21z, fy(e,y) = =iz, vay V(1,2) = (1/5,2/5). Vecto don vi

theo hudng cia vecto (3,4) la u = ﬁ(i%,él) = (3/5,4/5

). Vay dao ham ctia ham
f(x,y) = /22 + 2 tai diém (1,2) theo hudng clia vecto (3,4) 1a

Do f(1,2) = Vf(1,2) - u=(1/5,2/5) - (3/5,4/5) = 11/25.

Dic biét khi u 1a cac vectd ctia cd s§ chuan tic ctia R”, u = ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)
thi dao ham theo huéng u chinh la céc dao ham rieng. Cu thé

of
81,‘1' '

De,f =Vf-ei=Dif =
Vay dao ham riéng la trudong hgp riéng ctia dao ham theo hudng.

’

Y nghia cua vectd gradient

Tit cong thitc trén ta suy ra néu u la vectd don vi chi huéng thi ta c6 bat dang thic

(nh6 lai Menh d@ [1.1.5):
Dyf(x) = V(@) uw < [|Vf(@)|{lull = [IVf ()]

vdi dau bang xay ra khi va chi khi V f(x) vA u ¢6 cting hudng. Suy ra gia tri 16n nhat cta
D, f(z) 1a |V f(z)] xdy ra khi u = %. Ngian gon, gid tri cia ham tdng nhanh
nhat theo hudng cia vecto gradient.

Tuong tu, D, f(x) ¢6 gid tri nho nhat 1a — ||V f(z)

tri ctia ham gidm nhanh nhat theo hudng doéi cia vecto gradient.

xay ra khi u = —%, vay giad

Vi du 1.4.12. Ta xét mot vi du don gidn dé minh hoa. Xét ham z = f(z,y) = 2% + 3.

Vecto gradient cia ham f 1a Vf(z,y) = (2z,2y) = 2(x,y), la mot vects c6 hudng di
tit gbc toa do t6i diém (z,y). Tai mdi diem (x,y) dé gia tri ham ting nhanh nhat, tic
cao do z clia diém (z,y, z) trén do thi ting nhanh nhit, ta can di theo huéng clia vecto
gradient, titc 1& theo phuong xuyén gbc toa do theo hudng ra khoi goc toa do. Mudn cao
do gidm nhanh nhat ta can di theo huéng ngudge lai. Nhitng diéu nay hoan toan phi hgp
v6i trige quan tit hinh vé do thi, Hinh

Ghi chi 1.4.13. * Nang cao hon, v6i m tong quat, ding cong thiic tong quat cho dao
ham ctia ham hgp (1.4.7), ta dugc

Duf() = §/(0) = (o + 0w o Slattw)|_ = /@) w) = Jy(o) -

Vay gia tri ctia f’(z)(u) bang dao ham ctia f tai x theo huéng u.
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Hinh 1.4.1: D3 thi ham z = 22 4+ y? ciing v6i cac duong miic 14 nhitng dudng tron tam tai
gbc toa do. Huéng tang nhanh nhat ctia gia tri clia ham ré rang 14 huéng tit gbc toa do
di ra, vudng goc véi cac dudng mic, chinh 1a huéng cta vecto gradient.

1.4.3 Dao ham cia ham an
Tap mirc

Véi mbi sb thue ¢ ¢d dinh, phuong trinh f(z) = ¢ xac dinh tap C = f~1({c}), duge
goi la tdp madc chia ham f ung v6i miic c.

Gia sit 7o 1a mot diém thuoe C. Gia st ¢ = 7(t) 13 mot dudng trong C di qua diém z,
v6i r(0) = zg. Ta luon ¢ f(r(t)) = ¢, do d6 lay dao ham theo ¢ ta duge V f(r(t))-r'(t) = 0,
dic biet Vf(zo) - r'(0) = 0. Diéu nay c¢6 nghia la vecto V f(zg) phai vudng goc véi vecto
7/(0). Ma vectd r'(0) 1a vecto van toc ctia dusng r tai diém 7(0), 1a mot vecto tiép xic bat
ki clia tap C tai diém xo, ta két luan 7/(0) vudéng géc véi moi vectd tiép xic ctia C, do d6
ta noi 7'(0) vuong goc véi C. Xem Hinh

Ta di dén mot quan sat quan trong: vectd gradient cia mot ham ludén vuoéng goéc
vdi tdp mic cua ham do va chi theo hudng tang cia mite. Xem minh hoa G cac
Hinh

Diéu kién ki thuat cho li luan trén la ding chi don gian 1a vecto gradient tai diém dang
xét 1a khac 0. Day 1a mot tng dung ctia Dinh 1§ ham an, duge khéo séat chi tiét hon trong

cac tai lieu nhu [TPTT02, TTQI1I].

Dao ham cua ham cho & dang an

Xét trusng hop n = 2. Néu tai diém (xg,y0) thda phuong trinh f(x,y) = ¢ vecto
gradient V f(z0, o) 1& khac 0 thi phuong trinh f(x,y) = ¢ xac dinh mot duong cong trong
R?, mot dudng mitc. Tai diem (xq, yo) trén dusng nay thi vects gradient V f(zg, yo) vuong
gée v6i dudng, do do6 1a mot vectd phap tuyén ciia dudng, vudng géc véi phuong ciia dudng
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Vf(an Yo, ZO)

r(0) : (70, %0, 20)

v

Hinh 1.4.2: Vecto gradient luon vudng géc véi tap mie. Truong hgp ba chiéu.

ZTo R

Hinh 1.4.3: Vecto gradient luén vuong goéc véi tap mitc. Trudng hop hai chiéu.

thang tiép xic, titc tiép tuyén, ciia duong tai diém (zq, yo).

T tinh chat trén ta thu dude ngay mot phuong trinh cho dudong thing tiép xic cia
dudng cho & dang an f(x,y) = c tai mot diém (2o, o) trén duong. Didu kién dé mot diém
(x,y) nim trén dudng théng tiép xuc tai diém (xg,0) & vecto tiép xic (z,y) — (zo, yo)
vuong goc véi vecto phap tuyén V f(xg, yo), tic 1a

V f(xo,y0) - [(%,y) — (w0, y0)] = 0.
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Hinh 1.4.4: Minh hoa cho tinh chét ciia vectd gradient tai mot diém trén tap mitc. Hinh
vé cho ham z = z? + y?, cac duong mic trong truong hgp nay la nhing duong tron tam
tai goc toa do. Vecto gradient tai mdi diém di tit gbc toa do ra, vudng goc véi dusng mitc
di qua diém do.

Nhu vay dudng thing tiép xic ctia duong mic ¢6 phuong trinh

fa(20,y0)(z — 20) + fy(20, y0)(y — yo) = 0.
Néu f,(xo,y0) # 0 thi ta rat ra dugce phuong trinh

— fz(x0,y0)

fy(20,0) T~ o).

Y=Y+

Phuong trinh nay chiing t6 hé s6 goc ctia dudng tiép tuyén tai (zg,yo) chinh la }J; 2 (20, Yo)-

Vi du 1.4.14. Tim phuong trinh duong thing tiép xtc véi duong tron z2 + y? = 2 tai
diém (1,1).

Dudng tron nay 1a mot tap mic ctia ham f(z,y) = 22 +y%. Vecto gradient V f(z,y) =
(2z, 2y) 1a mot vects phap tuyén clia dudng tai diém (z,y). Tai diém (1,1) thi V£(1,1) =
(2,2). Phuong trinh duong thing tiép xtc tai diém (1,1) 1a 2(x — 1) +2(y — 1) = 0, hay
y=—x+ 2.

Phan thao luan trén c6 thé duge dién dat hoi khac di nhu sau. Xét phuong trinh
f(z,y) = c. Gid sit (z9, yo) 13 mot nghiém ciia phuong trinh, v f, (20, y0) # 0. Khi d6 néu
x di gan zo thi y 1a mot ham ciia z, diéu c6 thé thay mot cach truc quan tit Hinh
Khi d6 dao ham ctia y theo z ¢6 thé thu dugc bang cach viét f(z,y(x)) = c rdi lay dao
ham theo x ctia hai vé theo qui tac dao ham ctia ham hop:

dx dy
—— <=0
f dx +fydx
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suy ra
@ — _f:r:
dx Iy’
cu thé hon
dy _ _fa:
%(l‘o) = Ty(ﬂioayo)-

Phuong phép nay da dugc gidi thigu & mon Vi tich phan ham mot bién ([Bmgtl]), goi 1a
“lay dao ham theo bién z”.

Vi du 1.4.15. Tré lai vi du tim phuong trinh duong thing tiép xtc véi duong tron
2?2 4+ 9% = 2 tai diém (1,1).

Xem y la ham ctia x, 1ay dao ham hai vé theo z, ta dugc 2x + 2y - ¢/(z) = 0, suy ra
y'(z) = 5F. Ta diém (1,1) thi y/(1) = —1. Phuong trinh dudng thing tiép xic tai diém
(L)lay=14+(-1)(x—1), hay y = —z + 2.

M3t phing tiép xdc ciia mit cho & dang an

Xét truong hgp n = 3. Néu tai diém (zg, yo, z0) thda phuong trinh f(z,y, z) = ¢ vecto
gradient V f(zo, yo, 20) 1a khac 0 thi phuong trinh f(x,y,2) = ¢ xdc dinh mot mit cong
trong R3, mot mat mutc. Tai diém (29, yo, 20) trén mit nay thi vecto gradient V f (o, yo, 20)
vuong géc véi mit, do do 1a mot vecto phap tuyén clia mat, chi phuong clia mit phing
tiép xtic ctia mat tai diém do.

T tinh chat trén ta thu duge ngay mot phuong trinh cho mat phang tiép xic clia mit
mic f(z,y,2) = ¢ tai mot diém (zo, yo, 20) trén mit. Didu kien dé mot diém (z,y, z) nim
trén mat phing tiép xic tai diém (2o, yo, 20) 1& vects tiép xtc (z,y, z) — (2o, Yo, 20) vudng
goc v6i vecto phap tuyén V f(xo, o, 20), tic 1a

V f(xo, Yo, 20) - [(x,y, 2) — (w0, Y0, 20)] = 0.

Nhu vay mat phang tiép xtc clia mit mic c6 phuong trinh

fz(20, 90, 20)(x — 0) + fy(zo, Y0, 20)(y — yo) + f=(x0, Y0, 20)(2 — 20) = 0.

Vi du 1.4.16. Tim phuong trinh mit phing tiép xtc v6i mat cau z? + y? + 22 = 14 tai
diém (3,1, 2).

Mit cau nay la mot tap mic cta ham f(z,y,2) = 2% + 3? + 22. Vects gradient
Vf(z,y,2) = (22,2y,22) 1a mot vects phap tuyén ciia mit tai diém (z,y,2). Tai diém
(3,1,2) thi Vf(3,1,2) = (6,2,4). Phuong trinh mat phang tiép xic tai diém (3, 1,2) 1a

6(x—3)+2(y—1)+4(z—2)=0.
Vi du 1.4.17. Cho mat do thi z = g(x,y). Dat f(z,y,2) = g(x,y) — z thi do thi cta g
chinh 1a tap mic f(x,y,2) = 0 ctia f. Theo cach tiép can nay thi mit phang tiép xtic clia

mat z = g(z,y) tai (zo,yo) la

9:(z0,%0)(z — x0) + gy(0,%0) (¥ — o) — 1(z — 20) = 0,

chinh 13 phuong trinh ta da biét & (1.3.1)).
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Bai tap

1.4.1. Cho z 13 mot ham kha vi lien tuc theo hai bién z vA y, v6i x v y 13 hai ham kha vi lien
tuc theo bién t. Gid st z(1) =2, y(1) = =2, 2/(1) =4, y'(1) = =3, 2,(2,-2) = —4, z,(2,-2) = 6.
Hay tinh 2/(1).

1.4.2. Dién thé V trong mot mach dién don gidn dang gidm dan vi pin yéu di theo thsi gian. Dién
tréd R dang dan tang lén do thiét bi bi néng lén. Theo dinh luat Ohm, V = IR. Dung dao ham
ham hop, hay tim xem cudng do dong dién I dang thay déi nhu thé nao khi R = 40092, I = 0,084,
dV/dt = —0,01V/s, va dR/dt = 0,03Q2/s.

1.4.3. Gia thiét s6 lugng ca thé C ctia mot loai phu thudce vao lugng thite an A va lugng tha sin
moi S. Trong khi d6 lugng thiic #n A va lugng tha san moi S lai thay doéi theo thoi gian ¢. Hay
viét cong thitc dinh lugng dién ta toc do thay déi s6 lugng cé thé theo thai gian 4 thong qua toc

do thay ddi ctia lugng thitc an % va tbc do thay ddi clia lugng thd san moi 4. Ap dung, gid sit
tai mot tho diém nhat dinh % = —2,4; 95 = 3]1; 99 = 4,05; 9% = —0,4; hay tinh << tai thoi
diem do6.

1.4.4. Cho z = f(x,y), x =u—v, y = v — u. Ching t6 g—iJr%:O.

1.4.5. Tim dao ham theo huéng ctia ham tai diém da cho theo huéng ciia vecto da cho. Luu § can
14y vects don vi dé chi huéng.

(a) f(z,y) = y/ tai diém (1,2) theo huéng ctia vecto (2,3).

(b) f(z,y) = 2¥ — y? tai diém (—2,2) theo hudéng ciia vects (1, —1).

(¢) f(z,y) = 2%y tai diém (1,1) theo hudng ctia vecto (4, 3).

(d) f(z,y) =2y + y> tai diém (3,1) theo huéng ctia vecto (0, 3).

(e) fz,y) = ye®” tai diém (0,1) theo huéng ctia vects (1, 3).

(f) f(z,y) = 52%y> tai diém (1, 1) theo hudng tit diém (1, 1) t6i diém (3,2).

(2) f(z,y) = /22y — 33 tai diém (2,1) theo hudng tir diém (2,1) t6i diém (1,3).
(h) f(z,y) = e*~2¥ tai didm (2, 1) theo hudng tit diém (2,1) t6i didm (0,0).

(i) f(z,y) = 2% + 2y + 1 tai diém (0,3) theo hudéng tit diém (0,3) t6i diém (3, —1).
1.4.6. Dat hé toa do trén mot ving trén mat phang sao cho huéng truc = 14 huéng dong va hudng
truc y 14 huéng bac. Nhiet do tai mot diém cé toa do (z,y) trong viing dugc mo hinh héa bdi cong
thiic T(x,y) = 100e=2="+3¥"  Tai didm ¢6 toa do (1,2):

(a) Néu di vé huéng dong thi nhiet do tang hay giam?

(b) Néu di vé huéng dong béc thi nhiét do ting hay gidm?

(c) Nén di theo huéng nao dé nhiét do gidm nhanh nhat?
1.4.7. Cho T(x,y) = 2® + y? — x — y la nhiét do tai diém (z,y) trén mat phiang. Mot con ki nhong
dang nam ¢ diém (1,3) dang mudn dugc am lén cang nhanh cang tot. N6 nén bo theo huéng nao?
1.4.8. Tim phuong trinh tiép tuyén ctia dudng da cho tai diém da cho.

(a) 22+ y? = 4 tai diém (1,/3).

(b) 2% —y? = 3 tai diém (2,1).

(c) 2%y +xy? = 2 tai diém (1,1).

(d) 22+ y? + z*y* =1 tai diém (1,0).
1.4.9. Tim phuong trinh mit phing tiép xtc clia mit da cho tai diém da cho.

(a) 22+ y? + 2% = 4 tai diém (1,1,V/2).

(b) 22 +y% — 22 =1 tai diém (1,2,2).
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(c) 2%y +y%z — 222 =1 tai diém (1, 1,0).
(d) 22 +y? + 22 + 2%y + 2%2% + y*2* — 92 = 21 tai diém (1,1,2).

1.4.10. Tim diém tai d6 mit 222 4+ zy + y? + 4o + 8y — 2 + 14 = 0 tiép xtc v6i mat phing
dr+y—2=0.

0%z

1.4.11. Cho z = f(2?,y*). Tinh 920y

1.4.12. Cho u,v : (a,b) — R™. Hay kiém tra cac cong thitc sau vé dao ham:
(a) (w-v) =v -v+u-v.
(b) (uxv) =u xv4+uxv.
1.4.13. Cho f,g: D C R*® — R. Chiing té néu f, g c6 dao ham riéng theo moi bién tai € D, thi
(a) V(f+g)(x) = Vf(z)+Vy(z).
(b) V(f9)(z) = g(x)Vf(z) + f(2)Vy(z).
(c) néu g(x) # 0 thi

v () (£) = ——(g(e)V () — £(@)Vg(a)).

1.5 Cuc tri cia ham s6 nhiéu bién

Nhu ta da thiy véi ham mot bién, tim gi4 tri 16n nhat v nhé nhat 14 mot bai toan
phd bién, dugc goi 1a bai toan cuc tri hay bai toan t6i wu héa. O bai nay ching ta phat
trién mot s6 phuong phap dé khao sat bai toan nay. 0 day c6 su tuong ty v6i ham mot
bién, nhung ciing c6 nhitng diéu méi do tinh nhiéu chiéu.

Cing giong nhu déi véi ham mot bién, ta chia vin dé thanh hai phan: cyc tri dia
phuong va cyc tri toan cuc.

Dinh nghia 1.5.1. Ham f: D C R" — R ¢6 cuc dai dia phuong (hay cuc dai tuong
déi) tai @ € D néu c6 mot qué cau B(a,r) C D sao cho f(a) > f(x) véi moi x € B(a,r).
Diém a dudc goi la mot diém cuc dai dia phuong.

Tucng tu f : D C R® = R ¢6 cuc tiéu dia phuwong (hay cuc tiéu twong déi) tai
a € D néu c6 mot qui cau B(a,r) C D sao cho f(a) < f(x) v6i moi # € B(a,r). Diém a
dugc goi 1a mot diém cuc tiéu dia phuong.

Cuc tiéu va cuc dai dude goi chung 1a cuwe tri. Cha ¥ ring néu ham cé cuc tri dia
phuong & mot diém thi diém dé phai 1d mot diém trong clia mién xac dinh.

Dinh nghia 1.5.2. Ham f : D C R" — R ¢6 cuc dai toan cuc (hay cuc dai tuyét
dbi) tai a € D néu f(a) > f(z) véi moi € D. Khi d6 f(a) 1a gia tri 16n nhét ctia f.

Tuong tu f : D C R® = R ¢6 cuc tiéu toan cuc (hay cuc tiéu tuyét doi) tai a € D
néu f(a) < f(z) v6i moi # € D. Khi d6 f(a) la gia tri nhé nhét cta f.

Do dinh nghia cyc tri dia phuong, bai todn cuc tri véi tap xac dinh ctia ham muc tiéu
la tap md thi duge goi bai toan khong c6 rang budc, ngude lai bai toan véi tap xac dinh
cua ham muc tiéu khong 1a tap mé dudge goi 1a bai toan cuc tri ¢6 rang budc.
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1.5.1 Cuc tri khong cé rang budc

V6i ham mot bién, dé ham kha vi ¢6 cuc tri dia phuong tai mét diém thi dao ham phai
bing 0 tai diém dé. Déi v6i ham nhiéu bién, mot cyc tri theo tat ca cac bién hin nhien
phai 1a mot cyc tri theo timg bién, do d6 dao ham theo titng bién phai bang 0 tai diém
dé6. Vay mot diéu kien can dé c6 cyc tri dia phuong 1a tit ci cac dao ham rieng phai bing
0.

Dinh 1y 1.5.3 (Diéu kién can cap 1). Néu f: D C R® — R khd vi tai a va f cé cuc
tri dia phuong tai a thi Vf(a) =0, nghia laVi=1,...,n, %(G) =0.

Mot cach khac dé thay didu nay I tit ¥ nghia clia vects gradient: néu Vf(a) # 0 thi

tai @ ham f c¢6 huéng tang va c6 huéng gidm, do dé néu néu f cé cyc tri dia phuong tai
a thi phéi c6 Vf(a) = 0.

Chitng minh. Dat a = (a1, as,...,a,), mot diém trong ctia D. Ham mot bién ¢y : ¢ —

f(t,ag,...,ay) xac dinh trong mot khodng md I chita a; va khé vi tai a;. Vi f ¢6 cuc tri

dia phuong tai a nén ¢ ¢6 cyc tri dia phuong tai a;. Do vay 0 = ¢/ (a1) = %(a)‘ Tuong
le] 0 0

tr 5l(a) = 5L (a) =+ = 5L (a) = 0. N

Trong truong hop n = 2, két qua nay dan t6i ring tai diém trén mat do thi ma xay ra
cuc tri dia phuong thi vecto phép tuyén ctia mat 1a thing ding va mat phing tiép xic la
nam ngang, mot diéu rat ré vé tryc quan, xem Hinh va Hinh @ )

Néu tai a cac dao ham riéng cAp mot triet tieu thi @ dude goi 1a mot diém dwng hay
diém tdi han. Day 1a nhing diém & d6 c6 thé xay ra cuc tri dia phuong. Nhu vay ta tim
cue tri dia phuong trong cic diém ding.

Viéc cac dao ham riéng cAp mot triet tieu tai diém cuec tri chi la diéu kién can, nhung

khong phai & diéu kien du.
Vi du 1.5.4. Xét ham hai bién f(z,y) = 2% — y?. Ta c6 %(0,0) = 2—5(0,0) = 0, nhung
f(x,0) > f(0,0) > f(0,y) v6i moi x # 0 va y # 0. Vay (0,0) 13 mot diém dimg, nhung
ham khong c6 cuc tri dia phuong tai (0,0). Diém (0,0) thuong duge goi, dua vio hinh
dang dd thi, 14 mot diém yén, xem Hinh

Nhu vay can Iwu ¥ rang cyc tri dia phuong phai x4y ra ¢ diém dirng, nhung diéu ngugc
lai khong dung.

Diéu kién da cho trudng hop ham hai bién

Phat biéu diéu kien di trong trudng hgp nhiéu bién cling véi ching minh kha phiic tap
nén ta dé lai  phan tiép theo sau. Thay vao d6 ta phat biéu ngay két qua trong trudng
hop ham hai bién.

Dé tim diéu kien du, tic 1a tim diéu kien dé c6 thé dua ra két luan vé cuc tri, ta nhé
lai trong ham mot bién tai cac diém dimng ta da dung dau ctia dao ham bac hai, gitp kiém
soat chat ché hon cach thay ddi ctia ham. Cu thé néu f/(x9) = 0 va f”(x¢) > 0 thi ham f
134 16i quanh zg, ham f c6 cyc tiéu tai xo, ngude lai néu f'(zo) = 0 vd f”(x0) < 0 thi ham
f 1a 16m quanh zg, ham f c6 cuc dai tai zg. Duéi day ta phat trién ki thuat nay cho ham
hai bién.

Cac dao ham bac hai c6 vai trd quan trong trong van dé nay. Bang cac dao ham bac
hai xép dudi dang mot ma tran 2 x 2 dude goi 1a ma tran Hessﬂ ki hiéu la

0%f 0% f
N2
Hess(f) = < ggf ag;?ﬁ) .

oy Oz y?

9tén mot nha toan hoc séng vao thé ki 19
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Dinh thtc ciia ma trén nay la

Ppeff P _Pf 0 (PPN
0x2 Oy?  Oxdy Oydoxr 0Ox2 Oy? oxdy )

Sau day la tieu chuan cyc tri cho ham hai bién.

Cdc budc dé tim cuc tri ctia ham hai bién
Buéc 1: Tim diém ditng (x0,yo) bing cach giai hé phuong trinh V f(x,y) = 0.

Budc 2: Tinh dinh thic ctia ma tran Hess(f, (zo, y0)):
0> f 0> f 02 f ?
D(@o,y0) = 53 (%0, 40) - 87y2(3707y0) - (M(wmyo)) :

Budc 3: Bién luan:
e Néu D(z0,y0) > 0 thi (zg,y0) 14 diém cyc tri dia phuong ctia ham f.
Dé phan loai diém cuec tri ta xét tiép:
— Néu %(mo, yo) > 0 thi f c6 cyc tiéu dia phuong tai (xg,yo)-
— Néu %(xo, yo) < 0 thi f ¢6 cuc dai dia phuong tai (2o, o).

e Néu D(zg,y0) < 0 thi diém (zg, 7o) khong 1 diém cie tri clia f, va la
mot diém yen cta f.

Vi du 1.5.5. Xét f(z,y) = 22 +y2. Ta c6 fo(z,y) = 2z, f,(z,y) = 2y. Gidi hé phuong
trinh 22 = 0 va 2y = 0 ta dugc diém ding duy nhat 1 (z,7) = (0,0).

Tinh dao ham bac hai, ta dugc fzz = 2 > 0, foy = fyz = 0, fyy = 2. Tiép theo
D = [fozfyy — gy] =4 > 0. Vay ham c6 cyc ti¢u dia phuong tai (0,0). Diéu nay ta thay
ngay tit hinh vé do thi ctia ham, va c¢6 thé kiém lai duge dé& dang bing cach khac. Tuong

z:—:UQ—y2 2= —y2
Hinh 1.5.1:

tu véi g(z,y) = —2% — y? ta c6 go(x,y) = —2u, gy(z,y) = —2y. Diém ditg duy nhéat la
(z,y) = (0,0). Ta €6 goe = =2 <0, goy = Gyz = 0, gyy = —2, D = [gaaGyy — ggy] =4>0.
Vay ham c6 cuc dai dia phuong tai (0,0).

V6i h(z,y) = 2% — y? ta c6 hy(z,y) = 22, hy(z,y) = —2y. Diém ditng duy nhéat la
(z,9) = (0,0). Ta c6 hey = 2, hay = hye = 0, hyy = =2, D = [hgyhy, — h3,] = —4 < 0.
Vay ham khong c6 cue tri tai (0,0), d6 1a mot diém yén. Didu nay ta thay ro tit hinh vé

do thi ctia ham, Hinh

Hinh ciing minh hoa phan nio nguyén nhan ciia tieu chuan cyc tri. Khi D(zq, yo) >
0 thi ham ho#c 1a 16i theo moi huéng hoc 14 16m theo moi huéng. Néu %(wo, yo) > 0 thi
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c6 mot hudng ma ham 13 16i, do d6 ham 13 16i theo moi huéng, tit d6 (zg, yo) 1 diém cyc

tiéu dia phuong. Tuong tu khi 24 (z9,9) < 0 thi ¢6 mot hudng ma ham la 16m, do do

ham 1a 16m theo moi huéng, tit d6 (x¢,yo) 1a diém cue dai dia phuong. Khi D(xg,y) < 0

thi ham 1a 16i theo mot huéng nhung lai 16m theo mot hudng khac, nén (o, yo) 1a diém

yen.

Vi du 1.5.6. Tim va phan loai cac diém cyc tri ctia ham f(z,y) = 2% + y* — 4oy + 1.
Buéc 1: Tim céc diém dimg. Tinh,

of
Oz

0
= 42 — dy; 3'1};24?;34:5*.

Cho nhitng dao ham riéng nay béng 0,
:US—y:O va yg—x:().
Thé y = 22 tit phuong trinh thi nhat vao phuong trinh thi hai,
0=2—z=2(%-1)=z@@'-1)@*+1)=2@* - 1)@* + 1)+ 1).

C6 3 nghiém thye: x = 0,1, —1. C6 ba diém ditng 1a (0,0), (1,1), va (=1, —1).
Buégce 2: Tinh céc dao ham riéng cap 2:

82 f 02 f 82 f

' — 4 L = 12¢°.
92 8x6y($’y) -y (z,y) y

(z,y) = 122%

va
D(x,y) = 1442°y* — 16.
Budc 3: Vi D(0,0) = —16 < 0 nén (0,0) la mot didm yen. Vi D(1,1) = 128 > 0 va
%(1, 1) =12 > 0 nén f c6 cyc tiéu dia phuong tai (1,1). Tuong tw D(—1,—1) = 128 > 0
va %(—17 —1) =12 > 0 nén f ciing c6 cyc tiéu dia phuong tai (=1, —1).

* Truwdng hop tdng quat va ching minh

Cho f kha vi lién tuc moi cap trong mot qua cau B(z,r). V6i h sao cho [|h] < r ta
dat g(t) = f(x +th), t € (—1,1). Gia tri ctia ham g 1a gia tri ctia ham f khi bién chi di
chuyén doc theo doan théng tit = t6i h. Ham ¢ kha vi liéen tuc moi cap, va ta tinh dugc
dao ham ctia n6é theo qui tac dao ham ham hagp:

o of ‘

J(t) = Z &Ci(a:—i—th)hz, (1.5.1)

1<i<n
0

gy =Y af(‘r)hi; (1.5.2)
1<i<n "
= > Y (z + th)hih;, (1.5.3)
1<i<n 1<j<n 8351(%]
= > Y a ax] hih;. (1.5.4)

1<i<n 1<j<n

Ta c6 thé doan ring dau ctia ¢”(0) c6 thé c6 vai tro trong diu kién du cho cyc tri.
Chéng han néu ¢”(0) > 0 va ¢’(0) = 0 thi theo két qua v& haim mot bién chic chin
g(t) = f(x +th) > g(0) = f(x) v6i moi t du bé (phu thuoc vao h).

Dé trinh bay chinh xac ta dung phuong phap khai trién Taylor.
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Ménh dé 1.5.7 (Khai trién Taylor). Cho f khd vi lién tuc cip hai trong mot qud cau
B(z,r). Véi moi h € B(0,r) ta cé

fla+h)=fl@)+ ) gf h+ > X

1<i<n 1<z<n 1<5<n

8%18.%] .17 + Gh)h@hj,

vdi 0 € (0,1) phu thuoc vao h. Mot cong thic khac la

fatn) =5@+ 3 ey Y ST @by e P,

1<i<n " 1<z<n 1<j<n

vdi limp, g e(h) = 0.
Chitng minh. Ap dung khai trién Taylor cho ham mot bién ¢ tai 0 ta dudc
o(t) = 9(0) + g (0)t + 34" O)F
v6i 6 nim gitta 0 va t. Chi ¥ 14 ta c6 thé cho ¢ thudc mot khodng mé chita 0 va 1 ma vin

dam bao x +th € B(x,r). Cho t = 1 ta dugc ngay cong thitc thit nhat.
So sdnh cong thitc thit nhat va cong thitc thit hai, ta chi can chiing minh

h;h;
li Oh) v =
n ( 895 8:1: v Z amlaxj ) A
1<i,j<n 1<i,j
N . sz 17,2 2 2 2
Dung danh gia [hih;| < 3(hi +h3) < 5 [|2]]" ta dugc
o2 f o2 f hih; 02F  |hihyl
| (x+0h) - (@)= Y (w+6h) - ()] T
léiz,j:Sn ((%Ui@a;j 0x;0x; ) A e 836@8:6] Ox;0x; A7
0% f 0% f
< — .
1<ij<n
Cho h — 0 thi ajjaj;j (x+0h) = 5 afx (x), ta duge két qua. O

2 2 . .
Bang cac dao ham béac hai %afmj(a:) xép dudi dang mot ma tran n X n duge goi la ma

tran Hess, ki hiéu la
0 f

)
O0x;0x; 1<ij<n

Hess(f,z) = (

Bay gio ta c6 thé phéat biéu mot diéu kién du cho cuec tri dia phuong:

Dinh ly 1.5.8 (Diéu kién du cap 2). Gid st f c6 cic dao ham riéng cip hai lien tuc
trén mot qud cau chita x va x la mot diém dung cia f, tic Vf(x) = 0.

(a) Néu ma tran Hess(f,z) zdc dinh am, nghia la Vh = (hy, hg, -+ ,h,) € R™\ {0} thi
Doy i 882 () hjh; <0, thi f c6 cuc dai dia phuong tai x.

2,0

(b) Néu ma tran Hess(f,z) zdc dinh duong, nghia la Yh = (hi, ha,- -+ ,hy) € R™\ {0}
the Y7 >0 682 (z)hjhj >0, thy f ¢6 cuc tiéu dia phuong tai x.

;0T

(¢c) Néu ma tran Hess(f,x) khong zdc dinh duong va ciing khong zdc dinh am, thi f
khong co cuc tri tai x, va x dugc goi la mot diém yén cia f.
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Chiing minh. Ap dung cong thitc cong thitc Taylor, cha § 2 1a diém dimg, nghia la tit ca
cac dao ham bac nhat %(m) déu bang 0, ta dugc

flz+h) - Z > 6 @)hih; + e(h) ||l|*

1<z<n 1<j<n

_ (1 82f hih;
- (5 Z Z ax-axj(z”)”h,é +6(h)) 18)1?

voi limh_>() E(h) = 0.
Gia st Hess(f, z) xac dinh duong. Véi h # 0, dat w = h/ ||h||, thi

h; h; _1 82f
= Z 2 axlam] ||h||W_§ > 2 m(m)umj

1<z<n 1<5<n 1<i<n 1<5<n

14 mot ham lién tuc theo bién w trén mit cau don vi S(0,1). Vi mat cau c6 tinh dong va
bi chan (compéc) nén ham nay cé gid tri 16n nhat o < 0 (xem Dinh 1y [1.5.14). Vay bay
gis ta co
fla+h) = f(z) < (a+eh) ]

Khi h dt nhé thi e(h) < —a, do d6 f(x+h) < f(x). Vay z 1a mot cuc dai dia phuong cta
f.

Trudng hop Hess(f, z) xac dinh am la tuong tu.

Néu Hess(f,z) khong xac dinh duong va ciing khong xac dinh am thi tit cong thitc
9"(0) = D icicn Xi<j<n 832 (z)hih; 6 Phuong trinh (1.5.4)) ta thiy ton tai huéng h

2,0
theo huéng d6 g c6 cuc dai ngit tai 0, dong thoi lai ton tai huéng h ma theo huéng dé g
c6 cuc tiéu ngit tai 0. Vay f khong cé cyc tri tai . (Diéu nay ly giai téen “diém yen”, vi
do thi ctia ham phan nao trong giéng mot cai yen ngya.) O

Tinh xac dinh duong va xéc dinh am ctia ma tran thyc ra khong dé kiém tra, trit phi
chiing ta khao sat sau hon vé diéu nay (mot chit dé ctia mon Dai s6 tuyén tinh nang cao).
Trong mon hoc nay ching ta chi ding lai § viéc chi ra ring trong trudng hop hai chiéu,
n =2, ¢6 mot cach rat thiét thuc dé kiém tra diéu nay.

H:@ g).

(a) Néu D > 0 va a > 0 thy H la zdc dinh duong. (Chi §j néu D > 0 thi a va ¢ cing
dau, nén vai tro cia a va ¢ & day nhu nhau.)

Ménh dé 1.5.9. Cho ma tran

Dat D = det H = ac — b2.

(b) Néu D >0 va a <0 thy H la xdc dinh am,
(¢c) Néu D <0 thi H khong zdc dinh duong va khong xdc dinh am.

R6 rang ménh dé nay cuing v6i Dinh 1y cho ta tiéu chuan cyc tri cho ham hai
bién ma ta diing trong muc trudc.

Chitng minh. Gia st a # 0, ta bién doi v6i h = (hy, ha),

ac — b 2}

b
A(h) = ah? + 2bhihy + ch3 = a[(h1 + 5h2)2 + a2 ha |-
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Néu D > 0 va a > 0 thi 16 rang Vh # 0, A(h) > 0 (vi néu hy = 0 va (hy + 2hy = 0 thi
hy = 0). Tuong ty, néu D > 0 va a < 0 thi Vh # 0, A(h) < 0.

Néu D < 0, 1ay h = (1,0) thi A(h) = a, nhung lay h = (—b/a, 1) thi A(h) = D/a, trai
dau. Vay H khong xac dinh duong va ciing khong xac dinh am.

Néu a =0 thi D <0 va A(1,0) = 0, nén H khong x4c dinh duong va ciing khong xac
dinh am. O

1.5.2 Cuc tri cé rang budc

Ta xét bai toan tim cuyc tri clia f(z) thoa diéu kien g(x) = ¢ trong d6 ¢ 1a mot hang
s6 thye. Day 1a mot bai toan cuc tri ¢6 rang buodc, hay con dude goi la cue tri c6 diéu
kien. Ta van tim cyc tri clla mot ham f, tuy nhién bay gio mién xac dinh ctia ham f 1a
tap c6 dang g~ 1({c}). Tap nhu vay c6 thé khong phai 14 mot tap md, tham chi c6 phan
trong bang tap roéng, khién cho cidc phuong phap clia chiing ta & phan truéc khong ap
dung dugc, ngay khai niém cyc tri dia phuong ciing khong st dung dugc.

Vi du 1.5.10. Tim cuyc tri cia ham f(z,y) = = + y thoa 22 +y% = 1.
Ta c6 thé nhin bai toan nhu la tim cuc tri ciia = + y trén duong tron don vi. Ta chi ¥
rang duong tron don vi ¢6 phan trong bang rong.

Ta hét ta khio sat truong hop hai chiéu ma ta c6 triec quan hinh hoc. Bai toan 1a

{Tim ce tri cta f(x,y) (1.5.5)

théa g(z,y) = c.

Nhu ta da théo luan trong Muc dudi dieu kien g(xo, yo) = ¢ va Vg(zo,yo) # 0
thi phuong trinh g(z,y) = ¢ xac dinh mot dusng cong phang C' quanh diém (xg,%0), 1
mot duong mac ciia ham g, va vecto gradient ciia ham rang budc g phai vudng géc véi
dudng mitec C' nay tai diém (z9, yo).

Bay gio gia st (z0, o) 13 mot nghiem dia phuong clia Bai toan (1.5.5). Nhu thé ham
f(r(t)) c¢6 cuc tri dia phuong tai t = 0, do d6 dao ham phai bang 0 tai t = 0, tic 1a
0= 2L(f(r(t))|e=0 = Vf(r(0)) - (0). Vay vecto gradient cia ham muc tiéu f ciing phai
vuong goc véi dusng C tai diém cyc tri dia phuong (zo, yo).

V f(zo0,y0)

(w0, 90)

g(z,y) =c

Vg(xo,y0)

Hinh 1.5.2: Nguyén li ctia phuong phap nhan tit Lagrange.
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Nhu thé trén mat phang ta c6 hai vectd Vg(zo,y0) va V f(zo, yo) ciing vuong goc véi
dudng C tai diém (xo,%0), do d6 hai vects nay phai ciing phuong, dan téi c6 mot s6 thuc
A sao cho V f (o, y0) = AVg(xo, yo). S6 thuc ndy dude goi la nhan ti& Lagrange. Ly luan
trén la co sé cho phuong phap nhan tt Lagrange sau day:

Dinh 1y 1.5.11 (Diéu kién can cip 1 — Phuong phap nhan tit Lagrange). Gid st
f va g khd vi lién tuc trén trén tap md Q trong R2. Néu (zo,yo) la mot nghiem dia phuong
cua Bai todn théa Vg(zo,yo) # 0, thi phdi ton tai X € R sao cho

V f(zo,y0) + AVg(zo, yo) = 0,
tge la

%(x()vy()) =+ A%(‘T(%y()) =0

%(wo, Yo) + /\%(:L‘o, yo) = 0.

Phwong phdp nhan tw Lagrange

Tim cuc tri dia phuong cia f(z,y)
théa g(xz,y) = c.

Nghiém ctia bai toan phai thoa hé phuong trinh sau gom 3 phuong trinh va 3

an z, y, \:

9 (z,y) + A% (2,y) =0

—~ o~

Vi du 1.5.12. Tim cuyc tri cia ham f(z,y) = = + y thoa 22 +y% = 1.

Ta giai hé
1+A(2z)=0 1
Tr= = =
1+A2y) =0 <<= <, y2 22
2,2 ety =1
4y =1
Nghiém la z =y = j:?. Vay néu bai toan c6 nghiém thi né phai & cac diém (?, @) va
(=% =%,

Bay gio ta téng quéat hoa cac két qua trén cho truong hgp ham cé s bién bat ki. Lam
tuong tu truong hop n = 2, ta c6 thé thu duge mot tdng quat hoa ctia phuong phap nhan
ti Lagrange:

Dinh 1y 1.5.13. Cho f va ¢;, 1 < i < p khd vi lién tuc trén mot tdp md trong R™. Xét
bai todn

{sz cuc tri cia f(x) (1.5.6)

théa gi(x) =¢;, 1 <i<p<n.
Néu cic diéu kién sau thda
(a) a la nghiém dia phuong cia ,
(b) Vgi(a),Vga(a),...,Vgy(a) doc lap tuyén tinh,
thi ton tai A1, Aa, ..., \p € R sao cho

Vf(a)+ ) AVgj(a) =0.
j=1
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1.5.3 Gia tri I6n nhat va nho nhit

Trong phan nay chung ta khao sat bai toan tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat,
tie 1a tim cyce tri toan cuc.

Mot tap con ctia khong gian R™ dugde goi 14 bi chdn néu né duge chita trong mot qua,
cau v6i ban kinh du 16n. N6i cach khac tap hgp cidc do 16n clia cac phan ti clia tap nay
14 mot tap hop bi chan cac s thue.

Mot tap déng va bi chin trong R™ con dudc goi la mot tap comp(f

Dinh 1y 1.5.14. Mot ham lién tuc trén mot tap compdc thi cé gid tri lén nhat va gid tri
nhé nhat trén do.

Day la mot tong quét hoa ctia Dinh 1y gia tri 16n nhat va nhé nhat ctia ham mot bién.
Chtng minh ctia n6 vugt ra khéi pham vi cia mon hoc nay, thuong co trong cac giao trinh
nhap moén Giai tich.

Ap dung dinh ly nay, dé tim gia tri 16n nhat va nhé nhat trén mot tap compic ta thyc
hién cac bude sau:

Tim gid tri lon nhat va nhé nhat cia mot ham trén mot tap compdc

Buéc 1: Tim cac gia tri ciia f 6 phan trong ctia tap D, dung cac phuong phap
cua cyc tri khong ¢6 rang budc.

Budc 2: Tim cac gia tri cyc tri cia f trén bién cta tap D, dung cac phuong
phép cia cuyc tri c¢6 rang budc.

Budc 3: S6 16n nhat trong cac gia tri § Bude 1 va Bude 2 1a gia tri 16n nhat va
s6 nhoé nhat trong cac gia tri nay la gia tri nhé nhat.

Vi du 1.5.15. Tim gi4 tri 16n nhat va nhd nhét ctia ham s6 f(z,y) = 22 — 22y + 2y trong
hinh ch@ nhat D = {(z,y) |0 <2 <3,0 <y <2}

Vi f la mot da thic nén no6 lién tuc trén hinh chi¥ nhat déng va bi chian D nén f ¢6
gia tri 16n nhat va nhé nhat.

Ta thiyc hién Bué6e 1, xét phan trong ctia hinh chit nhat D. Giai he

fo(z,y) =22 -2y =0, fy(z,y) =22 +2=0,
ta c6 duge diém ditng duy nhét 1a (1,1), va gia tri ctia f 6 do6 1a f(1,1) = 1.
v

(0,2) : : (3,2)

L, L

(0,0} L, (3,0) X

Hinh 1.5.3:

Trong Budc 2 ching ta nhin cac gia tri ciia f trén bién ctia D, bao gdom 4 doan thang
L1, Lo, L3, Ly dugc biéu dién trong Hinh Trén L ching ta ¢c6 y =0 va

f(z,0) = 22, 0<z<3.

Ot compact trong tiéng Anh c6 nghia 13 gon, chit, ...
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Day la mot ham tang ctia x, do d6 gia tri nhoé nhat cia né 1a f(0,0) = 0 va gia tri lon
nhét ctia n6 1a f(3,0) = 9. Trén Lo ta c6 z = 3 va

Day 1a mot ham giam cia y, do d6 gia tri cuc dai ctia né la f(3,0) = 9 va gia tri cuc tidu
ctia n6 la f(3,2) = 1. Trén L3 ching ta c¢6 y = 2 va

f(z,2) = 2 — 4z + 4, 0<x<3.

Bing cac phuong phap ctia vi phan ham mot bién, hay don gidn bang cidch quan sat
rang f(z,2) = (z — 2)?, ching ta thay ring gia tri cyc tiéu ctia ham s6 nay 1a f(2,2) =0
va gia tri cyce dai 1a f(0,2) = 4. Cudi cung, trén L4 ching ta c6 z =0 va

f(0,y) =2y, 0<y<2

Vv6i gia tri cue dai f(0,2) = 4 va gia tri cyc tieu £(0,0) = 0. Do d6, trén bién, gia tri nho
nhat clia f 14 0 va gia tri 16n nhat 13 9.

Trong Bu6c 3 chiing ta so sanh cac gia tri nay véi gia tri f(1,1) = 1 tai diém dimg
va két luan réng gid tri 16n nhat ctia f tren D 1a f(3,0) = 9 va gid tri nhé nhat la

f(0,0):f(Q,Q):O.

Vi du 1.5.16. Tiép tuc Vi du ham f chic chan c6 gia tri 16n nhat va gia tri nho
nhat trén duong tron don vi 22 + y? = 1. Phuong phap nhan tit Lagrange da khang dinh
hai gia tri d6 chi c¢6 thé dat dugc & hai diém (@, g) va (—g, —g) Dé x4c dinh ta chi
can tinh gia tri f tai hai diém nay. Vi f(@, ?) = /2 con f(—g, —?) = —+/2 nén hai
gid tri nay lan lugt 1a gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham.

Bai tap

1.5.1. Tim va phan loai cac diém t6i han ctia ham sé:

(a) f(z,y) = 2? — 2y + y* + 9z — 6y + 10.

(b) flz,y) =a® — 6zy + 8y°.

(¢) f(z,y) =3zy —a?y —ay”.

(d) fla,y) = (2® +y)e?/?.

(e) fla,y) = —a + 4oy —2y> + 1.

() fla,y) =2 +y>—32% —3y* — 9%z

(g) f(z,y) =23 —32% +32(1 —y) +y> + 3y.
(h) f(x,y) = 2> — 322 + 3z — 3?

(i) flz,y) =1—22+ 4oy — 49>

() flz,y) =32" —2® — 2% +y*.

1.5.2. Tim céc gi4 tri 16n nhat v nhé nhat clia f theo cic rang bude duge cho:
)

(a) flz,y) =a%y; 2 +y° =1
1 1 1 1
b =4 =1
(b) f(z,y) PRy
(c) flx,y) =2 =3y+y? —1<z<1,0ley <2

(d) f(z,y) = zy — = — 2y trén tam giac D vdéi cac dinh (3,0), (0,6), (0,0).
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(z,
(0,6) va (6,0).

() f(x,y) = 2 + 2y?® — 22 + 3 dudi rang buoe 22 + y? < 10.
flz,y) = eV (22 4 2y2); D 1a dia 22 + 3% < 4.

g

h) f(z,y) =e ™ a? + 4% = 1.

( WY Y

(i) f(z,y) = 2%y dudi rang budc 22 + 2y2 = 6.

(G) f(z,y) = zy dudi rang buoe (z — 1)% + 4% = 1.

(k) f(l',y,Z) = TYz; 172 + y2 + 2’2 = 3.

1) f(xvyaz):x2+2y2+322; c+y+z=1 z—y+22=2.

1.5.3. Tim cac diém trén mat zy?z® = 2 ma gan nhéat véi gbe toa do.

1.5.4. Tim diém trén dd thi z = 22 4+ ? ma gan nhét t6i diém (0,0, 2).

1.5.5. Tim diém trén mit phing 2z +y — 2z = 3 gan nhat t6i goc toa do.

1.5.6. Nhiet do tren mat cau 22 + y? + 22 = 1 dugc mo hinh héa bing ham T(z,y, z) = 50 —
100(z + 2y + 32)2. Tim noi lanh nhét trén mat cau.

1.5.7. Tim diém trén mat bau duc g(z,y, 2) = 522 + 32 + 322 = 9 ma tai d6 nhiet do f(z,y,2) =
750 + 52 — 2y + 9z 1a cao nhét.

1.5.8. Mot cong ty sdn xuat hai loai dién thoai di dong. Goi z 1a s6 dién thoai loai 1 (don vi
nghin céi), va y 1a s6 dién thoai loai 2 (don vi nghin cai). Doanh thu dugc mo hinh héa béi ham
R(z,y) = 3z + 2y (don vi ti dong). Chi phi dugc mo hinh héa bang ham C(x,y) = 322 — 3zy + 4y>
(don vi ti dong).

(a) Hay tinh C,(3,4) va giai thich ¥ nghia ctia két qua.
(b) Hay tinh doanh thu R(z,y) néu mdi dién thoai loai 1 ¢6 gid ban 3 trigu dong vad mdi dién
thoai loai 2 c6 gia ban 2 triéu dong.

(c) Cong ty nén san xuat véi san lugng méi loai 14 bao nhieu dé duge lgi nhuan t6i da?

1.5.9. Mot cong ty san xuit hai loai may thu hinh: loai CRT va loai LCD. Goi x 13 s6 méy thu
hinh loai CRT (don vi nghin cai) va y 1a s6 may thu hinh loai LCD (don vi nghin cai). Doanh thu
duge cho bdi ham R(z,y) = = + 4y (don vi trieu dong). Chi phi dugec mo hinh héa bing ham

C(x,y) =% — 20y +2y* + 7o — 12y + 9
Coéng ty nén san xut v6i san lugng mdi loai 14 bao nhiéu dé duge lgi nhuan téi da?

1.5.10. Mot cong ty san xuat hai miu xe gin may. Goi z 1& s6 xe theo mau thit nhat, y 1 s6 xe theo
mau thit hai (don vi 1a nghin chiéc). Chi phi san xuat duge cho béi ham C(z,y) = 322 + 4y + 5y?
(don vi trigu dong). Gia ban mdi xe thuoc mau thit nhat 1a 34 trieu dong va gia ban mdi xe thuoc
mau thi thi hai 13 52 trieu dong.

(a) Tim cong thiic cho doanh thu va lgi nhuén.
(b) Cong ty nén san xuét véi san lugng mdi loai 14 bao nhiéu dé c¢6 1¢i nhuan 16n nhat?

1.5.11. Gia sif niing sut cay trong S phu thuoc vao ham lugng chat Nito N v Phétpho P trong
dat theo cong thiic S = NPe~N=F. Hay tim ham lugng t6i wu cho ning sut.

1.5.12. Hay ding phuong phap nhan tii Lagrange dé chiing minh ring trong cac hinh chit nhat
¢6 cting chu vi thi hinh vuong c6 dién tich 16n nhat. Cu thé hon, hay tim gié tri 16n nhat ctia ham
f(z,y) = 2y duéi rang budc g(z,y) = +y = ¢ = hing s6 va x > 0, y > 0.

1.5.13. * Hay dung phuong phap nhan tit Lagrange dé chitng minh bat dang thitc Cauchy: Néu
21,%a,...,%, 1& cac sd thuyc khong am thi Vrixe -z, < w Cu thé hon, hiy tim
gid tri 16n nhat ctia ham s6 f(r1,22,...,2,) = @172 - T, dudi rang buoc g(x1, T2, ..., 2T,) =
T1+ 2o+ -+ 2, =c=hing s6 va x1,2Ta,..., 2, > 0.



Chuong 2
Tich phan cua ham nhiéu bién

Trong chuong nay chiing ta sé nghién ctu tich phan Riemann trong khong gian nhiéu
chiéu. Tich phan trén khong gian nhiéu chiéu la sy phat trién tuong tu ctia tich phan mot
chiéu. Do d6 céc § chinh da quen thudc va khong khé, dé dé theo dbi hon ngudi doc c6
thé xem lai phan tich phan mot chidu trong [Bmgtl]. Tuy phan trinh bay sau day cho s
chiéu bat ki nhung ngusi doc néu mudn c6 thé chi hinh dung cac trudng hgp 1, 2, 3 chidu.

2.1 Dinh nghia va tinh chit cha tich phan
boi

Cho I 13 mot hinh hop, va f : I — R. Ta mudn tinh téng gia tri clia ham f trén hinh
hop I. Ta chia nhé hinh hop I bang nhitng hinh hop con nhé hon. Ta hy vong ring trén
mdi hinh hop nhé hon do, gia tri ctia ham f sé thay doi it hon, va ta c6 thé xap xi f bing
mot ham hing. Ta hy vong rang néu ta chia cang nhdé thi xap xi cang t6t hon, va khi qua
gi6i han thi ta sé dudc gia tri ding ctia téng gia tri ctia f.

Sau day 1a mot cach giai thich hinh hoc. Gia sit thém ham f 13 khong am, ta muén
tim “thé tich” ctia khéi bén dudi do thi ctia ham f bén trén hinh hop I. Ta sé xap xi khoi
d6 bang nhiing hinh hop v6i day 14 mot hinh hop con cia I va chiéu cao la mot gia tri
clia f trong hinh hop con dé6. Ta hy vong rang khi s6 hinh hop tang lén thi ta sé gan hon
gi4 tri ding ctia thé tich.

2.1.1 Tich phan trén hinh hop

Du6i day ta bat dau lam chinh xac hoéa cac y tudng & trén.

43
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Dé khdi dau chiing ta hay xét trudng hgp mot chiéu. Chiéu dai ctia doan thang [a, b]
bing bao nhiéu? Ta mudn khai niém chiéu dai toan hoc mo phéng khai niém chiéu dai vat
Iy thuong dung trong dsi séng tit xuwa. Nhu vay trude hét chidu dai clia mot doan thing
[a,b] 1a mot s6 thuc khong am. Vi chiéu dai vat 1y khong phu thuoc vao céch dat he toa
do, néu ta tinh tién doan théng thi chiéu dai khong thay ddi, vay néu ki hieu chiéu dai ciia
doan [a, b] 1a |[a, b]| thi can c6 |[a+¢, b+c]| = |[a, b]|. Néu n 1a s6 nguyén duong, thi vi doan
thing [0,na] gom n doan thing [0, al, [a,2a],[2a,3al,...,[(n — 1)a,na], nén ta mudn co
tinh chat “cong tinh” thé hien qua |[0, na]| = n|[0, a]|. Diéu nay dan t6i |[0, a]| = n[[0, Lq]|,
hay [[0, La]| = 1][0,a]|. Do d6 v6i m, n la sb nguyén duong thi |[0, Z2a]| = 2([0, a]|. Trong
trudng hop riéng, ta c6 |[0, ]| = 2{[0,1]|. Vi moi s6 thuc a la gi6i han clia mot day cac
s6 hitu ti, nén néu nhu ta mudn chiéu dai ¢6 “tinh lién tuc” thi ta can c6 |0, a]| = al[0,1]],
do dé phai c6 |[a,b]| = ][0,b — a]| = (b — a)|[0,1]]. Dé chuan hoéa ta thusng lay |[0,1]| = 1,
va nhu thé |[a,b]| = (b — a).

Nhu vay dé la chiéu dai c6 nhing tinh chat nhu thuong ding thi né budc phai duge
dinh nghia mot cach duy nhét sai khac cach chon chiéu dai don vi, giéng nhu viéc chon
don vi do trong vat 1y.

Ly luan tuong tu cho s chiéu cao hon, ta c6 thé dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.1.1. Ta dinh nghia mot hinh hop n-chiéu trong R™ 1a mot tap con ciia
R™ ¢6 dang [a1,b1] X [ag,b2] X « -+ X [an, by] V61 a; < b; v6i moi 1 < i < n, tic la tich ctia n
doan thing. Thé tich n-chiéu cia hinh hop [a1,b1] X [ag,ba] X -+ X [ay, by] dugc dinh
nghia 1a s6 thuc (by — a1)(be — az) -+ - (b — ay).

Ta thuong dung ki hiéu |I| dé chi thé tich ctia I. Khi s6 chiéu n = 1 ta thudng thay
tit thé tich bing tit chiéu dai. Khi n = 2 ta thuong dung tit dién tich.

Déi v6i khai niem téng, 1y luan tuong tu nhu déi véi khai niem thé tich, ta c6 thé di
dén két luan la tong ctia ham hing 1 trén hinh hop I 1a |I].

Bay gio ta bat dau qud trinh chia nhé mién xac dinh. Mot phép chia (hay phan
hoach) ctia mot khoang [a,b] 14 mot tap con hitu han ctia khodng [a,b] ma chita cd a va
b. Ta c6 thé dit tén cac phan tit ctia mot phép chia 1a zg, z1,...,2m Vi a = 29 < 21 <
xg < -+ < Ty, = b. Mdi khoéng [z;_1, ;] 1a mdt khodng con ctia khodng [a, b] tuong tng
v6i phép chia.

Mot phép chia ctia hinh hop I = [[;"[a;, b;] 1a mot tich Descartes ctia cac phép
chia ciia cac khoang [a;, b;]. Cu thé néu mdi P; 14 mot phép chia clia khoang [a;, b;] thi
P =[[", P; 1a mot phép chia ctia hinh hop I. Xem vi du & Hinh

Y

d

Hinh 2.1.1: Mot phép chia ctia hinh chit nhat [a,b] x [c,d] gom nhing diém ma cic toa
do thit nhat tao thanh mot phép chia cta [a, b] va cac toa do thit hai tao thanh mot phép
chia cta [c, d].

Mot hinh hdp con tng véi mot phép chia P ctia mot hinh hop I 14 mot tich cac
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khoang con ciia cac canh ctia hinh hop I. Cu thé mot hinh hop con ctia hinh hop I c6
dang [, T; trong d6 T; 1a mot khoang con ctia khodng [a;, b;] ing véi phép chia P;.

Bay gio 1a viec xap xi. Cho I 14 mot hinh hop, va f : I — R. Véi mot phép chia P clia
I, thanh lap tong Riemann

> far)R)
R

& day tong dudc lay trén tat ca cac hinh hop con R clia P, va xg 1a mot diém bat ki thudc
R, xem Hinh Day 1a mot xap xi clia “tong gia tri” ctia f trén I. Néu f > 0 thi day
13 mot xap xi clia “thé tich” ctia khéi bén dudi dd thi ctia f bén trén I.

z

f(wr,yr) |

R (zRa Yr

Hinh 2.1.2: Xap x{ Riemann.

Cudi cting 13 qua trinh gisi han. “Giéi han” ciia tong Riemann khi phép chia “min hon”
s¢ la tich phan ctia ham f tren I, ki hieu la [, f.

Vay [; f dai dién cho khai niém “tong gia tri” ctia ham f tren I. Néu f > 0 thi [, f
dai dien cho khai niem “thé tich” ctia khéi beén dudi do thi ctia f bén tren I

Dé lam chinh x4c ¥ tuéng trén ta can lam ré qua trinh qua giéi han. Chiing ta dua ra
mot cach dinh nghia tich phan Riemann nhu sau.

Dinh nghia 2.1.2. Ta néi f 1a khd tich (c6 tich phan) trén I néu c¢6 mot s6 thuc, goi 1a
tich phan cla f trén I, ki hieu la [, f, c6 tinh chéat l1a v6i moi € > 0 ¢6 6 > 0 sao cho néu
tat ca cac canh ctia cac hinh chit nhat con ctia mot phép chia déu c6 chiéu dai nhoé hon 6 thi
v6i moi cach chon diém dai dién z thuoc hinh hop con R ta c6 > .rflxr)|R|— fI f‘ < €.

!Bernard Riemann la ngudi da dé xudt mot dinh nghia chit ché cho tich phan vao khodng nam 1854,
mic du tich phan da dugc dung trude do.

?Ki higu [ do Gottfried Leibniz dat ra khi xay dung phép tinh vi tich phan vao thé ki 17. N6 dai diéen
cho chit céi “s” trong chit Latin “summa” (t6ng).
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Nhu thé tdong Riemann gan tity ¥ tdi gia tri tich phan mién 1a phép chia dit min. Ngudi
doc quan tam chi tiét hon c6 thé xem & cic gido trinh nang cao hon, chang han [Vugt3].

Vi du 2.1.3. Néu f = c 1a ham hing c6 gia tri bang hing s6 thiic ¢ thi ta thiy ngay tit
dinh nghia 14 moi tong Riemann déu bang c|I|, nén [, ¢ = c|I|. Dac biet [,1=|I].

Khi s6 chiéu n = 1 ta c6 tich phan ctia ham mot bién quen thuoc tit trung hoc va
da dugc khao sat trong mon Vi tich phan ham mot bién, véi f[&b] f thuong dugc viét 1a
fff(:v) dz. Nhu vay ta thwa hudng tdat cd cic két qud da cé trong Vi tich phan
ham mét bién, ching han nhu cong thitc NewtonLeibniz dé tinh tich phan.

Khin = 2 ta c6 tich phan boi hai, thuong duge viét 1a [[, f(z,y) dA hay [[; f(z,y) dzdy.
Khin = 3 ta co tich phan boi ba, thuong duge viét 1 [[[; f(x,y, z) dV hay [[[; f(x,y, z) dedydz.

Ghi cha 2.1.4. Hién gio dv, dvdy, drvdydz, dA, dV chi la ki hiu dé chi loai tich phan,
khong c6 y nghia doc lap.

2.1.2 Tich phan trén tap téng quat

Dé ngén gon hon ta thudng ding tit mién dé chi mot tap con ciia R™. Chiing ta chi
xét nhiing mién bi chdan. Nhé lai ring trong tich phan ham mot bién dé xét tich phan
trén khoang khong bi chian ta da phai dung t6i giéi han cia tich phan va xay dung khai
niém tich phan suy rong, diéu ma ta khong lam trong mon hoc nay.

Cho D 13 mot mién bi chin, va cho f : D — R. Vi D bi chan nén c¢6 hinh hop I chita
D. Mé& rong ham f lén hinh hop I thanh ham F' : I — R xéc dinh béi

Flz) = f(z), €D
0, wel\D.

Dinh nghia 2.1.5. Ta néi f 1a khd tich trén D néu F kha tich trén I, va khi d6 tich
phan cia f trén D dugc dinh nghia Ia tich phan cia F trén I:

Lol

Dé tich phan ciia f trén D dugc dinh nghia thi F phai bi chin trén I, do dé f phai bi
chan trén D.

Tich phan |, p f khong phu thudc vao cach chon hinh hop I. Diéu nay dé doan, va
ngudi ta c6 thé kiém tra chit ché duge ([Vugt3d)).

Chiing ta thay khi D 13 mot hinh hop thi dinh nghia tich phan nay tring véi dinh
nghia da cé.

2.1.3 Thé tich

Ta dinh nghia thé tich thong qua tich phan:

DPinh nghia 2.1.6. Cho D la mé6t tap con bi chin cta R™. Thé tich n-chiéu ctia D duge
dinh nghia 1a tich phan ctia ham 1 trén D:

|Dy:/1.
D
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Néu D 1a hinh hop thi dinh nghia nay tring véi dinh nghia ctia hinh hop da cé.

Ta thuong thay tir thé tich bang tir chiu dai khi n = 1 va bing tit dién tich khi n = 2.

Cé6 thé giai thich dinh nghia thé tich ¢ trén nhu sau. Dit mién bi chin D vao trong
mot hinh hop 7. Xét ham c6 gia tri bang 1 trén D va bang 0 ngoai D. Ham nay thuong
dugc goi la goi la ham ddc trung cta D, ki hiéu la y

(@) 1, z€D
xr) =
X 0, zeR"\D.

D] = / XD-
I

Xét mot phép chia ctia I. Ty cach chon diém dai dién trong méi hinh chit nhat con ma
mdi téng Riemann ciia ham dic trung tuong tng mot xap xi clia thé tich ctia D béi tong
thé tich ctia mot s6 hinh chit nhat con ctia I. Tap D c6 thé tich khi va chi khi cac xap xi
nay gan tity ¥ mot s6 thiyc duge goi 1a thé tich ciia D. Xem minh hoa ¢ Hinh

Dinh nghia néi rang
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Hinh 2.1.3: Cac xap xf du va xap xi thiéu dién tich ctia mot hinh tron bang dién tich clia
cac hinh chi nhat.

Y niém thé tich da c6 tir hang nghin nam trudc nhung ta nén cha § day c6 thé 1a lan
dau tien ta dinh nghia thé tich theo chudn muc chinh xéc ctia toan hoc hién dai.

* Sy ¢ tich phan va su c6 thé tich

Qua ¥ ctia tich phan ta thiy viec xap xi dya trén mot gia thiét: néu bién thay doi it
thi gia tri ctia ham thay déi it. Nhu vay sy kha tich phu thuoc chat ché vao su lien tuc.

Mzt khac khong nhét thiét phai lien tuc thi méi kha tich. Sau day 1a mot vi du mot
ham khong lién tuc nhung kha tich.

Vi du 2.1.7. Cho f:[0,1] = R,

=
8
S~—
I
——
L
8
h
N[ N[

V6i phép chia bat ki ctia [0, 1] sao cho chiéu dai ciia cac khoang con nhé hon 5 thi tong
Riemann nhé hon e. Vi thé ham f kha tich. Cha ¥ ring f khong lien tuc tai 3.

3y 1a mot chit cai Hy Lap, c6 thé doc 1a “khi”
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Dé néi 16 khong lien tuc t6i miic do nao thi kha tich ta dua ra mot sé6 khai niem sau.
Mot tap con ctia R™ 1a c6 thé tich n-chiéu khéng néu ta co thé phi tap d6 bang hiu
han hinh hop c6 tong thé tich nhé hon sé duong cho truée bat ki. Cé thé hicu so luge tap
c6 do do khong thi “khong dding ké déi vdi tich phan”.

Vi du 2.1.8. (a) Tap réng ) c6 thé tich n-chiéu khong.
(b) Tap hop gom mot diém trong R™ c6 thé tich n-chiéu khong.
(c) Mot doan thing trong R? c6 dién tich khong.
(d) Hoi ctia hai tap c6 thé tich khong la mot tap c6 thé tich khong.

Dinh 1y 2.1.9. Cho D la tip con c6 thé tich cia R™. Khi dé néu f bi chan va lien tuc
trén D tri mot tap c6 thé tich khong thi f khd tich trén D.

Chiing minh kho6 vugt ngoai pham vi moén hoc nay ([Vugt3]).

Vi du 2.1.10. Vi hinh chi nhat c6 thé tich nén ham lién tuc trén hinh chi nhat thi kha
tich.

Vé su c6 thé tich, vi tap diém khong lién tuc ctia ham dac trung clia mot tap chinh la
bién ctia tap dé nén ta co:

Hé qua 2.1.11. Mot tap con bi chan cia R™ ¢6 thé tich n-chiéu khi va chi khi bién cia
né cé thé tich n-chiéu khong.

Ta c6 mot miéu ta tien dung cho cac tap khong dang ké:

Meénh dé 2.1.12. Do thi ciia mot ham khd tich trén mot tap con bi chan cia R™ c6 thé
tich khong trong R"+1,

Vi du 2.1.13. D0 thi cia mot ham lién tuc trén mot khodng déng c6 dién tich khong
trong R2. Vay mot doan théng, mot doan parabola, mét dudng tron thi c6 dién tich khong.

Vi du 2.1.14 (hinh tron cé dién tich). Xét hinh tron cho bdi 22 + y? < R2. Bien
ctia hinh tron nay la dudng tron z? + y?> = R?. Duong tron nay la hoi clia nita dudng
tron trén va nita duong tron dudi. Nita dudng tron trén 1a do thi ctia ham y = vV R? — 22,
—R < x < R. Theo Ménh dé tap nay co dién tich khong. Tuwong tu nita dudng tron
dudi c¢6 dién tich khong. Vay duong tron c6 dién tich khong, do d6 theo Hé qua ta
két luan hinh tron c6 dién tich.

Vi du 2.1.15. Tuong ty, mot hinh tam giac thi c6 dién tich vi bién ctia né 1a mot hoi
ctia hitu han nhing doan thang, 1a nhitng tap c6 dién tich khong.

Vi du 2.1.16 (qua cau cé thé tich). Xét qua cau cho béi 22 + 4% + 22 < R2. Nita miit
cau tren la do thi cia ham z = /R? — 22 — y2 véi (z,y) thuoc vé hinh tron 22 +y? < R2.
Vi hinh tron cé dién tich va ham trén lién tuc, nén theo Dinh ly ham trén kha tich,
va theo Ménh dé thi do thi ctia n6 c¢6 thé tich khong trong R®. Tuong tu nita mét
cau dudi ciing c6 thé tich khong, do dé mit cau cé thé tich khong, va do Heé qua
nén qua cau cé thé tich.

Cac vi du trén nham minh hoa rang ching ta da cé thé thio luan céc déi tugng tich
phan va thé tich mot cach chiit ché, théng nhat. Tuy nhién cic van dé nay khong phai la
trong tam cla gido trinh nay, nén ta sé khong ban thém nita.
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2.1.4 Tinh chat cua tich phan
Ta c6 nhitng tinh chat co ban clia tich phan, tuong ti é truong hop ham mot bién:
Ménh dé 2.1.17. Néu f va g khd tich trén D thi:

(a) f+ g khd tich va [,(f +9)= [pf+ [p9
(b) Vi moi s thuc c thi cf khd tich va [pef =c [, f.

(¢c) New f<gth [, f < [pg

Tuy chiing ta khong chitng minh chiit ché cac tinh chat nay nhung khong khé dé giai
thich chiing bing cach diing sy xap xi béi tong Riemann. Ching han néu f < g thi mot
xap xi Riemann ctia f phai nhé hon hay bang xap xi Riemann clia g v6i cting cach chia
va ciing cach chon diém dai dién, do d6 tich phan ciia f nhé hon hay bang tich phan ctia
g. Ngudi doc nén thit dua ra li luan cho céc tinh chat con lai.

Két qua sau néi ring gid tri ciia mot ham bi chan trén mot tap cé thé tich
khong khong dnh hudng dén tich phan.

Ménh dé 2.1.18. Cho D la tap con bi chan ciia R™, f va g bi chan trén D, va f(x) = g(x)
trit ra mot tap cé thé tich khong. Khi dé f khd tich khi va chi khi g khd tich, va khi dé
Inf=1Ipy

Mot hé qui nita 1a them b6t mot tap c6 thé tich khong khong anh hudng t6i tich phan.

Hé qua 2.1.19. Cho D1 va D5 la hai tap con b chan cia R™. Gid s& D1 N Dy ¢6 thé tich
khong. Néu f khd tich trén Dy va trén Dy thi f khd tich trén Dy U Do |, va

[ o=+
DUD> D1 Do

Két qua nay cho phép ta tinh tich phan trén maét mién bang cdach chia mién dé
thanh nhitng mién don gidin hon. Day la dang téng quat ciia cong thic quen thuoc
cho ham mot bién: [V f+ [ f = [*f.

Trong ménh dé trén lay f = 1 ta c6 két qua: Néu Dy va Dy c6 thé tich va Dy N Dy
c6 thé tich khong thi |Dy U Do| = |D1| + |Ds|. Day chinh 1a tinh chit “cong tinh” ctia thé
tich. Ung dung, khi tinh dién tich mot hinh ta vin thudng chia hinh dé thanh nhing hinh
don gian hon bing nhitng doan théng hay doan cong, roi cong cac dién tich lai.

Bai tap

2.1.1. Mot hd nuée hinh chit nhat kich thuée 4m x 8m c¢6 do sau khong déu. Ngusi ta do duge

chiéu sau tai mot s6 diém trén hd nhu trong bang sau. Vi du trong bang nay do sau tai diém céach

bd trai 5m vA bd trén 1m la 4,6m. Hay u6c lugng lugng nude trong ho.

vi tri 1 3 5 7
T [ 3145 |46 |40
3 (374145 | 44

2.1.2. Hay cho mot vi dy minh hoa ring xap xi Riemann tng véi mot phép chia min hon khong
nhat thiét tot hon.

2.1.3. Tai sao khoang (a, b) c6 chiéu dai bang (b — a)?
2.1.4. Tai sao mién phéng bén duéi dd thi y = 1 — 22, bén trén doan —1 < z < 1 c6 dién tich?

2.1.5. Tai sao mot khoi t dién thi ¢6 thé tich?
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2.1.6. Cac ham sau c6 kha tich khong? Néu ham kha tich thi tich phan ctia né6 bing bao nhieu?

z, 0<z<1, z#3,
(a) f(x)—{o - :
’ 37—5
L 0<z<1, 0<y<l1,
b ,y) =149
() f(x.) {0’ et et
4, 0<z <1, 0<y <1, (z,9) # (3, 3),
(c) flx,y) = 11 22
57 (m,y #(575)
2, 0<z2<1,0<y<1, y#ux,
(d) flz,y) = ~
7, 0<z<1,0<y<l, y=u

3, 0<z2<1,0<y<l1, y#2a?
(e) f(x,y)=
2, 0<2<1,0<y<1, y==z2

(f) flzyy)=4,0<zx<1, 0<y<2

2, 0<x<1,0<y<1,
3, 1l<x<2, 0<y<1.

(g) flz,y) = {

2.1.7. Hay cho mot ude lugng cho gia tri clia tich phan (nghia la cho biét tich phan c6 thé cé gia

tri tr dau t6i dau)
// e’ dxdy.
[0,1]%[1,2]

2.1.8. Diéu sau day 1a ding hay sai, giai thich:

// (2% + /y) sin(xy?) dA = 10.
[0,1]x[1,4]

2.1.9. Gid st A C R", A ¢6 thé tich. Cho ¢ € R. Giai thich vi sao [, ¢ = c|A].
2.1.10. Gid st A C B CR", A va B c6 thé tich. Giai thich vi sao |A| < |B].

2.1.11. Gid st A C B C R”, f kha tich trén A va B, va f > 0. Giai thich visao [, f < [ f.

2.1.12. Giai thich vi sao néu f kha tich va |f| kha tich thi

AL

2.1.13. * Tim tap D C R? sao cho tich phan

//D(l—:cQ—yQ) dA

dat gia tri 16n nhat.

2.2 Cong thic Fubini

Cong thitc Fubini trong khong gian hai chiéu c6 dang:

//[a,b]x[c,d] fz,y) dedy = /ab (/Cdf(m,y) dy) dr = /Cd (/ab f(z,y) dm) dy.

Mot tich phan cua tich phan duge goi la mot tich phan lap (iterated integral). Cong
thitc Fubini dua bai toan tinh tich phan boi vé bai toan tinh tich phan ctia ham mot bién.
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Vé mit sb lugng cong thitc Fubini néi ring téng gia tri ctia ham trén hinh chi nhat
bing tong ciia cac tong gia tri trén cac doan cit song song.

Ta c6 thé giai thich bing hinh hoc cong thic trén nhu sau. Gid sit f > 0. Khi d6
f[a,b]x[c,d} f 14 “thé tich” ctia khdi bén dusi mat z = f(z,y) bén trén hinh chit nhat [a, b] x
[c,d]. Khi d6 fcd f(wo,y) dy 1a “dien tich” ctia mat cit (tiét dien) ctia khéi bdi mit phiang
& = x9. Vay cong thitc Fubini néi réing thé tich cia khoi bing téng dién tich cdc
mat cdt song song.

! T
<:\_/
/

z

- ) dy

Y

e

Co6 thé giai thich cong thitc nay bing cach xap xi thé tich ctia khéi nhu sau. Chia

khodng [a,b] thanh nhing khoang con. Ung v6i nhitng khoang con nay, khéi duge cit
thanh nhitng manh bdi nhitng mit cit song song. Vi chiéu dai mdi khodng con 14 nhd, ta
c6 thé xap xi thé tich ctia mdi manh bdi dién tich mot mit cit nhan véi chiéu dai cta
khoang con.

Chi tiét hon, ta xap xi theo téng Riemann: Gid stt a = x9 < 21 < --- < &, = b 12 mot
phép chia ctia khoang [a,b] va ¢ = yp < y1 < -+ < y, = d la mot phép chia ciia khoang
[c,d]. V6i z} 1a diém dai dién bat ki thuoc khodng con Ax; = [z;-1, ;] va y; la diém bat
ki thudoc Ay; = [y;—1,y;] thi

[ ([ s ar) aa

Q

i (/Cdf(af?,y) dy) | Az

i=1
SO R DI
i=1  j=1

= Y. [ty A Ayl

1<i<m,1<j<n

// f(z,y) dzdy.
[a,b] X [c,d]

Ta phét biéu cong thitc chinh xac dudi day ([Vugt3d]):

Dinh ly 2.2.1 (cong thic Fubini . Cho A la mot hinh hop trong R™ va B la mot
hinh hop trong R™. Cho f khd tich trén hinh hop A x B trong R™t™. Gid st vdi moix € A

Q

4Guido Fubini ching minh mét dang tdng quat ctia cong thitc vao dau thé ki 20, nhung nhing két qua
dang nay da dudc biét trude dé kha lau.
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tich phan [g f(x,y) dy ton tai. Khi do

| r=[ ([ s ay) ax

Vi du 2.2.2. Tinh tich phan ff[o 1x[2.3 @ ddy.

Vi ham (z,y) — « 1a lién tuc trén hinh chi nhat [0,1] x [2,4] nén tich phan trén ton
tai, cong thitc Fubini ap dung dugc, cho:

1 4 1 1
[0,1]x[2,4] 0 \J2 0 0 =

Ta ciing c¢6 thé 4p dung cong thiic Fubini theo thtt tu khéc:

4 1 4 1 =1 4 1 1
// a:dxdy:/ (/IL‘d(L‘) dy:/ —x? dy:/dy:y
[0,1]x[2,4] 2 \Jo 2 2 2 2

=0 2
Hé qua 2.2.3 (thé tich ctia mién duéi dd thi). Gid st f la ham zdc dinh, khong
am trén mién bj chan D C R™. Goi E la mién dudi do thi cia f bén trén mien D, tic
E={(z,y) eR"xR |z €D, 0<y< f(x)}. Néu E c6 thé tich thi thé tich dé bing tich
phan cua f trén D:
B[ 1
D

Day 1a mot cong thitc ma ta da huéng t6i ngay tir dau khi xay dung tich phan nhung
phéi t6i gic mdi xay dung dugc.

y=4
=1.
y=2

Chaing minh. Vi E c6 thé tich nén né bi chin, c6 mot hinh hop chita né. Ta cé thé lay
hinh hop d6 1a I x [0,¢] v6i I 13 mot hinh hop n-chidu trong R™ chita D va ¢ di 16n. Ap
dung cong thic Fubini:

|E| = /1=/ sz/(/ XEe(z,y) dy) de.
E Ix[0,d] 1 \Jo

Néu z € I'\ D thi xg(z,y) = 0 Vy € [0,c], do d6 [ xp(z,y) dy = 0. Néu z € D thi
Xe(x,y) = 1 khi va chi khi 0 <y < f(x), do d6 fOCXE(a:,y) dy = Of(x) 1dy = f(x). Do d6

|E| = /D(/OCXE(OC,ydy> dw—/Df(x) dz.

O

Vi du 2.2.4 (tinh dién tich tam giac). Xét D la tam giac vé6i cac dinh (0,0), (a,0),
0,b), véi a,b > 0. Day la mién dusi do thi y = 22 véi 0 < 2 < a. Nhu ta da biét ¢ Vi du
2.1.15| tam gidc D c6 dién tich. Vay

b 1
|D]:/ —x dr = —ab.
0o a 2



2.2. CONG THUC FUBINI 53

y Y
y = h(z) d
z=g(y) z = h(y)
9() y=g(x) ZC/
a x b r 9(y) h(y) z

Hinh 2.2.1: Mién hai chiéu don gian.

2.2.1 Céng thi'c Fubini cho mién phang

Viéc 4p dung cong thitc Fubini sé dé dang hon ddi véi nhitng mién “don gidn”. Mot
tap con clia R? dude goi 1a mot mién don gidn theo chiéu ding néu né cé dang
{(z,y) €eR? |a <2 <b, g(x) <y < h(z)}. Day la mot mién giita hai d6 thi c6 ciing mién
xéc dinh. Mot dudng thang ding néu cit mién nay thi phan giao 13 mot doan théng.

Tuong tu, mot tap con cia R? duge goi 1a mot mién don gidn theo chiéu ngang
néu né co6 dang {(z,y) €ER? | c <y <d, gy) <z < h(y)}.

Meénh dé 2.2.5. Cho mién don gidn theo chiéu ding D = {(z,y) € R?* | a < z <
b, g(z) <y < h(x)}. Gid st f, g va h lién tuc. Khi dé

[ sy asan= [ ( / ?()) F(a,y) dy) do.

Cong thiic c6 thé ding dudi nhitng diéu kien téng quat hon nhu ¢ He qua nhung
chiing ta chi phat biéu § dang thuong diing trong mon hoc nay. Truéng hgp mién don gidn
theo chiéu ndm ngang la tuong ty.

Chaing minh. Ta c6 thé chi ra v6i nhitng diéu kién nay thi mién D c6 dién tich, tuy nhien
If luan chi tiét vugt ra khoi pham vi mon hoc nay (xem [Vugt3]). LAy mot hinh chit nhat
I = [a,b] x [¢,d] chita D. Goi F 1a md rong ctia f len I bang khong ngoai D. Vi f lien
tuc trén tap c6 dién tich D nén f khé tich trén D, do d6 F khé tich trén I. Ngoai ra

fcd F(z,y) dy = fgh(ff)) f(z,y) dy ton tai. Ap dung cong thiic Fubini cho F:

//Df(x,y) dedy = //IF(m,y) dxdy
= /ab(/ch(:c,y) dy) da::/:(/gf:)f(x,y) dy> dz.

O]

Ghi chi 2.2.6. Trong trudng hop mién khong don gian ta c6 thé tim cach chia mién
thanh nhing phan don gian dé tinh, dya trén co sé He qua(2.1.19

Vi du 2.2.7 (tinh dién tich hinh tron). Xét hinh tron D cho bdéi phuong trinh
2% +y? < R%. Ap dung cong thiic 6 Ménh dé cho ham f =1, g(z) = —VR? — 22,
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h(z) = VR? — 22, v6i —R < x < R, hay nhanh hon dﬁngm ta co

R VR2—z2 R
\D|://1dxdy:/ / 1dy d:c:/ 2V R?2 — 22 dux.
D -R —VR?—z? -R

D&i bién = Rsint, dr = Rcost dt, v = R = t=—7/2, x = R = t=7/2, ta
dugce

R ™
/ 2V R?2 — 22 dx = /2 2R?cos’t dt = mR2.
R

Wl

Vay dien tich ctia hinh tron ban kinh R 13 7w R2.

Vi du 2.2.8. Tinh tich phan [[}, ¥ dA, trong d6 D la tam giac véi cac dinh (0,0), (4,2),
(0,2).
Céac gia thiét 6 Menh dé duge thoéa. Ta c6 thé mieu t4 D theo hai cach

D={(z,y) eR*|0<z<4 = <y<2y={(z,y) eR?|0<y <2, 0<z<2y}.

z
2

Theo cach miéu t& thi nhat, tic 1a xem D 14 mién don gidn theo chiéu ditng, thi cong

thitc Fubini cho:
4 2
I://ey2dA:/ /eyzdy dx.
D o \Jz

Tuy nhién ngudi ta biét nguyén ham ctia ham e¥” theo bién y khong phai la mot ham so
cap, do d6 khong c6 cong thiic cho né.
Ta chuyén huéng diing céch miéu ta thit hai, xem D la mién don gian theo chiéu ngang:

2 2 2,
I = / </ eY dx) dy:/ zeY
0 0 0

= ¢t 1.

2
=2 2 2| y=2
o) dy = /0 2ye” dy = e¥ |-,

Y
Y

2.2.2 Codng thi'c Fubini cho mién ba chiéu

Tuong ti trudng hop hai chiéu ta c6 thé néi vé mién ba chiéu don gidn. Mot tap con
ctia R? dugc goi 1a mot mién don gidn theo chiéu truc z néu né c6 dang {(x,y,2) €
R? | (z,y) € D, f(z,y) <z < g(z,y)}. Day la mién nam gitta hai do thi c6 cting mién
xéac dinh. Mot duong thing ciing phuong véi truc z néu cit mién nay thi phan giao 1a mot
doan théng. Tuong tu c6 khai niem mién don gian theo chiéu truc x va truc y.

Tuong tir trudng hop hai chiéu § Ménh dé ta co:

Ménh dé 2.2.9. Cho mién D C R? ¢6 dién tich, va mién E = {(x,y,2) € R® | (z,y) €
D, g(x,y) <z < h(z,y)}. Gid st f, g va h bj chan va lién tuc. Khi do

//E f(x,y, z) dedydz = //D </g:;(;y) f(z,y, 2) dz) dxdy.

Chaing minh. Ta c6 thé chi ra v6i nhitng diéu kién nay thi £ c6 thé tich.
Lay mé rong F cta f léen I x [a, b] sao cho F bang khong ngoai E. Néu (z,y) ¢ D thi F

c6 gia tri 0 tren {(z,y)} x [a,b]. Néu (z,y) € D thi ff F(x,y,z) dz = fgh(;x;/y)) f(z,y,2) dz.
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[_
A
/
/
/
/
/
/
/
/
/
—3————

\_/ |
| P
I |
9(z,y)\. I
1. I
r//J\\_//D z=g(z,y)

(z,y) >
D
x \

Hinh 2.2.2: Mién ba chiéu don gidn theo chiéu truc z.

Ap dung cong thic Fubini cho F:

O]

Vi du 2.2.10. Tinh tich phan [[[,z dV véi E la khéi ti dién véi cac dinh (0,0,0),
(1,0,0), (0,2,0), (0,0,3).

Buéc chinh 1a miéu ta khéi E. Ta c¢6 thé xem E 1a mot khéi don gidn theo chiéu truc
2, 14 mién bén dusi mat phang P qua ba diém (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3) va bén trén tam
giac D v6i cac dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) trong mat phang xy.

Trudce hét can viét phuong trinh mit phing P. Ta c6 hai vecto ciing phuong v6i mit
phing nay 1a (0,0,3) — (1,0,0) = (~1,0,3) va (0,0,3) — (0,2,0) = (0,—2,3). Vecto tich
c6 huéng (—1,0,3) x (0,—2,3) = (6,3,2) vuong géc v6i mat phang P, 1a mot vectd phap
tuyén. Mot diém (x,y, z) ndm trén P khi va chi khi vectd (z,y, z) — (0,0, 3) vudng goc véi
vectd phap tuyén (6,3,2), dong nghia véi tich vo huéng ciia hai vects nay bang 0. Vay
phuong trinh ctia P 1a (x,y, 2z — 3) - (6,3,2) = 0, titc 1a 62 + 3y + 2z = 6. Néu ta nhé dang
tdng quat ciia phuong trinh mit phing 1a ax + by + cz = d thi bing cach thé gia tri vao
ta c6 thé tim duge phuong trinh ctia P nhanh chéng hon.
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Ta c6 thé chon coi tam gidac D la mién don gian theo chiéu truc y trong mit phang
xy. Khi d6 ta c6 mot miéu ta:

E={(z,9,2) eR* [0< 2 <1,0<y <2—22,0< 2 < (6-—6x—3y)/2}.

Mot miéu ta khéi £ nhut mot mién don gidn lap titc cho cach viét tich phan trén E nhu l1a
tich phan lap, chi ¥ 1a cac diéu kién ap dung cong thitc Fubini & Ménh dé déu dugc

e L))
[y ) s

1 3 y=2—2x
= / <:C(3 —3z)y — acy2> dx
0 4 y=0
! 1
= / (323 — 622 + 3x) dor = .
0 4

Nh& cong thiic Fubini céc tich phan nhiéu chiéu c6 thé duge dua vé cac tich phan mot
chiéu. Cac tich phan mot chiéu c¢é thé duge tinh ding hoic tinh xap xi. Viéc tinh xap
xi vé nguyén ly kha don gian, dya trén viéc tinh mot tong Riemann. Viéc tinh ding noi
chung phtic tap hon. Trong thic té tinh xap xi 1an tinh ding thuong can mdot lugng tinh
toan 16n va thich hop dé diing méy tinh. Ngudi hoc c¢6 thé doc lai phan tinh tich phan
trong gido trinh vi tich phan ham mot bién nhu [Bmgt1].

\ e N\
Bai tap

Trong céc bai tap tinh toan co ban & muc nay céc diéu kien dé ap dung cac cong thic
da duge théa, ngusi hoc c6 thé chi can ap dung cac cong thiic.

2.2.1. Cho ham

F:0,1%x[0,1] — R

(a:,y) = f('r’y) :{

z+y, =<y
xy, T >y.

Tich phan ciia f bang bao nhieéu?

2.2.2. Cho ham sb
a?y, 0<z<1,0<y<1ly<a?
flzy) =9 5 )
2y, 0<z<1,0<y<1,y>uz"
Tinh tich phan cta ham f.
2.2.3. Tinh:
(a) Tinh:

[ i aa

2 . _ .4
, T =y

trong d6 D 1a mién bao bédi cac dudng cong y = x
(b) Goi D la mién dugc bao béi cac dudng cong = y*, y—x =3,y = —3,y = 2. Tinh [[, z dA.

(c) Goi D la mién trong géc phan tu thit nhat, nim bén trén dudng hyperbola zy = 1, bén trén
dudng théng y = z, ben dudi dudng thang y = 2. Tinh [[, y dA.
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(d) Tinh tich phan ctia ham z2y3 trén mién dugce bao bdi cac dusng y = 422, y = 5 — /322,
2.2.4. D6i thit ty tich phan trong cac tich phan lip sau va tinh chiing:
) fol (lez ze Y dy) dz.
( ) dy.
( dm) dy.

> ycos(x?) dx) dy.
Ji (i weos(a?) do)

e) fol (f\l/gey3 dy) dx.
2.2.5. Tinh:

(a) Tinh tich phan [[[,y dV trong d6 E la khéi tit dien véi 4 dinh (0,0,0), (1,0,0), (2,1,0) va
(0,0,1).

(b) Tinh tich phan ([, z dV trong d6 E la khéi duge bao bdi cac mit z = 0, z = 0, y = =,
y=1, z=2x+3y.

(c) Tim thé tich ctia khéi duge bao bdi cac mit y =0, 2=0,z=1—z+y,y=1— 2%

2.2.6. Cho f I3 ham lién tuc, hay viét lai tich phan fil f\il folfy f(z,y,2) dz dy dx theo thit tu
dx dz dy.

2.2.7. Tinh f02 fol sz 3z cos(y?) dy dx dz.

2.2.8. Gia st f va g lien tuc va f < g trén [a,b]. Goi D la mién gitta do thi ciia f va g, tic
D={(z,y) eR? |a< <, f(z) <y<g(x)} Ching minh ring

D= [ (st - )

2.2.9. Cho g lién tuc trén hinh hop [a,b] X [¢,d] X [e, f], ching t6

///[M]X[C’d]x[e’f]g(ww) dv = /: (/d (/efg(axy,z) dz) dy) dz.

2.2.10 (thé tich ciia khéi bing tdng dién tich cdc mit cit song song). Gia sit tap
E C R® c6 thé tich. Gia st @ < z < b véi moi (z,y,2) € E. Gia st v6i mdi z € [a,b] tap
E. ={(x,y) € R? | (x,y,2) € E} c6 dién tich . Chiing t6

b
B :/ |E,| dz.

2.2.11. Tinh thé tich ctia khéi duge miéu ta trong Hinh

2.2.12 (khdi tron xoay). Cho f la ham lién tuc trén khoang [a,b] va f(x) > 0 trén [a, b]. Ching
t6 khéi tron xoay nhan du’dc bﬁng cach xoay mién dusi dd thi ciia f quanh truc z c6 thé tich va
thé tich bang V == f 2 dz.

2.2.13 (nguyén ly Cavalieri . Néu hai khéi ba chiéu c6 thé tich, vd ¢6 mot phuong sao cho
moi mat phang véi phuong dé cit hai khéi theo hai mat cit c6 cting dién tich, thi hai khéi d6 c6
ciing thé tich.

2.2.14. Chitng t6 ring thé tich ciia khéi bao béi mit 22 + (y — 2z — 3)?2 = 1, 0 < 2z < 1 bang véi
thé tich ciia khéi bao béi mat 22 +y?> =1, 0 < z < 1 (Hinh [2.2.4)

5Bonaventura Francesco Cavalieri 13 mot nha toan hoc sdng vao dau thé ki 17.
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Hinh 2.2.3:

Hinh 2.2.4: Mat 22 + 32 = 1 (trai) va mat 22 + (y — z — 3)2 = 1 (phai).

2.3 Coéng thic doi bién

Nh6 lai trong tich phan ham mot bién, dé tinh fol V1 — 22 dx ta thudong lam nhu sau.
Dat x = sint thi de = cost dt, x = 0 tuong ung t = 0, x = 1 tuong dng t = 7/2, va

1 w/2 w/2
/ V1—22dx = / V1 —sin?tcost dtz/ cos’ t dt
0 0 0
/21 1 1. t=nj2 T
= /0 §(1+cos2t) dt = <§t+1s1n2t> t:g/ =7

Muc dich ctia bai nay 1a khéo sat tong quat héa phuong phap & trén len nhiéu chiéu: Véi
tich phan [, f(x) da, néu doi bién = = ¢(u) thi tich phan sé bién déi nhu thé nao?

Cho A va B la hai tap mé trong R™. Mot anh xa f : A — B duge goi 1a mot phép
déi bién néu f 1a song anh, kha vi lién tuc, vd anh xa ngudce f~! cing khé vi lien tuc.

Vi du 2.3.1. Trong R™ phép tinh tién = — z + a 13 mot phép déi bién.

Dinh ly 2.3.2 (Céng thiic doi bién). Cong thic doi bién

L e /A (f o 0)|det (2.3.1)

dugc théa dudi nhiing gid thiét: A la mot tap md trong R™, ¢ la mot phép doi bién tu A
len p(A), A va p(A) co thé tich, f va (f o ¢)|dety'| khd tich.
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Nhéc lai ring, dic biet dé tinh toan,
det ' = det J,,.

C6 mot cach viét hinh thitc tuong tir trudng hgp mot chiéu nhu sau:
bat

z = p(u)
thi
dr = | det ' (u)| du.
Néu
reX <= uwel
thi

/f dm_/f )| det ¢ ()| du.

Dau tri tuyét doi c6 thé duge bé di néu ta biét dau ciia det ¢’. Néu det ¢’ luon duong
thi ¢ duge goi la mot phép doéi bién bdo toan dinh hwdng. Néu det ' luon am thi ¢
dudc goi 13 mot phép doi bién ddo nguwoc dinh hudng.

Nhu truong hgp mot chiéu, déi bién c¢6 thé ding dé lam cho ham dudi dau tich phan,
titc dang vi phan, don gidn hon. Trong truong hgp nhiéu chiéu, déi bién hay dugc diung
dé lam cho mién lay tich phan don gian hon.

Vi du 2.3.3 (doi bién mot chiéu). Day la phuong phap ddi bién trong tich phan cho
ham mot bién quen thudc. Thuyce vay, cho z = (t) v6i t € [a,b], § day ¢ lien tuc va
¢ : (a,b) = ¢((a,b)) 1a mot vi dong phoi. Cho f kha tich trén ¢([a,b]). Theo cong thiic

déi bién:
/ ) dy = / Flo®) @) dt.
©((a;b))

Do ¢/(t) # 0, ¥t € (a,b) nén hoac ¢'(t) > 0, Vt € (a,b) hoac ¢'(t) <0, Vt € (a,b). Vi
vay hoidc ¢ 1a ham tang hodc ¢ 1a ham gidm trén [a, b].

Néu ¢ 1a ham tang (bdo toan dinh huéng) thi ¢([a,b]) = [p(a), p(b)]. Do d6, dung ??
dé chuyén dbi giita tich phan trén khoidng mé va tich phan trén khodng déng, ta dugc

/ S0 = | flee® di= [ fe)e 0 a
— [ fwde= [ ) ds
((a),po(b)) [o(a),p(b)]
©(b)
:/ f(z) dx
o(a)

Néu ¢ 1a ham gidm (ddo nguge dinh hudng) thi ¢([a,b]) = [@(b), ¢(a)] va

—¢'(t). Do do
b
d
[ 1t /(a,,,)f (t)] at

/ da
@(b),p(a

<p(a w(b)
o (b) w(a)

(8] =

—
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Trong ci hai truong hop ta dugce cong thite déi bién cho tich phan ham mot bién:
b . ©(b)
[ sewpwa= [
a o(a

Néu ta gia stt ham f lien tuc thi trong vi tich phan ham mot bién cong thiic déi bién
dudce chitng minh bang ciach ding cong thitc Newton-Leibniz va qui tic dao ham ham
hop, va chi can ham ¢ 1a tron.

Vi du 2.3.4 (doi bién hai chiéu). V6i phép déi bién (u,v) +— (z,y) ngusi ta thuong

dung ki hiéu
O(x,y) (890 a””)
=det | Ju 9v).
(u,v) e

V6i ki higu nay cong thitc ddi bién c6 dang nhu sau. Néu phép doi bién (u,v) = (z,y)
mang tap A thanh tap B thi

[ e asty = ] stetuonpuon| 500

Mot cach hinh thic ta c6 thé viét:

dudv.

dxdy = ‘

2.3.1 Toa do cuc

Mot diém P = (x,y) trén mit phing R? c¢6 thé duge micu ta bing hai s6 thuc (r,6),
v6i r 1a khodng cach tix O t6i P, v 0 < 0 < 27 la goc tit vecto (1,0) (tia Oz) t6i vecto
O¢. Vay x =rcost, y =rsinf, r > 0,0 < 0 < 27.

y=rcogb ___________________ (z,y)

O-—————————===

z =r7rsinf

Tuy nhién tuong tng (z,y) — (r,6) nay khong la song dnh va khong lién tuc trén tia
Oz. Vi vay ta phai han ché mién x4c dinh 13 mit phing bé di tia Ox. Khi d6 anh xa
nguge 1a

(0,00) x (0,2m) — R*\ {(x,0) | 2> 0}
(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinb).
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Ta tinh dugc

A(z,y) B cos —rsinf \
(r,0) (r,6) = det < sinf rcosf ) =r>0,

Q

vi vay day 1a mot phép doi bién. Mot cach hinh thitc, ¢6 thé nhd rang

| dody = r drdo. |

Vi du 2.3.5 (tich phan trén hinh tron). Goi B?(O, R) 1 hinh tron déng tam O ban
kinh R. Dé 4p dung cong thiic doi bién ta dung phép doi bién ¢ tit hinh chit nhat md
(0, R) x (0,27) sang mién D 1a B"2(O, R) bd di dudng tron bien va tia Ox. Gia st f kha
tich tréen B'2(O, R). Tap bi bo di c6 dién tich khong, do dé né khong anh hudng dén tich
phan, nén:

// f(z,y) dedy = // flz,y) dedy = // f(rcosf,rsinf)r drdf
B2(O,R) D (0,R) % (0,27)

= // f(rcosf,rsin@)r drdf.
[0,R]x[0,27]

Chéng han dien tich ctia hinh tron la:

R 2
|BWOJﬂhiﬂ) 1¢my=/ / 1-rdf dr = nR?.
B’2(O,R) o Jo

Nhu vay chii ¥ ring véi muc dich lay tich phan thi dé don gian ta thuong lay can trong
toa do cuclar>0va 0 <6 <27

Vidu 2.3.6. Cho E 1a khoi dugc bao béi cac mit z = z?+y* va z = 1. Tinh [[f,, 2 dodydz.

“Bao” ¢ day chi 14 mot miéu t4 tryc quan, vi thé ta nén vé hinh roéi tit d6 dua ra mot
miéu ta toan hoc, tic la miéu ta dudi dang tap hogp.

A

2 =22 442

S

Xem E 13 mot khéi don gian theo chiéu truc z, ndm trén mat z = 22 + y2, dudi mat
z=1.Nhuvay FE = {(2,y,2) € R3 | 22 + y?> < z < 1}. Chiéu khéi F xudng mat phang

Y
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2Oy ta duge hinh tron 22 4+ 2 < 1. Ap dung cong thitc Fubini:

/// z drdydz = // </1 z dz> dxdy

E 22+y2<1 \J22+4y?2
= JLp ()
— //ogrg,ogeg%; (1 — (7“2)2) r drdf
_ ;/01 (/0277(7’—7'5) d9> dr=".

Trong vi du nay mot diém (z,y, z) trong R3 duge miéu ta bang cach diing toa do cuc
(r,0) dé mieu ta (x,y). Ngudi ta thuong goi he toa do (r, 6, z) 1a hé toa dé tru.

2.3.2 Toa dd cau

Mot diém P = (z,v, 2) trong R? c¢6 thé dugc miéu ta bing bo ba sb thue (p, ¢, 0), véi
p 1a khoang céch tit O t6i P, ¢ 1a goc gitta vecto (0,0,1) (tia Oz) va vecto OP, va néu
goi M = (x,%,0) 1a hinh chiéu cia diém P xudng mit phing Oxy thi 6 14 goc tir vecto
. e —~
(1,0,0) (tia Oz) t6i vecto OM.

6 = const

Hinh 2.3.1: p = const ting v6i mot mat cau. Trén mdi mit cau cdc dudng ¢ = const 1a
cac duong vi tuyén, cac duong 6 = const 1a cdc duong kinh tuyén, véi 0 < p, 0 < ¢ < T,
0 <6 <2m Bo (p,¢,0) dai dién cho (cao do, vi do, kinh do) ctia mot diém trong khong
gian.

Trong hinh ta tinh dugc ngay z = PM = pcos¢p, OM = psing, x = OM cosf =
psingcosf, y = OM sin@ = psin ¢sin §. Tuong ty nhu truong hop toa do cuc, dé c6 mot
phép ddi bién thyc sy ta phai han ché mién xac dinh bing cach bo di tap {(z,y,2) €
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R3 |y =0, = > 0}, tiic mot nita clia mit phing xOz, ing véi p=0, 9 =0, ¢ =7, 6 = 0,
0 = 27. Khi d6 anh xa
1 (0,00) x (0,m) x (0,21) — R\ {(z,9,2) €R* [y =0, = >0}
(p7 ¢79) = (.T,y,Z) - (psind)cos@,psin¢sin0,pcos QZS)

la mot song anh, c6

singcosf pcospcosf —psingsind
det J,(p,¢,0) = det | singsind pcos¢sinf psin¢cosl = p?sing > 0.
cos ¢ —psin ¢ 0

Vay day la mot phép ddi bién. Ciing nhu trudng hop toa do cuc, phan bi bo di thusng
khong anh huéng t6i tich phan nén ta thuong khong nhéc tdi chi tiét ki thuat nay.
Mot céch hinh thitc, c6 thé nhé rang

drdydz = p? sin ¢ dpdpdd.

C6 tai lieu dung thit ty trong toa do cau 1a (p, 0, ¢). Thi tu toa do trong toa do cau
lien quan t6i dinh huéng trén mat cau, tuy khong anh huéng t6i tich phan boi nhung sé
anh huéng t6i tich phan mit & chuong sau.

Vi du 2.3.7 (thé tich qua cau). Goi B3(O, R) la qua cau mé tam O ban kinh R trong
R3. Thé tich ctia qua cau nay la:

3 R pm 27 5 . 47 3
|B°(O, R)| = 1dV = 1-p“sing df d¢ dp = —R".
B3(O,R) o Jo Jo 3

Sau day 1a mot s6 vi du cac phép ddi bién khac.

Vi du 2.3.8 (dién tich hinh bau duc). Mot hinh bau duc (e-lip, ellipse) D trong mit
phang 1a tap hop céc diém théa
(z — xo)Q (y — yo)2

a? + b2 <1

trong dé6 a,b > 0. Viét lai cong thic § dang

z—20\> [(y—v0\°
(27) + (") <
a b

ta thay c6 thé lam phép doéi bién

Phép ddi bién nay dua hinh bau duc vé hinh tron u? +v? < 1. Day chang qua la mot phép
co dan (vi ty) truc toa do bién hinh bau duc thanh hinh tron hgp véi phép tinh tién ve
goc toa do. Ta tinh duge dudv = %dxdy, tir dé

|D| :// 1 dxdy:// 1-ab dudv:ab// 1 dudv = abm.
D u24+02<1 u2+v2<1



64 CHUONG 2. TICH PHAN CUA HAM NHIEU BIEN

Vi du 2.3.9 (mot phép doi bién khac). Tmh [[, g;fz dA trong d6 R la hinh binh
hanh bao béi cac dudsng thing v+ — 2y =0, 2 —2y =4, 3z —y =1, vi 3z — y = 8.

Dit u = 2 — 2y va v = 3z — y. Mién bao bdi cac dudong thing v =0, u =4, v =1, va
v = 8 14 hinh chi nhat D = [0, 4] x [1, 8] trong mit phing (u,v).

Ta c6 z = (u—2v)/(—5) vay = (3u —v)/(—5), nén

I(z,y) (‘% ‘9””> (—1/5 2/5>
Lo =det [ Qv §v ) = det =1/5#0,
d(u,v) e -3/5 1/5
suy ra anh xa (x,y) — (u,v) 12 mot phép ddi bién tit phan trong ctia D sang phan trong
clia R. Bién ctia D vad R khong dnh hudng dén tich phan vi chiing c6 dién tich khong va
ta dang lay tich phan ham lien tuc.
Cong thiic dbi bién cho:

//x_dedy = //

3113— D’U
1[4 8w 8

= = — dudv = - —d du = - In8.

5//13qu 5/0 </1“v> ! 5n8

2.3.3  Giai thich cong thdc doi bién

dudv

7

Ching ta sé khong chitng minh cong thiic ddi bién vi mot chiing minh sé khé va dai
vugt khoi pham vi mon hoc nay. Dudi day chung ta dwa ra mot gidi thich, tuy chua phai
la mot ching minh, nhung sé giap ta hiéu ré hon cong thiic.

Dé cho don gian, xét truong hop A 1a mot hinh chi nhat. Anh xa ¢ mang mién A tréen
mit phing (u,v) sang mién ¢(A) trén mit phang (z,y).

Xét mot phép chia A thanh nhitg hinh chi nhét con. Ta xem tac dong cia ¢ 1én mot
hinh chi nhat con dai dién [ug, up + Au] X [vg, vo + Av], c6 dién tich AuAv. Ham tron ¢
mang mdi canh ctia hinh chit nhat nay thanh mot doan cong trén mit phang (x,y), do d6
ta duge mot “hinh chit nhat cong” trén mit phang (z,y) v6i mot dinh 14 diém o(ug, vo).

Bay gio ta tinh dién tich hinh chit nhat cong nay bang cach xap xi tuyén tinh. Doan
cong tit ¢(uo, vo) t6i o(ug + Au,vp) sé duge xap xi tuyén tinh bing mot doan thang tiép
tuyén tai ©(ug,vp). Vi vecto tiép xtc chinh 1a g—‘g(uo, vp) nén doan tiép tuyén nay cho bdi
vecto 2 32 (uo, vo) Aw.

Tu‘dng tu, doan cong p(ug, v + Av) duge xap xi bdi vecto tiép xic g—f(uo, vo)Av. Vay
hinh chit nhat cong dude xap xi bdi hinh binh hanh sinh béi hai vecto tiép xtc trén.

Van dé bay gio 1a tinh dién tich hinh binh hanh sinh béi hai vecto. Gia st a = (a1, as)
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Av -

Au

Hinh 2.3.2: Minh hoa cong thiic déi bién.

T(t + At)

Hinh 2.3.3: Xap x{ tuyén tinh dudng cong: r(t + At) — r(t) = r/(t)At.

va b = (b1, be), dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi a va b 1a

al o siner = \/Jaf? b (1 = cos2 @) = y/]af* bf? — [af? [ cos @ = y/Jal? b2 — (a,1)2

= \/(UJ% +a3) (b} + b3) — (a1b1 + asbs)?

ar by

= (a1b2 — a2b1)2 = |a1b2 — a2b1| = |det <
a9 bQ

> | = |det(a,b)|.
(2.3.2)

Ta vita dudge mot két qua dang chi ¥, gidi thich § nghia hinh hoc ciia dinh thic: gia tri
tuyet déi ctia dinh thitc ciia ma tran chinh 1a dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai
vecto cot clia ma tran. Ban than dau ciia dinh thic cling c¢6 thé dugce giai thich, nhung ta
gac viéc nay lai.

Ngusi doc ki tinh c¢6 thé thic m#c ring cong thiic tinh dién tich thong qua ham sin &
trén chua duge thiét 1ap trong ly thuyét ciia ching ta. Day 1a mot phan déi xac dang. Ly
luan trén chua phai 14 mot ching minh ma chi cho thay sy khong mau thuin véi nhitng
két qua da biét.

Tré lai cong thitc ddi bién, vay dién tich ctia hinh binh hanh sinh béi hai vecto

g—ﬁ(uo,vo)Au va g—f(uo,vo)Av 1a
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0 0 Op Oy
det (2 (uo, v0) A, S (g, w0) A0) | = [det (5 (w0, o). 5 (o, o) ) | Ao

= |det J,(ug, vo)| Aulv.

Diéu nay ciing giai thich sy xuat hién ctia dau tri tuyét doi.

\N e N
Bai tap
Mot s6 bai tap tinh toan c6 thé dung may tinh va tinh xap xi.
2.3.1. Tinh:
(a) Tinh thé tich ctia khéi duge bao béi mit z = 4 — 2% — y? vh mat phang zOy.

(b) Tinh thé tich ctia khdi duge bao bdi mit 2 = 9 — 22 — y?, y < x, trong géc phan tam thit
nhat (tic z,y,z > 0).

(¢) Tinh tich phan [, \/2? + y? dA trong d6 D la mién duge bao bdi hai dudng cong 22 +y* = 4
and 22 + 92 = 9.

(d) Tinh tich phan [, (2* +y?)*/? dA trong d6 D la mién trong géc phan tu thit nhat bao b
duong tron 22 + 42 = 9, duong thang y = 0 va y = /3z.

(e) Tinh tich phan [[}, Z—Z dA trong d6 D 1a mién trong géc phan tu thit nhat bao bdi dudng
tron 22 +y? =1, 22 + y? = 4, duong thing y = 0 va y = .

(f) Tinh tich phan ([, #* dA trong d6 D la mién dugc bao béi e-lip 3z* 4 4y = 8.

(g) Tinh tich phan [[f,, cos [(2? + y* + 22)3/2] dV trong d6 E la qua cau don vi 22432422 < 1.

(h) Tinh thé tich ctia khéi duge bao phia trén bdi mat cau x2 + y? 4+ 22 = 2 va dugc bao phia
dudi béi mit paraboloid z = 22 + y2.

(i) Tim thé tich ctia khdi bi chan trén bdi mat cau 22 + y? + 22 = 4 va bi chan du6i bdi mit
nén 22 =322 + 3y2, z > 0.

(j) Tim thé tich ctia khdi bi chiin bsi mat cau 22 + y? + 22 = 9 va mit tru 22 + 32 = 2y.
(k) Tinh thé tich ctia mién phia dudi mat cau 22 + y? + 22 = 1 phia trén mat phing z = 1/v/2.
(1) Tinh thé tich ctia khéi ben dudi mat z = 4 — 22 — y? beén trén mat 2 + y? + 22 = 6.
(m) Tinh thé tich ctia khdi dude bao béi cac mat z = 9 — 22 — y?, 2 = 322 + 3y — 16.
(n) Tinh thé tich ciia khéi duge bao bdi cac mit z = 3 — 2y, z = 2% + y2.
o) Tinh tich phan x dV trong d6 E la khéi dugc bao béi hai mat z = 6 — 22 — y? va
E
_ .2 2
z ="+ 3y°.
2.3.2. Tinh thé tich ctia khéi duge miéu ta béi diéu kien #2442 < 22 < 3(22+y?), 1 < 22492422 <
4, 2> 0.
2.3.3. Tinh:

(a) Tinh dién tich clia mién dugce bao bdi duvng cong hinh bong hoa r = 4 + 3 cos(116) (day la
duong trong mat phing zy dugc cho béi phuong trinh tham sé 2 = rcosd, y = rsind véi r
nhu trén).

(b) Tinh dién tich mién duge bao bdi dudng cong hinh trai tim r = 1 + cos 6.
(c) Dudng cong trong mit phing zy cho béi phuong trinh 7 = v, 0 < 6 < 27 ciing véi tia Oz
bao mot mién D hinh vé 6¢ duge vé trong hinh Hay tinh tich phan [[, e+ drdy.

2.3.4. Tinh:
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cos(t)*(3*cos(114)+4)
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sin(f)*(3*cos(114)+4)

IS

&

Hinh 2.3.4: Duong r = 4 + 3 cos(116).

Hinh 2.3.5: Duong r = 1 + cos .

(a) Tinh tich phan [[,(2? + 2zy) dA trong d6 R la hinh binh hanh bao bdi cdc dudng théng
y=2z+3,y=2z+1,y=5—-x,y=2—=z.

(b) Tinh tich phan [[,(z + y)* dA trong d6 R la hinh binh hanh bao béi cac dudng thang
y=—-z,y=—a+1,y=2x,y=2x—-3.

(c) Tinh dién tich ctia mién phéng duge bao bdi cac duong cong y? = =z, y? = 2z, y = 1/x,

y=2/x.
(d) Tinh dién tich ctia mién phing dugc bao béi cac dudng cong y? = =z, 3y* = z, y = 22,
y = 222

2.3.5. Xét khoi bau duc E duge bao bdi mat c6 phuong trinh x? + 232 + 322 = 4. Hay tinh thé
tich ctia E bing cach ddi bién dé dua vé thé tich clia qua cau. Tim cong thic thé tich cla khéi
bau duc tong quét.

2.3.6. Tim dién tich ctia mién phing duge bao bdi duong cong x2 — 2xy + 22 + 3y — 2y = 2.

2.3.7. Goi D la mién phing dugc xac dinh béi 2% + 22 + 3y* + y? — 2y < 1. Hay tinh tich phan
[[, @ dedy. Hay téng quat héa.

2.3.8. Tim thé tich ctia khéi dugc tao bing cach xoay mién bao bdi do thi ciia ham f(z) = 2 — 2°
va truc x quanh truc y.

2.3.9. Dung mAy tinh hiay vé mit cdu map md cho bdi phuong trinh trong toa do cau p =
1 + sin?(36) sin® (5¢). Tinh thé tich ctia khéi bao bdi mit nay.

2.3.10. Hay giai bai[2.2.12] (thé tich khoi tron xoay) bing cach doi bién.

2.3.11. Giai bai[2.2.14) bing cach ding cong thitc d6i bién.
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Hinh 2.3.7: Mt xuyén.

2.3.12. Mit xuyén (torus) c6 thé duge mieu ta nhu 14 mat tron xoay nhan dugc bang cach xoay
quanh tryc z mot duong tron trén mat phang Oyz khong cit truc z. Hay kiém tra ring mat xuyén
c6 phuong trinh dang an:

2
(\/m2+y2—b) +22=a% 0<a<hb,
va dang tham s6: ((b+ acosf)cos ¢, (b + acosf)sing,asinfd), 0 < ¢, § < 2. (Hinh [2.3.8]) Hay

z

e

tinh thé tich ctia khéi bao béi mit xuyén.

Hinh 2.3.8:

2.3.13 (thé tich ctia khdi nén). Gia sit D la mot mién trong mat phing Oxy. Cho A la mot
diém phia trén mit phing Oxy trong R3. Tap hop tat ci cac diém nim trén céc doan thing ndi
A véi cac diém thuoc D dude goi 1a mot khéi nén hay khéi chép. Ching han mot khéi ti dien
13 mot khéi nén. Mién D duge goi 1a déy ctia khdi non, con khoang cach tit A t6i mat phing Oxy
dugc goi 1a chidu cao ctia khéi nén. Hay ching to thé tich cia khéi nén ding bang mot phan
ba dién tich ddy nhan chiéu cao.
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2.3.14. Trong mit phing R? mot phép quay quanh gbc toa do mot goc a c¢é thé duge micu ta
bing 2 cach: Trong toa do cuc, dé 1a anh xa (r,0) — (r,0 + «). Tuong tng trong toa do Euclid dé

1a
(x) (cosa —sina> (x)
— . . .
Y sina  cosa Y

Diuing cong thiic dbi bién, hay ching té mot phép quay quanh goc toa do mang mot hinh cé dién
tich thanh mdt hinh c6 cuing dién tich.
2.3.15 (phép doi hinh bao toan dién tich). Mot phép doi hinh trong R? duge dinh nghia la
mot song anh tit R? vio chinh né béo toan khodng cach.

Ngudi ta biét trong mit phing mot phép dsi hinh bat ki 1a mot hop ciia cac phép tinh tién,
phép quay quanh géc toa do, va phép lay doi xiing qua truc z.

Diing cong thic déi bién, hiy ching té dién tich ctia mot hinh phang khong thay déi qua mot
phép dai hinh.

2.4 Ung dung cha tich phan boi

Tich phan 1 tong, d6 1a ¥ nghia chinh ctia tich phan. Vi vay mdi khi ¢6 nhu cau tinh
tong clia vo han gia tri thi tich phan c6 thé xuat hien.

Vé co ban, néu tai méi diém x;, 1 <4 < n c6 tuong tng cac gia tri f(z;) clia mot dai
lugng thi téng gia tri ctia dai lugng d6 di nhien 1a > 7, f(z;). Néu tap hop D cac diém
dang xét 1a vo han thi ham f : D — R ¢6 khi dugc goi la ham mat do cia dai lugng, va
tong gid tri ctia dai lugng 1a [}, f.

2.4.1 Gia tri trung binh

Néu tai cac diém z;, 1 < i < n c6 tuong tng cac gia tri f(x;) thi gid tri trung binh tai
cac diém nay nhu ta da biét 1a 2 3" | f(z;). Trong trudng hgp mién xac dinh ¢6 vo han
phan ti, gid st f : D — R, thi gia tri trung binh ctia f dudc cho bang cong thic tuong
tu, chi thay tong bing tich phan: ﬁ Ip f-

Vi du 2.4.1. Nhiét do tai diém (z,y) trén mat phing 1a 50"~ (do Celcius). Hay tim
nhiét do trung binh trén dia tron don vi tam tai gbc toa do.
Goi D la dia tron 22 + y? < 1. Nhiét do trung binh trén D dugc cho béi

1 a2 1 L2 2
|’w// 50e Y d.’l)‘dy = 7_r/v / 50e T dG dr
D 0 Jo
1
— 50 <1— ) ~ 31,6.
e

2.4.2 Tam khbi luong

Ta gidi thieu khai niem tam khéi lugng (center of mass). Trong trudong hgp hai chét
diém c6 khéi lugng mq tai diém p; v cé khoi lugng me tai diém po thi tam khéi lugng
ctia hé hai diém nay, theo nguyén tic don bay ctia vat 1y, nim tai diém

mip1 + map2
my+my

D6i v6i he gdom n chat diém, bang qui nap ta tim duge vi tri ciia tam khéi luong 1a
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v6i tong khoi lugng 1a m = >0 | m;.

Xét truong hgp khoi luong lien tuc, gia sit ta c6 mot khoéi vat chat chiém phan khong
gian E trong R3. Tai mdi diém p = (x,y,2) € R3 goi p(p) 1d mat do khdi lugng clia khéi
tai p, d6 1a giéi han ciia khéi lugng trung binh quanh p, c¢6 thé hiéu la khéi lugng tai diém
p. Khéi Iugng ctia khoéi chinh 13 tich phan ctia mat do khoi lugng:

m:/p.
E

Tit cong thitc ctia trudng hdp rdi rac & trén ta suy ra vi tri ciia tam khéi luong trong
truong hgp lién tuc sé la

Joer _ Jpep

Jep m

o) day tich phan ctia ham vecto dugc hiéu 1a vecto tich phan ctia timg thanh phan. Cu
thé hon, néu p = (z,y, z) thi tam khéi lugng nam & diém %(IE Pz, [ py, 5 pz).

Vi du 2.4.2. Ta tim tam khéi lugng ciia nita hinh tron dong chat. Goi D la ntia trén clia
hinh tron tam O ban kinh R va goi hiing s6 p 1a mat do khdi lugng ctia né. Khoi lugng
ctia khoi nay 1a m = [[}, p dA = prR?/2. Toa do ctia tam khdi lugng la

1
r = //pxdwdy:O,
m JJ/p

1 0 R rm ) 4
y = — py dedy = — (rsin®)r df dr = —R.
m JJp m Jo Jo 3m

2.4.3 Xac subt caa su kién ngdu nhién

Mot bién ngau nhién X 13 mot anh xa tit mot tap hop cac sy kien vao R. Trong trudng
hop tap gia tri D ctia X la hitu han thi ta n6i X 13 mot bién ngdu nhién roi rac. Véi
mdi gia tri x € D ¢6 mot s6 thuc 0 < f(x) < 1 1a xac suat dé X c6 gia tri z, ki higu 1a
P(X = ). Ham f dudc goi 1a ham phan bd x4c suit clia bién ngdu nhien X. Xac suat dé
X c¢6 gia tri trong tap C C D dugc cho bai

P(XeC)=)_ f(x).

zeC

Mot hé qua la Y- p f(z) = P(X € D) = 1. Gia tri trung binh (mean) hay ky vong
(expected value) theo xac suat ctia X duge cho béi:

E(X)=>) zf(x).

zeD

Vi du 2.4.3. Xét mot tro choi vé6i con xiic sic nhut sau: Nguoi choi phai tra 20 dong cho
mdi lan tung xtc sic. Néu mit ngita 1a mat 6 nit thi ngusi choi duge nhan 60 dong, néu
13 cac mit con lai thi chi duge nhan 10 dong. Héi trong tro choi nay ai duge 1gi, ngudi
choi hay nguoi t6 chic tro choi?

Goi X la bién xac suat nhu sau: Mat 6 nit clia xic sic tng véi sd thuc 60, cac mat
con lai ting véi s6 thyc 10. Ham phan b6 xac suat trong truong hgp nay 1a f(10) = 5/6
va f(60) = 1/6. Cau tra 1i cho cau héi trén duge quyét dinh bdi gid tri trung binh clia
bién xac suat X. Ta c6 E(X) =102 460 ¢ = 112 < 20, nhu vay néu chai nhiéu lan thi
ngudi choi sé bi thiét, con ngudi t6 chitc tro choi sé hudng 10i.
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Trong truong hgp bién ngau nhién lién tuc, tap gia tri clia bién ngau nhien X 14 mot
tap con vo han D ciia R. Tuong ti véi truong hop rdi rac, c6 mot ham phan bo xac suat,
hay mat do xac suat (probability density function) f : D — R sao cho f(z) > 0 va xéac
suat dé X c6 gia tri trong tap C' C D dudc cho béi

P(XGC):/Cf.

Mot he qué la ham mat do xac sudt phai thoa P(X € D) = [, f D
Trung binh hay k¥ vong ctia bién ngau nhien X du’oc cho béi:

B(X) = /Da:f.

Chi § sy tuong ti clia cong thitc nay véi cong thite clia tam khoi lugng.

Vi du 2.4.4. Mot nha san xuat bao hanh mot san pham 2 nam. Goi 7' 1a bién xéc suat
tng thoi diém hu héng clia sdn pham véi s6 thyc ¢ > 0 1a thai gian tit khi sdn pham duge
san xuat theo nam. Gia sit ham mat do xac suat duge cho bdi f(t) = 0, le~ %, Xac suat
san pham bi hu trong thdi gian bao hanh sé 1a

2
PO<T<2)= / 0,1e % dt ~ 18%.
0

Trong truong hop c6 n bién ngau nhién thi tap gia tri clia bién ngiu nhién 13 mot tap
con ctia R, ham phan bd xac suat sé 1a mot ham n bién, va cac tich phan trén sé 1a tich
phan boi.
Vi du 2.4.5. Xét tinh huéng mot chuyén xe buyt thudng t6i tram tré, nhung khong qua
10 phut, va dgi & tram 5 phat. Ham mat do xac suat clia gio xe t6i tram, goi 1a X, dugc
cho béi fi(x) = —0,022 4+ 0,2, 0 < =z < 10. Mot ngusi thudng di xe buyt vao gid nay
nhung hay bi tré, c6 khi t6i 20 phat. Ham mat do xac suat clia gio ngudi nay téi tram,
goi 12 Y, dugc cho béi fa(y) = —0,005y + 0,1, 0 < y < 20. Hdi x4c suat dé ngudi nay dén
dude chuyén xe buyt nay la bao nhiéu?

O day c¢6 hai bién xéc suat doc lap nén ham phan b xac suit chung la f(z,y) =
f1(z) f2(y). Xac suat can tim duge cho béi

PY <X +5) = // f(z,y) dzdy
(z,y) €R2 | 0<2<10, y<z+5}

10
= / / f(z,y) dy dz =~ 65%.

Vidu 2.4.6 (Tinh [ e~*" dzx). Tich phan e e~ dz At quan trong trong mon Xéc
suat (xem Bai tap . 0 day ta sé tinh n6 thong qua tich phan boi.

Goi B’(R) la hinh tron déng tam 0 ban kinh R, tic B'(R) = {(z,y
Goi I(R) 1a hinh vuong tam 0 véi chiéu dai canh 2R, tic I(R) = |
Vi B'(R) C I(R) C B'(Rv2) nén

// e~ (@ H%) gA < // e~ @ +%) g4 < // e~ @ +%) g4,
'(R) I(R) "(RV2)
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Hinh 2.4.1: Duong cong e’ thuong duge goi la duong hinh chudng.

// e~ @) g4 = // re”™ dA = m(l — e_RQ),
B'(R) [0,R] x[0,27]

nén tir bat déng thitc trén, lay gisi han ta dugc

lim // e~ @) g4 = 1.
R—o0 I(R)

Mit khac theo cong thic Fubini:

//I(R> A= (/_};e—mg o) </_Ze_y2 ) </_26_m2 d5”>2,
RIE)T;O //I(R) e () da = Rh—rgo (/_]; e diB)Q = (/Oo P d:c>2.

Vay ta dudc cong thitc noi tiéng:

Bai tap

2.4.1. Tinh:
(a) Tim tam khoi lugng ctia hinh chit nhat dong chéat [—1,1] x [-2,2] C R?,

(b) Tim tam khéi lugng ctia vat c6 hinh dang mot miéng méng chiém mién trén mit phang bao
béi duong y = 12,3722 va dudng y = 8,5 v6i ham mat do khéi luong p(z,y) = 103,6z1y2.

(c) Tim tam khéi lugng ctia hinh tréi tim ¢ Hinh
(d) Tim tam khéi lugng ctia hinh vé 6¢ ¢ Hinh

(e) Ching t6 tam khéi lugng clia mot tam gidc chinh 1a trong tam (giao diém ctia ba dutng
trung tuyén) ctia tam giac.

(f) Tim tam khéi lugng clia mot khdi dong chat ¢6 dang hinh nén nhon can chiéu cao 1a h va
véi day la hinh tron ban kinh R.
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(g) Tim tam khéi lugng ctia khéi ti dien dong chat duge bao bdi cac mit x =0, y = 0, z = 0,
2444+ 2=1v6ia,bc>0.

2.4.2. Cho D C R? la mot tap dong chat, cé dien tich, dbi xing qua goc toa do O tic l1a néu
p € D thi —p € D. Hay tim tam khdi lugng ctia D.

2.4.3. Xét mot mo hinh don gidn cho cau tric hanh tinh Trai dat, gom phan 16i cting & gan tam
c6 mat do khéi lugng cao va phan ngoai c6 mat do khoi lugng giam dan tit trong ra ngoai. Goi p 1
khoang cach tit mot diém t6i tam, thi mat do khéi lugng tai diém dé duge mo hinh héa nhu sau:

o) = 13-10°, 0 < p <1000,
P 1000 < p < 6400,

& day don vi khéi lugng 1a kg va don vi chiéu dai 13 km. Hay udc lugng khéi lugng clia Trai dat.

2.4.4. Khu trung tam thanh phd dugc mieéu t& nhu mot hinh ch nhat [0,1] x [0,2] v6i don
vi chiéu dai I3 km. Gia dat trong khu viyc ndy trong dudc mé hinh héa bing ham p, & vi tri
(z,y) € [0,1] x [0,2] thi p(z,y) = 200 — 10(z — £)? — 15(y — 1)? (trieu dong/m?). Hay tinh gia dat
trung binh & khu viyc nay.

2.4.5. Gia sit raing gbc toa do & trung tam thanh phd va mat do dan s6 tai diém c6 toa do (z,y)
c6 md hinh p(z,y) = 2000(z? + y?)~%2 ngusi trén km?, hiay tim s6 dan trong ban kinh 5 km tit
trung tam thanh phé.

2.4.6. Kim tu thap Vua Khufu la kim ty thap 16n nhat & Ai Cap, dudc xay dung trong khoang
tit nam 2580 TCN tdi 2560 TCN. D4y ctia n6é 1a mot hinh vuéng vé6i chiéu dai canh 13 230,4 mét
va chiéu cao 1a 146,5 mét.

(a) Hay udc lugng thé tich ctia kim tu thap.

(b) Kim tit thap dugc lam bang da voi. Mat do khdi lugng ciia d4 voi vao khoang 2400 kg/m?.
Hay u6c lugng khoi Iugng clia kim ty thap.

(c) Hay u6c lugng cong xay dung kim tu thap nay. (Cong nay it nhat bang thé nang trong
truong ciia khoi kim ty thép.)

(d) Mdi ngudi nhan khoang 2000 kcal ning lugng mdi ngay tit thitc an. Gid st mdi ngusi dung
duge 20% nang lugng dé dé lam viec, 340 ngay mot nam, trong 20 nam, thi can it nhat bao
nhiéu ngudi dé xay dung kim ty thap nay? (Gid sit ho khong c6 may moc, chua ké nhitng
phan khac clia cong viéc va nhitng yéu t6 khac, nén day chi 1a mot wdc lugng tho.)

2.4.7. Hai cong ty san xuat hai sdn pham canh tranh véi nhau. Goi X, Y 1a bién xéc suat ing
v6i thoi diém hu hong clia hai san pham tinh theo thai gian tit khi sin pham dugc san xuat (theo
nam), va gid st hai bién nay 1a doc lap v6i nhau. Gid st cac haim mat do xac suat duge cho bai
f(z) = 0,2e7%2% va g(y) = 0.1e~%¥. Hay tinh xdc sudt sin pham ciia cong ty thit nhat bi hu
trude san pham ciia cong ty thit hai trong thdi gian bdo hanh 3 nam.

2.4.8. Ching t6 ham dugc dimg trong mo hinh phan b6 chuan (normal distribution) ctia mon
X4c suat

thda mén tinh chat can ¢6 ctia ham phan bd xac suat: [*_ f(z) do=1.

2.4.9. Hay dua ra mot gidi thich cho cong thiic sau, thudng duge ding trong xac suit khi c6 hai

bién ngdu nhién:
// e~ (@ +v?) dxdy = 7.
RQ

Tit d6 hay dua ra cong thiic cho mo hinh phan bd chuan ciia hai bién ngiu nhién.

2.4.10 (ham Gamma). Ham Gamma la mot md rong clia ham giai thita 1én tap hgp céc s6 thuc.
Ta dinh nghia

I'(z) = / t*"te~t at, z€eR, z>0.
0
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%o (-yr2-x"2)

Hinh 2.4.2: Ham e~ @*+v%),

(a) Chung t6 I'(z) duge xac dinh.
(b) Kiém tra ring I'(z + 1) = 2I'(2). Suy ra véi s6 nguyén duong n thi I'(n + 1) = n!.
(¢) Kiém tra cong thic I'(3) = /7.

2.4.11 (cong thic Pappus). Hay tim lai cong thic cta Pappusﬂ Thé tich ciia khéi tron xoay
nhan duge bing cach xoay mot mién phing quanh mot truc bén ngoai bing dieén tich clia mién
nhan véi chidu dai ctia dudng di clia tam khéi lugng clia mién.

Cu thé hon, goi D la mién bao bdi hai do thi ciia hai ham f va g trén doan [a,b], v6i 0 <
g(z) < f(x) trén [a,b]. Goi (z9,y0) 1 tam khdi lugng ctia D. Khi d6 thé tich ciia khdi tron xoay
nhan duge bang cdch xoay mién D quanh truc z bang 27yg|D|.

Ung dung, hay tim lai cong thic thé tich ctia khéi xuyén.

SPappus xtt Alexandria, mot nha hinh hoc séng vao thé ki thit 4 sau Cong nguyen.



Chuong 3
Giai tich vecto

Trong chuong trude ching ta da khao sat thé tich ciia mién trong khong gian n-chiéu
va tich phan trén nhitng mién d6. Tuy nhién nhitng cau héi ching han nhu vé chu vi ctia
duong tron, dién tich ctia mat cau, hay néi chung 1a do do ctia tap con “k-chiéu” trong
khong gian n-chiéu véi k < n va tich phan trén dé thi ching ta chua xét. Chuong nay sé
tra 161 nhitng cau hoi nay cho truong hop duong (k = 1) va mat (k = 2).

Chuong nay ciing giéi thiéu cac quan hé giita phép tinh vi phan va phép tinh tich
phan ctia ham nhiéu bién thong qua phép tinh tich phan dudng, phép tinh tich phan mat,
va cac cong thic lién hé chiang, nhu cac cong thiic Green, cong thic Stokes, cong thiic
Gauss—Ostrogradsky.

3.1 Tich phan duodong

3.1.1 Chiéu dai cha dudng di

Khi néi t6i mot “dusng” ta thudng nghi t6i mot “con duong”, tidc 1a mot tap hop diém,
vi du mot dudng thing hay mot dudsng tron. Muc dich ctia chiing ta trong muc nay la
thuc hien cac do dac trén duong, chang han nhu do chiéu dai ctia dudng. Cac do dac dé
sé dugc thyc hién qua mot chuyén di trén con duong. Tuy nhién ta c6 thé di trén mot con
dudng theo nhiéu cach khac nhau, va ta chua c6 cin cit dé cho ring cac do dac bing céc
cach di khac nhau trén cting mot con dudng sé cho ra ciing mot két qua. Do d6 truée mat
chiing ta sé lam viéc véi ting cach di cu thé ma ta goi 1a duong di.

Mot duong di (path) la mot anh xa tit mot khodng dong [a, b] vao R™ (mot tuong tng
mdi thai diém véi mot vi tri).

Tap hop cac diém ma dudng di da di qua duge goi 1a vét cia dwong di (day la
“con duong” nhu da ban & tren). Véi duong di r : [a,b] — R™ thi vét clia r tap anh
r(la,b]) = {r(t) [ t € [a,b]}.

Dudng di r : [a,b] — R™ duge goi la:

e déng hay kin néu r(a) = r(b), tic 1a diém dau va diém cudi tring nhau.

e don néu n6 khong di qua diém nao hai lan (khong c6 diém ty cit). Chinh xéc hon,
néu r khong phai 1a duong dong thi n6 duge goi 1a don néu r 1a don anh tren [a, b);

néu r la duong déng thi né duge goi la don néu r la don anh trén [a, b).

e lién tuc néu r la ham lien tuc trén [a, b].

75
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NJCOOY

DPuong cong kin, Duong cong khong
khong don don, khong kin

E}f fg’gkizong don, Duong cong don, kin

Duong di r : [a,b] — R™ dugc goi la tron néu r 1a ham tron trén [a,b], nghia 1a néu
r mS rong duge thanh mot ham tron trén mot khoang (c,d) chita [a,b]. Diéu nay dong
nghia véi viéc 7 ¢6 dao ham phai tai a va dao ham trai tai b.

Néu r 13 mot duong di tron thi dao ham 7/(¢) c6 ¥ nghia vat 1y 1a van téc chuyén
dong (velocity) tai thai diém ¢. Do 16n ciia van toc |r/(t)| 1a téc do (speed) tai thai diém
t.

Cho dudng di r : [a,b] — R™ Xét mot phép chia a = tg < t1 < -+ < bty = b
ciia [a,b]. Trén mdi khoang con [t;_1,t;], 1 < i < m, ta xap x{ tuyén tinh duong di:
r(t) —r(ti_1) ~ ' (t;_1)(t — ti_1). N6i cach khac, ta xap xi chuyén dong bing mot chuyén
dong déu véi van téc khong ddi r'(¢;_1). Quing dusng di duge trong khoang thai gian tit
ti—1 161 t; duge xap xi béi vecto r/(t;_1)At;, véi chicu dai la |/ (t;—1) Aty].

T(tifl)
Hinh 3.1.1: Xap xi tuyén tinh: r(t;) — r(t;—1) ~ r'(t;—1) At;.
Nhu vay “chiéu dai” ctia dudng di duge xap xi béi Y i, [r/(t;—1)| At;. Day chinh 1a

téng Riemann ctia ham |r/(¢)| trén khoang [a, b].
Vay ta dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia 3.1.1. Chiéu dai ctia duong di r : [a, b] — R™ duge dinh nghia 1a

/ab |’ (t)| dt.

Dinh nghia nay chita cong thitc da quen biét: quang dudng di duge = tdc do x thoi
gian.

Vi du 3.1.2. Gia sit mot vat di chuyén trén mot dudng véi toc do hing v, trong khodng
thoi gian tit a t6i b. Khi d6 quang duong vat da di dugce c6 chieu dai 1a f;’ vdt =v(b—a),
dang nhu ta chs dgi.

Mot ¥ tuéng khac dé dua ra dinh nghia do dai duong 1a 14y gidi han tdng do dai cac
doan thang gap khic ndi cac diém lién tiép trén duong cong, khi s6 diém dan dén vo han
(Hinh [3.1.2). Céch tiép can nay ciing cho ra két qua tuong ty nhu trén.



3.1. TICH PHAN DUONG 77

Hinh 3.1.2:

3.1.2 Tich phan dudng loai mot

Cho duong di 7 : [a,b] — R"™. Gia st f la mot ham thyc xac dinh trén vét clia duong,
tic f : r([a,b]) — R. Ta mudn tinh téng gid tri ciia ham trén dudng.

Ta lam mot cach tuong ty nhu da lam khi dinh nghia chiéu dai duong di. Xét mot
phép chia a = tg < t; < -+ < t;,, = b. Trén khodng con [t;_1,%;] ta xap xi tuyén tinh
duong di r(t) — r(ti—1) = 7'(ti—1)(t — t;i—1). Khi d6 phan duong tu r(¢;—1) dén r(t;) duge
xap xi bang r’(¢;_1)At;. Trén phan dudng nay ta xap xi ham f bdi ham hing v6i gia tri
f(r(ti—1)). Do dé tong gia tri clia f trén phan duong tit 7(t;_1) dén r(¢;) duge xap xi bang
f(r(ti—1)) |7’ (t;i—1)| At;. Tong gia tri ciia f trén dudng r duge xap xi bang

m

Z Fr(tizn)) |7 (tim1) | At

=1
Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.3. Cho f 1a mot ham xac dinh trén vét ctia duong r : [a, b] — R™. Tich
phéan cua f trén r dugc ki hiéu la fr f ds va dugc dinh nghia la:

/Tf ds:/abf(r(t)) |7 ()] dt.

Dé c6 tich phan thi duong di phai kha vi. Néu duong di chi khd vi tung khic, tic
1a ¢6 cac 86 a = tg < t1 < tg < -+ < t;, = b sao cho trén mdi khoang [t;_1,t;] anh xa r 1a
kha vi, thi goi r; 1a han ché cia duong r leén khoang [t;—1,;], ta dinh nghia:

/des:;/nfds.

C,
o
e
C, }
— Cl
0 X

Hinh 3.1.3: Dudng kha vi tting khtc.
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Vidu 3.1.4. Néu f=1thi [ 1d8—f |7/(t)| dt 1a chidu dai ctia duong di .
Vi du 3.1.5. Xét truong hgp hai chiéu, n = 2. Viét r(t) = (z(t),y(t)), khi d6

b
[ #ds= [ (@l uo) a0+ 0 at
Mot cach hinh thiic c¢6 thé nhé ring

ds = /' (t)? + y'(t)? dt.

3.1.3 Tich phan dudng loai hai

Mot trudng vecto la mot tuong tng mdi diém véi mot vecto. Chinh xac hon, mot
truwong vecto trén tap D C R™ 1a mot anh xa F : D — R™. Doi khi dé nhan manh hoic
dé dung ki hieu thudng c6 trong vat 1y ta dé them mii tén trén ki hiéu truong, viét 1a F.

Cho duong di r : [a,b] — R™ va cho F 1a mot truong vecto xac dinh trén vét ctia r. Ta
muén tinh téng thanh phan cia truong cung chiéu duong di.

Vi du 3.1.6. Trong vat 1y, néu mot vat di chuyén theo mot duong dudi tac dong clia mot
truong luc thi téng tac dong ciia e, tic tong thanh phan ciia lyc ciing chiéu chuyén dong,
dugc goi 1a cong (work) ciia truong lye. Trong trudng hop don gidn, néu lyc 1a hing F va
vat chuyen dong déu trén mot ducng thang theo mot Vectd 5 thi cong ctia Iyc bang chiéu
clia F xubng § nhan véi 3, tic 1a |F| cos(F,3)|5] = F -

Hinh 3.1.4: Xap xi tong thanh phan cta truong ciing chiéu dudng di.

Xét mot phép chiaa =ty < t; < --- <ty = bcia [a,b]. Trén mdi khodng con [t;_1,t;],
1 <i < m, ta xap xi dudng bang xap xi tuyén tinh: r(t) ~ r/(t;—1)(t — t;—1). Khi d6 phan
duong ti r(t;—1) dén r(t;) duge xap xi bang r’(t;—1)At;. Trén phan dudng nay truong F
c6 thé duge xap xi bing truong hing, dai dien bdi vects F(r(t;_1)). Téng ciia thanh phan
cing chiéu duong di ctia truong F trén phan duong tit r(¢;_1) dén r(t;) dugc xap xi bang
F(r(ti—1)) - ' (t;—1)At;. Téng thanh phan tiép tuyén ctia F' doc theo r duge xap xi bing
Doty F(r(tiz1)) -/ (tic1) At

Vay ta dinh nghia:

Dinh nghia 3.1.7. Cho F 1a mot truong vecto trén vét cia mot duong di r : [a, b] — R™.
Tich phan cta F' trén r duge ki hiéu 1a fr F - d§ va duge dinh nghia la:

/TF-dg’: /abF(r(t))-r’(t) dt.

Dinh nghia nay dugec mé rong cho dusng kha vi tiung khic theo cach nhu tich phan
duong loai mot.
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Ghi cha 3.1.8. C6 mot sd cach ki hieu khac cho tich phan dudng loai hai, chang han
frF-dF, fTF-dl.

Vi du 3.1.9. Xét truong hop hai chiéu, n = 2. Viét F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) va
r(t) = (z(t),y(t)). Khi d6

b
/ Fodi= / P (), y(0)2' (1) + Qa(t), y(1)y/ (1)] dt.

Ta dwa ra hai tich phan mdi:

b
/P(x,y) dx :/ P(x(t),y(t)x'(t) dt.

b
/Q(:v,y) dyz/ Q(z(t),y(t))y (t) dt.

Nguoi ta thuong viét

/TF dF = /P(x, y) dz + Q(z,y) dy.

T

Mot cach hinh thiic c¢6 thé nhé ring

d3=1r'(t) dt, de=2a'(t)dt, dy=y(t)dt.

3.1.4 Su phu thudc vao ducong di

Nhu da ban ¢ dau chuong, ta rat quan tam téi viec cac két qua do dac c6 thay doi hay
khong néu ta di theo nhitng duong di khic nhau trén cting mot con dudng.

Cho ¢ : [c,d] — [a,b] 12 mot phép do6i bién. Néu ¢/ (t) > 0 v6i moi t € [c,d] thi ta néi
¢ bdo toan dinh hudng. Néu ¢'(t) < 0 v6i moi t € [c,d] thi ta néi ¢ ddo ngugc dinh
hudng.

Néu r : [a,b] — R™ la mot duong di thi r o ¢ 1a mot dudng di cung vét véi r. Ta néi
r o va r sai khdc mot phép ddi bién. Ta cé két qua don gidn sau day vé sy bat bién ctia
tich phan dudng qua mot phép déi bién.

Dinh 1y 3.1.10 (dbi bién trong tich phan duwdng). (a) Tich phan duding logi mot
khong thay doi qua phép doi bién.
(b) Tich phan duong logi hai khong thay doi qua phép doi bién bdo toan dinh hudng va
doi dau qua phép doi bién ddo nguge dinh hudng.
Chitng minh. Cho f 1a mot ham thyc va F 1a mot trudng vecto xac dinh trén vét cla
dudng r : [a,b] — R™. Cho ¢ : [¢,d] — [a,b] 1A mot phép ddi bién. Ta xét trudng hop ¢
dao ngude dinh huéng, truong hop con lai 1a tuong tu. Theo cong thic déi bién cta tich
phan boi, v6i phép ddi bién u = (t) thi

b d
/f ds:/ Fr(w)) |r' ()] du:/ Flr(e®)) ' ()| 1¢'(t)] dt
d
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Trong khi d6

b d
/T F.di= / F(r(u)) ' (u) du= / F(r(p() - ()]l (8)] dt
d
—— [ G el o d
d
- / F(rop(t) - (rog)(t) di

B c
:—/ F-ds.
rop

Vi du 3.1.11. Ca4 hai loai tich phan duong khong thay ddi duéi mot phép tinh tién ctia
bién thoi gian t +— t + ¢ vdi c € R.

O

Vidu 3.1.12. V6i dudng di r(t), t € [a,b] thi dudng r(a+b—t), t € [a,b], khdi dau & r(b)
va két thuc 6 r(a), dude goi 1a dudng nguge cia duong r, ki higu 1a —r. Ta n6i dudng
—7 trai chiéu véi duong r. Dinh ly néi néu dio nguoc dinh hudng cia duong
thi tich phan dwong loai mot khong thay déi trong khi dé tich phan duong loai
hai bi déi déu.

Duong di 7 : [a, b] — R™ dugc goi la chinh qui néu r tron trén [a, b] va van toc 7’ (t)
luon khac khong.

Ngudi ta c6 thé ching té hai duong di don chinh qui véi ciing vét khéac biet bsi mot
phép doi bién ([Vugt3]). Tir d6 ta néi hai dusng di don chinh qui c6 ciing vét 1a ¢6 cung
dinh hwdng néu ching sai khac mot phép déi bién bao toan dinh hudéng, va ngudc lai néu
phép dbi bién la ddo nguge dinh huéng thi ta néi hai duong la trdi dinh hwdng.

Ta c6 két qué chinh ctia phan nay ([Vugtd]):

Dinh ly 3.1.13 (tich phan trén dudng cong). (a) Tich phan dudng logi mot doc
theo hai duong di don chinh qui cé cing vét thi bang nhau.

(b) Tich phan duong logi hai doc theo hai duong di don chinh qui cé ciing vét thi bing
nhau néu cung dinh hudng va doi nhav néu trdi dinh hudng.

Nhu vay ta c6 thé néi dén tich phan duong loai mot (chdng han chiéu dai) trén mot
tap diém, vi du nhu mot dudng tron, mot do thi, ... néu tap diém dy 1a vét clia mot

!Trong quyén sach cta Stewart [Stel6] thuat ngit dudng tron chinh la thuat ngit dudng chinh qui & day.
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duong di don chinh qui ndo dé. Trong trudng hop nay ta néi vét dé 1a mot duong cong
(curve).

Dé tinh tich phan trén mot dudng cong ta c6 thé chon mot duong di don chinh qui
bat ki dé thuc hién tinh toan. Déi véi tich phan duong loai hai thi ta duge cho thém mot
“dinh huéng” trén dudng cong va ta c6 thé chon mot duong di don chinh qui ¢6 ciing dinh
huéng bat ki dé tinh.

Vi du 3.1.14. Gié st ham thyc f xac dinh trén khoéng [a, b]. Goi v 14 mot dudng chinh
qui bat ki di tit a t6i b. Vi khoang [a, b] ciing la vét clia dudng don chinh qui a(t) =t véi

t € [a,b] nén . b
/vf dsz/af ds:/a Fla()a' (1) dt:/a F() dt.

Day chinh la tich phan ctia ham f trén khodng [a,b]. Vay tich phan ctia ham thyc trén
khoéng 1a mot truong hgp riéng ctia tich phan duong loai mot.

Vidu 3.1.15 (chiéu dai ctia dudng tron). Xét duong dir(t) = (Rcost, Rsint), 0 <t <
27, mot duong di véi tée do hang quanh dudng tron tam O ban kinh R. Chiéu dai clia duong
nay la f027rR dt = 27 R. Néu ta lay mot duong di khac a(t) = (Rcos(2nt), Rsin(2nt)),
0 <t <1, thi chiéu dai ciia duong nay la [ 27R dt = 27 R.

Bay gio ta c6 thé néi chicu dai ctia dudng tron bang 27 R, khong phu thuoc vao cach
chon mot tham s6 héa don chinh qui dé tinh.

Vi du 3.1.16. Cho trusng ﬁ(m,y) = (2y, —3z) va C la duong cong y = 22, 0 < x < 1,
dinh hudng tit (0,0) t6i (1,1). Hay tinh I = [, F - d5.

Ta can dua ra mot tham sé héa cho dusng cong C. Vi C 1a mot do thi, ta c6 ngay
tham s6 héa C1(z) = (x,2?), 0 < x < 1. Ta ciing c¢6 thé dung cac tham s6 héa khac nhu
Co(y) = (V¥,y), 0 <y < 1, hodc C3(t) = (Int,In*t), 1 < ¢ < e. Day déu la cdc dudng di
don, chinh qui v6i vét C, theo dinh huéng da cho. Véi Cy:

. 1 1 4
/ P d§’:/ F(Cy(2)) - Ol () do = / (22, —32) - (1,22) da = — 2.
C1 0 0 3

/CQF-ds*:/Olﬁ(cz(y».cg(y) dy:/ol(gy’_gﬁ).<2\1/g’l> ot

/ F.ds = /ﬁ(cg(t)).cg(t) dt:/ (21n2t,—31nt)-(1,21nt> dt
Cs 1 1 t t

¢ In’t 4 4
= 4= dt = ——In*t¢ = ——.
/1 ¢ gt = =3

* Lién hé giira hai loai tich phan dudng

Ta dua ra dinh nghia hwdng tiép tuyén cia duong cong duge dinh hudéng C, vét
ctia mot dudng di don chinh qui r(¢) theo huéng da dinh, a < t < b, tai diém p = r(¢),
a < t < b, 1a huéng ctia vecto van téc r'(t). Huéng nay khong phu thudc vao cach chon
duong di don chinh qui trén dé6. Vi vay viéc dinh huéng cho duong cong dong nghia véi
viéc chon huéng tiép tuyén.

Tai diém p = r(t) vecto tiép tuyén cung chiéu don vi dudge dinh nghia, d6 la

T(p) = - ﬁggp khong phu thude vao céch chon dudng di r theo dinh huéng ciia C.
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Néu F 13 mot truong vecto trén C' thi

/CF-d§ _ /abF(r(t))-r’(t) dt:/ab [F(r(t))- r(®) } (1)) dt
b

| (2)]
- / [F(r(t)) - T(r(t))] |r’(t)]dt:/CF-Tds.

Vay trong truong hop nay tich phan duong loai hai cé thé duge biéu dién qua tich
phan duong loai mot. Biéu thiic trén cling khing dinh lai ¥ nghia ctia tich phan loai hai,
dé 13 tdng thanh phan tiép tuyén cla truong doc theo duong.

Bai tap

3.1.1. Tinh:
(a) Chiéu dai ctia dusng 7(t) = (2v/2t,e %, %), 0 <t < 1.
in x + 2x v6i a duon, =z <z<l.
(b) Tinh [, 4ydx 4 2xzdy, v6i C la dudng y = 2*, 0 1
(c) Tim khdi lugng ctia sgi day hinh parabol y = 22, 1 < 2 < 2, v6i mat do khéi lugng
plz,y) =y/z.
(d) [osinz?de + e®dy + e¥dz, v6i C la dudng (2,t,e'), 0 <t < 1.
) o F - dF, v6i F(z,y,2) = (sinz, z, —ay) va C la dudng (cosf,sinb,0), 0 < 6 < 9 /4.

(f) Tim cong cta truong F(z,y,z) = (y — 22, 22 + z,yz) trén duong (¢, 2,13), 0 < t < 1.

3.1.2. Cho trusng F(z,y) = (nyery,x26m2y>. Tinh tich phan dudng cta truéng nay doc theo
mot dudng di tit diém (0,0) t6i diém (1,1) bing cac cach sau:

(a) ding dudng thang,

(b) dung duong gap khiic,

(¢) dung duong khéc.

3.1.3. (a) Mot vat di chuyén trong trudng trong luc ctia Qua dat tit mot diém c6 cao do 100
mét dén mot diém c6 cao do 200 mét. Hodi cong clia trong Iuc 1a am, biang khong, hay ducng?

(b) Cho C la mot dudng va n la vects phap tuyén. Hoi [ n-ds la am, bang khong, hay dwong?

3.1.4. Phan tit DNA trong khong gian ba chidu c¢6 hinh dang dudng xoén ¢ kép, mdi duong céd
thé duge mo hinh hoa bdi duong (Rsint, Rcost, ht) (hdy vé dudng nay). Ban kinh ciia mdi dutng
xoan 6¢ khoang 10 angstrom (1 angstrom = 1078 cm). Mdi dudng xoin 6c xo#dn lén khoing 34
angstrom sau mdi vong xoay. Hay uéc tinh chiéu dai ciia mdi vong xoay ciia phan ti DNA.

3.1.5. * Mot soi day v6i hai dau ¢6 dinh duéi tdc dong ciia trong truong sé c6 hinh dang maot
duong xich (catenary) véi phuong trinh y = a cosh <§), v6i cosh 1a ham hyperbolic cosine cho béi
coshz = (e +e77)/2.

Dai tudng niém Gateway Arch & Saint Louis nuéec My c¢6 dang mdt dudng xich ddo nguge. Vi
tri diém tam hinh hoc (ciing la tam khéi lugng clia mit cit vuong géc) (centroid) clia cong duge
thiét ké theo cong thitc y = 693,8597 — 68, 7672 cosh 0,0100333x véi y 1 khodng cach t6i mat dat
va —299,2239 < x < 299,2239, don vi do 1a feet. Hay tinh chid¢u dai clia dudng tam hinh hoc.

3.1.6. * Cau Akashi-Kaikyo ¢ Nhat Ban hién 1a mot trong nhitng ciy cau treo dai nhat thé gisi.
Hai thap cao 297m tinh tit mat bién. Chiéu dai nhip chinh (khodng céch giita hai thap) 14 1991m.
MB&i soi cap chinh c6 dang mot dudng parabola. Diém thép nhét clia soi cap chinh cach mit bién
khoang 97m. Hay tinh chiéu dai clia mot sgi cap chinh, bing tinh chinh x4c hodc tinh xap xi.

3.1.7. Khi no thi chiéu dai ctia mot duong di bang 07
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3.1.8. * Cho duong di chinh qui r : [a,b] — R™. Dat

s(t) = /at I (w)] du.

Ham s dugc goi 1a ham chiéu dai ctia r. Dat chiéu dai ctia r 1a [ = s(b).
(a) Chung t6 ham s(t) ¢c6 ham nguge tron. Goi ham d6 1a ¢(s), 0 < s <.
(b) Kiém tra réing duong a(s) = 7(t(s)) c6 ciing vét véi dudng r. Chiing t6 téc do ciia o luon 1a
1.

Viéc thay r béi a dude goi 1a tham sé héa lai theo chiéu dai. Tham sé héa theo chiéu dai duge
dic trung béi tinh chat tdc do luon bang 1.
Chi ¥ ring %2 (¢) = [r/(t)|. Diéu nay thudng dugc viét dusi dang ki hieu 1a ds = [r/(t)|dt.

3.1.9. Hay kiém tra ring dudng tron tam 0 ban kinh R c6é tham s6 héa theo chidu dai la

R(cos (%),Sin (%)), 0<t<2rmR.

3.1.10. Gi4 stt dudng v trong R™ dudc tham sb héa theo chidu dai c6 vét C. Do cong ciia dudng
C la téc do bién thién ciia phuong chuyén dong, duge cho béi k = ||

(a) Ching t6 do cong ciia mot dudng thang bing 0 tai moi diém.

1

(b) Chiing té do cong clia mot dudng tron ban kinh R ding bang % tai moi diém.

(c) Hay tinh do cong ctia dudng xodn (Vi du|1.4.2).

3.2 Cong thirc Newton—Leibniz va Cong thirc
Green

3.2.1 Truong bao toan

Dinh nghia 3.2.1. Mot truong vecto F' dudc goi 1a bdo toan néu c6 ham sb thuc f, goi
la mot ham thé cta F, sao cho Vf = F.

Vects V f(x) dai dién cho dao ham f/(x), vi thé ta c6 thé hiéu 1a f/ = F: ham thé f
chinh 1&4 mot nguyén ham cia ham F.

Mot trusng bao toan con duge goi la mot truong gradient.
Vi du 3.2.2 (trudng hing). Gid sit ¢ € R” vi F 1a trudng trén R™ cho bdi F(z) = c.
Mot nguyén ham cta F 1a f(x) = ¢- x, vay F 1a bdo toan.
Dinh 1y 3.2.3 (cong thitc Newton—Leibniz). Gid sir la mot duong di tron bat dau &
A wva két thic ¢ B. Cho f la mot ham thuc tron trén mot tap md chia vét cia r. Khi do:

/ Vf - ds=f(B) - f(A).

Dinh 1y trén c6 mot hé qua 1a tich phan fr V f - ds khong phu thuoc vao sy lya chon
duong di r tit diem A t6i diem B. Ta néi tich phan nay la doc lap vdi duwomg di.
Cong thiic trén c6 thé duge hiéu nhu:

B
/ f' = F(B) — F(A).
A

Day la dang tong quat hoa ciia cong thitc Newton-Leibniz cia ham mot bién von duge
thuong goi la Dinh 1y co ban ctia Vi Tich phan, vi vAy cong thic nay ciing duge goi la
Dinh ly co ban cua tich phan dudng.
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Chitng minh. Gia st r : [a,b] — R", r(a) = A va r(b) = B. Khi d6 theo cong thic dao
ham ctia ham hgp va cong thitc Newton—Leibniz ctia ham mot bién:

b b
/Vf.d.;:/ V() - (1) dt:/ %(for)(t) dt = for(d) — for(a).
0

Hé qua 3.2.4 (tich phan ctia trudng bao toan chi phu thudc vao diém dau va
diém cudi caa dudng di). Néu F la mot truong bdo toan lién tuc trén mién D thi tich
phan cia F trén mot duong di tron trong D chi phu thuoc vao diém dau va diém cudi cia
duong di.

Hé qua 3.2.5 (tich phan cta trudng bao toan trén dudng di kin bing khéng).
Néu F la mot truong bao toan lién tuc trén mién D thi tich phan cia F trén mot duong
di tron kin trong D bang khong.

Nhitng két qué trong phan trén c6 thé duge md rong cho cac dudng tron ting khic.

Vi du 3.2.6. Tinh tinh phan [, ydz + (z + 6y)dy trong d6 C' la mot dusng di tir (1,0)
t6i (2, 1).
Ta tim mot ham thé cho trudng (y, z + 6y). Ta gidi hé phuong trinh dao ham riéng dé
tim nguyén ham:
(zy) = ¥
oy (@ y) = x+6y.
Tu phuong trinh thd nhat ta dude f(z,y) = [y de = zy + D(y). Thay vao phuong trinh

thit hai ta duge D'(y) = 6y, suy ra D(y) = [ 6y dy = 3y* + E. Vay ta tim dugc mot ham
thé 1a f(x,y) = zy + 3y>. Suy ra tich phan da cho bang f(2,1) — f(1,0) = 5.

SIS

Vi du 3.2.7. Dy doan truong vecto trong hinh sau c6 bio toan quanh diém giita hay
khong?

3 LSS SN STy y y F Y |
N X AR RN KRS S rwr sy A I A2 S AL S PN
AR XA AN R R R crrr A A ARSI

2 KARNRKNNRNR SR S~ ev v v g g g A JA LIPS
A AR RN IANNRNNRS S S wesev s g g JJ LA L PP L
AN AR RANRNANRRS v d A g pJ A 1P ]
N e Y Y Y Y 2 2 2 X

I N 12 Y Y Y A Y
AXN AN N AN ff PP
PASY AN LY

0 tretttearadaras ettt
THeatttttttttti"Xhbbbtttretett
Prtfdttttrr i~ XA AT
fFHEA PP A7 7N R A A

1 HHI A A AR A OO AN Y
F11RPPP PRSI AT AR AN R R ARV AY
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2D FPPPI I IS A e NNRRANR AR R
VNI IUIIY S WRRRRNRNARKR K
AL PP AAA T 7w rraemenwNRR R RN R AR
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Lay mot dudng kin quanh diém gitta, ching han mot duong tron hay duong vuong, ta
thay tich phan ctia truong doc theo dudng dé bang 0. Do d6 ta dy doan trudng trong hinh
la bao toan.

* Y nghia vat ly cia khai niém trudng bao toan
Vi du 3.2.8. Xét vat c¢6 khdi lugng m & trong khong gian gan bé mit qua dat. Ta xap

xi bang cach gia sit trong trudng khong ddi trong phan khong gian nay. Néu ta dit truc
z vuong goéc véi mat dat, chi ra ngoai, va goc toa do trén mat dat thi trong lyc tic dong
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len vat 1a F = —mgk = (0,0, —mg) trong d6 g ~ 9,8 m/s? la hiing s6 trong trudng gn
miat dat. Ta tim duge ham thé cta trudng nay c6 dang f(z) = —mgz + C. Trong vat 1y
ta thuong cho thé nang ciia vat ¢ trén mat dat 14 duong, con thé nang tai mat dat bang
0, do d6 thé nang ciia vat duge cho bdi ham U(z) = mgz. Nhu vay ham thé trong vat 1y
13 d6i ctia ham thé trong toan.

Vi du 3.2.9 (trudng trong luc). Chinh x4c hon, gid st mot vat c6 khoi lugng M ndm

§ gbc toa do trong R3, v mot vat ¢ khéi lugng m nidm & diém 7= (x,y, ), theo cd hoc

Newton, vat c6 khéi lugng m sé chiu tdc dong ciia lyc hap dan ti vat c6 khoéi lwong M

bing

mMG
|73

Ta tim mot nguyén ham cho F bang cach gidi hé phuong trinh

—

P = -

g—ﬁ(w,y,z) =-—-mMG L

($2+y2+22)3/2
of _ y
@(xaya z) = —mMG (@22 +22)3/2

2]

Tit phuong trinh thi nhat, 1ay tich phan theo x ta duge

x mMG

f(z,y,2) = /—mMG (@2 + 2 + 22)32 dx = (@2 + 42 + 22)1/2 +

C(y, 2).

Thay vao hai phuong trinh con lai, ta duge C(y, z) thuc sy chi 1a mot hing s6 C. Vay
—») — mMG

truong trong lyc 1a mot truong béo toan v6i mot ham thé 1a f(7 SR

Gia stt mot vat di chuyén duéi tac dung ctia tong lue F. Gia st trudsng F 1a bao toan véi
f 1amot ham thé. Gia st vi tri ctia vat ¢ thoi diém ¢ 1a r(t). Gid st r(tg) = xo var(ty) = 1.
Ta dinh nghia déng ndng (nang lugng tit chuyén dong) clia vat 1a K (t) = sm|r/(t)[*; va
thé ndng (nang lugng tit vi tri) ctia vat 1a U(z) = —f(z).

Theo dinh 1y co ban cta tich phan dudng:

[ Fds = o)~ @) = ~(U@1) - Ulan)).

Vay cong clia truong bang doéi ctia bién thién thé nang. Mit khac theo co hoc Newton:
F = ma = mr". Do do:

x1 t1 t1

/ F.ds= / F(r(t)-r'(t) dt = mr” (t) - r'(t) dt.
x0 to to

Bay gio cht y he thic (xem Bai tap [1.4.12) (' - ¢') =" 0" + 0" - ¢ = 20" - /| hay

- = 3(|r'[2)', ta bién déi

1 t1 1
/ F-dg = m= (' (t)[2) dt
o to 2

1 1
= Sl () = Sl (o) = K () — K (o).
Vay cong clia trudng bang bién thien dong nang. Ta két luan K (t) + U(r(t)) khong doi,
vay tong dong ndng va thé ndng, tic ndng lwong co hoc, duwdc bdo toan trong
qud trinh chuyén dong trong trudng bdo toan.
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3.2.2 Cong thic Green

Trong phan nay ta chi lam viéc trén trén mat phing Euclid hai chiéu R2.

Gia st D 1a mot mién don gidn c6 bién tron ting khuc trén R?. Cu thé, nhu 1a mot
mién don gian theo chidu thang ding, D c¢6 dang D = {(z,y) |a <z < b, f(x) <y < g(z)}
trong d6 f(x) va g(z) 1a ham tron, trong khi d6 theo chiéu nam ngang thi D = {(z,y) | ¢ <
y <d, h(y) <z <k(y)} trong d6 h(y) va k(y) la ham tron.

YA
d

a b T

Bién cua D phai dugc dinh hudng tuong thich votr D. Miéu ta tric quan la: bién
duge dinh huéng sao cho khi di trén bién thi mién nam bén tay trai; hodc: dat ban tay
phai theo huéng ctia bién thi mién nam & phia long ban tay. Chinh xac nhu sau: D dugc
dinh huéng cung chiéu v6i dinh hudng ctia cac duong di v1(x) = (x, f(z)), a <z < b va
dudng —v2 véi y2(z) = (7,9(x)), a < x < b. C6 thé kiém tra duge rang day ciing la dinh
hudng clia dudng —v3 véi y3(y) = (h(y),y), ¢ <y < d va duong v v6i va(y) = (k(y),y),
c<y<d.

Dinh ly 3.2.10 (cong thitc Green). Cho D la mot mién don gidn vdi bién tron ting
khic dugc dinh hudng tuong thich. Gid sé (P,Q) la mot truong vecto tron trén mot tap

md chita D. Khi do:
/ de+Qdy://[aQ—aP] dxzdy.
oD p | Ox Oy

Ching minh. Ta co:

/BDPdx:/hPdx+L2de—L3Pdm—L4de
:/abP(a:,f(a:)) d:c—/abP(x,g(x)) da.

Xem D la mién don gian theo chiéu thang ding, do cac dao ham rieng ctia trudong la lien
tuc trén D nén ta co

b g(z)
//—MDdA:—/ / a—de dx
p Oy a \Jr@ Oy

b
~ [ 1P f(a) - Plagl@) do
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Vay

Pd:L‘:/ —a—PdA.
oD p Oy

Tuong tir, xem D 14 mién don giadn theo chiéu nam ngang, ta dudc

aDQdy://Dng dA.

Cong lai ta dugc két qua. O

Déi v6i mot mién khong don gidn nhung c6 thé duge phan chia thanh mot hoi ctia
hitu han nhitng mién don gidn véi nhitng phan chung chi ndm trén bién, ta cé thé ap dung
cong thitc Green cho tiing mién don gidn roi cong lai.

& — —

¢

Vi du 3.2.11. Cong thitc Green van diing cho mién D = {(z,y) | 1 < 22 +y? <2, y > 0},
mic dit mién nay khong phai 1a mot mién don gian.

D

C, G

Cs

Chia D thanh hoi ctia hai mién don gidn D7 v Do dugc miéu ta trong hinh vé. Chi
¥ rang khi duge dinh huéng duong tng véi Dy thi duong C7 duge dinh huéng ngudc lai,
trd thanh —CY, do d6 hai tich phan dudng tuong tng triet tieu. Ap dung cong thitc Green
cho D; va Dy ta dugc:

00  oP 20 oP // 20  oP
% _ 9T\ g4 = 9% _ 97\ g4 9% 97\ g4
I -5 e = 155 a5 -5
:/ F.ds+ F-ds
0D1 ODo
= (/ F-d§+/ F-d§+/ F-d§+/ F-d§>+
Cy C7 Cs Cs
+</ F-d§+/ F-d§+/ F-d§+/ F-d§>
CQ Cg C4 _C’T

= F-d§+/ F.d§‘+/ F-d§+/ F-ds+
Cy Co Cs Cy

+/ F-ds+ F-ds
C5 C6

= F . ds.
oD



88 CHUONG 3. GIAI TICH VECTO

3.2.3 Diéu kién dé trudng vecto phing 13 bao toan

Dinh 1y 3.2.12 (diéu kién can dé trudng bao toan). Néu truong F = (P, Q) tron va
bdao toan trén mot tap md chita tap D thi trén D ta phdi cé

orP  0Q

oy Oz’
Chiing minh. Gi sit f 1a ham thé ctia F. Khi d6 9L = P va af — . Vdi gia thiét vé tinh
tron nhu trén thi cdc dao ham riéng cia P va  ton tai va hen tuc trén D, va %1; 3‘1 afg; va

0Q _ 02 f 02 f 02 f 9P __ 0Q
o = daby- Vi axay va Dy0r ton tai va lién tuc nén ching bang nhau, do dé Sy = or O

Vi du 3.2.13 (P, = Q, can nhung khong dii). Dudi day 1a mot vi du kinh dién. Xét
truong

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = (mz__'_yyw 22 _T_ y2>‘

Ta oa—P oQ

oy Oz
toan tryc tiép cho thay néu C la duong tron ban kinh don vi tam tai (0,0) ngugc chiéu
kim dong ho thi [, F - d§ = 27 khéac 0. Vay F' khong phai 1a mot trudng vecto béo toan
trén mién xac dinh cfia n6. Xem thém & Bai tap [3.2.9

trén trén mién x4c dinh 14 mat phing bé di diém (0,0). Mat khéc, tinh

Hinh 3.2.1: Mién hinh sao.

Mot tap D C R™ dugc goi 1a mot mién hinh sao néu c6 mot diém py € D sao cho
v6i moi diém p € D thi doan thiang ndi py v p dugc chita trong D.

Vi du 3.2.14. R" ] mot mién hinh sao. Mot tap con 18i ctia R™ 13 mot mién hinh sao.
R” trit di mot diém khong 1 mién hinh sao.

Két qua dudi day noi rang néu mien 13 mé hinh sao thi diéu kien Py = Q, cling 13 mot
diéu kien di dé truong 1a béo toan.

Dinh 1y 3.2.15 (b6 dé Poincaré). Gid st F = (P,Q) la mot truong vecto tron trén

mién md hinh sao D. Néu ’?91; = %—g trén D thi F' la bdo toan trén D.
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Chiing minh. Dé goi ¢, & day ta dung ki hieu [ ;Z) F - d5 dé chi tich phan ctia F trén doan
thang po + t(p — po), 0 <t < 1, ndi diém pg v6i diém p. Dat

f(p)Z/pF-dg-

Ppo

thi day chinh 1a mot ham thé ctia F. Ta sé kiém tra rang = P, chitng minh a—f =Q

Hinh 3.2.2: B6 dé Poincaré cho mién hinh sao.

Ia tuong ty. Theo dinh nghia ciia dao ham, véi 7 = (1,0), ta co:

1 p+hi D
8f( ) = lim — / F—d§'—/ F.d3| .
ox h=0h | Jp o

Cht ¥ do D mé nén néu h di nhé thi diém p + hi sé nim trong D. Néu ba diém pg, p
va p—+ hi khong ciing ndm trén mot dudng thing thi ching tao thanh mot tam gidc. Tam
giac nay la mot mlén don gian do dé ta cé thé 4p dung dinh 1y Green cho mién nay, ding
gid thiét aP = Bx , ta dugc tich phan duong trén bién ciia tam giac bang 0, tic la

p+hi p p+hi
/ F'ds*—/F-dé’:/ F - ds.
po Po p

Cong thitc nay ciing ding néu ba diém 1a thing hang. Viét p = (z,y), vh lay duong di
thang tit p t6i p 4+ hi 1a r(t) = (z + t,y) v6i 0 < ¢t < h, ta dugc

p+hi z+h
/ F.ds= / P(t,y) dt.
P x

af 1 z+h B
% i11—>0h/ P(tay) dt—P(.’l},y)

Do do

Déng thiic cudi ciing 1& mot két qua quen thudc trong Vi tich phan 1, ¢6 thé duge kiém
dé dang st dung viéc ham P lién tuc theo x, xem Bai tap [3.2.24 O

Vi du 3.2.16. Tru’éng ﬁ(:c y) = (e* @’ ,7%) ¢6 bio toan hay khong?
Ta c6 ae =0= . Mién xac dinh ctia trusng 1a R?, mot mién md hinh sao. B dé
Poincaré ap dung dlr(jc, cho ta két luan trudng & bao toan trén mién xac dinh.

Néu ¢6 mot truong (P, Q) ma %1; = g nhung lai khong bao toan thi bé dé Poincaré

cho biét mién xic dinh ciia trudng khong phai 14 mot mién hinh sao. Nhu vay mot gia
thiét gidi tich da dua dén mot két luan hinh hoc.

Két luan ctia bé dé Poincaré van ding néu thay mién hinh sao béi mién téng quét hon
goi 1a mién don lién, dai khéi 13 mién chi gom mot manh khong c6 16 thiing. Chi tiét
chinh xac vugt ra ngoai pham vi mon hoc nay.
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Mién don lién Cac mién khong don lien

* Dang thong lugng cia cong thirc Green

Cho D la mién phing va F la mot trudng trén D sao cho ta c6 thé ap dung cong thitc
Green. Gia stt D duge tham s6 hoa theo chieu duong bdi C(t) = (x(t),y(t)), a <t < b.

Vecto van toc ciia dudng bien 1a C'(t) = (2/(t),y'(t)). Vecto phdp tuyén ngoai n
ctia 0D tai diém (z(t),y(t)) 1a

1 / !
= 1ap W O~ 0):

Ta gidi thich diéu nay sau day. Vecto (—v/(t),z'(t)) vuong goc (2/(t),y'(t)) (do tich vo
huéng bang 0), vay n cung phuong véi (—y'(t),2/(t)). Chiéu ctia n duge xac dinh theo

nguyén tac chiéu tit phap tuyén ngoai sang tiép tuyén phai cting chiéu véi chiéu duong
chudn tic clia mit phang, tic 1a chidu tit (1,0) sang (0, 1).

n(C(t))

0D

Tt cong thic Green:

b 1 ! ! !
/C Fonds= / (PCO).QUCWO)). /(.= ) [C' ()] a

= —Qdm+de:// 8—P+a£ dA.
c p\Oxr 0Oy

Ngusi ta thuong dat

orP  0Q
div(P = — 4+ —.
v(P.Q) = 5+ 5
Toéan tit div sé duge thao luan nhiéu hon sau. Vay
Fonds= // div F dA. (3.2.1)
oD D

Tich phan [ F - n ds la tong thanh phan phap tuyén ngoai ctia F doc theo bien dD.
Néu F la mot trudng vecto van toc thi tich phan nay thé hien théng luong (flux) qua
oD.
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Bai tap

3.2.1. Hinh vé clia mot trudng vecto.

yl
e I
- |
o /
X t /
_ ANV
o ro7 /
|l vl v e v - + 7 7/ /
AR e oSS
VAWV AV RN « o - 7 77
VAV RN BN
ool oLV N N Y s T
T T T T
1 l l\\\\\\\\‘—»—»_——r
LI LV VAVN NSNS~

Hinh 3.2.3:

(a) Udc dodn truong c6 bao toan khong?
(b) Udc doan tich phan ctia trudng doc theo dusng C' 1a am, duong hay béng 07

3.2.2. Uéc doan truong trong Hinh c6 bao toan khong?

— e — — — —
—_— — s —— —— —— ——>
e e ——

c e e e e e e e e e e e e e
-
>
= T T T T
e
—, > > > > > 5 > > > > > —>  —>
— o > > > > > — —> —> —> —> —>

—_— — —— — — —
—_———— s —— ——

e e e e e e — — — — — — —

= = — — — — — +— — — — — —
D T T =T e S e

e e e e e e e e —— — — —— ——
|

— e — — — — — —

Hinh 3.2.4:

3.2.3. Tinh:
(a) Tim mot ham f(z,y, 2) sao cho f(0,0,0) =6 va Vf(z,y, z) = (2y, 2z, 7).
(b) Tinh cong ctia truong luc F(z,y,2) = (2, 3y, 42%) khi vat di tit diém (1,1, 1) t6i diém (1,0,0).
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(c) Giai bai bing céch ding ham thé.
(d) Tim ham thé cho truong (e”siny — yz, e* cosy — yz,z — zy).

(e) Tinh tich phan [, (2y — 3z) dz + (22 + 2)dy + (y — 3z) dz véi C la dudng gap khic di ti
(0,0,0) t6i (0,1,2) t6i (3,4,3) 1di t6i (2,3,1).

(f) Tinh [,(z —4y?) dz + (Iny — 8xy) dy v6i C 1a mot dudng tren nita mit phéng y > 0 di tit
didm (—3,4) t6i diém (2,6).

(g) Tinh [ (v/x+8xy) dx+ (\/y+4x*) dy v6i C la mot dudng trong goc phan tu thit nhat cla
mat phing di tit diém (3,2) t6i diém (4,1).

(h) Trudng sau c6 bao toan khong? Néu c6 tim mot ham thé:
. 1, e¥ e
(my —sinz, pot — —, - — xcosz) .

3.2.4. Cho C la dudng y = 2> tit diém (0,0) t6i diém (1,1).

(a) Tinh [, 3y dx + 2z dy.

(b) Dung cau trén, tinh [, (3y + ye*) dv + (2z + e + ¢¥) dy.
3.2.5. Cho C la duong e-lip 422 + 32 = 4.

(a) Tinh [ (e”siny 4 2y) dz + (e” cosy + 2z — 2y) dy.

(b) Tinh [, (e*siny + 4y) dx + (e” cosy + 2z — 2y) dy.

3.2.6 (dién truong la bao toan). Dinh luat Coulomb [|1a mot dinh ludt clia vat 1y ¢6 duge ti
thuc nghiém duge phét bidu nhu sau: Néu trong R3 ¢6 hai dién tich ¢; va ¢y thi dién tich ¢; sé tac
dong lén dién tich ¢z mot lic bang
q192
F(r)y=——7
(j 471'60 |ﬂ3 )
trong d6 7 1a vecto tir diém mang dién tich ¢; sang diém mang dién tich go, v& €y 1a mot hiing s6.
Dé don gian ta gia sit dien tich ¢; ndm & gbc toa do, khi do6 7= (z,vy,2) 1a vi tri clia dién tich go.
Ching t6 dién trudng la mot truong bao toan.

3.2.7. Chung t6 cong clia trong trudng do vat & vi tri O tao ra khi mot vat khac di chuyén tir vi
tri P t6i vi tri @ chi phy thudc vao khoang cach tur O t6i P va khoang cach tir O t6i Q.

3.2.8. Tinh cong ciia truong luc bao toan tac dong len vat di chuyén tit diém P t6i diém Q theo
duong C' trong Hinh Trong hinh cac dudng cong khac C' 14 cac duong mic ciia mot ham thé
véi cac mic tuong tng duge ghi. Chi ¥ cidc dudng mic nay déu vudng géc véi trudng vectd, vi
trudng la gradient cia mot ham, xem Muc

3.2.9 (tiép tuc Vi du|3.2.13). Trén mat phing Oxy, xét truong
—y z
F = —,— |-

(a) Kiém tra ring néu « # 0 thi F ¢6 mot ham thé 14 § = arctan £, véi 6 chinh la bién géc
trong toa do cyc. Ngudi ta thudng viét mot cach hinh thitc

—y T
do = d dy.
I2+y2 x+$2+y2 Y

(b) C6 thé mé rong 6 thanh mot ham tron trén toan mién xac dinh ciia F khong?

(¢) Tich phan 5= [ df dugc goi s6 vong, tinh theo chidu nguge chiéu kim dong ho, ctia dudng
di C quanh diém O. Chiing t6 s6 vong ciia dudng di (cost,sint), 0 < t < 2n7 ding bang n.

2Dinh luat ndy dugc phat biéu lan diu tien béi Charles Coulomb nam 1785.
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Hinh 3.2.5:

3.2.10. Trén mit phang Ozy, xét trudng

(a)
(b)

F((E,y) = (P(a@y),Q(x,y)) = (1‘2 in’nyer2>'

Kiém tra ring P, = @, trén mién xac dinh ctia F.

Truong F c¢6 bdo toan trén mién xac dinh khong?

Cong thiac Green

3.2.11. Tinh:

(a)

(b)

()

Cho C la bién ctia hinh vuong [0,1]?> € R? dinh huéng theo chiéu kim dong ho. Tinh tich
phan [, 2? dx + (z +sin(2y)) dy.

Cho F(z,y) = 2zyi + 22j. Goi T la tam giée véi cac dinh (0,0), (0,1), (1,1), dinh huéng
nguge chiéu kim dong ho. Giai thich tai sao [, F - d5= 0 bang ba cach.

Tinh [, (z—y)*dz + (2 + y)*dy trong d6 C' la chu tuyén (dudng bien) theo chiéu duong ctia
tam giac OAB v6i O = (0,0), A = (2,0), B = (4,2) bing cach tinh tryc tiép va bing cong
thic Green.

Cho F(z,y) = (2 + y,z + Vy* + 92+ 1). Trudng nay c6 bao toan khong? Goi C(t) =
(1 —cos?t,sin2t), 0 < ¢t < 7. Tinh fCF - ds.

Cho F(z,y) = (y — 2:03;(2*9’32,6*"‘/’2 + y). Tinh tich phan cla trudng nay trén cung tron don
vi trong géc phan tu thit nhat di tu (1,0) t6i (0, 1).

Hay kiém chiing cong thiic Green trong trudsng hgp mién duge bao bdi hai dudng cong y =
va y = 22 va trudng 1a (xy, y?).

Tinh tich phan [, 4ydx + 22°dy v6i C gom doan théng tit (—1,0) t6i (1,0) va doan cong
y = 1 — 22 ndi hai diém nay bang cach tinh truc tiép va cach ding cong thiic Green.

Tinh tich phan fc xdx — 5dy v6i C' la dudng e-lip x =2+ 4cosf, y =3+ 2sinh, 0 < 6 <27
bing 2 cach.

3.2.12. Goi D la mot mién trén dé cong thitc Green c6 thé ap dung duge. Chiing t6 dién tich clia
D ¢6 thé dugc tinh theo cong thitc

1
|D|:—/ ydx:/ xdy:f/ x dy —y dx.
oD oD 2 Jop
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Hinh 3.2.6: Truong (;cz__pyyza x?f—y?>

3.2.13. Cho dudng cong trong mit phing (r,y) viét bang phuong trinh dung toa do cuc r =
44 3cos(1160), véi 0 < 0 < 27 (xem Hinh [2.3.4). Dung Bai tap [3.2.12 hay tinh dién tich ctia mién
dugc bao bdi dusng cong nay.

Wl

3.2.14. Cho dudng cong hinh sao (astroid) z3 + y3 = 2
(a) Vé dudng nay.
(b) Tinh dién tich ctia mién bao bdi dudng cong trén bing cach dung tich phan bai.

(c) Tinh dién tich mién nay bang cach dung tich phan duong, dung tham s6 héa clia dudong
astroid: x = 2cos® 6, y = 2sin® 6.

3.2.15. Cho F = (P,Q) la trudng vectd tron xac dinh trén mit phéng trit didm O, ¢6 %—,}; =22

tai moi diém. Gia sit faﬁ -d§=1va be_" -d§ = 2 (xem Hinh [3.2.7). Hay tinh tich phan cta F
trén ¢, d, va e.

e
Hinh 3.2.7:

3.2.16. Cho F(z,y) = (ﬁ, ﬁ) . Cho C; 1a dudng e-lip 922 + 4y = 36 v C5 1a dudng tron

x? +y? = 1, déu dugce dinh huéng ciing chiéu kim dong hd. Chiing té tich phan cta F trén C) va
trén Co 13 bang nhau.

3.2.17. Trén mit phing Oxy, xét truong

F(l‘,y) = (P(x,y)Q(m,y)) = <2£L’ - i 1+ 33 )

$2+y27 $2+y2
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(a) Trong hinh vé& a 1 mot nita dudng tron di tit (—1,0) t6i (1,0)). Tinh tich phan ctia F tren
a.

(b) Tinh tich phan ctia F trén f (mot nia dudng tron di tit (—1,0) t6i (1,0)).
(c) Dung cong thitc Green, hay tinh tich phan cia F trén ¢ va d.

(d) Hay tinh tich phan ciia F tren b (mot dudng di tit (—1,0) t6i (1,0)).

(e) Hay tinh tich phan ctia F tren e.

3.2.18 (tich phan titng phan). Cho D la mién don gian trén mit phing cé bién tron timg khic
dugc dinh huéng duong. Cho f va ¢ 1a ham thuc kha vi lién tuc trén mot tap md chia D. Hay
chiing minh cong thitc tich phan timg phan sau:

//D frg dudy = /a o dy- //D fgs dady.

3.2.19. Cho D la mién don gidn trén mait phéng vé6i bien tron titng khic duge dinh huéng duong.
Cho f la mot ham tron trén mot tap mé chita D. Hay kiém rang:
(a)

fo dx + fy dy = 0.
oD

/BD—fy dz + fo dy://DAf dady.

O day vdéi f(x,y) 1a ham thue trén mién D C R? ki higu toan tit Laplace tdc dong vao f Ia
2 2

N P et

0x2 = 0y

(b)

3.2.20. Cho D la mién don gidn trén mat phéng vé6i bien tron titng khic duge dinh huéng duong.
Cho (P, Q) 1a mot trudng vecto tron trén mot tap md chita D. Hay kiém ring

/ (QP, — PQ) do + (PQ, — QP,) dy =2 // (PQuzy — QPyy) dzdy.
aD D

3.2.21. Ki hiéu dao ham ctia f theo huéng cho bdi vectd don vi v 14 D, f. Nhic lai cong thic
D,f =V f-v. Kihiéu n la vécto phap tuyén don vi ngoai ctia D. Hay ching minh cac cong thiic
sau, cling dudc goi la cAc cong thitic Green, véi gia thiét dang thong lugng clia cong thic Green

c6 thé ap dung dudc.
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(a) [op Dnf ds= [[, Af dA.
(b) [op(fVg) -nds= [[,(fAg+ Vf Vg) dA.
(©) Jop(FVg=gV)-nds= [[,(fAg—gAf) dA.

3.2.22 (dién tich ctia da giac). (a) Mot tam gidc trong mit phing cé 3 dinh c6 toa do
(r1,y1), (z2,y2), (z3,93). Chiing t6 dién tich clia tam giac nay bang

1
5 |12 — Toy1 + T2ys — T3y2 + T3y — T1Y3) .

(b) Téng quat hon, gia sit mot da gidc trong mit phing bao mot mién ma cong thitc Green &p
dung duge. Gi4 sit cac dinh ctia da gidc nay c6 toa do (z;,v;), 1 < i < n véi thit ty theo dinh
huéng “da gidc ndm bén trai” ctia cong thitc Green. Dé cho tién, dat (7,41, Ynt1) = (1,91)-
Khi d6 ta c6 cong thiic cho dién tich ctia da giac 1a

(TiYiy1 — Tig1¥i) -
1

n

DN | =

7

3.2.23. Gid sit nhigt do tai mot diém (z,y) trén mat phéng duge cho béi f(x,y). Dung cong thiic
Green hay giai thich vi sao néu phan b nhiét do la diéu hoa, nghia la Af = 0, thi trén
mdi mién kin lugng nhiét di ra luon ding bing lugng nhiét di vio.

3.2.24. Lién quan t6i phan ching minh ctia Dinh 1y hiy kiém tra: Néu f : [a,b] — R lien
tuc va x € [a,b] thi lim,_o + ffﬂl f(t) dt = f(z). Hay chi ra ring dinh 1y co ban ctia Vi Tich
phan ham mot bién néi réang [ f(t) dt 1a mot nguyen ham ctia f tren [a, ] 1a mot he qué cia két
qué trén.

3.3 Tich phan mat

Giéng nhu duong, d6i véi ching ta mot mdt 1a mot 4nh xa r titr mot tap con D cua
R? vao R3. Tap anh r(D) dugc goi la vét clia mit.

Vi du 3.3.1. Nita trén clia mét cau don vi 1a vét ctia mit (z,y,2z = /1 — 22 — y2) véi
2?2 + 42 < 1 (toa do Euclid). D6 ciing 14 vét clia mat (sin ¢ cos @, sin ¢sin b, cos @) véi
0<60<2rva0<¢<7/2 (toa do cau).

3.3.1 Dién tich mat

Cho mit

r:DcR? — R3
(u,v) +— r(u,v) =(z,y,2).

V6i mot phép chia ctia D ta ¢6 mot phép chia clia méat thanh nhitng méanh nhé. Mot hinh
chit nhat con véi kich thuéc Au x Av sé duge mang thanh mot manh trén mit dude xap
xi tuyén tinh bang hinh binh hanh x4c dinh béi cic vecto r,,(u, v)Au va ry(u, v)Av. Dién
tich ctia hinh binh hanh nay duge cho bdi do 16n cta tich ¢6 hudng ctia hai vects nay, tic
1a |ry(u, v) X ry(u, v)| Aulv.

T do6 ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.2. Dién tich ctia mit r : D — R3 1a

// |7 X 7| dudv.
D



3.3. TICH PHAN MAT 97

Au

Vi du 3.3.3 (mat do thi). Gid st f : D — R 13 mot ham tron trén mot tap mé chita D.
Xét mat r(z,y) = (z,y, f(z,y)) c6 vét 1a do thi ciia ham f. Ta tinh duge r, = (1,0, f2),
ry = (0,1, fy), ra X ry = (= fz, —fy,1). Dién tich ctia mat nay la

// L+ f2+ f2 dxdy.
D

Dic biet, néu day 1la mot mit phéng, tic f = 0, thi dién tich ctia mit chinh la dién tich
ctia mién phéang D.

3.3.2 Tich phan mat loai mot

Cho mat r : D — R3 va cho f 1a mot ham thyc x4c dinh trén vét S = 7(D). Ta mudn
tinh téng gid tri cda ham trén mdt. Lam nhu trong phan dien tich mit, trén moi
méanh con trén mat ta xap xi tuyén tinh dién tich ctia manh con bang dién tich clia mot
hinh binh hanh, bang |r,(u,v) x 7,(u,v)|AulAv, va xap xi gia tri clia ham f bing gia tri
ctia n6 tai mot diém r(u,v). Tit d6 ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.4. Cho mit r : D — R3 v6i vét S = (D). Cho f : S — R. Tich phan
mit loal mot cta f trén r 1a

J[1a5= | 5oyt <o) dud.

Ghi chu 3.3.5. Trong cac tai lieu khac tich phan mit loai 1 con duge ki hiéu bang

fo do, fo dx.
Vi du 3.3.6. Néu f =1 thi [[ 1 dS chinh la dién tich ctia mat r.

Vi du 3.3.7 (mat do thi). Gid st f : D — R 13 mot ham tron trén mot tap md chia
D. Xét mat r(x,y) = (z,y, f(x,y)) c6 vét 1a do thi S cta ham f. Gid stt g : S — R. Khi
dé6 tich phan cta g trén r la

ﬂﬁw=ﬂ¢mmwm¢uﬁ+gmw

Ghi chii 3.3.8. Nhu da thiy trong phan cong thiic déi bién, Phuong trinh (2.3.2), ta c6

1/2
@ x b = /[P — (0,02 = |det ( 7@ @70
: boa bb )|
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Cong thiic nay c6 thé duge diing dé dinh nghia tich phan mit loai 1 cho mat trong R™,
v6i n > 2, khong phai han ché n = 3 nhu & day. Khi n = 2 day chinh la cong thitc doi
bién ctia tich phan boi.

3.3.3 Tich phan mat loai hai

Cho mit r : D — R3 véi vét S = r(D). Cho F la mot trudng vectd trén S, tiic
F: S — R3. Ta muén tinh téng cia thanh phan phdp tuyén cia truwong trén mdt.
Dai lugng nay thuong duge dung dé dai dien cho lugng ctia trudng di xuyén qua miit.

Nhu trong tich phan mit loai mot, dién tich clia mot manh con ctia mat duge xap xi
béi dién tich hinh binh hanh |ry,(u,v) X r,(u, v)| Aulv.

Trén méanh con trudng F dugce xap xi bing gia tri clia né tai diém r(u,v). Vects phap
tuyén don vi ctia mat tai diém r(u,v) la

Tu (U, v) X 17y (u,v) .
]ru(u, ’U) X Tv(uv U)‘

Thanh phan phéap tuyén cta vecto F(r(u,v)) 1a s6 thyc
F(r(u,v))

7o (U, v) X 74 (u, v)

ru(u, v) X 7y (u,v)

F(r(u,v))

7w (u,v) X ry(u,v)|
Téng thanh phan phap tuyén ctia F trén manh con dé duge xap xi bang

Tu(u, v) X ry(u,v)

F(r(u,v)) |ru(u, v) X ry(u, v)| AulAv = [F(r(u,v))-(ry(u, v) X7y (u, v)) | Audov.

Trau,0) % ro(u, v)]
Tu day ta dua ra dinh nghia:

Dinh nghia 3.3.9. Cho mit 7 : D — R3 v6i vét S = r(D). Cho F la mot trudng vecto
tren S, titc F : S — R3. Tich phan mit loai hai cia ctia F trén r la

J[7-d5 = [ Pt o) - Gutue) % o) dud.

Ghi cha 3.3.10. Ta tinh dugc ngay

ru(u,v) X ry(u,v) = 74
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Tt d6 trong mot s6 tai lieu ngudi ta dung thém cac tich phan mat:

//T P(z,y,z) dydz = // Pi-dS = // P(r(u,v))ggzz f}; dudv,

/[Q(x,y, 2) dzdy = //er.dS’: //TQ(T‘(U, v))ggzii; dudv,
//TR(a:,y,z) dxdy://TRE.dgz//rR(r(u’v))gEi:Z; dudo

V6i cac ki hisu nay vi F = Pi + Qj + Rk thi

//F-d§://(P dydz + Q dzdx + R dzdy).

Tuy nhién trong tai liéu nay ta it dung cac ki hiéu nay.

3.3.4 Dinh hudng

99

Tuong ty nhu da xdy ra véi dudng, trong nhidu tng dung ta mudén xem méat nhu 13

mot tap diém chit khong phai 1d mot anh xa. Bay gio ta xay dung quan diém nay.

Cho D va D’ 1a hai tap con md cia R? va gid st c6 mot phép déi bién ¢ tit D len D',
Nhitng phép déi bién nhu vay ching ta da nghién ctu trong phan cong thic ddi bién ciia
tich phan boi. Néu det de luon duong trén D thi ¢ dude goi 1d mot phép doi bién bdo
toan dinh hwdng. Néu det dp luon am thi ¢ dude goi 1a mot phép doés bién ddo nguoc

dinh huong.

Dinh 1y 3.3.11 (bat bién ctia tich phan mit qua phép doi bién). Gid st D va
D' la hai tdap con md bi chan cia R? va o : D' — D la mot phép doi bién. Cho mdt tron

r: D — R3. Khi do:

(a) Tich phan mat loai mot khong doi qua phép doi bién:

//desz//wfds.

(b) Tich phan mdt logi hai khong doi qua phép doi bién bao toan dinh hudng:

//F~d§:// F.dS.
T TOY

(c) Tich phan mdt logi hai doi dau qua phép doi bién ddo ngudc dinh hudng:

//F~d§:—// F-dS.
r roY

Chitng minh. Theo qui tic dao ham ctia ham hgp:
oroy) _or du or o
ds  Ou O0s Ov O0s’

Orog) _or du or o
ot  Ou Ot Ov Ot
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Nhan hai vecto nay, va don gian hoa, ta duge

drop) droy) <87’ ar)(au v Ou 81})

X = (= x =

ds ot u” ov) \as ot ot s
_ (or " or\ 9(u,v)
— \Ou Ov/) O(s,t)’
Viét cach khac:
(rop)s x (row) = (ry x ry)det Jy(s,t). (3.3.1)
Bay gio diing cong thitc ddi bién ciia tich phan bai ta duge diéu phai chiing minh. O

Ta n6i hai mit r va 1/ ¢6 cung dinh hwdng néu '~ or 1a mot phép ddi bién va bao
toan dinh huéng; va trdi dinh hwéng néu '~ o r 1a mot phép ddi bién va ddo ngudc
dinh huéng. Mdi 16p céc tham s6 héa c6 cuing dinh huéng ctia S duge goi 1a mot dinh
hudéng cua mat cong S.

Vidu 3.3.12 (dinh huéng ctia mit cau). Xét phan mit cau 22 +y%+22 = 1, 2,y,2 > 0.
Tap diém nay c6 thé duge tham sd héa nhu 13 mot mit do thi (z,y, /1 — 22 — y2). Mot
cach khac dé tham sb6 héa tap nay la diung toa do cau: x = sin¢cosé, y = sin¢sin6,
z=cos¢, v6i 0 < ¢ < m/2,0 < 6 < /2. V6i thit tut (¢,0) clia toa do cau, phép bién doi
(¢,0) — (z,y) c6 gg;;;g; = singcosd > 0, do d6 bio toan dinh huéng. Nhu vay hai tham
s6 héa nay c6 cing dinh huéng.

Mat 7 : D — R3 duge goi la:
e don néu r la don anh,

e chinh qui néu hai vecto ry,(u,v) va r,(u,v) xac dinh va luon khong cting phuong
trén D; néi cach khac vecto ry,(u,v) x ry(u,v) luon khac 0 trén D. Mot cach truc
quan, méat 1a chinh qui néu phap tuyén c6 thé duge xac dinh.

Vi du 3.3.13 (mit do thi). Cho ham thyc f tron trén mot tap md chia D. Xét
mit r(z,y) = (v,y, f(x,y)) voi (z,y) € D. Vét cia r 1a mat do thi z = f(z,y). Ta c6
re = (1,0, fz) vary = (0,1, fy), do d6 1y x 7y = (—fz,—fy,1) # 0. Vay r la mot mat
don, chinh qui. Vi r, x ry = (—fz, —fy, 1) huéng vé nita khong gian trén (z > 0) nén day
thuong duge goi la mat hudng lén.

Tuong tu nhu cho dudng, ta cé két qua rang dudi nhitng diéu kién nhat dinh thi hai
mit khac nhau béi mot phép ddi bién ([Vugt3]):
Meénh dé 3.3.14. Cho D va D' la tap con dong, bi chan cia R? va cho r: D — R3 va
r': D' — R3 la hai mat don, lién tuc, va chinh qui trén phan trong clia mién zdc dinh, cé
cing vét. Khi dé r(0D) = r'(0D'), va r'"tor: D — D' la mot phép doi bién.

Ta goi tap 7(0D) = 7/(0D’), anh cia bién clia mién xac dinh cla mit, 1a bién cida
mat cong S = r(D) = r'(D’'), ki hiéu la 9S.

Dimg Ménh dé [3.3.14| va Dinh 1y 3.3.11| ta c6 thé phat biéu mot két qua nhu sau:

Dinh ly 3.3.15 (tich phan trén mat cong). Trén nhing mat don xzdc dinh trén tap
con dong bi chan co dién tich cia R2, chinh qui trén tap md chia mién xdic dinh, vdi cung
vét, thi:

(a) tich phan mdt logi mot la nhv nhau,

(b) tich phan mat logi hai la nhu nhau néu hai mdt cung dinh hwdng va doi nhau néu
hai mat trai dinh hudng.
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Nhu vay ta c6 thé néi téi tich phan mit trén mot tap diém (mot mit cong) néu tap
diém dé la vét ctia mot mit nhu trong dinh 1y trén va bay gio ta c6 thé dung ki hieu

s f dS va [[¢F -dS.

Vi du 3.3.16 (dién tich mit cau). Xét phan mit cau nim trong géc phan tam thi
nhat, titc tap hop A = {(z,y,2) € R3 | 22 + 92 + 22 = R% 2 >0,y > 0,2z > 0}.

Tham s6 héa phan nay nhu la mot mat do thi r(x,y) = (v,y,2 = /R2 — 22 — y?),
2?2 +y?> < R?, x > 0,y > 0. Day la mot tham s6 héa don, lien tuc. Ta tinh duge ngay

T

(re X ry)(z,y) = et \/RQEJxLyZ , 1), tuy nhién dai lugng nay chi ¢6 nghia trén

phan trong clia mién xéac dinh, tic 1a tap 22 + 32 < R%, x > 0,y > 0. Dieén tich ctia phan
mit cau B = {(z,y,2) € R® | 22 +y? + 22 = R%, 2 > 0,y > 0,2z > 0} tinh theo tham s6
héa nay bang

R
J (2 x )] dedy = ] dudy
z2+y2<R2,2>0,y>0 224+9y2<R2,2>0,9y>0 1/ R?2 — 22— y2

/2 rR
= / / / B g a
N
= 7R%*/2.

Tham s6 hoa tap A bang toa do cau s(¢,0) = R(sin¢cosf,sin¢sinb, cosg), 0 <
¢ < m/2,0 < 60 < r/2. Day 1a mot tham s6 hoa don, chinh qui, véi (sg X sg)(¢,0) =
R? sin ¢(sin ¢ cos @, sin ¢sin 6, cos ¢). Tap B ting v6i s han ché lai trén phan trong clia
mién xac dinh, tic 0 < ¢ < 7/2,0 < 6 < 7/2. Ap dung Dinh ly va Ménh dé
ta c6 dién tich ctia phan mat cau B tinh theo s phai dung bang dién tich tinh theo tham
s6 hoa r G trén. That vay:

w/2 /2
// [(s¢ x s0)(,0)] dpdf = / / R?sin¢ d¢ do
0<p<m/2,0<0<m/2 0 0
= 7R%/2.

T day ta néi dién tich cia mit cau ban kinh R 1a 47 R2.
Tt tinh toan trén ta ciing c6 thé ghi lai mot cong thitc cho phan ti dién tich ctia mit
cau

dS = R?sin ¢dgde.

C6 thé thay viec tinh dién tich mit cau bing cach chia thanh nhiéu phan nhu trén
dan t6i nhitng cau héi, chang han vé sy phu thuoc vao cach chia. 0 day ching ta khong
gidi quyét dude hét cac van deé, can cac khao citu nang cao hon.

Vi du 3.3.17. Tinh tich phan cta trudng ﬁ(asjy,z) = (z,9,1) tréen mat S la do thi
2z = x? +y?, v6i 22 +y? < 1, dinh huéng lén trén. Mit S c6 thé duge tham sé héa béi mat
don, chinh qui r(z,y) = (=, y, 2% + %?), trén mién 22 +y? < 1, xem Vi du Tham s6
héa nay cho dinh huéng lén trén nhu yéu cau. Vay:

//ﬁdg = // (For)-(ry xry,) drdy
S z24942<1
= . @) (-2m-20,1) dady
z24+942<1
= // (=222 — 2y% + 1) dady
z249y2<1

27 1
= / / (—27"2 + 1)r dr df = 2.
o Jo
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* Phap tuyén ctia mit. Lién hé giita hai loai tich phan mit

Dud6i cac gid thiét ctia Ménh dé [3.3.14] gid sit r va r’ c6 cung dinh huéng. Gia st
(e} (o]
p = r(u,v) = r'(s,t) véi (u,v) € D va (s,t) € D'. Theo Phuong trinh (3.3.1)) tai p hai
vectd ry, X 1y VA 7l X 7} ¢6 cing phuong cung chiéu. Vay tai p vecto phap tuyén don vi

_ Tu(u,v) X 1y (u,v) _ ri(s,t) x ri(s,t)
|ru(u, v) X 1y (u,v)| (s,t) x (s, t)]

n
duge xac dinh khong phu thuoe vao cach chon tham sé héa cing dinh huéng. Vi vay wviéc
dinh hudng mdat cong dong nghia vdi viéc chon chiéu phdp tuyén.

Ta c6

Fonds = | Fuv). et Xmo) s )] dA
S D

7w (u, v) X ry(u,v)]

— //DF(r(u,v)) (ru(u,v) X ry(u,v)) dA

://SF-dg
//SF-d§://SF-ndS.

Diéu nay khing dinh lai ring tich phan mat loai hai 13 tong thanh phan phap tuyén ciia
trudng trén mat.

3.3.1. Tinh:

Cho S la mit xdc dinh bdi z =22 +y v6i 1 <z <2,0<y <1 Tinh ffsx ds.

)
)
(¢) Cho S 1a mit cau tam 0 ban kinh 2. Tinh [  z* dS.
) Cho S la tam giac trong R? véi céc dinh (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Tinh [[4y dS.
) Cho S la mit tru 22 +y? =9, 0 < z < 2. Tinh ffsz ds.

(f) Cho ﬁ(m,y,z) = (~z,9,2). Cho S la mit tit dién bao bsi cdc miat phing z = 0, y = 0,
z =0, x +2y+ z = 2, dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan ([ F'- dS.

(g) Cho khéi E xac dinh béi diéu kien 22 +y? < 1,1 < 2z < 2. Goi S 1a mit bién ctia E, dinh
huéng ra ngoai. Cho F(z,y, z) = (2z,3y,4z). Tinh thong lugng cta F' qua S.

(h) Tinh tich phan cia trudng (z,y,z — 2y) trén mat (scost, ssint,t), 0 < s < 2,0 <t < 2.
Hay vé mat nay (bang may tinh).
or T . 212 2
3.3.2. Cho mit elliptic paraboloid z = (g) + (%) , 2 < 5.

(a) Béng cach déi bién £ =rcosf, ¥ =rsinf dua ra mot phuong trinh tham sb clia mat.

(b) Tinh xap xi dién tich clia mat nay.
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3.3.3. Cho Slamat z=2y v6i 0 <z <2 va 0 <y < 3. Tinh tich phan mit

// xyz dS
s

3.3.4. Mat helocoid c¢6 phuong trinh tham s6 ¢(r,0) = (rcosf,rsinf,0), 1 <r < 2,0 <60 < 2r.
Vé mat nay. Gid st mot vat c6 hinh dang mot mit helocoid c6 mat do khdi lugng ti 16 véi khoang
cach t6i truc, cu thé p(z,y, z) = r. Hay tinh khdi lugng cia vat nay.

ra s6 thap phan.

3.3.5. Trén bé mit Qua dat, toa do kinh tuyén va vi tuyén c6 lien hé chiit ché véi toa do cau. Dit
hé truc toa do Oxyz véi O & tam Qua dat, truc Oz di qua Cyc Béc, vi phan tu duong tron ti tia
Oz sang tia Oz di qua Greenwich, nuéc Anh. Gia st mot diém cé toa do 1a ¢° vi do Bic va \°
kinh do Dong, khi d6 toa do cau ctia diem d6 1a ¢ = (90 — ¢)° vi @ = \° (tuy nhién nhé 1a trong
toa do cau goc can duge do bing radian).

Thanh phé Ho Chi Minh nim trong vimng tit 10°10’ t6i 10°38’ vi do Bac va 106°22’ t6i 106°54
kinh do Dong (1’ = 1/60°). Tinh dién tich ciia ving nay. Ban kinh ctia Qué dat la 6378 km.

3.3.6. Cho v = (%, 22,22 + 2y) 1a trudng vectd van téc (don vi centimeter/giay) ctia mot dong
chit 16ng trong R3. Hay tinh téc do chat 16ng di qua mit cau don vi tam tai gdc toa do (tic 1a
thé tich chat 1éng di qua mit trong mot don vi thai gian).

3.3.7 (dinh luat Gauss vé dién trudng). Goi F la dién trudng gay bdi dien tich ¢ tai diém O.
Lay qua cau B(O, R) tam O, dinh huéng ra ngoai. Dimng dinh luat Coulomb (3.2.6), hay tinh tich

phan va ching t6
// E-dS =1
9B(O,R) 0

Vay thong lugng clia dién truong qua mot miit cau tam tai vi tri ciia dién tich ti & véi dién tich
(xem dang tong quat hon & Muc [3.4.2).

3.3.8. Gia tri trung binh ctia ham f trén mit S duge dinh nghia bing

ﬁ//sfdb“.

Nhiét do trén mot mai vom hinh nita mit cau ban kinh 20 mét ti 1é vé6i cao do, cu thé nhiét do tai
diém (z,y, z) trén mat cau 22 + y2 + (2 — 50)2 = 20% 1a T'(z,y,2) = %z Hay tinh nhiét do trung
binh trén mai vom nay.

3.3.9 (dién tich mat tron xoay). Gid sit f(x) duong, tron trén [a,b]. Hay tinh dién tich cta
miit tron xoay nhan duge bing cich xoay do thi y = f(x) quanh truc z.

3.3.10. Tinh dien tich mat ellipsoid Z + % + % = 1.
3.3.11. Tinh dién tich mit nén can véi day 1a hinh tron ban kinh R va chiéu cao h.

3.3.12. Khong can tinh, hay cho biét gia tri ctia tich phan

// x dS.
z24y2+22=1

3.3.13. Cho S la mit cau tam 0 ban kinh R. Hay tinh [[ 2? dS ma khong can tham sb hoa.
C6 thé lam theo ¥ sau day:

(a) Chiing t6, ma khong can tinh, rang [[q2? dS = [[4y® dS = [[ 2% dS.
(b) Tinh [[4(2® +y? + 2*) dS ma khong can tham s6 héa.

3.3.14. Hay tinh [[j(z,y,2) - dS trong d6 S la miat cAu tam 0 ban kinh R dinh huéng ra ngoai,
ma khong tham sb héa, ttc 1a hiy tinh nham!
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3.4 Cong thuc Stokes va Cong thirc Gauss—
Ostrogradsky

3.4.1 Cong thic Stokes

Dinh nghia 3.4.1. Cho F = (P,Q, R) la trudng theo ba bién (z,y, z) trén R? thi

Oy 0z 0z Ox dx Oy

Du6i dang ki hieu hinh thiec, véi V = (a%, o %), thi curl F = V x F. Truong curl F

con dugce goi la truong xoay cla truong F. Toan tit curl con duge ki hiéu 1a rot
Dang chinh ctia cong thic Stokes duge dung trong mon hoc nay 1a

/ F-d§://curlF-d§.
0S8 S

oD

Trong cong thiic nay bién 0S can dwoc dinh hwdng twong thich vdi dinh hwdng
cta S. Mot cach miéu ta truc quan cho dinh hudng trén bién 0SS 1a khi di doc theo bién
theo chiéu da dinh, than ngudi huéng theo chiéu phap tuyén da chon ctia S thi mat S
phai ndm bén tay trai. Mot cach miéu ta khac 1a: ddat long ban tay phdi hudéng theo
chiéu cia bién thi ngén tay cdi chi chiéu cia phdp tuyén cia mdt.

Cong thiic Stokes 1a mot phat trién clia cong thitc Green lén khong gian ba chidu.
Thye vay, néu S la mién phang va F 1a mot trudng phing trén S thi F(z,y,2) =
(P(x,y),Q(x,y),0). Cong thitc Stokes trd thanh

Pdz + Qdy = //S(O,O,Qx—Py)-dgz//S(O,O,QI—Py)-k:dS

- //S(Qx —P,) dS = //S(Qx — Py) dady,

3Trong tiéng Anh curl c6 nghia la xodn, cudn, quan, ...; con rotation nghia 1a su xoay

oS
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chinh 1a cong thic Green.
Cong thiic Stokes con cé thé duge viét & dang toa do:

/ Pdz + Qdy + Rd — // (R, — Q.) dydz + (P, — Ry) dzdz + (Qu — P,) dady.
oS S

Tuy ching ta it ding dang trén trong mon nay nhung né thé hién ré6 hon sy tuong tu ciia
cong thic Stokes véi cong thic Green.
Duéi day 1a mot phat biéu chinh xac ma ta c6 thé ching minh dugc:

Dinh 1y 3.4.2 (céng thitc Stokes). Cho mién phdng D cé bién 0D la vét ciia duwong
c6 hudng tuong thich vdi D va gid st cong thic Green cé thé dp dung duge cho D. Cho
mat r tron cap hai trén mot tap md chita D. Goi Or = r o~y la duong bién cia r. Cho
truong F tron trén mot tap md chita vét cia r. Khi dé:

/ F.ds?://curlF-d§.
or r

Chitng minh. Ching minh duéi day tuy chita nhitng biéu thitc dai dong nhung chi gom
nhiing tinh toan tryc tiép va viéc ap dung cong thic Green. Viét F = (P,Q, R) va
(,y,2) = r(u,v). Viét v(t) = (u(t),v(t)), a < t < b, mot tham s6 héa theo dinh huéng
duong ctia dD. Ta dugc (trong vai bicu thitc dusi day bién duge luge bé cho gon hon):

. b d
/(%F-ds _ /aF(r(u(t),v(t))-dtr(u(t),v(t)) dt

b
_ / F(r(u(t), o(t)) - (rat’ +roo) dt
b
= [Pl o) + Qv 2ol + ) +

+R(x,y, 2)(zu' + z,0")] dt

b
= [ UP@y 20+ Q. N + RG22+ (Plasy 2 +
+Q(@,y, 2)yo + R(z,y,2)2,)V] dt
= /(qu + Qyu + Rzu) du + (PiL'»U + va + sz) dv.
Y

Bay gis ap dung cong thitc Green cho D ta dudc tich phan trén bing
0 0
— (Pzy 4+ Qyy + Rzy) — — (Pxy + Quu + Rzy) | dudv.
D ou ov

Tinh cdc dao ham ham hgp, Chéng han
(P‘T’U)u = (meu + Pyyu + PZZU> Ty + Pﬂi’uv,

va don gidn hoéa, dung tinh tron cap hai ctia r, ta dude tich phan trén bang

//D[(Ry — Q) (Yuzv — 2ulp) + (P — Ry)(2uxy — Ty2y)+

+ (Qw - Py)(l'uyv - l'vyu)] dudv

= //D [curl(P,Q, R) - (ry x 1)] dudv = // curl F - dS.
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Ta c6 thé phat biéu mot hé qua doc lap véi tham sbé héa, 1a dang thudng gap trong
mon hoc nay, sit dung cac khai niem da duge dua ra & Ménh dé [3.3.14

Dinh 1y 3.4.3. Gid st S la vét ciia mot mat xdc dinh trén tap dong bi chdn, cé bién la
vét cilia mot duomg chinh qui ting khic, trén dé cong thiic Green dp dung duge. Gid si
mat nay la don, chinh qui, hon nita tron cap hai trén tap md chita mién zdc dinh. Gid si
S va 08 ¢6 dinh hudng tuong thich. Cho trucng F' tron trén mot tdp md chia S. Khi do

/ F.dgz//cuﬂF.dsT.
oS S

Vi du 3.4.4. Cho F(xz,y,2) = (22,43, z*). Cho C la dudng tam giac véi cac dinh (1,2, 3),
(2,0,-1), (4,3,1), dinh huéng theo thit tyt d6. Ta tinh [, F - d5.

C6 thé tinh tryc tiép hodc diing phuong phap truong bdo toan, nhung bay gis ta co
thém mot cong cu la cong thic Stokes. Duong tam giac C bao hinh tam giadc S véi dinh
huéng sinh bsi C. Ap dung cong thitc Stokes:

/F-d.;://cuﬂF-dS*.
C S

0 day curl F = 0. Vay tich phan trén bang 0.

Vi du 3.4.5. Cho F(z,y,2) = (zy,yz, zz). Goi C la giao clia mit phang x +y + 2z = 1
v6i mit tru 22 + 92 = 1, dinh huéng ngugc chiéu kim dong ho néu nhin tit trén xubéng. Ta
tinh I = [, F - d5 bang hai cach: tinh tryc tiép, va dung cong thitc Stokes.

(a) Tinh tryc tiép: Ta lay mot tham s6 hoa ctia duong C 1a C(t) = (cost,sint, 1 —cost —

sint), 0 <t < 27, nguge chicu kim dong ho néu nhin tit trén xuéng. Tinh tryc tiép
I:

I = /CF(C(t))-C’(t) dt

27
= / (costsint,sint(1l — cost —sint) + (1 — cost — sint) cost) -
0
-(—sint, cost,sint — cost) dt

= —T.

(b) Dung cong thitc Stokes: Trude hét tinh duge curlF(z,y, z) = (—y, —z, —x). Tham
s6 héa mat S bao bdi C béi r(z,y) = (z,y,1 — x — y), 22 + y?> < 1. Tham s6 hoa
nay c6 vectd phap tuyén tuong tng 1a r, X ry(x,y) = (1,1,1), huéng len, do d6 phut
hgp véi dinh huéng can thiét trong cong thitc Stokes. Bay gio:

I = // curlF - dS = // curlF(z,y) - (ry X ry(z,y)) dedy
S z2+y2<1
= // (—y,—(1—2—y),—z) (1,1,1) dedy = —.
z2+y2<1

* Diéu kién dé trudng ba chiéu 13 bao toan

Ménh dé 3.4.6 (curlgrad = 0). Néu f la ham thuc c6 cic dao ham riéng cap hai lién
tuc trén mot tap md thi trén dé curl(Vf) = 0.

Dung ki hiéu hinh thic thi V x (Vf) = 0.
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Chitng minh. Tuong ty nhu truong hop hai chiéu, tinh tryc tiép ta duge
cuerf = (fzy - fyza fzz - fzxy fy:v - facy) =0.
O

Hé qua 3.4.7 (diéu kién can dé trudng ba chiéu 1a bao toan). Néu F la truong
tron bdo toan trén mot tap md thi curl F = 0 trén dé. Néi cdach khdc diéu kién sau phdi
duge théa:

Ry = Qz
Pz = Rm
Q. = P,

Ta c6 thé diung két qua nay dé ching t6 mot trudng la khong bao toan bing cach chi
ra rang curl clia n6 khac 0.

Vi du 3.4.8. Truong F(z,y, z) = (y,x,y) c6 béo toan trén R3 hay khong?
Truong F tron cap mot tréen R3. Néu F 1a bao toan thi phai c¢6 curl F = 0. Nhung
trong truong hop nay curl F' = (1,0,0) # 0, vay F' khong bao toan.

Bing cach ching minh tuong ty & [3.2.15 nhung thay cong thitc Green béi cong thitc
Stokes ta dugc:

Ménh dé 3.4.9 (bd dé Poincaré ba chiéu). Néu F tron trén mot mién md hinh sao
trong R? va curl F = 0 thi F la bdo toan tréen do.

3.4.2 Cong thic Gauss-Ostrogradsky

Dinh nghia 3.4.10. Cho F = (P,Q, R) la trudng theo ba bién (x,y, 2) trén R3 thi

divF = Z— + =% + ——.

Duéi dang ki hiéu hinh thic thi div F' =V - F. Ham div F' con dudc goi 1a ham phdan
tan (divergence) cia truong F'.

Cong thic Gauss-Ostrogradsky E| con dudc goi 1 cong thite Divergence L Day 1a tong
quat hoa ctia dang thong lugng ctia cong thitc Green cho mot cong thitc c6 dang

/ P dydz + Q dzdx + R dxdy = /// (Pp+Qy+ R.) dxdydz.
OF E

Duéi day ta sé phat biéu va ching minh cong thic nay cho khéi don gian theo ca ba
chiéu. Theo mdi chiéu thi khoi 14 mién nam gitta hai do thi. Chéng han theo chiéu truc z thi
khéi la E = {(z,y,2) € R3 | (z,y) € D C R?, f(x,y) <z <g(z,y)}, v6i D dong, bi chan,
c6 dién tich. Gia sit them rang trén D thi f = g hodic f < g. Gia sit cac ham f, g 14 tron
thi bien F 1a hoi clia mat dudi 1a {(x,y, f(x,y)) | (z,y) € D} (chinh qui, huéng xudng),
mat trén 1a {(z,y,9(z,y)) | (z,y) € D} (chinh qui, huéng lén), ngoai ra néu trén D ma
f < g thi bién con gom mat ben hong 1a {(z,y,z2) | (z,y) € 9D, f(z,y) < z < g(x,y)}.
Gia st them 0D la vét clia mot duong chinh qui ting khic. Ta néi E la mot khéi don
gian vdi bién tron tung madnh.

Vi du 3.4.11. Qua cau dong, khdi ellipsoid, khéi hop chit nhat 14 nhitng khdi don gian
véi bién tron ting manh.

4ten Ostrogradsky con dugc viét 13 Ostrogradski
Strong tiéng Anh “divergence” c6 nghia 13 sy phat tan, sy phan ki, sy phan ra, ...
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Dinh ly 3.4.12 (cong thic Gauss-Ostrogradsky). Cho truong F' tron trén mot tap
md chia mot khoi don gian E vdi bién tron tung mdnh duge dinh hwdng ra ngodai. Khi dé:

%EF-ndS—%EF.dg_ﬂ/EdideV

Chitng minh. Viét F = Pi + Qj + Rk. Viét E nhu 1a khéi don theo chidu Oz nhu la tap
hgp nhitng diém (x,y, 2) véi f(z,y) < z < g(x,y) trong d6 f, g 1a ham tron x4c dinh trén
mién phing D. Ta sé ching t6

//8ERI<: ds = // —RdV

Tuong tu ta ching minh hai biéu thic tuong tng cho hai chiéu con lai, cong lai va duge
ding thitc phai duge chitng minh.

Néu f < g trén 8D thi OE c6 mit hong, nhung tich phan ctia Rk bing khong tren do,
cd ban 1a vi miit hong chita nhitng doan thing thing ditng, nén phép tuyén clia mit hong
ndm ngang, vuong goc véi truong Rk, chi tiét day di hon c6 & [Vugt3).

Nhu vay tich phan cta Rk trén OE bing tong tich phan clia Rk trén mat trén va mat
duéi, 14 cac mit do thi, bang:

// (@9, (@, )k - (=92, —9y, 1) dA+

+//D R, y, £, ) - (for £y —1) dA
// (2,3, 9(2,9)) — R(z,y, f(z,))] dA.

Mit khac, theo cong thic Fubini

9(z,y)
/// R, dV // / R,dz| dA
E D \J f(zy)

- //D<R(x’y7g($’y) = R(z,y, [(2,y))) dA.

Vay ta dudce ddng thiic mong mudn. O

Vi du 3.4.13. Dung cong thic Gauss-Ostrogradsky, ta tinh thong lugng cta trudng
F(z,y,2) = (2x + €Yz, 2%y, y2) qua mat cau don vi 22 4 32 + 22 = 1 dinh huéng ra ngoai:

// F-d§ = /ﬂ divF(z,y, z) dedydz
242 +22=1 242 +22<1
= /// (2+ 2? +y) dvdydz
2 4+y2+22<1

A7 1 pm 27
= 2; —I-/ / / (psin ¢ cos 0)?p?sin ¢ dOdpdp + 0
o Jo Jo
4 447
3 15
Vi du 3.4.14. Hay tinh thong lugng cta truong F(z,y, z) = (x,y,2 — 2z) qua mat S cho

bdi z =1 — 22 — y?, z > 0, dinh huéng lén trén, bing hai cach: (a) tinh tryec tiép, va (b)
tinh thong lugng ctia F' qua mot mit khac va dung dinh 1y Gauss-Ostrogradsky.
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(a) Tham sb héa mat S: r(z,y) = (z,y,1 — 2% —y?) v6i 22 +y> < 1. C6 1y X 1y, y) =
(2x,2y, 1) hudéng lén trén.

I = //quﬁ://xzwm F(r(z,y)) - (re x ry)(z,y) dedy

= . @wz-20-a— g)en 2 ) dedy
z249y2<1

2m 1
= // 4(z% +y?) dady = / / 4r% rdrdf = 2.
x24y2<1 0 0

(b) Goi Sp 1a mit cho béi 22 +y? < 1, z = 0, dinh huéng xudng dudi. Mat S ciing S; tao
thanh mit kin Sy bao khéi E. Ap dung cong thiic Gauss-Ostrogradsky:

//SF.dg—lr//SlF-dgz%QF-d§:M5dideV:MOdV:O,

Mit khac
//F~d§ = //F-ndS:// (z,,2—0)-(0,0,—1) dA
S1 S1 z2492<1
= // —2 dA = —2m7.
z24+9y2<1

Do d6 [[4 F - dS = 2.

Tinh trie tiép tit cong thitc tuwong ty nhu 6 Ménh dé ta c6 két qua sau:
Ménh dé 3.4.15 (divcurl = 0). Néu F la truong cé cic dao ham riéng cap hai lien tuc
trén mot tap md thi trén do div(curl F) = 0.

Viét bang ki hiéu hinh thic: V- (V x F) = 0. Két quéa nay cho mot diéu can dé mot
trudng 1a truong curl cia mot trudsng khéc.

* Y nghia vat ly cta div va curl
Trude hét ta can bd dé sau day:
B6 dé 3.4.16. Cho f la mot ham thauce khd tich trén mot lan can cia diém p € R™ va lien
tuc tai p. Goi B'(p,r) la qud cau déng tam tai p vdi ban kinh r. Khi dé:
1

lim ———— I=rf)-
r—0 \B/(p,r)| B'(p,r) ( )

Vay gié tri trung binh clia mot ham lién tuc quanh mot diém tién vé gisi han la gia
tri cia ham tai diém do.

Chitng minh. Vi f lién tuc tai p nén cho € > 0, v6i  dit nho thi véi moi ¢ € B'(p,r) ta c6
[f(9) = f(p)| < e Tudo

1 1
(\B/(Pﬂ”)\ /(o) f) — f(p) m B (pr) [f(q) — f(p)]
1
< W B/ (pi) |f(q) = f(p)l
1

‘B,(p7 7“)’ B'(p,r)
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Ap dung b6 dé tren cho div ta duge

div F(p) = lim ——— /// divF dA = lim ———— // F-ndS. (3.4.1
( ) r—0 ‘B/ b,r ’ "(p,r) r—0 ‘B b,r ’ OB’ (p,r) ( )

Tich phan ([} By F 1 dS 1a thong hugng clia truong F ra khoi mat cau OB'(p,r). Vay
div F(p) chi do phat tdn ctda truong F trén don vi thé tich quanh p.

N/ N/

p

/\ e

div F(p divF(p) >0

Xét mot diém p. Lay mot mit phang qua p véi phuong dinh béi phap tuyén n. Xét
hinh tron B’(p,r) trén mit phiang nay véi tam tai p va ban kinh 7. Ta c6:

1
curl F(p) -n = lim -—————+ // curl F-n dA = lim ———— F.ds. (3.4.2)
=0 |B b, T | "(p,r) =0 |B (p’ )| OB’ (p,r)

Vay curl F(p) - n thé hién luu lugng nguge chidu kim dong hd (do xoay) ciia truong F
trén phan ti dieén tich quanh p trong mit phing qua p vudng géc n.

Ta c6 curl F(p)-n dat gid tri 16n nhat khi n cing phuong cung chiéu véi curl F(p). Vay
curl F(p) cho phuong clia mit phang ma trén dé do xoay ciia truong quanh p 13 16n nhat,
chiéu ctia n6 duge xac dinh béi chiéu xoay clia truong theo qui tic ban tay phai. Hon nita
c6 thé ching t6 1a do 16n ctia curl F(p) ti 1& véi tdc do xoay theo géc clia trudng quanh p.
N6i vén tét, curl F(p) chi sw xoay cia truong F tai diém p. Tt diéu nay tich phan
[fgcurl F - dS con duge goi la lwu lwgng (circulation) clia trudng F trén mat S.

ﬁcurlF(p)
/J\ RN
| e
NS N

¢ curl F(p)

|

Ta c6 mot mieu ta tric quan cho curl F(p): Tudng tugng rang ta tha mot cai chong
chéng vao truong, ¢ dinh né tai diém p nhung dé cho né tur do ddi hudng va tur do xoay.
Khi d6 huéng on dinh ctia chong chéng chinh 1a huéng ctia curl F(p), chidu xoay ctia né
chinh 1a chiéu xoay clia trudng, con van toc xoay ciia chong chéng chi do xoay clia trudng
quanh p.

Ghi chi 3.4.17. Cong thitc cho div (3.4.1) va cho curl (3.4.2) cho théy ching 14 nhiing
dai lugng vat 1y, khong phu thudc hé toa do.
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* Ung dung
Dién tu

Goi F la dien truong gay béi dién tich ¢ tai diém O. Gia st S 1a mot mat kin, bien
ctia khéi D. Gia stt cong thitc Gauss-Ostrogradsky cé thé 4p dung duge cho D. Nhic lai
tir[3.4.21|1a div £ = 0. Néu D khong chita diém O thi

[[#-as= [ awnav=o

Néu D chita diém O & phan trong, néi cach khac néu S bao diém O, thi lay mot qua
cau B(O, R) dt nho sao cho n6 khong cat S, va cho bien B(O, R) dinh huéng ra ngoai
B(O, R). Khi d6 S cung 0B(O, R) tao thanh bién ctia mot kh6i D’ khong chita O. Gia st
cong thitc Gauss-Ostrogradsky c6 thé ap dung duge cho D', ta duge

//E-dg—// E'd§:/// divE dV = 0.
S OB(O,R) ’

Suy ra [[4 E - dS = ffaB(O R E-dS. O Bai tap 3.3.7, ding Dinh luat Coulomb (Bai tap
3.2.0), ta da tinh dugc [[yp0 ) E-dS = L.

Vay

//E.dST =1,
S

thong lugng cia dién truong qua mot mat kin bao dién tich khong phu thudc vao mét va
ti le véi dien tich. Day 13 noi dung ctia dinh luat duge phat biéu béi Johann Carl Friedrich
Gauss. [

O tren ta vita trinh bay dinh luat Coulomb va dinh luat Gauss cho mot dién tich.
Trong truong hgp moi truong chita dién tich tai moi diém (moi truong lién tuc) thi ta co:

| Dinh luat Coulomb | Dinh luat Gauss |
divE = £, v6i p la ham mat do dien | [[¢E-dS= 2 [[[,pdV =€ véiDla
tich khéi duge bao bdi mit S va Q 1 tong
dién tich trén D

Tuy c6 thé chi ra ring hai dinh luat 1a tuong duong vé mit toan hoc, nhung Dinh luat
Gauss ¢6 thé dugc kiém ching bang thi nghiém dé hon Dinh luat Coulomb, vi Dinh luat
Gauss ¢6 tinh vi moé trong khi Dinh luat Coulomb c¢6 tinh vi mo.

6Tlrong; céc tai lisu vat Iy dinh luat Gauss thudng duge phét biéu ma khong kém theo diéu kien gi vé
tinh tron ctia mat va ctia cdc ham trong cong thiic.
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Khong 1au sau hai dinh lugt Coulomb va Gauss, trong thap ki 1820, André Marie
Ampére phat hién ra ring mot dong dién tao ra quanh né mot tit truong theo dinh luat:

/Bdgzﬂol,
C

trong d6 C' 1 mot duong cong kin bao quanh mot dong dién cé cuong do khong ddi I, B
13 tit truong, va po 1a mot hing sb.

Niam 1831 Michael Faraday phét hién ring mot tit trusng thay doi theo thai gian téi
lugt no6 lai tao ra mot dién truong. Dinh luat Faraday cho cong thiic:

E.dgz—d//B.dS*.
a8 dt JJs

Nam 1864, James Clerk Maxwell phat trién dinh luat Ampere va théng nhat dien
truong voi tu truong:
] Céac phuong trinh Maxwell

Dang vi phan Dang tich phan
(1) (Coulomb) div E = 2 (Gauss) [[4 E - ds = %, v6i S 1a mot
mat kin

(2) curl E = —98 (Faradayz Jog E-ds= -2 [[(B-dS

(3) divB =0 J[¢ B -dS =0, véi S la mot mat kin
N J |, OE g_ 1 | d S

(4) (Ampere) 6020 curl B = &+ %7, ﬁ Jog B-dS = o T @ I[s E-dS, véi

v6i J la mat do dong dién I 14 cuong do dong dién qua mat S

Ching bao lau sau ly thuyét ctia Maxwell da dugc tng dung trong thuc té véi viec
phat minh ra séng dién tit cia Heinrich Hertz nam 1887. Cac phuong trinh Maxwell cling
v6i cac dinh luat ctia Newton téng két vat 1y c¢d dién.

Co hoc chat léng

Goi F' la trudng van téc chuyén dong ctia mot dong chat 1éng. Néu div F = 0 (tai moi
diém) thi ngudi ta n6i dong chit 16ng 14 khong nén duge (incompressible) (vi né khong
c6 chd bom vao 1an chd thoat ra). Cac toan tit vi phan ctia Giai tich vects xuit hién phd
bién trong mo hinh héa cac hién tugng co hoc. Chang han, mot trong nhitng phuong trinh
quan trong nhat mo td dong chdy chat 1éng cho t6i nay van dang dudce tap trung nghién
cttu 1a phuong trinh Navier—Stokes:

%fﬂﬁ-v@—mﬁ = —Vw+7,
div F’ = 0.

Bai tap

Cong thidc Stokes

3.4.1. Trudng sau c6 bao toan hay khong?
(a) F(z,y,2) = (y,2,9).
(b) F(z,y,z) = (2we®, zsiny?, 23).

3.4.2. Cho S la mit z = 2?2 + 9% véi z < 1, dinh huéng léen trén. Tinh luu lugng cla trudng
F(x,y,z) = 3y, —xz,yz?) tren S (tic 1a [[ curlF - dS) béng hai céch:

(a) Tinh tryc tiép.
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(b) Dung cong thic Stokes.
3.4.3. Cho S lamat z = 9 — 22 — y? v6i z > 0, dinh huéng lén trén.

(a) Cho truong F(x,y,2) = (22 — y,z + 2,3z — 2y). Tinh tryc tiép luu lugng ctia F trén S, tic
J[gcurl F - dS.

(b) Dung cong thiic Stokes tinh [[g curlF - ds.

3.4.4. Cho C la dudng giao clia mit 422 +4y> tzQ = 40 va mat z = 2 dugce dinh hudng ngugce chiéu
kim dong ho khi nhin tir trén xuong. Tim [, F' - d5 v6i F(x,y,z) = (y,2yz + 1, z2* + cos(2z + 1))
bing cach tinh tryc tiép va bing cich diing cong thitc Stokes.

3.4.5. Cho F(z,y,z2) = (zy,yz, 2x). Goi C la giao clia mit phang » +y + 2z = 1 véi mit tru
x2 + y? = 1, dinh huéng ngudc chiéu kim dong hd néu nhin tir trén xubng. Dat I = fC F - ds.

(a) Tim mot tham s6 hoa cta dudng C.
(b) Tinh tryc tiép I.
(¢) Tinh curlF.

)
)
)
(d) Dung cong thiic Stokes, tinh I.
3.4.6. Cho f va ¢ 1a hai ham thyc tron cap hai trén R3.

(a) Chung té curl(fVg) = Vf x Vg.

(b) Tinh tich phan [, fVf - d§ trong d6 C(t) = (cost,sint,sint), 0 < ¢ < 2.

3.4.7. Trong R? cho S; 1& nita mit cau trén z2 + y? + 22 = 1, 2 > 0; cho Sy 14 mit paraboloid
z=1—22—19% 2 >0, ca hai dugc dinh huéng len trén.

(a) Vé hai mat nay trén cuing mot he toa do.
(b) Cho F la mot truong tron trén R?. Chiing t6 [[g curl F- dS = Jfg, curl - ds.
(c) Hay tdng quat hoa.

3.4.8. Chiing t6 néu S 1a mit cau thi [[g curl F'- dsS = 0.

3.4.9. Cho ¥ € R3 la mot vecto cb dinh. Cho S 13 mot mat ma trén dé cong thic Stokes cé thé

ap dung dugc. Hay chitng minh:
/ (17><F)-d§’=2//17~ﬁd5,
as s

trong dé 7 1a vecto vi tri, tuc 7(z,y, 2) = (z,y, 2).
3.4.10. (a) Chiing minh déng thic
ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
(b) Tu d6 chitng minh
curl(curl F) = V(div F') — AF.

O day AF duoc hiéu 1a toén ti Laplace A = V-V = % + 88—;2 + 88722 tac dong vao ting
thanh phan cia F.

3.4.11 (cAm tng dién tir). * Dinh luat Faraday phat biéu ring khi thong lugng tit truong qua
mot mit gidi han béi mot mach kin thay déi thi trong mach xuét hién dong dién cam tng. Chinh
xéc hon, goi E 1a dien truong, B la tu truong, S 1a mot mat véi bién la duosng 95 duge dinh hudng
tuong thich nhu trong cong thic Stokes, thi
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Gia st mot ngudn nang lugng cd hoc nhu siic nude hay stc gié lam quay mot truc véi van
téc w vong/don vi thoi gian. Mot vong day phéng duge gin vao truc nay, duge dit trong mot tit
trudng cb dinh B. Goi A la dién tich ctia hinh phéng bao béi vong day. Dai lugng fas E-ds thuong
dugc ki hiéu la em f. Ching té

emf = —A|B|2nw sin(2rwt).
Vay trong vong day xuét hién mot dong dién xoay chi¢u. Day 13 mot nguyén 1y cd s§ clia may phét
dién.

3.4.12. Tiép tuc bai tap va|3.2.2] xem F nhu la trudng phing trong khong gian ba chiéu.
Uéc doan divF tai diém gbc toa do la am, duong hay bing khong? Hay miéu ta curlF tai diém
gbc toa do.

3.4.13. Ton tai hay khong mot truong F kha vi lien tuc cap hai théa curl F(z,y, z) = (e¥,sin(z2?), 25)?

Cong thirc Gauss-Ostrogradsky

3.4.14. Tinh:

(a) Tiép tuc Bai tap Néu mat S la kin hay tinh tich phan [fg F - dS bing cach ding cong
thic Gauss-Ostrogradsky.

(b) Tinh thong lugng clia trudng F(z,y, z) = (3z,y2, 22) qua mat cAu don vi 22 + 2 + 22 = 1,
dinh huéng ra ngoai.

(c) Tinh thong lugng clia trudng F(z,vy, 2) = (2z+e¥?, 22y, y?) qua mit cau don vi 22 +y>+22 =
1 dinh huéng ra ngoai.

(d) Tinh thong lugng ciia truong F(z,y, 2) = (y, 2,7) qua mat 2% + y* + 2% = 2, dinh huéng ra
ngoai.

3.4.15. Cho trudng

T, Y,z) = ’ ) .
y (22 4+ 2 + 22)3/27 (22 + Y2 + 22)3/27 (22 + 32 + 22)3/2
Cha y day 1a mot truong xuyén tam, ti 1é v6i trong trudng va dién trudng.
(a) Tinh div(F).

(b) Goi Sy 1a mat cau 22 + y? + (2 — 3)2 = 1 duge dinh huéng ra ngoai. Ding cong thiic
Gauss-Ostrogradsky, hay tinh ], g I ds.

(c) Goi Sp 1a mat cau 22+ + 22 = 1 duge dinh huéng ra ngoai. Tinh tich phan mat ffsl F.dS

bang cich dung toa do Euclid (z,y, z) hodc dung toa do cau.
(d) Goi S3 1a mit 22 + 4y? + 922 = 36 duge dinh huéng ra ngoai. Hay tinh fsz F.ds.
3.4.16. Cho S 1a mit z =9 — 22 — 32 v6i z > 0, dinh huéng lén trén.

(a) Cho G(z,y,2) = (¢¥cos z,2%2,y* + z). Cho S; 1a dia 22 + y* <9, 2z = 0, dinh huéng xudng
dudi. Tinh thong higng clia G qua S, tic [[g G- dS.

(b) Dung dinh ly Gauss-Ostrogradsky tinh [fg ¢ G- ds.
(c) Tinh [[G - dS.

3.4.17. Cho T la nhiet do trén mot mién D C R?, gi sit 1a mot ham tron cip hai. Vi nhiét duge
chuyén tit noi c6 nhiét do cao téi noi c6 nhiet do thap, va vecto gradient chi huéng ma ham c6 toc
do thay déi 16n nhét, nén sy thay déi nhiét trén mién nay dugc mo hinh héa mot cach don gidn
bing truong dong nhiét F' = —kVT, véi k 13 mot hing sd duong.

(a) Chung t6 curlF = 0.
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(b) Chitng t6 divF = —kAT, trong d6 A la toan ti Laplace: AT = &2 4 &1 4 O°T

Y 0z

(c) Ching t6 néu T la ham diéu hoa, tic 1la AT = 0, thi téng dong nhigt qua mot mit cau
bat ki trong mién D luon bang khong. (Xem [3.2.23])

3.4.18 (dién tich mat cau). Ap dung cong thitc Gauss-Ostrogradsky cho ham F(z,y,z) =
(x,y, 2), hay tinh dién tich clia mét cau tam tai 0 v6i ban kinh R.

3.4.19. Hay ching minh céc cong thic sau, ciing dudc goi 1 cic cong thic Green, véi gia thiét
cong thitc Gauss-Ostrogradsky c6 thé ap dung duge. (Xem [3.2.21])

a) [[opV.f-ndS= [[[yAf dV.
b ffaE(ng) ndS = fffE(ng +Vf-Vg)dV.
[op(FVg—gVf) -ndS = [[[,(fAg— gAf) dV.

Wog fri dS = [[[ 8(% dv. O day n; 1a toa do thi i ciia vectd phap tuyén n.

(
(
(c
(d

(e ffaE fani dS = [[[ ga:fig av + [ffg nggi dv.

3.4.20. Dimg cong thitc Gauss-Ostrogradsky hiy dua ra mot cach khac dé tim ra thé tich ctia

mot khéi nén (xem [2.3.13)). Cu thé, dat dinh khdi nén & O va day khéi non trén mot mit phang
nam ngang z = a, va ap dung cong thitc Gauss-Ostrogradsky cho truong (z, vy, z).

)
)
)
)

3.4.21. Gia st c¢6 mot dien tich ¢ tai mot diém O. Theo dinh luat Coulomb 1' dién truong
gay bdi dién tich ¢ nay tai mot diém bat ki trong khong gian c6 vi tri cho bdi vecto 7 di tir diém
mang dién tich ¢ t6i diém dang xét la:

- q -
E(f)= ———T.
(") 4weo\f’l3r

Dang chi y la dién trudng c6 do 16n ti 1 nghich véi |7]?, do d6 dinh luat Coulomb thudng duge
goi 1a mot luat nghich déo binh phuong (inverse-square law). Nhu ta da thiy (3.2.9), trong truong
cting dugc cho bdéi mot luat nghich dédo binh phuong.
(a) Tinh toan tryc tiép, chimg t6 div E = 0.
(b) Chitng t6 ring mot trudng c6 dang E = k% (duge goi 1a mot trudng xuyén tam, radial)
thi c6 div E = 0 khi v& chi khi m = 3. (C4c thi nghiém sau nay kiém chiing hing s6 m trong
dinh luat Coulomb bing 3 sai khac khong qua 3 x 10716.)

3.4.22. Mait cyclide nhan dugc tit mot mat xuyén qua phép nghich dio qua mot mit cau. Mit
xuyén duge cho béi tham s héa

r(u,v) = ((5 4 cosu) cosv, (5 + cosu) sinwv,sinu), 0<wu,v <27,

Dua mat xuyén nay ra ngoai mat cau don vi tam O ban kinh 1 bing mot phép tinh tién, ching
han theo vecto (9,0,0), duge mot mat xuyén mdi véi tham sé hoa

rtorus(u,v) = (9 + (5 + cosu) cosv, (5 + cosu) sinwv,sinu), 0 < wu,v < 2.

Thuyc hién phép lay nghich ddo qua mat cau tam O ban kinh 1, tic 1a phép bién d6éi mang médi
diém p # 0 thanh diém e - Khi d6 mat xuyén tré thanh mat cyclide S v6i tham sd hoa

) rtorus(u, v)
lid =
reyclide(u, v) [Irtorus(u, v)|| 2

(a) Vé mit cyclide S.
(b) Tinh dién tich mit cyclide S ra s6 thap phan.

(c) Cho truong F(z,y,2) = (y,x,3z). Tinh thong lugng ctia F qua mit cyclide S ra s6 thap
phan.

(d) Tinh thé tich ctia khéi bao bdi mat cyclide S ra s6 thap phan.



Chuong 4
Phuong trinh vi phan

4.1 Phuong trinh vi phan va mé hinh toan
hoc

Con ngudi xay dyng nhiing moé hinh toan hoc vé cac hién tugng trong thé gisi roi co
gang khao sat cdc mo hinh d6 dé hiéu vé céc hien tugng. Thuong cac hién tuong thay doéi
theo thoi gian va khong gian, vi thé cdc mo hinh thudng chita ciac dao ham dé do toc do
thay doi. CAc mo hinh nhu thé thuong din téi nhitng phuong trinh ¢ d6 an la cic ham,
con ban than phuong trinh thi chita cac dao ham. Nhitng phuong trinh nhu thé duge goi
la nhitng phuong trinh vi phan.

Vi du 4.1.1. Day 1a mot phuong trinh vi phan:
y =y

Giai phuong trinh nay nghia I3 tim mot ham y ma dao ham 3 bang y. Néi cach khéc,
tim ham y theo bién x sao cho v6i moi = thi y/(x) = y(x).

Ta c6 thé kiém dugc ngay la ham y = e® 13 mot nghiém ctia phuong trinh vi phan
tren. Lam sao dé giai tim nghiém ctia mot phuong trinh vi phan 1a mot dé tai ta sé khao
sat trong chuong nay.

Mot phwong trinh vi phan cdp maét la mot phuong trinh chita mot ham sé mot
bién chua biét va dao ham cap mot ctia ham s6 d6. N6i mot cach khac, day 1a phuong
trinh c6 dang

Fla,y(2), /() = 0
v6i F 1a biéu thitc chita o, y(x) va 3/(z), vi y 13 ham s can tim phu thuoc vio .

Ham s6 y(z) duge goi 1a nghiem ctia phuong trinh vi phan cip mot néu né c6 dao ham
caAp mot ton tai va théa dang thiic trén. Gidi phuong trinh vi phan caAp mot 1a di tim ham
y thoéa dang thic trén.

Bai todn tim nghiém y ctia phuong trinh vi phan cap mot théa man diéu kien y(zg) =
Yo, VOi xo vA yo cho trude, duge goi 1a mot bai todn gid tri daw. Nhu vay day la bai
toan giai hé

Fla, y(@), /() = 0
y(xo) = yo.

Vi du 4.1.2. Xét phuong trinh vi phan
y =y

Thé vao phuong trinh, ta kiém dugc ngay khong chi y = €®, ma y = ke® trong dé k 1a s6
thie bat ki, 14 nghiém ctia phuong trinh vi phan.

116
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Vi du 4.1.3. Xét bai toan gia tri dau:

{y’ =y
y(0) = 2.

Thay = = 0 vao nghiém y = ke® ta dugc y(0) = k. Do d6 dé y(0) = 2 thi k = 2. Vay bai
toan gia tri dau nay c6 mot nghiem la y = 2¢%.

Tim cong thiic nghiém ciia mot phuong trinh vi phan c6 thé khé. O cac muc tiép theo
chiing ta sé tim hiéu mot s6 phuong phap tim nghiém ctia phuong trinh vi phan. Trong
nhiéu truong hop thay vi tim cong thiic ciia nghiém ta tim hiéu céc tinh chat ctia nghiem,
hay xap x{ nghiém.

Vi du 4.1.4. Xét phuong trinh vi phan
y =2z +y.

Néu dit vé phai 1a F(x,y) = 22 + y thi ta c6 thé dién dat phuong trinh vi phan nhu sau:
Tim mot dudng cong y theo bién 2 ma tai mdi diém (z,y) thi do nghieng 3/ () ctia duong
dugc cho béi s6 thue F(z,y). Tai mdi diém (z,y) trén mat phing ta vé mot vectd c6 do
nghiéng bang F(z,y), chang han nhu vects (1, F(x,y)), thi ta dugc mot trusng vects ting
v6i phuong trinh vi phan. Dudng cong nghiém phai luon tiép xtc véi cac vects clia trudng
vectd nay tai diém ma dudng cong di qua, vi ca hai c6 ciing do nghiéng.

Cach tiép can nay c6 thé st dung duge dé dang hon néu ta ding cong cu may tinh.
Hinh vé gitip chiing ta hinh dung tinh chat va dang diéu ctia nghiém.

Hinh 4.1.1: Truong vecto va dudng cong nghiém ctia phuong trinh ¢ = 2z + y di qua
diém (0,0). Dudng nay l4 do thi ctia nghiém clia phuong trinh vi phan véi didu kien dau
y(0) = 0.

Qua Hinh ta c6 thé quan sat thay nhing tinh chat ching han nhu nghiém y thoa
diéu kien dau y(0) = 0 s& c6 y(z) cang 16n khi x cang 16n.

Ghi cha 4.1.5. Trong cac bai toan gidi phuong trinh vi phan trong tai liéu nay chiung ta
bing long véi viéc tim ra duge mot nghiém nao dé ciia phuong trinh x4ac dinh trén mot
khoang nao dé. Duéi nhitng diéu kien kha tdng quat ma thuong dude thoa trong tai lisu
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nay, v6i mdi dieu kien dau, phuong trinh thic sy ¢6 duy nhat mot nghiem xac dinh trén
mot khoang nao dé. Diéu nay dude thé hieén trong hinh vé nghiém ciia phuong trinh: qua
mdi diém chi c6 mot dudng cong nghiem ma théi. Van dé nay thuong duge khio sat trong
cac tai lieu nang cao hon vé mon Phuong trinh vi phan nhu [Long), [Boyce09).

4.1.1 M5 hinh véi phuong trinh vi phan cip mot

Vi du 4.1.6 (M6 hinh tang truéng dan s6). Ta lap mo hinh tiang trudng ctia dan s
(s6 lugng ca thé trong mot quan thé sinh vat nao d6) P theo thai gian t.

Ta duwa ra mot gia thiét 1a toc do tang dan so ti 1é hing vdi qui mo dan sb, néi cach
khac téc do tang tuong d6i 1a mot hang s6. Vi du néu cit méi 100 ngudi trong mot nam
c6 3 tré dugce sinh ra va 1 ngudi chét di thi téc do ting dan sb6 tuong ddi 1a 2 ngudi trén
mdi 100 ngudi mdi nam, tiic 1a 2% /nam, va ta gid st toc do nay khong thay ddi theo thai
gian.

Toc do tang trudng dan s theo thdi gian chinh la dao ham 4F. Téc do tang trudng
tuong doi 1a

vay mo hinh la
dP
dt
dt
P )

trong d6 k 1a hang s6 ti ¢, doc lap véi thoi gian, hay
dP
— =kP. 4.1.1
o (4.1.1)

Phuong trinh (4.1.1)) 14 mot mo hinh don gidn nhung hiéu qué vé sy tang trudng sb lugng
clla quan thé.

N~~~ — —

T e e e e T

NN N~~~ — — —

NN N N N S e —
NN NS NS NS NS S

Y N e e e T
Y N N s T e e e e e
NCONN N N SN s s TS s

Hinh 4.1.2: Mot s6 nghiém ctia phuong trinh dan s6 P(t) = Pyek! ting véi k = 1 va nhitng
gia tri khac nhau cua Py.

Néu k > 0 thi 2 luon duong, néen dan s6 luon tang. Hon nita khi P cang 16n thi
cang 16n, nghia 14 dan s6 cang 16n thi ting cang nhanh. Nhu vay mo hinh dan s6 (4.1.1)
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phit hop v6i nhitng tinh huéng ma st phat trién ctia dan s6 khong bi han ché béi luong
thite, sy tan cong ctia ké dich, bénh dich, . ...

Néu k = 0 thi 42 luon bing 0, do d6 P béing mot hing s6. Vay dan s6 khong ddi. Mot
nghiém hing nhu vay ciia phuong trinh vi phan con duge goi 1a mot nghiém can bang.

Néu k < 0 thi 22 luon am, nén dan s6 luon gidm.

Phuong trinh nay dugce gidi & Vi du con ldc nay ta cé thé dé& dang kiém tra bang
cach thé vao rang phuong trinh c6 mot nghiem 13

P(t) = Pye.

Trong d6 Py = P(0) 14 dan s6 tai thoi diém 0, tic 14 dan s6 ban dau. Xem Hinh

Mb6 hinh tang truéng dan sb ciing 4p dung duge cho cac truong hgp khiac ma téc do
thay ddi ctia dai lugng ti 1é véi gia tri ctia dai lugng, nhu mé hinh 1ai nhap vén (Bai tap
, mo6 hinh phan ra ma (Bai tap [4.2.9)).

Vi du 4.1.7 (M6 hinh ting truéng dan sé c6 kim ham). Thuong khi dan s clia
mot cong dong tang lén thi nhitng yéu t6 kim ham xuat hién nhut han ché vé luong thuec,
tai nguyen, sy canh tranh ctia cac cong dong khéc, . ... Trong truong hgp nay thi tdéc do
tang truéng dan s6 tuong doi sé khong phai 14 mot hang s6. Mot mo hinh don gidn 13 tdc
do tang trudéng dan s tuwong doéi sé phu thuodc vao chinh dan sob:

Pl

= = h(P).

Don gian hon nita ta 1y A 14 mot ham cap 1:

P
WP = (1= )
(P)=r e
trong d6 r, K 1a cac hang s6 duong. Vay ta c6 mo hinh

Z:T(I_Ii)’ (4.1.2)

con dugc goi 1a mé hinh hdau can.

Quan sat mo hinh hau can ta thay néu P < K thi P’ > 0, nhu vay dan so6 sé tang.
Tuy nhién khi P cang 16n thi (1 — %) sé cang nho, tuy van la s6 duong. Nhu vay khi dan
s6 16n len thi téc do tang tuong doéi sé gidm di, ding nhut ta mudén miéu ta. Phuong trinh
c6 mot nghiem hang P(t) = K, duge goi 1a nghiem can bang. Gid tri K dugc coi la madc
tran cia moi trudng, néu dan sé khéi dau 6 mot miic thap hon thi dan sé khong thé
tdng vugt qua miic nay.

Trong muc sau ta sé gidi phuong trinh hau can é Vi du Hién gid ta c6 thé kiém
rang phuong trinh c6 mot nghiem la

B K
)= 15 e

v6i C € R. O Hinh ta thay nghiém c6 nhitng tinh chat nhu dy doan tit mo hinh.

4.1.2 M5 hinh véi phuong trinh vi phan cap hai

Mot phwong trinh vi phan cdp haila mot phuong trinh chita mot ham sé (mot
bién) chua biét vi dao ham cap hai ctia ham s6 d6 (c6 thé c6 chita them ci dao ham cap
mot). Noi mot cach khac, day 1a phuong trinh c6 dang

F(z,y(x),y (x),y"(x)) =0
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Hinh 4.1.3: Mot s6 nghiém ciia phuong trinh hau can v6i r = 1, K = 3 va nhitng diéu kién
dau khac nhau. Nghiem P = K I nghi¢m can bing, c6 do thi I3 mot duong thing nim
ngang. C4c nghiém ma c6 gia tri dau nhé hon K khi thoi gian 16n hon ting gan t6i nhung
khong dat gia tri K. Cac nghiém ma c6 gia tri dau 16n hon K khi thoi gian 16n hon gidm
gan tdi nhung khong dat gia tri K.

v6i I 14 mot ham s6 ctia bon bién thie va y 14 mot ham s6 can tim phu thuoc vao z. Ham
s6 y dudc goi 1a nghiém ctia phuong trinh vi phan néu né c6 dao ham cap hai va théa
déng thic trén. Giai phuong trinh vi phan cap hai 1a di tim ham y théa ding thic trén.

Vi du 4.1.8. Xét phuong trinh vi phan cap hai y”’(z) + ¢/'(z) = 0.
Ta c6 kiém tra truc tiép rang ho cac ham so6
y(z) =C1+ Cae™®
v6i C1, Oy 1a cac hing s6 thyc, 1 nghiém ctia phuong trinh vi phan nay. That vay, ta c6

y'(z) = —Cee™® va y’(x) = Coe™*. Thay vao vé trai clia phuong trinh ta thay ngay dau
bang xay ra.

Bai toan gia tri dau ctia phuong trinh vi phan cap hai bao gom thém diéu kién dau
cho dao ham cip mot. Day 1a bai toan c¢6 dang tim ham y thoa
F(z,y(x),y'(x),y"(x)) =0
y(xo0) = yo
y' (o) = wo,
véi xg, Yo, va wg cho trudce.
Vi du 4.1.9. Tiép tuc Vi du x6t bai toan gia tri dau sau
y'(@) +y'(z) =0
y(0) =1
y'(0) = —3.
O Vidu ta da thay y(z) = C1 + Cye~® 1a mot nghiém ctia phuong trinh vi phan
chua xét diéu kien dau. Thay z = 0 vao y(z), ta dugce

Ci+Cy=1.
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Thay = = 0 vao y'(x), ta duge

1
—CQ = —5
Giai hé phuong trinh cta C7, Co, ta dugc
1 1
Ci=-,Cy==.
1=5:02=35
Vay nghiém ciia bai toan la y(x) = % + %e*x.

Vi du 4.1.10 (M6 hinh chuyén déng ctia 16 xo0). Bay gid ta hiay xem mot vi du vé
mot mo hinh tit co hoc ¢d dién: su chuyén dong ctia mot vat c6 khéi lugng m duge dit &
cudi ctia mot 10 xo ditng so v6i mat dat, nhu trong Hinh

Vitri |
can bang

Hinh 4.1.4: Chuyén dong ctia mot 1o xo & vi tri thing ding so v6i mat dat.

Theo dinh luat Hooke trong Vat li, néu 10 xo gidn ra hay nén lai mot chiéu dai x so véi
chiéu dai tu nhién (chiéu dai khi & trang thai nghi, khong chuyén dong, vi trf 14 hing) clia
n6 thi vat chiu tac dong ctia mot Iuc c¢6 do 16n ti lé v6i  nhung trai chiéu chuyén dong:

lyc phuc hoi = —kx
trong do6 k 1a mot hang s6 duong phu thudce vao cau tao ciia 1o xo. Theo dinh luat thi hai
ctia Newton, tong luc tac dong bang khoi lugng nhan gia toc chuyén dong, gia s ring vat

khong chiu sy tac dong clia luc nao khéc, thi tai moi thoi diém ¢ vi trf  ctia vat phai théa

d*z
m@(t) = —ka(t),

hay ngan gon hon:

ma” = —kz. (4.1.3)

Day 13 mot vi du mo hinh toan hoc diing phuong trinh vi phan cap hai. O Vi du ta
sé giai duge phuong trinh nay va sé biét hoan toan cach thic 10 xo chuyén dong.

Bai tap

4.1.1. Kiém tra ring y = %ew + e~2* 13 mot nghiém ctia phuong trinh vi phan y’ + 2y = 2e®.

4.1.2. Kiém tra ring y = —tcost — t 1a mot nghiem ciia bai toan gia tri dau
d
td—zz =y +tisint, y(r)=0.

4.1.3. Xét phuong trinh vi phan 22y’ + 2y = 1.
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(a) Kiém tra ring moi phan tit ctia ho cdc ham s6 y = (Inz + C)/z déu la nghiém ctia phuong
trinh.

(b) Tim mot nghiém ctia phuong trinh vi phan théa man diéu kien ban dau y(1)

2.
(¢) Tim mot nghiém ciia phuong trinh vi phan théa man diéu kién ban dau y(2) = 1
4.1.4. Xét phuong trinh vi phan 3’ = —y2.

(a) Hay kiém tra ring tat ca cdc phan tit ctia ho y = 1/(x+ C) déu la nghiém ciia phuong trinh.

(b) Hay tim mot nghiém ctia bai toan gia tri ban dau

4.1.5. Xét phuong trinh vi phan y' = 2y5.
(a) Hay kiém tra ring tit ca phan tit ciia ho y = (¢ — 22)~1/2 déu 1a nghiem.
(b) Hay vé do thi nhidu phan tit ciia ho cdc nghiém trén cling mot mit phang.
(c

) Hay tim mot nghiém ctia bai toan gia tri ban dau
y =ay’, y(0) =2
4.1.6. Mot dan s6 duge mo hinh bdi phuong trinh vi phan theo mo hinh tang truéng cé kim ham

ar _ 1op(1- -2,
dt 4200

(a) Véi nhitng gia tri ndo ctia P thi dan sb ting theo thoi gian?

(b) Véi nhitng gid tri nao ctia P thi dan s6 gidm theo thoi gian?

(c) Nhitng nghiém nao la nghiém can bing (nghiém hing, dan s6 khong déi theo thoi gian)?
4.1.7 (M6 hinh ctia sy ngudi). Ngudi ta dua ra mot quan sat ring téc do ngudi clia mot vat

ti 18 v6i sy chénh léch nhiet do gitta vat dé v6i moi trudng xung quanh (day 1a mot dinh luat cla
1. Newton).

(a) Mot A&m nudc vita s6i ¢ nhiet do 100°C' duge dé ngudi trong mot phong c6 nhiet do 26°C.
Hay viét mot phuong trinh vi phan miéu td nhiét do ciia &m nuéc dé ngudi phit hop véi
quan sat nay.

(b) Hay vé phéac hoa do thi nghiem ctia bai toan gia tri ban dau & phan (a).

4.1.8 (Mo hinh ctia sy hoc). Dat P(t) la lugng kién thic tich lily duge clia mot ngudi hoc (do
theo mot cach nao d6) theo thoi gian t. Dao ham dP/dt cho tdc do tang ctia lugng kién thic tich

liiy, thé hien téc do tién bo clia ngudi hoc. C6 quan sat ring kién thitc tich liy dude tang theo
thoi gian, nhung véi téc do giam dan, va khong thé vugt qua mot mic tran M nhat dinh.

(a) Hay giai thich vi sao phuong trinh vi phan

apP
o = KM =P,
v6i k 13 mot hing s6, 14 phit hop véi quan sat trén.
(b) Hay vé phac hoa mot nghiém ciia phuong trinh vi phan nay dya theo mo hinh trén.
4.1.9. Xét phuong trinh vi phan 2y” + 4’ —y = 0.
(a) Vi cac gia tri nao ctia 7 thi ham s6 y = €"® théa man phuong trinh?

(b) Néu rq va 7o la cac gid tri cia 7 ma da tim duge 6 phan (a), chiing t6 ring moi phan tit clia
ho céc ham s6 y = ae™® + be™* déu la nghiem.

4.1.10. Xét phuong trinh vi phan 4y” = —25y.
(a) Véi cac gia tri ndo clia k thi ham s6 y = cos kt théa man phuong trinh?

(b) Véi cac gia tri k do, kiém tra ring moi phan tit ciia ho cac ham s6 y = Asinkt + B cos kt
déu la nghiem.
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4.2 Giai phugng trinh vi phan cap mot

4.2.1 Phuong trinh vi phan cAp mét tach bién

Mot phuong trinh vi phdan cép mot tach bién, con duge goi la phuong trinh vi
phan cap mot biet s6 phan li, 14 mot phuong trinh vi phan cAp mot ma trong dé biéu thiic
cho dy/dx c6 thé duge phan tich thanh mot ham clia  nhan v6i mot ham ciia y. Cu thé
hon, do6 1a phuong trinh c6 dang

W — @) f ).

D6i v6i phuong trinh nhu vay ta c6 thé dua hét ham ctia x vé mot vé va ham ciia y vé vé
con lai, titc 1a tach bién.

Vi du 4.2.1. Giai phuong trinh

Yy =y.
Viét lai phuong trinh & dang

dy _

dr

Dua vé dang y 6 mot bén, x & mot bén (tach bién):

dy

— =dx.
Yy
Lay tich phan hai vé:
d
/ el dy = / dx
Yy
ta dugc
Inly| =z +C,
tic 1a
ly| = e*T¢ = eCe®.

Vi y 1a ham kha vi lién tuc nén hoic y = e“e® hoiic y = —e®e®. Két hop hai truong hop,
cling véi truong hop y = 0, ta c6 nghiem tong quat 1a

y = De”,
v6i D 1a mot hang s6 thuc.

Cach giai chung ctia phuong trinh tach bién 1a nhu sau:
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Cach gidi phuong trinh tdch bién

Y = 4)1)

Budc 1: Viét lai dudi dang vi phan

h(y)dy = g(z)dx

& do6 tat cd y déu ndm vé mot vé clia phuong trinh va tat cd z nam vé vé
kia (tach bién). O day h = 4.

Budc 2: Lay nguyén ham hai vé:

/h(y)dy: /g(m)dw (4.2.1)

Trong mot sé trudng hop ta c¢é thé tinh dude tich phan roi gidi duge phuong
trinh (4.2.1)) dé dugc cong thitc tudng minh y theo x.

C6 thé giai thich cach gidi nay nhu sau. Ta viét

) = 92)
AT

hay

O vé trai, déi bién y = y(z) ta duge

/h(y) dy = /g(@“) dr.

Vi du 4.2.2. Gidi phuong trinh tang truéng dan s6 (4.1.1))

P =kP.

Buée 1: Viét P
— =kP.
dt

Dua vé dang P d mot bén, ¢t 6 mot bén (tach bién):

dP
— = kdt.
P

Budc 2: Lay tich phan hai vé:
dP
— = [ kdt
[%-]

In|P| =kt + C,

ta dugc
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tdc 1a

|P| _ ekt-i—C’ — eCekt'

Vi P 13 ham kha vi lién tuc nén hoiic P = e“eF* hoac P = —eCe¥*. Két hop hai trudng
hgp ta dugc nghiém
P =DM, DeR.
Chu y rang P(0) = D. Néu dat Py = P(0) 1a gia tri ban dau ctia dan s6 thi ta viét duge
nghiém la
P(t) = Pye.

Vi du 4.2.3. Giai phuong trinh tang truéng dan s6 ¢6 kim ham (mo hinh hau can) (4.1.2)

P
P=rl1—-=|P.

Ta nhan thiy day 1a mot phuong trinh tach bién. Ta viét n6é dudi dang P & mot vé
con t & vé kia:
dP

Lay nguyén ham hai vé (gid st P < K):

= rdt.

Suy ra

/(Kip—i-;)dP:rt—{—C,

véi C € R. Tu do
—In(K —P)+InP=rt+C,

hay

vay

K_p ¢

Giai phuong trinh nay tim P, ta dugc

P(l + ertJrC) — KertJrC

vay nghiém la
B Kert+C B K
- 1 + eTt+C - 1 + e—'r't—C’

P

voi C € R.
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4.2.2 Phuong trinh vi phan cip mot dang cap

Mot phuong trinh vi phan cdp moét dang cap 1a mot phuong trinh c6 dang

hay ngan gon hon

v6i F' 1a mot ham mot bién.

Vi du 4.2.4. Cac phuong trinh sau c6 dang dang cap:

a) y = x—l—y’ vi ta c¢6 thé viét lai nhu sau, véi v = 2:
xX
T—y
,_1+y/x_1—|—u
l—y/z 1—u
2 2
¢+ .
(b) y’:w,vi ta c6 the viét lai nhu sau, v6i u = <:
$2+y2 x

;o 1+y/x+ (y/x)? B 1+ u+u?

L+ (y/e)2 1+u?
Vi du 4.2.5. Giai phuong trinh sau
)y +2xy
Yy ="
x
Ta dua vé dang ding cap nhu sau:
/ Y 2 Y 2
y = <—> +2==u"+2u
T T

véiu =%, x#0. Do y(x) = u(x)z, ta tinh duge y'(x) = v'(z)x + u(z). Thay vao phuong
trinh trén ta dugc
u/x+u:u2—i—2u,
tic la
'z =u? + u.
Néu u? +u = 0, tiic u = 0 hay u = —1, ta dugc hai nghiem y = 0 hay y = —x. Néu
u? +u # 0 ta c6 thé dua phuong trinh vé dang phuong trinh tach bién

u 1

w4u oz

Ta gidi phuong trinh tach bién nhu ¢ muc trude. Lay nguyén ham hai vé:

1 1
/ 5 du = / —dx.
us+u x
Tinh tich phan:

1 1 1 1
/ du—/du-/ B du=Inlu| —In|u+1| =D+ In|z|.
u? +u u(u+ 1) v u+l




4.2. GIAI PHUONG TRINH VI PHAN CAP MOT 127

Viét D =InC, C > 0, ta thu dugc

u
u—+1

’:C|:z:].

Trén moi khodng xac dinh z # 0 ta xét phuong trinh
u
u+1

= Cuz,
v6i mot hing s6 C' € R (néu diing mot 1i luan nang cao hon tit tinh lién tuc clia u ¢ thé
thay duge day 1a kha nang duy nhat). Giai phuong trinh nay ta duge

" Cx
1-Cz’

Thay u béi ¥, ta dugc mot nghiem 1a

Cz?

Tong két lai, dé giai phuong trinh déng cap ta lam nhu sau:

Cdch gidi phuong trinh ddng cdp

Budc 1: Dat u = £ hay y(x) = u(z)z, do cong thitc dao ham ctia ham tich, ta
c6 ' (z) = v (x)x + u(x).

Budc 2: Thay vao phuong trinh ban dau ta thu duge mot phuong trinh vi phan
cap mot v'z + u = F(u) tach bién dugce theo x va u.

Budc 3: Giai phuong trinh ¢ Budce 2 theo cach gidi phuong trinh tach bién, ta
tim u, sau d6 thay u =¥ dé tim y theo z.

4.2.3 Phuong trinh vi phan cip mot tuyén tinh

Mot phuwong trinh vi phan cap moét tuyén tinh la mot phuong trinh ¢6 dang

Yy Py = Q).

Goi la tuyén tinh 13 vi bac cao nhat ctia y 1 1.

Vi du 4.2.6. Giai phuong trinh zy’ +y = 2z.
Cht ¥ rang phuong trinh vi phan nay khong tach duge va ciing khong déng cap. Dimng
cong thiic dao ham cia tich:

ay +y=ay +a'y = (zy),
nhd dé ching ta cé thé viét lai phuong trinh 13

(vy) = 2x.
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LAy tich phan hai vé phuong trinh nay chiing ta nhan dugc

zy=a>+C
hay
C
y=x+ —.
x

Vi du trén chi ra ring mdi phuong trinh vi phan cap mot tuyén tinh cé thé duge giai
mot cach tuong tir bang cach nhan hai vé phuong trinh béi mot ham thich hop.

Cach gidi phuong trinh tuyén tinh

Y+ Py = Q)

Buéc 1: Tinh thira sé tich phan
N(l‘) _ 6'1. P(x)dx
Ta c6 p'(z) = p(z)P(x).
Buéc 2: Nhan ham p(z) vao hai vé clia phuong trinh vi phan:

p(@)y'(z) + p(@) P(z)y(z) = p(@)Q(z).

Buéc 3: Do cong thitc dao ham ctia tich phuong trinh duge viét lai 1a

Buéc 4: Lay nguyén ham:

d
Vi du 4.2.7. Giéi phuong trinh vi phan d—y + 322y = 622,
X
Phuong trinh nay 1a tuyén tinh véi P(z) = 322 va Q(z) = 6. Thita sb tich phan 1

M(CU) _ ef3:132dx _ €I3.
0] day ta chi can mot nguyén ham nao d6 ma thoi chit khong can cd mot ho nguyén ham.
Nhan hai vé ciia phuong trinh véi e ching ta duge

d
er* Y + 3x2exsy = 622
d
%(ezg’y) = 62
ey = Ik 622 dx = 2e*" + C
y = 2+ Ce™".

Vi du 4.2.8. Tim nghiém ciia bai toan gia tri dau

2y fry=1, >0, y(l)=2.
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Dau tien chiing ta phai chia hai vé cho hé s6 ctia 3/ dé dua phuong trinh vi phan vé
dang chuan
11
Yy + -y = 5 x> 0.
x x
Thita s6 tich phan la

M(@ _ ef %dx _ elnx — .

Nhan vé ctia phuong trinh duge cho véi x

, 1
vy +y=—
x
tic la
() =3
) .
Tw do )
my:/dx:ln$+0
x
va do dé
Inx+C
y=——"-:
x
Viy(l) =2 taco
1
g 1+C_
1
Vay nghiém ctia bai toan gia tri dau la
Inxz 4+ 2
Yy = .
x

Vi du 4.2.9. Giai phuong trinh tang truéng dan s6 (4.1.1))
P =kP.

Ta da gidi phuong trinh nay theo phuong phap tach bién & Vi du Bay gio viét
lai phuong trinh 6 dang P’ — kP = 0 ta lai thay day ciing 12 mot phuong trinh tuyén tinh.
Nhan hai vé véi e/ ~#d = ¢~ ta duge

e MP — ke P =0,

hay
(e ¥ P) =o.

Lay nguyén ham ta dugc e ¥ P = C, hay
P = Ceé.
Két qua nay trung véi két qua thu duce 6 Vi du

Vi du 4.2.10 (Ung dung vao mach dién). Mot ngudn dien tao ra mot dien ap E(t)
von (volt) va mot cudng do dong dien titc thoi I(t) ampe (ampere) tai thoi diém ¢ trong
mot mach dién. Mach dién con chita mot dién tré véi trd khang R 6m (Ohm) va mot cudn
cam v6i cdm khang bang L henri. Xem Hinh

Theo dinh luat Ohm do giam &p do dién tré gay ra la RI. Do gidm ap do cudn cam
gay ra la L(%). Mot dinh luat ctia Kirchhoff néi ring tong do giam ap chinh bing dien
ap tai nguon E(t). Do d6 ching ta c6

dl

L— + RI = E(t).
s (t)
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Cong tac

Hinh 4.2.1: Mach dién.

Nghieém 13 cudng do dong dién titc thasi I(¢) tai thoi diém ¢.
V6i L =4, R =12 va E(t) = 60 (day la trusng hgp dién thé khong ddi duge cung cap
bdi pin chang han), phuong trinh tré thanh

dr
4— + 121 =
7 + 60,
hay
dl
— =15-3I.
dt

Ta nhan ra rang phuong trinh nay 1a tach bién dudc, va ta giai né nhu sau:
dl
S
/ 1531 /

-1
—In[15—31 =t+C

15 — 31| = e~ 3(+C)

15— 31 = +e 3073 = Ae™3

Vay nghiém la
1
I(t)=5— gAe—?’t.

Gia stt thay vi diing pin chiing ta diing méy phat dién tao ra mot dién &4p thay doi
E(t) = 60sin 30t von. Phuong trinh vi phan tré thanh

4£ + 127 = 605sin 30t

dt
hay
dl
s + 31 = 15sin 30¢.
Day 14 mot phuong trinh cAp mot tuyén tinh. Thita s6 tich phan 1a e/ 34 = ¢3!, dan dén
dl d
e3ta + 363 = ﬁ(e?’tl) = 15! sin 30¢.

Dimng bang tich phan hodc diing may tinh ta c6 thé tinh duge tich phan:
3t
e = / 15€% sin 30t dt = 15%(3 sin 30t — 30 cos 30t) + C.
Vay nghiém la

I(t) = %(sin 30t — 10 cos 30t) + Ce ™.

Bai tap

Phuong trinh tach bién

4.2.1. Giai cac phuong trinh vi phan:
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dy dp
(a) %:mﬂ (g) E:tQP_p_i_tQ_l.
d dz .
(b) d—y =ze Y. (h) = Lettr — (.
X
(c) zy’y =z +1. () (@ +4)% =y,
3 /2,3
(d) (> +ay?)y =1. () v =y?a®
dx
(e) (y+siny)y =z +a? (k) =22 -2 +2.
dv s+1 dy '
) P , Ay e
()ds sv4+ s 1) Iy = at>0,y>0.

4.2.2. Tim nghiém clia phuong trinh vi phan thoéa diéu kien dau cho trudc.

dP

T
dy _=z — 3 & JPIL, P(1)=2.
@ P=2 0 =-3 @ @ =vPi P
@ _ Inx _ dL )
(b) ——=—- yl)=2 (d) —* =kL’Int, L(1) = -1.
Phuaong trinh dang cap
4.2.3. Giai cac phuong trinh vi phan:
Ytz 22 4+ 2
(a) y'==——. (8) v = :wy,MDZZ
y—x
(b) v = : d
z (h) (2% +y?) 7 +2a(y + 22) = 0.
() y = 272 '
o 0 a?y () = y* — zy +a?
@ v =7 y(1) = 2.
dy 4r—3y N 2 dy
©) = oy () v* = (ay —a%) .
@:y—fim d:r_x2+t2
(f) {dz 2zx—y & {Yar T
Phuong trinh tuyén tinh
4.2.4. Giai phuong trinh vi phan:
(a) ¥ +y=1 m)u+ﬂ%%+u:1+u t>0.
(b) ¥ —y=e".
() y=z—y. (i) tlnt%—f—?“:tet.
(d) 4z3y + z%y = sin® z.
(e) =y +y=+u. Q)éizxzfx
() o +y=sin(e). o
2 2
(8) x% — 4y = zte”. (k) 2 — —z= §x4.
4.2.5. Giai phuong trinh vi phan:
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() v+ oy = de (@ @241 30y~ 1) =0, y(0) =2
(b) 2%y +2zy =Inz, y(1) =2
! _ ,—sinz
(c) t——t2+3u t>0, u(2)=4 () v +ycosw=e ’
(d) 22y’ +y=6z, =>0, y4)=20 (g) zy'(z) —y(z) =zlnz véiz > 0, va y(1) = 2.

U’ng dung va cac bai toan khac

4.2.6. Mot quan thé vi khuan cé tang trudng sb luong ti 1é véi s6 lugng hien c6. Sau 1 gis c6 1000
ca thé vi khuén, sau 4 gi ¢6 3000 ca thé. Hay tim s6 ca thé ¢ mot thoi diém bat ki va s6 ca thé &
thoi diém ban dau.

4.2.7. Lugng mudi trong moi trudng dang ting véi toc do theo thai gian (tinh bing ngay) ti 1@
v6i s6 lugng hién c6, vA gap doi sau méi tuan. Gia sit s6 lugng mudi ban dau 13 100.000 con, hay
tim cong thic clia s6 lugng mudi tai thoi diém bat ki.

4.2.8 (M6 hinh 1ai nhap von lién tuc). Mot tai khoan cé lugng tién ban dau la P (gbc). Lai
sudt theo thai gian 1a 7/nam, thudng duge viét ¢ dang phan tram/nam. Chang han » = 0,05 = 5%
c6 nghia 13 sau 1 nam thi ¢ 100 don vi tién tai khodn sé nhan dude mot khodn 14i 13 5 don vi tién.
Néu lai dugc nhap vao von, thi r chinh 1& téc do ting tuong dbi ctia lugng tién trong tai khoan.
Trong mo hinh 1ai nhap vén lién tuc thi lugng tién A & thoi diém ¢ (tinh bing nam) thoa

A't)
At)

(a) Chiing t6 lugng tién trong tai khodn dugce cho béi
A(t) = Pe™.
(b) Ching t6 thoi gian can dé lugng tién trong tai khoan ting gap doi khong phu thuoc vao
khoan dau tu ban dau.
(c) Dé lugng tién tang gap doi mdi 10 nam thi lai suat phai bing bao nhieu?

4.2.9 (Phan ra ctia Carbon C'*). Carbon C'* 14 mot chat phéng xa. Theo héa hoc s6 lugng
nguyén ti bi phan ra trong mot don vi thoi gian trén mot don vi sé lugng nguyen ti 1a khong déi.
Nhu vay néu goi C la s lugng nguyeén ti & thoi diém ¢ thi

')

=k
C(t)
trong dé k 1a mot s6 thie khong thay ddi theo t.
(a) Ching t6
C(t) = Coet!

trong d6 Cy = C(0).

(b) Ngudi ta biét C'* phan 14 theo qui luat sé lugng gidm di phan nita sau 5730 nam. Tt d6
hay kiém ring k = —0,00012.

4.2.10 (Pinh tudi bing Carbon). Carbon C'* dugc sinh ra trong khi quyén Qua Dat do téac
dong ciia tia vii tru. Ti lé giita C'* (phéng xa) vi C12 (khong phéng xa) trong méi trudng cé thé
coi 1a khong thay ddi theo thoi gian. Cac co thé séng trao ddi chat véi moi truong nén ti lé gita
C'™ va C' trong co thé bang véi ti lé trong moi truong. Khi mot co thé chét di, n6é khong trao
ddi chat nita, lugng C'2? khong doi trong khi Iugng C'* gidm di theo thai gian do phéng xa. Bing
cach do ti e C'* con trong co thé ngudi ta co thé suy ra thoi diém ma co thé chét. Day 1a nguyén

li ctia phuong phép dinh tudi bing Carbon. Vé mit todn hoc, néu biét gia tri ctia % ta c6 thé

tinh dugc ¢.

Nam 1991 ngudi ta phat hien dugc mot xac ngudi déng bang trén day nii Alps & Chau Au,
va do duge lugng C'* trong xac uép nay bing 53% lugng C'* c¢6 trong mot co thé séng. Hay tinh
xem x&c uSp nay bao nhieu tudi?
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4.2.11. Nam 1950 ngudi ta phat hién ¢ gan Bién Chét nhitng phan ciia nhitng cudn sach viét tren
gidy va da c6 noi dung lien quan t6i kinh ciia ngudi Do Thai c¢. Cac nha khao ¢6 xac dinh duge
ham lugng Carbon-14 trong cac cudn sach chi con 1a 78%. Hay tinh tudi cia cdc cudn siach nay.

4.2.12. Ngusi ta tim thay nhitng banh xe bing g6 clia cac chién xa do ngua kéo & Kazakhstan.
Ham lugng Carbon-14 trong gd chi con bing 62.5% so v6i ham lugng trong cay séng. Hay tinh
tudi clia cdc banh xe nay.

4.2.13. Dan s6 loai ngudi 13 5,28 tf ngudi vao nam 1990 va 6,07 ti ngudi vho nam 2000. Gi4 thiét
rang do cac han ché vé tai nguyén, Qua Dat khong thé di chd cho qua 10 ti ngusi. Hay dimng mo
hinh ting trudéng dan s6 c6 kim ham dé dy doan dan sb thé gisi vao nam 2025.

4.2.14. Giai phuong trinh cta sy hoc & Bai tap 4.1.8
P’ =k(M - P).
Hay vé duong cong nghiém.
4.2.15. Giai phuong trinh cta sy nguodi ¢ Bai tap Hay vé dudng cong nghiém.

4.2.16. Mot vat nong duge aé ngudi trong moi trudng c6 nhiét do 1a 30°. Sau 10 phat ta do duge
nhiét do ctia vat 1a 50° va sau 20 phat thi nhiét do cta vat 1a 40°. Dung md hinh phuong trinh vi
phan clia sy ngudi, hily tinh nhiét do ban dau ciia vat v sau bao lau thi nhiét do ciia vat con 1a
35°7

4.2.17. Trong mach dién dugc cho 6 Hinh tim cuong do dong dién ttc thai I(t) va vé do thi
clia n6 (c6 thé diing may tinh) trong céc trudng hgp:

(a) Mot pin cung cip mot dien ap khong doéi 40 von, cam khang 1a 2 henri, trd khang 13 10 6m
va I1(0) = 0.

(b) Mot may phat dién cung cdp mot dien ap E(t) = 40sin 60t von, cdm khang 1a 1 henri, trd
khang 1a 20 6m va I(0) = 1 ampe.

4.2.18. Mot phuwong trinh vi phan Bernoull: 1a phuong trinh cé dang

dy B n
Lt Py = Q"

Néu n = 0 hodc n = 1 thi phuong trinh Bernoulli 13 tuyén tinh. V6i n nhan nhiimg gia tri khac,
phép thé u = y' =" bién d6i phuong trinh Bernoulli thanh phuong trinh tuyén tinh

7ot (L=n)Px)u = (1 - n)Q(x).

Dimng phuong phap trén dé giai cac phuong trinh vi phan sau:

3
(a) xyl+y: _ny' (b) y/_i'_gy: yi_
T x2
4.2.19. Mot phuong trinh vi phan
dr — Q(z,y)
c6 thé dudc viét lai 1a
Pdx + Qdy =0,

va dude goi la mot phuong trinh vi phdan toan phan, hay mot phuong trinh vi phan khép
(exact), néu

P _9Q
oy Oz’

t

Ta tim mot ham f(x,y) sao cho

%H‘N
I

P
Q-

Q?‘Q)QJ
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khi d6 phuong trinh an f(z,y) = C, v6i C € R 1a mot hing s6, xac dinh mot nghiém ctia phuong
trinh vi phan.

Ta c6 thé nhan thiy phuong phap nay chinh 13 phuong phép tim ham thé clia mot truong
phing thoa diéu kién can clia truong bao toan ma ta da khao sat 8 Chuong Giai tich vects, Muc

xem Vi du

Diing phuong phap trén dé giai cac phuong trinh vi phan sau:

—2xy 2 4 ye™

! A

() o = . © v =t

b) y = — @y Ayl
2xy + 1 z+y+y

4.2.20. Mot phuong trinh tich phan la mot phuong trinh chita mot an ham y(x) va mot tich
phan chita y(x). Giai phuong trinh tich phan sau. (Hudng dan: Lay dao ham va st dung mot diéu
kien dau thu dugc tit phuong trinh tich phan.)

(a) y(x) =2+ [ [t — ty(t)]dt. (b) y(z) =4+ [y 2t\/y(t)dt.

4.3 Giai phuong trinh vi phan cip hai

4.3.1 Phuong trinh vi phan cap hai tuyén tinh thuan
nhat véi hé s6 hang

Mot phuong trinh vi phan cép hai tuyén tinh thuan nhat véi hé sé hdang la
mot phuong trinh c6 dang

ay’(z) +by'(z) + cy(z) = 0

véi a,b,c € R va a # 0.

Ta tng phuong trinh vi phan trén véi mot phuong trinh véi an 1a sé thue hoic phiic,
goi la phuong trinh ddc trung cho phuong trinh vi phan trén, la

ar? +br +¢=0.
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Cach gidi phuong trinh cdp hai tuyén tinh thuan nhdt véi hé sé6 hdng

ay’(z) + by'(x) + cy(z) = 0

Buéc 1: Giai phuong trinh dac trung ar? +br +c = 0.
Budéc 2: Bién luan dya vao nghiém ctia phuong trinh dic trung:

e néu phuong trinh dac trung c6 hai nghiém thiyc khac nhau r1, 79 thi
phuong trinh vi phan cé nghiém téng quat 1a

y(z) = Cre™* + Cae™™”,

e néu phuong trinh dic trung cé nghiém thiyc kép 1a ¢ thi phuong trinh
vi phan c6 nghiém tdng quat la

y(z) = C1e" + Caze™,

e néu phuong trinh dac trung cé nghiém phitc 1a o £ i3, thi phuong
trinh vi phan c6 nghiém tong quat 1a

y(x) = e**[C cos fx + Cysin fz],

voi Cl, Cy e R.

O day ta goi nghiém téng qudt la nghiem c6 thé thda didu kien dau cho trudc bt
ki.

Chitng minh. Ta xét truong hop thi nhat: phuong trinh dic trung cé hai nghiem thuec
khac nhau rq, 9. V6i
y(z) = C1e"* + Cre”™

ta tinh dugce
y'(x) = Cirie + Corge”™®

va
y"(z) = Clr%e”x + C'Qrgemm.

Tu doé
ay’(z) + by (z) + cy(z) = Cre" % (ar? + bry + cr1) + Cae™% (ar3 + bry + crg) = 0.
Truong hop thit hai tuong tu, véi
y(x) = C1e™" 4+ Coxe™”

ta tinh dugc
y'(z) = C1roe"® + Coe™ + Cozroe’”

Va
" 2 _rox 0T 0T 2 _rox
Yy (fl}') - C 7'06 0 + ng'rue 0 + CQT“@ 0 + Cgl’roe 0 5

tu do
ay”" (z) + by (z) + cy(x) = C1e™% (arg + bro + cro) + Coze™" (ard + bro + cro)+
+ C2e™*(2arg + b) = 0,
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cha y rang ro = —b/2a.

Truong hop thit ba can tinh todn nhiéu hon mot chit. Thé nghiém « + i vao phuong
trinh dic trung ta dugc a(a? — B2) 4+ ba + ¢ = 0 va 2aa3 + b = 0. Ta ciing tinh trie tiép
dugce

ay” (z) + by (z) + cy(z) = C1e** [(cos Bz) (aa® — aB® + ba + ¢) — (sin Bz) (2aa B + bB)] +
+ Coe™ [(sin Bz) (ac® — af? + ba + ¢) + (cos Bz) (2aa3 + bj)]
=0.

L]
Vi du 4.3.1. Giai phuong trinh vi phan cap hai
y" — 2y — 8y =0.

Phuong trinh dac trung 72 —2r —8 = 0 ¢6 hai nghiém thyc phan biét ry =4, ro = —2.
Do d6 nghiém téng quat ctia phuong trinh nay I3

y(x) = Cre*™ 4 Cye 2,
véi Cp,Cy € R.
Vi du 4.3.2. Giai phuong trinh vi phan cap hai
y' — 4y +4y = 0.

Phuong trinh dac trung 72 — 4r +4 = 0 ¢6 mot nghiem thuc kép ro = 2. Do d6 nghiém
tdng quat ctia phuong trinh nay 1a

y(x) = C1e** 4 Cywe®,
véi Cp,Cy € R.
Vi du 4.3.3. Giai phuong trinh vi phan cap hai
Y + 2y + 10y = 0.

Phuong trinh dic trung r2 4 2r + 10 = 0 ¢6 hai nghiém phiic 13 —1 4 3i. Do dé nghiém
tong quat ctia phuong trinh nay 1a

y(z) = e *[C cos 3x + Cy sin 3z]
v6i Cl, 02 € R.
Vi du 4.3.4. Giai bai toan gia tri dau sau
y'(z) +y'(z) =0
y(0) =1
y'(0) = —3.
Phuong trinh dic trung r? + r = 0 ¢6 hai nghiém thyc phan biét 1 = —1, 79 = 0. Do
dé6 nghiem téng quat ctia phuong trinh nay 1a
y(x) = C1 + Cae™?,

v6i C1,Cy € R. Do y(0) = 1, ta thu duge C; + Cy = 1. Ngoai ra, ta tinh duge dao ham
cta y nhu sau

Y () = —Cae™™.
Tu diéu kien ¢/(0) = —%, ta tim duge Cy = % Do do, C; = % Vay, nghiém ctia bai toan
la
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Vi du 4.3.5. Ta giadi phuong trinh vi phan chuyén dong ctia 1o xo (4.1.3):
ma" = k.

Day 1a mot phuong trinh vi phan cap hai tuyén tinh thuan nhat véi hé s6 hang. Giai
phuong trinh déc trung
mr? = —k

ta dugc hai nghiém phtc r = £i4/ % Vay phuong trinh c6 nghiém téng quat 1a

x(t) = Cycos/ E:n—l— Cosin 4/ Em,
m m

v6i C1,Cy € R. Néu O va Cy khong dong thoi bang 0, ta viét duge

/ 1 |k (s . |k
— 2 2
x(t) Cl + CQ (CM COS El' + m Sin m.%') .

Dat sin 8 = cos 3 = thi ta viét dugc

_ G _ G
VC3+C3’ VC3+C3

k k k
x(t) = \/C'lz+C’22(Sin6coswE:U—Fcosﬁsinﬂga:) =4/C? + C2sin (,B—F\/Eac).

Day 1a mot ham thé hien mot dao dong diéu hoa cé do thi hinh sin, ding nhu hién tuong
vat li.

4.3.2 Phuong trinh vi phan cap hai tuyén tinh khong
thuan nhat véi hé s6 hing

Mot phuong trinh vi phan cdap hai tuyén tinh khong thuan nhat vdi hé sob
hdng 13 mot phuong trinh c¢6 dang

ay” (x) + by’ (z) + cy(x) = f(x)

v6i a,b,c € R va a # 0, f 14 mot ham lién tuc trén mot khoang nao dé.

Ta gi6i thieu mot phuong phap duge goi 1a phwong phdp hé sé bat dinh gitp tim
duge nghiém trong mot s6 truong hop. Trong cac trudng hgp nay ta co gang tim ra mot
nghiém cla phuong trinh, goi 1a nghiém riéng hay nghiém ddc biét. Goi nhu vay la vi
nghiém nay chi théa mot diéu kien dau nhat dinh, trai véi nghiem téng quat ma ta mudn
tim c6 thé théa dieu kién dau cho trude bat ki.

Gia st y 1a nghiém tong quat va y, 1a mot nghiem rieng. Ta c6 dong thoi

ay' +by +ey=f
va
ay, + by, +cyr = f.
Trit hai phuong trinh ta dugc
aly —y)" + by —y) + cly —yr) = 0.

Vay hiéu y — ¥, ciia nghiém téng quat véi nghiém riéng ctia phuong trinh khong thuan
nhat 14 mot nghiém ctia phuong trinh thuan nhat tuong tng

ay” + by +cy = 0.
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Cach giai phuong trinh thuan nhat nay ta da thao luan trong muc trude. Dat yo 14 nghiem
tong quat ctia phuong trinh thuan nhat tuong ing nay, ta dugc nghiém téng quét clia
phuong trinh khong thuan nhat 13

Y =19Yo+ Yr

Nhu vay bude chinh dé gidi 1 tim mot nghiém riéng ctia phuong trinh khong thuan nhat.

Cach gidi phuong trinh vi phan cdp hai tuyén tinh khong thuan nhat
vdi hé s6 hang
ay”(z) + by () + cy(z) = f(2)

Budc 1: Giai phuong trinh thuan nhat
ay”(z) + by () + cy(z) = 0
dé dugc nghiem toéng quat 1o clia phuong trinh nay.

Budc 2: Tim mot nghiém riéng y, clia phuong trinh khong thuan nhat. Néu ham
f 1a mot tong, tic 1a f = f; +--- + f,, thi ta tim nghiém riéng tuong ting
Yr1,-- - Yrn cho tiing ham thanh phan f1,..., fp, khido y, = yr1+- -+ Yrn.

Budc 3: Bay gis néu ham f chi ¢6 mot thanh phan thi:
(a) Néu f 1a mot da thic bac n thi y, 13 mot da thic bac n, c6 dang
yr(x) = apz™ + ap_12" ' + - 4 a1x + ag, véi cac a; 1a hing sb.
(b) Néu f(x) = Ce* véi C va k 1a hing 6, thi y,.(z) = ae*®, véi a la
hing s6.
(c) Néu f(z) = Csinaz hodc f(z) = Ccosaz v6i C la hing s6, thi
yr(7) = asinax + bcos ax, v6i a va b 1a hang so6.
Budc 4: So sanh y, v6i yg. Néu c6 thanh phan trong y, xuat hién trong yo thi
phai chinh ¥, bing cach nhan thém z hoic 22 vao ¥y, dé v, va yo khong con
thanh phan chung.

Buéc 5: Thé y, vio phuong trinh khong thuan nhét tuong ting dé giai tim céc
hé s6 chua biét.

Buéc 6: Nghiem tong quat ciia phuong trinh khong thuan nhat la

Y =Yo+ Yr.

Phuong phap nay con duge phét trién hon nita, nhu khi f 1a mot tich, c6 & cac tai
lieu nang cao hon nhu [Long), Boyce09]. Phuong phap nay kha phiic tap, dé dé& hiéu hon
ta hay xem xét cac vi du sau.

Vi du 4.3.6. Tim nghiém tong quat ciia phuong trinh vi phan



4.3. GIAI PHUONG TRINH VI PHAN CAP HAI 139
ta c6 nghiém yo(z) = C1e® + Coe™ 7.
Vé phai clia phuong trinh vi phan z? 1a mot da thic bac 2, vay ta tim nghiem vy, c6
dang
yr(z) = az® 4 bz + ¢,

va ta thay khong c6 thanh phan ndo clia y, xuat hién trong .
Ta co
yr(z) =2ax +b
Y (z) = 2a.

Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau, ta dugdc

2a — (az® + br + ¢) = *

hay

—az® —br +2a — c = 2°.

Doéng nhat cac hé sd tuong tng, ta dude

—a=1
-b=0
20 —c=0

hay a = —1,b = 0,c = —2. Do d6 ta tim dugc y,(v) = —22 — 2.
Vay nghiém téng quat ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a

y(z) = yo(z) + yr(x) = Cre” + Cze™* — 2% — 2.

Vi du 4.3.7. Tim nghiém tdng quat ciia phuong trinh vi phan

y// + y = 621.

Giai phuong trinh thuan nhat tuong tng
y'+y=0

ta c6 nghiém tong quét yo(r) = C1 cosx + Cysin .
Vé phai cia phuong trinh khong thuan nhat 1a ham e?*, vay nghiém y, c6 dang
yr(z) = ae®,
va ta thay khong c6 thanh phan nao ctia y, xuat hién trong yo.
Ta c6
{y’(a:) = 2ae%®

y'(z) = 4ae*®.

N

Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau ta duge 5ae?” = €**, do d6 a = £, v

yr(z) = e

Vay nghiém téng quat ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a

1
y(x) = yo(z) + yr(x) = Crcosz + Cysinx + gezx_
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Vi du 4.3.8. Tim nghiém tong quat ciia phuong trinh vi phan
y" —y' — 2y = sin 2x.
Giai phuong trinh thuan nhat tuong ting

y// - y/ 9y =0
ta c6 nghiem tdng quat yo(z) = Cre™* + Cae?®.
Vé phai ctia phuong trinh khong thuan nhat 14 ham sin 2z, vay nghiém v, c6 dang
yr() = asin 2z + bcos 2z,

va ta thay khong c6 thanh phan nao clia y, xuat hién trong .
Ta co
y'(x) = 2a cos 2x — 2bsin 2z
y"(z) = —4asin 2x — 4b cos 2z.
Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau ta duge —6a +2b = 1 va —2a — 6b = 0,

dodéa:—%,bzilo,va

3 . 1
yr(x) = ~%0 sin 2z + 50 €8 2x.

Vay nghiém téng quat ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a
3 1
y(z) = yo(x) + yr () = Cre™ " + Coe** — % sin 2z + 20 €% 2.
Vi du 4.3.9. Tim nghiém tong quat ciia phuong trinh vi phan

y// _ y/ — 12y = 641.

Giai phuong trinh thuan nhat tuong tng

y//_y/_lzyzo
ta c6 nghiem yo(z) = Cre*® + Cye™32.
Vé phéi ciia phuong trinh khong thuan nhat 1a ham e*®, vay nghiem y, c6 dang

yr(x) = ae?,

nhung ta thay thanh phan e** cia y, ciing zudt hién trong iy, do dé theo phuong
phap ta phai nhan thém vdéi ¥, thita s6 x, va nghiém ¥, thiyc ra c6 dang

yr(z) = aze®®.

Bay gio thi y, khong con thanh phan chung véi yq.
Ta c6
Y (r) = ae’® + daxe®
y"(x) = 8ae*® + 16axe’®.

Thay vao phuong trinh khong thuan nhat ban dau, ta dugc

(8ae™® + 16azxe™™) — (ae'™ + daxe’®) — 12axe’” = &1,

Dong nhat cac hé s6 tuong tng, ta dude a = % Do d6 ta tim dudc
1
yr(x) = ?xe“.

Vay nghiém tong quat ciia phuong trinh khong thuan nhat la

1
y(2) = yo(z) + yr(z) = Cre™ + Coe ™ + ?xe“.
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Vi du 4.3.10. Tim nghiém téng quat ctia phuong trinh vi phan
y' —y =12y =e* + 32— 2.
Phuong trinh thuan nhat tuong ting
y' —y =12y =0

ta da giai trong Vi du vita 16i. Nghiem 13 yo(z) = C1e® + Coe 3%,

Vé phéi ctia phuong trinh khong thuan nhat 1a ham e* + (32 — 2), 14 tong cta hai
ham e** v 3z — 2, vay ta can tim hai nghiém riéng yr1 tuong tng véi el® va y, o tuong
ing v6i 3z — 2.

Nghiém y,.1 tuong tng véi phuong trinh

y// o y/ — 12y = 6495
ta da tim dugc trong Vi du vira 1oi 13

1
yr1(z) = ?xe%.

Nghiém vy, 2 tuong tng véi phuong trinh
y' —y — 12y = 3z — 2,

la mot da thic bac 1, ¢6 dang
Yr2(x) = ax + b.

Thay vao phuong trinh ta dugc
—a —12(ax 4+ b) = 3z — 2.
Suyraa:—% Vfib:%. Vay

1 3
Yra(z) = 17 16

Vay nghiém téng quat ciia phuong trinh da cho la

1 1 3
y(@) = 0() +9ra () + yra(w) = Cre™ + Coe™ 4 el — Ja 7.
Bai tap
4.3.1. Tim nghiém ctia phuong trinh vi phan.
(a) ¥ + 3y — 10y = 0. y' —8y + 16y =0
(d) qu(0)=1
/ —
Y+ 3y — 10y =0 y'(0) =6.
(b) Ju(0)=1 y'+3y' =0
y'(0) = 3. (e) qu(0)=1
y'(0) =1
4y" 4 20" 4 25y = 0 y'+y +y=0
(c) qu(0)=1 (f) qu(0)=1

y'(0) =2. y'(0) = 3.
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y' 2y +2y=0
(8) quy(m)=e"
y(m) = —2e" 7.

4.3.2. Tim nghiém ctia phuong trinh vi phan.

(a) ¥" +vy — 2y =2x.
(b) ¥ —y — 2y = 422,
(c) v' =2y +y=2%—1.
Yy’ — Ty’ + 10y = 100z
(@ {y(0) =0
y'(0) =5.
) ¥y +4y = 3sinzx.
)y — vy + 4y = sin 2x.
) ¥ +2y" — 3y = 2cos 3.
(h) ¢y’ — 3y — 4y = 2sinz.
) v — 3y + 2y = 6e32.
)y =2y +y = —4e”.

CHUONG 4. PHUONG TRINH VI PHAN

)y — 3y — 4y = 3e2*.
)y +4y —5=e""".
)y’ — 6y + 9y = 3.

n) ¥y’ +y=2"".
)y + 4y = 22 + 3e”.
) ¥’ + 4y = sint + sin(2t).

y' + 3y +2y =3 — 2"
(@) q¥(0)=0
y'(0) =0.

y' — 4y + 2y = ze®
(1) { (0) = —2/9
y'(0) =5/9.
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P, [0]

cong thic Divergence, m

Dinh 1y co ban cta tich phan dusng, cong thic Fubini,

dong nang,
dao ham

anh xa,

dao ham riéng,
dao ham theo h11’6n
dinh luat Faraday,
dinh thrc,
dinh tudi bang Carbon,
duong di,
dong,
don, [75]
cung dinh huéng,
chinh qui, [80
lién tuc,
trai dinh huéng,
vét,
dudng chinh qui timg khic,
dudng cong,
huéng tiép tuyén,
dudng muic,
duong théng, [7]
diém,
diém bien,
diém ding,
diém gbc toa do,
diém gi6i han, |9)
diém t6i han,
diém tu,

diém trong, [8

diém yen,

bat ding thic tam giac, EI
bai toan gia tri dau,

bd dé Poincaré,
bién,

cong thitc doi bién,
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cong thitc Newton—Leibniz,
cong thiic Pappus.
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cue dai toan cuc,
ciie dai tuong doi,
cue dai tuyét doi,
cuc tiéu dia phuong,
cuc tiéu tuong déi,
cuc tiéu tuyet déi,
cuc tri, 32]

cd sG vecto chinh tac,
chiéu vuong goc, |6
chiéu dai Euclid,
chuén,

curl,

div,

gbc gitta hai vectd,

hinh hop,

con, [44]

thé tich,
hinh sao,
ham dic trung,
ham diéu hoa, |96
ham Gamma,
ham mat do, |69
ham thé,

khoi don gidn v6i bién tron ting manh,

khéi nén, [68
kha tich,
kha vi lién tuc,

+ 2 N
cuc tiéu toan cuc,

[y
—_
(@]
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kha vi tung khic,
khoang cach Euclid,

lan can,
lién tuc,
mo hinh ctia su hoc,
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mo6 hinh hau can,
mo6 hinh 14i nhap vén lien tuc
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don, (100
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huéng lén, (100
vét,
mit phang, EI
mat phang tiép xuc,
ma tran,
ma tran Hess,
ma tran Jacobi,
mieén,
mién don gian,

nghiem dac biét,
nghiém can bing,
nghiém riéng, Iﬁl

nghiém téng quat, (135

nhan t Lagrange,

phép ddi bién,
déo nguge dinh hu’c’ing
bio toan dinh huéng, 59| [79} 99
phép chia,
khoang con,
phan hoach,
phan ra ctia Carbon C',
phan trong,
phuong phap hé s6 bat dinh,
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Bernoulli,
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phuong trinh vi phan cap mot déng cap, 126
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tich phan,
tich phan duong
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tich phan mat
loai hai, 98
loai mOt
tich trong Euclid,
tich vo huéng Euclid,
tap miic,
tap dong, |§
tap bi chan,
tap compéc,
tap md, |8
toa do,
toa do cau,
toa do tru,
tong Riemann,
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