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Loi noi dau

“Pai s& dong diéu ngay nay dang tran ngdp toan by todn hoc”
(SZE-TSEN-HU). Vi vay viéc gidng day mon dai s dong diéu cho
sinh vién va hoc vién cao hoc nganh Todn thyc su la can thiét. Sdch
nay ding lam tai liéu gido khoa danh cho cdc doi tuong dé. Né bao
gom nhiing kién thitc co sé cia dai sé dong diéu. Muc dich chinh
ciia cudn sdch la trinh bay mot cdch ngdn gon cdc dinh nghia va tinh
chdt co bdn ciia cdc ham tit Hom, ®, Tor,, va Ext". Sdch nay gém
bon chuong. Chuong I va II trinh bay ly thuyét médun trén vanh cé
don vi va cdc ham tit Hom, ®. Nhiing kién thiic ciia hai chuong nay
c6 thé sinh vién da gdp trong cdc gido trinh trudc day nhung duoc
chiing toi trinh bay lai theo ngdn ngit dep dé ciia ly thuyét pham trii
va ham tit. Ly thuyét pham tric va ham tit do Eilenberg va MacLane
duta ra & giita thé k¢ XX va da té ra rdt cé ich cho nhiéu nganh todn
hoc. Chuong III danh dé xdy dung cdc nhom dong diéu va doi dong
diéu ciia phitc. Nhu mot minh chitng cho loi ich ciia cdc phitc, & phan
cudi ciia chuong nay chiing ta sé mé td mot cdch ngdn gon vé dong
diéu ky di ciia cdc khong gian topd. Chuong cudi ciia cudn sdch gidi
thiéu cdc ham it Tor,,, Ext". C6 nhiéu cdch dé xdy dung nhiing ham
tit nary nhung ching téi xdy dung cd hai ham tit nay bédng cdc phép
gidi xa dnh. Do khudn khé ciia cudn sdch nén nhiéu iing dung 1y thii
ciia hai ham tit nay chua duogc trinh bay & ddy. Péc gid cé thé tim
thdy chiing trong cdc tai liéu tham khdo cao hon dugc liét ké & cudi
sdch.
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Cdc bai tdp ¢ cudi moi chuong duoc lua chon can thdn nham
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cung co va ndng cao cdc kién thiic da néu. Vi vdy sinh vién can gidi
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A , A A 7,0 < ~ < 2 [ 2, A
mot cdch can thdn mdi nam viing chdc dugc cdc kién thicc cia mon
hoc.
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Chuong I
PHAM TRU MODUN

§1. Modun va dong cau

Khai niém médun dugc xem 1 sy téng quat hoa khai niém khong
gian vécto. Chung ta nhic lai ring, mot khong gian vécto thuc 1a
mot nhéom cong (V, +) giao hoan ma trén d6 dugc trang bi mot phép
nhéan ngoai tir trudng s6 thuc, tdc 1a véi mdi sé thuc » va mbi phan
t 2 € V tich rz dugc xac dinh 13 mot phan t cda V. Hon nifa cac
phép toan trén V théa man thém bon diéu kién 13 cic tién dé dong
nhat, tién dé két hgp hon hgp gitta cac phép nhan ngoai va phép
nhén céc s6 thuc, cac tién dé phan phdi cia phép nhan ngoai doi véi
phép cong trong V hay phép cong cac s6 thuc. D€ y ring trong dinh
nghia khong gian vécto, khi ta thay truong s6 thuc béi bat ky mot
vanh R c6 don vi thi cac tién dé néi trén vin con gilt nguyén tinh
hop 1y cda ching va khi dé chiang ta c6 dugc mot khai niém méi véi
pham vi rong hon. D6 chinh 1a khai niém médun trén vanh R. Cu
thé hon, ching ta c6:

1.1. Pinh nghia



Cho vanh R ¢6 don vi (don vi ctia R ky hiéu 1a 1). Nhom cong
aben (X, +) sé dugc goi 1 médun trdi trén vanh R néu trén X ta da
xac dinh dugc mot tac dong trai titr R, tc co anhxa p: Rx X — X
ma két qud p(r, z) ta ky hidu la 2 va goi la tich ctia hé ti » véi phan
tir . Ngodi ra cic tién dé sau can dugc théa man:

My :lzx=x
My : (rs)x = r(sx)
Ms:r(z+y)=rz+ry

My : (r+s)xz =rz+ sz,

v8éi moi r, s € R va moi =,y € X.

Tac dong trai to R vao X cling con goi la phép nhén ngoai tt R
vao X. Vanh R cling dugc goi la vanh hé nit hay vanh cdc vé hudng.
Cac modun trai trén R ciing dugc goi la cac R-modun trai. Hon nia,
khi vanh hé ti da xac dinh, d€ don gidn, ta sé goi cac R-modun trai
la cdc médun. Va cing nhu truong hgp khéng gian vécto cac tién
de My, Mo, Ms, My cling sé dugc ching ta goi 1a tién dé dong nhét,
tien dé két hgp hdn hgp cta cac phép nhan, tién dé phan phéi cta
phép nhin ngoai v6i cac phép cong.

1.2. Cac vi du

a) Vi cac khai niém modun 13 sy tong quat héa cda khai niém
khong gian vécto nén vi du hién nhién dau tién vé cic modun chinh
la cac khong gian vécts. Cac khéng gian vécto thuyc chinh 1a cac
mdodun trén trudng s6 thuc.

b) Cho R 1a vanh c6 don vi 1. Xét idéan trai I cia R. Khi d6
(I,+) la nhém aben va do RI C I nén phép nhin trén R co thé
xem nhu phép nhén ngodi tir R vao I. Ti cac tinh chit ctia phép
nhan trén R dé dang kiém tra phép nhan ngoai tir R vao I thda tat
ca cac tién de M, My, M3, M,. Viy mbi idéan trai I cta R 1a méi



R-modun.
N6i riéng, ban than vanh R c6 thé xem 13 médun trén chinh né.

¢) Méi nhém cong giao hodn (A, +) luén ludn c6 thé xem 1a
mddun trén vanh cic s6 nguyén Z, trong do tich ctia hé ti n € Z véi
phéan t a € A 1a bdi nguyén n cda a, ma ta van quen viét 1a na. Ti
Iy thuyét cac nhém aben ta dé dang kifm tra phép nhan ngoai nay
théa cac tien de tix M, dén M,.

d) Riéng nhém chi duy nhit phin t& 0 luon luén c6 thé xem 1a
mddun trén bat ky vanh R nao. Ta goi dé la modun “khong” va ky
hiéu no la 0.

1.3. Vai tinh chat don gian cta cac phép toan trén modun

Pé thuan tién cho viéc thyc hanh tinh toan trén cic phan ti clia
médun ta chiing minh mot s6 ”dng thiic s6 hoc” sau day trong cac
modun X:

i) 0z =0var0=0,
ii) (—r)x = —ra va r(—zx) = —rz,
iii) (r — s)z = ra — sa,
iv) r(z —y) =rz—ry,
v6i moi r,s € Rvamoi xz,y € X, trong d6 = —y = = + (—y).

Thét vay, 0z + 0z = (0 + 0)z = 0z + 0, khi thyc hién gidn uéc
phan t& 0z & cd hai vé ding thic ta duge 02 = 0.

Vay ta c6 ding thic dau cda i).

bing thic thit hai cda i) duge suy tu

r0+r0=7r(0+0)=r0+0.
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(=r)z+rz=(—r+r)r=0x=0,
r(—z)+re=r(-z+2z)=r0=0

nén ta co6
(—r)x = —rz,

r(—z) = —rz,
tac ii) ding.
St dung tinh chét phan phéi ctia phép nhan ngoai véi cac phép

cong va trén co sé dinh nghia cac phép trt ta chiing minh céc tinh
chat iii), iv) nhu sau:

(r—s)xr = (r+(=s)z=rz+(-s)z

= rax+(—sr)=rr—sx

riz—y) = r@@+(-y) =rz+r(-y
= rx+(—ry)=rx—ry

1.4. Moédun con

Trong muc nay ciing nhu vé sau ta sé st dung cac dinh nghia
sau. Néu A, B la cac tip con cia mot médun X va K C R (véi
ABK#0) thi

A+ B={a+bla€ Abe B},
KA ={ralr e K,a € A}.

Cho X 1a modun, tip A # () trong X dugc goi 1a b6 phdn on dinh
clia X néu A+ A C Ava RA C A. Hién nhién ring néu A 1a bo
phan 6n dinh clia X thi cic phép toan trén X khi gi6i han lai trén
chi cic phan ti cla A, cdm sinh nén céc phép toan trén A. Hon
nifa, ta co:
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Dinh Iy 1. Méi by phin 6n dinh A ciia médun X, ciing vdi cdc phép
todn cam sinh ldp thanh mét R-modun.

Chiing minh. Thét vdy v6i moi z,y € Athiz —y=2+(-y) € A
do tinh chit 6n dinh cda A déi véi phép cong va phép nhian ngoai.
Vay (A,+) la nhém con cia nhém (X, +). Vi cic tién de M, dén
M, 13 thda man cho tit ci cac phan ti ctia X, néi riéng ching cing
dugc thda man véi cac phan ti cda A c X. l

Vay A 1a mot R-modun. Ta goi n6 1a médun con clia médun X
va viet: A< X.

Nhu vy, A < X khi va chi khi véi moi z,y € Athiz+y € Ava
v6i moi r € R, v6i moi x € A thi rz € A.

Pinh ly 2. Cho A, B la cdc médun con ciia médun X. Khi dé6 A+ B
la médun con ciia X.

Ching minh. V6i moi (a; + b1), (a2 + b2) € A+ B ta c6:

(a1 +b1)+ (a2 +b2) = (a1 +a2)+ (b1 +b2) € A+ B

va v6i moi (a +b) € A+ B, moi r € R ta c6:
r(a+b)=ra+rbe A+ B.

Vay A + B la 6n dinh trong médun X, tdc 1a (A+B)<X.

Néu vanh hé td R dugc xem nhu 1a R-mddun thi méi idéan trai
I cta R 1a mbi mddun con ctia R. Hon nita c6 thé thay ring 16p cac
idéan trai ctia R va 16p cac modun con cta R 1a tring nhau. Cac vi
du khac vé modun con c6 thé 1dy la: nhém con ctia nhém aben xem
nhu Z-mddun con, khong gian con ctia khong gian vécto.

Néi riéng, mdi modun X bat ky luén ludn cé hai modun con tim
thuong la chinh X va médun 0.

11



1.5. Modun con sinh b6i mdt tip

Pinh Iy 3. Giao ciia ho khdc réng cdc médun con ciia médun X lai
la médun con cia X.

Chiing minh. Cho {4, }4cs 12 ho khong rdng cac mddun con clia X.
Khi d6: Vz,y € NAy thiz,y € Ap,VaeInénz+y € Ay, Va € I,
tic x +y € NA, va Vr € R,Vx € NA, tic x € Ay, Va nén rx €
Ay, Va, tic rx € NA,.

Viay N4, <X. 1

Cho X 1a modun va tdp S C X. Xét ho 7 tat cd cac modun con
clia X chia S. Hién nhién ho 7 khac rdng bdi X € 7. Theo dinh
1y 3, giao cda ho 7 1a mot mddun con cia X, va chia S. Ta ky hiéu
modun con d6 1a < S >, va goi nd 1a médun con sinh bdi tdap S. Ta
cling noi S 1a tdp sinh (hay hé sinh) cia médun < S >.

Tit cach xac dinh médun con sinh béi tip S, dé dang nhén théy
< S > la médun con nhé nhét trong X chda S. Hon nifa, tinh chét
nhé nhat ndy cing 1 tinh chat dic trung, dd dé xac dinh nén < S >.
That vay, mdédun con nhd nhat chia S phai nim trong méi médun
con chita S va do d6 ndm trong giao ctia ho tit ca cic modun con
chita S. Va dé€ y riing trong cac thanh phan tham gia 1dy giao, c6 mit
mddun con nhé nhit chita S nén modun con nhé nhat dé chinh 1a
giao ctia ho tit ci cdc mddun con chia S.

Dé mo ta mot cach cu thé mddun con sinh béi tap S # ) (modun
con sinh béi tap 0 12 mdédun con nhé nhat cda X chda @, hién nhién
1a mddun 0) truée hét ta dua ra khai niém t6 hgp tuyén tinh cta S.

Mot 16 hop tuyén tinh clia S 1a mot tong hdu han dang

T+ roxe + -+ Ty

trong do r1,7r9,...,7, € RVa 21, 29,...,2, € S.
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Dinh Iy 4. Médun con sinh béi tdp S C X la mbdun con gom tdt cd
cdc t6 hop tuyén tinh ciia S.

Chitng minh. D& thdy riing tong clia hai t§ hgp tuyén tinh cta S
1a mot t6 hop tuyén tinh ctia S, tich cda mot hé t& véi mot 6 hop
tuyén tinh ctia S lai 1a mot t6 hgp tuyén tinh cda S.

Vay, tip A tat ca cac t6 hop tuyén tinh cda S 13 mot bd phan 6n
dinh clda X tic A< X.

Hién nhién ring S C A vi mdi phan t& z € S ¢6 thé xem 1a mot
t6 hop tuyén tinh cda S. Hon nita, néu B 12 mddun con cta X chia
S thi moi t6 hgp tuyén tinh ctia S

r1T] +roxe + -+ T, € B,
nho tinh 6n dinh cda B. Do d6 A C B, ttc A la mddun con nhd
nhat chita S, hay A =< S >. H

Trong muc truée ta da xac dinh dugc tong A + B ctia hai médun
con A va B. Trong trudng hgp cho ho bit ky cac modun con {A,}
clia X, dé xac dinh téng ctia ho modun con nay, st dung khai niém
modun con sinh bdi mot tip, ta dinh nghia: Tdong ciia ho {A,} la
moédun con sinh bdi tdp UA,,.

Néu ki hi¢u tong dé 1a 3 A, thi
> Ay =<J4a>.

Stt dung cach md td modun con sinh bdi mot tp trong dinh Iy
4, dé thay rang cac phan td clia UA, c6 dang la tong hitu han 3" z,
trong d6 =, € A, va hau hét cac z, = 0 trit mdt s6 hitu han.

1.6. Médun thuong
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Cho X 1a mddun va A<X. Khi dé (A, +) la nhém con cta nhom
(X,+) va do d6 A 1a nhém con chuén tic clia X. Theo Iy thuyét
nhém ta c6 dugc nhém thuong (X/A,+) va do X giao hoan nén
nhém cong X /A ciing giao hoan.

Pé bién X/A = {z + A : x € X} thanh R-modun ta xéc dinh
trén X /A phép nhin ngoai ti R, nhu sau:

Vr e R,Vz + A€ X/A thi
r(z+ A) =rz+ A.

Cé thé thdy ring phép nhan ngoai dinh nghia nhu trén khong
phu thudc vao cach lua chon cac dai dién cta cac lp ghép = + A.
That vdy, néu 2/+A = z+ A thi tén tai « € A sao cho z’ = z+a, nén

r(2 +A) = r’+A=r(z+a)+ A
= re+rat+A=rz+ A

Viéc kiém tra phép nhan ngoai dinh nghia nhu trén thda mén cic
tien de M, — My khong méy kho khén, bdi cac phép toan cta X/A
dugc xac dinh trén cac dai dién, von da théa man cac tién dé nay.

Vay trén tap thuong X/A da xac dinh dugc ciu trac R-modun.
Ta goi d6 la médun thuong X /A ciia médun X theo médun con A.

1.7. Pong cau modun

Bdi modun 13 sy mé rong cta khai niém khong gian vécto, nén
dong cdu modun 13 sy mé rong cda khai niém anh xa tuyén tinh.

a) Pinh nghia. Cho X,Y 1 cac R-mddun. Anhxa f: X —» Y
dugc goi 13 R-dong cdu néu véi moi x, x1, zo € X va véi moi r € R:
f(@1+x2) = f21) + f(22),
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flra) =rf(x).

Cac R-dong ciu doi khi ciing dugc goi 1a cac anh xa tuyén tinh.
Va cling nhu anh xa tuyén tinh trong 16p cac khong gian véctd, cac
R-dong ciu c6 thé dugc xac dinh béi chi mot ding thic hén hop:
Jf(rizy +rowg) = rif(x1) +rof(w2),
v6i moi x1, 22 € X va v6i moi r1,72 € R.

Dé gidn tién vé mit ngon ngd, cac R-dong ciu cing dugc goi
mot cach don gidn 1 cac dong cdu.

b) Cdc vi du vé dong cdu

Vidu 1. Cho A< X. Khi d6 4anh xa nhing j : A — X ma j(a) =
a € X v6imoi a € A la dong cdu. That vy, Yai,as € A,Vri,72 € R
thi:
j(riar + roas) = riar + reag = rij(ar) + roj(as).
Truong hgp riéng, khi A = X < X ta c6 anh xa dong nhat 1y 1a

dong cau, ta goi né 1a ddng cdu dong nhat.

Vi du 2. Cho A <X va modun thuong X/A. Anh xa chiéu
p: X — X/AmaVer e X :p(x) ==+ A cing 1a dong cdu. That
vay, v6i moi x1, 2 € X va moi 1,79 € R thi:

p(rizy +rexe) = (rizy +roze) + A
= ri(r1+A) +ro(ze + A)
= rip(x1) + rop(z2).

Vidu 3. Anhxa 0: X — Y, bién tat c cic phan td z € X thanh
0 € Y, hién nhién la dong cdu. Ta goi n6 1a ddng cdu tdm thuong.

1.8. Mot sé tinh chét cta dong ciu

Tinh chat co ban nhét cta dong ciu, di dugc st dung dé dinh
nghia dong ciu la sy bdo toan cac phép toan co trén cac modun.
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Ngoai su béo toan cac phép toan, cac dong cdu con bao toan dugc
nhiing gi nita trong cac modun?

a) P& ¥ ring vi dong cdu modun f : X — Y bdo toan phép toan
cong, nén hién nhién f : (X, +) — (Y, +) la dong cdu nhom. Va tix
cac két qua da biét trong Iy thuyét nhom aben 1a cac dong cdu nhom
bién 0 thanh 0, bién phéan t& d6i thanh phén ti d6i nén ta cé:

f(O)=0va f(—z) = —f(x).
Tic dong cdu f : X — Y bdo toan cic phan t& doi, phan ti 0.

A ~ N R A N A
b) Pong ciu f con chuyén modun con ctia X thainh modun con
cta Y va nghich dnh qua f mot modun con cda Y 1a médun con cta
X.

That vy, néu A< X, thi f(A) la by phan on dinh trong Y vi:

flar) + flaz) = flar+a2) € f(A)
rf(a) = f(ra) € f(A),

v6i moi a,a1,a9 € Avamoir € R, ticla f(A) Y.

Con néu B«Y thi Val,ag € f_l(B) ta co f(al), f(a2) €B=
flai +a2) = f(a1) + f(az) € B nén a; +as € f~YB), va Va €
f~YB),Yr € R, do f(a) € B = f(ra) = rf(a) € B nén ra €
FU(B).

Vay f1(B) < X.
Trudng hop riéng, khi ta chon A = X <X tacd Imf = f(X)<Y.
Con trong Y, chon B = 0, ta dugc

Ker f = f1(0) <1 X.

Vay anh ctia mot dong cdu f 14 mot modun con clia Y va hat
nhan cta no 1a médun con cta X.
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~ N ~ 2 ~
1.9. DPon cau, toan cau, dang cau

Pong cdu f : X — Y dugc goi 1a don cdu néu f dong thoi la don
anh.

Pong ciu f dugc goi 1a roan cdu néu f dong thdi la toan anh.

Néu f vita don cdu vita toan ciu thi f dugc goi 1a ddng cdu. Vay
f 1a ding cdu néu f 1a dong ciu va 1a song anh.

Cac két qua dudi day lién quan dén khai niém tich cda hai dong
ciu, dugc xac dinh nhu 1a tich cda hai 4nh xa.
Dinh Iy 5. Tich ciia hai dong cdu la mét dong cdu. Hon nita, tich

. A N A 2 A N A A N A 2
ctia hai don cdu (toan cdu, dang cdu) la mét don cdu (toan cdu, dang
cdu).

Chimg minh. Cho f: X — Y va f:Y — Z la cic dong cau. Khi
d6 v6i moi 1,29 € X va moi ry,ro € R ta ¢

gf(riwy +mrewa) = glrif(z1) +raf(w2)]
= rigf(x1) +regf(z2).
Vay, ¢f la dong cau.

Theo 1y thuyét tip hop: tich cda hai anh xa don anh (toan anh,
song anh) 14 mot don 4nh (toan anh, song anh) va két hop véi két
qué vita chting minh ta c6 dugc: tich ctia hai don cau (toan cau, ding
ciu) 1a mot don ciu (toan ciu, ding ciu). W

Dinh Iy 6. Pong cdu f la don cdu khi va chi khi Ker f = 0.

Chiing minh. Néu f don ciu thi Ker f = f71(0) c6 khong qua mot
phan td va do tinh chit bdo toan 0 cta f, tic f(0) = 0, ta suy ra
Ker f =0.

Néu Ker f = 0va f(z1) = f(x2) thi
f(x1 —x2) = f(x1) — f22) =0
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nén x1 — xo € Ker f. Do d6 21 — zo = 0, suy ra z1 = xo.
Vay f don cau. B

Pinh Iy 7. Néu dong cdu f : X — Y la ddng cdu thi f~':Y — X
ciing la dding cdu.

Chiing minh. Vi f: X — Y 12 ding cdu nén f 1a song anh va do
vy ton tai &nh xa nguge f ' : Y — X, v6i f ! ciing I song anh.
Pé chimg minh f~! dng ciu thi chi can kifm tra f~! 1a dong cau.

That vay, Vyi,y2 € Y va Vri,ro € R néu goi 21 = ), 20 =
S~ (y2) thi:

f(rizy +roxe) = riy1 + rayo.

Do dé:

F Ny +ray2) = iz + oz
= rf () +rafH(we).

tic £ 1a dong cau. M
Néu ¢6 ddng cdu modun f : X — Y thi ta néi modun X ding
S A s oo A 2
cdu v6i médun Y, va viet X =Y hay don gian: X @Y.

Tong két cac két qua trén day, lién quan t6i quan he ding cau, ta

CO:

1
e VGi moi médun X: X éX.
Lo !

eNeu X =Y thhy = X,

. / 9 < 9f
eNeuX=2YvaY=Zthi X = Z.

Vay quan hé ddng ciu la mot quan hé tuong duong.
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Pinh 1y 8. Cho f : X — Y la toan cdu. Khi do tén tai va duy
nhdt mét ding cdu f : X/Ker f — Y sao cho f = f.p trong do
p: X — X/Ker f la dnh xa chiéu.

Chiing minh. Dit Ker f = A. Xay dung anh xa }’V : X/A —Y ma
f(z+A) = f(z) v6i moi z+ A € X/A. Hién nhién f dugc xac dinh
hop 1y, vi né khong phu thudc vao cach lya chon cic dai dién cho cac
16p ghép = + A. That vdy, néu 2/ + A = = + A thi 2’ = = + a Vv6i
a € A= Ker f nén

f@') = flz+a) = fz)+ fa) = f(2).

Nho tinh dong cdu ctia f, dé dang kiém tra fla dong cau. Nho
tinh toan ciu cta f, dé thdy f 1a toan anh. Pong ciu f cling la don
CcAu Vi:

Ker [ = {z+Alf(z)=0}
= {z+ Alzr eKerf=A}

Vay f 1a ding cau.
Vi véi moi z € X : fp(z) = f(z+ A) = f(z) nén fp = f.

Cubi ciing néu c6 ding cau h : X/A — Y c¢6 tinh chat nhu f I
hp = f thi:
Vi+Ae X/A:h(z+ A) = hp(z) = f(z) = f(z + A)
tdc h = f. Vay f 1a duy nhat. l

He qua 9. Cho f: X —Y la dong cdu. Khi dé ton tai va duy nhdt
don cau f: X/Ker f —Y ma f = fp.

That vay, ta phan tich f = jf; trong d6 f; : X — Imf (ma
fi(z) = f(z),Vr € X) la toan cdu va c6 Ker f; = Ker f; con
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j:Imf — Y la don cdu nhing Imf C Y. Theo dinh Iy 8, ton tai va
duy nhat ding cdu f; : X/Ker f — Imf sao cho f; = fip. Tich hai
dong cdu jf1 chinh la don cdu f duy nhat cin tim.

1.10. Pham tra mddun

R A EON A 9 A ~ 2 N N A
bé thuan tién vé mat ngén ngl trong cac trinh bay vé sau, trong
muc nay chung ta sé dua ra khai niém vé pham tru.

a) Pinh nghia. Mot pham tri P bao gom mot 16p nao dé cac vat
A,B,C,X,Y,...sao cho véi bat ky cip vat c6 thit ty (A, B) xac dinh
dugc tap Mor(A, B) cic ciu xa c6 nguon la A va dich [a B, ma néu
(A, B) # (X,Y) thi Mor(A, B) N Mor(X,Y) = (. Hon nita, v6i bat
ky bo ba c6 thit tu cac vat (A, B, C') mot luit 1ay tich cac ciu xa dugc
x4c dinh trén Mor(A, B) x Mor(B, C) ldy gia tri trong Mor(A, C);
cu thé 1a véi moi cip ciu xa (o, B) € Mor(A, B) x Mor(B,C') x4c
dinh dugc tich Sa € Mor(A, C). Ngoai ra cac tién dé sau dugc thda:

e PT1: Véi mbi vat A € P, ton tai ciu xa dong nhit 14 €
Mor(A, A), ma 14.c = a va $.14 = f3, néu cac tich 14.a,3.14 la
xac dinh.

e PT2: Luét ldy tich cic ciu xa cb tinh chéit két hgp, tic 1a néu
¢ tich a(fy) thi cling c6 tich (af)y va: a(8y) = (af)y.

Néu cidu xa a € Mor(A, B) thi ta ciing viét: o : A — B hay
A% B, nhu cach viét quen thujc cda cac anh xa. Va dé y ring cach
viét tich cac ciu xa trong dinh nghia trén 13 hoan toan tuong tu nhu
cach viét tich cac 4nh xa. Pidu do tranh cho ta khéi sy phién phiic
khi Iam viéc véi da s6 cac pham trtt toan hoc ma cac ciu xa trude hét
la cac anh xa.

b) Cdc vi du vé pham trix

Vi du 1. Pham tri St cac tap hgp va cac anh xa, v6i cac vat la cac
tap hop va cic cdu xa 1a cac anh xa. Ludt ldy tich cac cdu xa chinh
1 1dy tich cac anh xa. D& dang kiém tra St théa mén tat ci cac dieu
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kién con lai cia dinh nghia pham tra.

Vi du 2. Pham trit Gr cdc nhém va cac dong cdu nhom, véi cac
vat 1a cdc nhom va cic ciu xa la cic dong cau nhém. Luit lay tich
cac cau xa la lay tich cac dong cau.

Vi du 3. Pham tra Ab cdc nhém aben véi cic vat 1a cdc nhom
aben va cac cau xa la cac dong cau nhéom. Tich hai cau xa la tich hai
dong cau nhom.

Vi du 4. Lop cic R-mddun trai, ky hién 1a zpMod (hay don gidn
1a Mod) cting 1p thanh mdt pham trt v6i cic vt 1a cic modun va
cac ciu xa la cac dong cdu modun. T cac két qua dua ra & cac muc
trén dé dang kiém tra Mod théa tat ca cac diéu kién trong dinh nghia
pham tro. Ta goi n6 1a pham trit cic R-mddun trai, hay don gidn
hon, 1a pham trii cic modun.

Cha y ring véi Z 1a vanh cac s6 nguyén thi pham trit zMod chinh
la pham trii Ab cac nhém aben.

§2. Tong tryc tiép va tich truc tiép

Khéi niém tong truc tiép, tich truc tiép c6 thé xay dung cho bat
ky mot ho modun. Tuy nhién, dé tranh sy ning né khong can thiét
cho hau hét cac doc gid cudn sach 1a nhitng ngudi méi bat dau lam
quen v6i khai niém, ching ta sé mé dau tiét nay véi truong hop don
gidn nhat: tong truc tiép clia ho hai mddun.

2.1. Téng truc tiép hai modun

Cho A, B la cac R-mddun. Trén tap tich Descartes A x B ta dua
vao hai phép toan cong va nhan ngoai nhu sau:

(a1,01) + (a2,b2) = (a1 + az, b1 + b2)
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r(a,b) = (ra,rd)
V(a1,b1), (az,b2). (a,b) € Ax B,Vr € R

Dé dang kiém tra thiy ring A x B véi hai phép toan xac dinh
nhu trén théa man tat c cac yéu ciu cia mot R-mddun. Ta goi do
14 médun tong truc tiép ctia hai mddun A va B va viét: A @ B.

Chd y rang phan ti 0 trong A @ B 1a cip (0,0) va phan td doi
cta c3p (a,b) 1a (—a, —b).

Téng tryc tiép hai moédun A va B, d6i khi ciing dugc goi 1a tich
tryc tiép, va tuong Gng véi cach goi do 1a cach ky hidu A x B.

Tt cach xay dung tong truc tiép hai modun, dé dang thay ring véi
hai mddun tong truc tiép: Ae B va A’ & B, néu ¢6 cic ding ciu cac
mddun thanh phan: A = A’, B~ B’ thitacling c6: AGB = A B,

That vay: néu f: A= A'vag: B=B' thip: AB=A ¢ B
véi ¢ dugc xac dinh:

¢(a,b) = (f(a), g(b))
véi moi (a,b) € A& B.
2.2. Dic trung clia tong truc ti€p qua nhiing va chiéu

Mobdun tong truc tiép A B duge lién hé chit ché véi cac modun
thanh phan A va B thong qua cac phép nhang va chiéu.

C6 hai phép nhing dugc xac dinh nhu sau:

©j1:A— A® B maji(a) = (a,0),Va € A,

e jo: B— A® B ma js(b) = (0,b),Vb € B,
va hai phép chiéu véi cong thic sau:

ep:A®B— Amapi(a,b) =a,
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e py: A® B — B ma psa,b) =b,

v6i moi (a,b) € A® B.

Hién nhién cac phép nhing ji, j» 1a don cdu, nhing cic modun
A, B vao A® B nhu 1 cac mddun con. Trong khi dé cac phép chiéu
p1,p2 1a cac toan ciu, chi€éu médun A & B xudng cic mddun thanh
phan.

Mbi lien hé giita cac phép nhing va cac phép chiéu dugc mé ta
trong cac ding thic sau:

pij1 =14 va pojo =1p (1)
p1j2 =0 va p2j1 =0 (2)
Jip1 + Jop2 = lagn (3)

Viéc chting minh tinh ddng din cda cic ding thic (1), (2), (3)
c6 thé tién hanh dé dang bing cac tinh toan, vi vy ta bé qua khéng
trinh bay & day.

Cac ddng thic trén, c6 vé kha don gidn, tuy nhién ching lai rat
dic trung cho modun tng truc tiép. Cu thé hon, chdng ta co:

DPinh Iy 1. Cho cdc médun A, B,C. Néu ton tgi cdc déng cdu
j1:A—Cijo: B — C;p1: C — A;py : C — B théa dong thoi
cdc ddng thitc (1), (2), (3) néi trén (trong dé ddng thiic (3) ta thay
A® B bing C) thi C =2 A® B.

Chitng minh. Xay dung dnh xa ¢ : C — A @ B nhu sau: Vc € C thi

¢(c) = (p1(c), pa(c)).

Nho p1, po 1a cac dong cdu, ta dé dang kiém tra ring ¢ la dong
cau. PE kiém tra ¢ don ciu ta tinh:

Kerp = {c € C:pi(c) =0, p2(c) = 0}.
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V6i moi ¢ € Ker ¢,
c = lc(e) = (jip1 + jap2)(c)
= G (©)] + dalpa(e)] =0+0=0.
Vay Ker ¢ = 0, ttic ¢ don ciu.

Néu (a,b) € A@® B thi ¢ = ji(a) + j2(b) € C, ma ¢(c) =
(p1(c), p2(c)) voi

p1(c) = p1(j1(a) + j2(b)) = p1ji(a) = a,
p2(c) = p2(j1(a) + j2(b)) = p2ja(b) = b.
Két hop lai ta co: ¢ 1a ddng cdu. A
2.3. Téng truc tiép trong
Tong truc tiép duge xac dinh trong cic muc néi trén doi khi con
goi 1a tong truc tiép ngoai dé phan biét véi khai niém tong truc tiép
trong ma ta sé dua ra dudi day.

Pinh Iy 2. Cho A, B la cdc médun con ciia médun X thda cdc tinh

chat:
i) AN B =0,
i) A+ B = X.

Khi dé ta cé ding cdu: X = A @ B.

Chitng minh. Xay dung énhxa ¢ : A® B — X ma
o(a,b)=a+b

v6i moi (a,b) € A @ B. D& dang kiém tra ¢ 1a dong cau.

Do ding thic A+ B=XnénVz € X thidae Avaibe Bma
a+b=x Viy ¢ la toan ciu.
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Do ANB=0ma
Ker¢ = {(a,b)la+b=0}
= {(a,b)la=-be AN B}
= {(0,0)}
nén ¢ la don cau.

Viyp: Ao B=X. 1

Thay cho diu “ = ” trong két luin cda dinh Iy 2, ta c6 thé viét
dau “ =", tlc X = A& B, dong thdi trong trudng hop niy ta noi:
X 1a tong truc tiép trong cta hai médun con A, B cla X.

Viy: X = A@ B la tong truc tiép trong clia hai mddun con A4, B
khiva chikhi ANB=0va A+ B=X.

Dinh Iy 3. Moédun X la téng truc tiép trong ciia hai moédun con A
va B khi va chi khi véi mdi x € X ¢6 va chi ¢é6 mét cdch biéu dién
r=a+bvdiac A bc B.
Chimg minh. Néu X = A@ B thiVe € X,z =a+b e A+ B.
Cach biéu dién nay 1a duy nhat vi néu z = o/ + ¥/ thi
a+b=d+V=a—-d=b-bcANB=0

ntna—ad=V-b=0vadodoa=d.,b=10.

Néu mbi z € X c6 biéu dién duy nhat: 2 =a+b e A+ B thi

tru6c hét X = A+ B. Hon nifa, tif trudng hop riéng = = 0 v6i cach
biéu dién duy nhatla: 0 =0+ 0, néu c € AN B thi

O=c+(—c)€ A+ B
nénc=0, tic ANB =0.
Viy: X =A¢ B. 1

Modun con A < X dugc goi 1a mot hang tit truc tiép cia X néu
¢6 moédun con B <X sao cho X = A@ B. Khi d6 B cling dugc goi
12 hang tit bix truc tiép ctia médun con A.
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Két qua sau day cho ta mot vi du vé su phan tich mot médun
thanh tong truc tiép trong ctia cac mddun con, né cé nhiéu tng dung
Ve sau.

Dinh 1y 4. Cho cdc dong cdu f : X — Y vag:Y — K ma gf la
ddng cdu. Khi dé ta cé

Y =Imf & Kerg.

Chitng minh. Truéc hét véi moi y € Y ta ¢6 su phan tich:
y=flg)) g +y— flgf) " 9(v)]
trong d6 hién nhién f[(gf) 'g(y)] € Tmf, con
9(y = fllaN 9w =0,
tic y — f[(9f)~"'9(y)] € Kerg.
Vay Y =Imf + Kerg.

Néuy € ImfNKerg thiviy € Imf nén 3z € X ma y = f(z).
Va vi y € Ker g ma
9(y) = gf(x) =0,
nén tir tinh chat déng cau cta gf ta ¢c6 = = 0.

Vay y = f(0) =0 va do d6 Imf N Kerg = 0.
Két hop lai ta dugc Y = Imf & Kerg. B
2.4. Tich tryc tiép ho modun

Pé xdy dung khai niém tich truc tiép cda ho modun, trudc hét ta
nhéc lai mot vai diéu can thiét vé khai niém tich Descartes ctia ho
tap hop.

Cho ho khong rdng céc tip hop {A;}ics. Tich Descartes ctia ho
tap hop {A;}, ki hiéu 1a ] A;, 1a tdp hgp cdc ham z : I — UA; sao

il

cho z(i) € A;,Vi e I.
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B&i mdi ham = € J] A; dugc xac dinh mot cach duy nhét béi
bo gia tri (2(i))ic; nén ta cd quyén dong nhat ham z véi b gia tri
(x(7)) cta nb. Va ta ky hiéu 2; = x(i) thi phan t& ctia [] 4; 1a bo
T = (.’Ei)iej voi dféu klén x; € Ai,Vi.

Vay
HAZ = {(xl),€1|xz € AZ,VZ S I}.

el

Ve cach viét bd 2 = (x;);cs, d6i khi d€ trdnh ruom ra ta c6 thé
viét gon = = (z;).

Bay gio, v6i ho bat ky khac réng cic modun {X;};c; trén cing
vanh hé t& R; ta xac dinh trén tip tich Descartes [ X; cac phép todn
sau:

o (z;) + (27) = (z; + 27)

o r.(z;) = (ray)
v6i moi (x;), (x}) € []X; va moi r € R.

Dé thay ring, ciing nhu trudng hgp tich truc ti€p hai modun, cac
phép toan dua vao ] X; dugc xac dinh theo mdi thanh phén thi i.
Va vi cac phép toan trén mdi thanh phan X; 13 théa cac yéu cau cta
mot R-mbdun, nén khong kho khin dé thay rdng cac phép toan trén
[] X; cting théa hét cac yéu cau clia R-modun.

Ta goi modun duge xay dung & trén [] X; 1a médun tich truc tiép
ctia ho {X;}. N6 ciing dugc ky hiéu la: J] X; hay don gidn hon:

i€l

[T X;:. Cac moédun X; dugc goi la caic modun thanh phén cla tich
truc tiép.

Su lién hé gitta cdc modun thanh phan va tich truc tiép dugc thuc
hién thong qua cic phép nhang va phép chiéu.
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Véi mbi k € T ta co cip phép nhang: jj. : X — [[ X; va phép
chiéu: py : [] Xi — X dugc xéc dinh béi cac cong thiic sau:

o ji(zr) = ([jk(zx)];) trong do

. x néui ==k e
[k(xr)]i = { Ok néu i £ k , v6i moi x), € X
® p[(wi)] = zk, v6i moi (z;) € [[ X;.

Hién nhién 1 cac phép nhing jj, 1a cic don cdu, nhing médun
thanh phan X}, vao [ X; nhu [a modun con. Va céc phép chiéu py
1a cac toan ciu 1én modun thanh phin X, c6 gia tri tai bo (x;) bat
ky 1a thanh phan th & cta bo do.

Dé thdy ring, méi quan hé giita cac phép nhdng va phép chiéu
¢6 thé mé ta béi ding thiic:
Pk = 1x, VA prjs = 0 néu k # ¢.
Hon nita, mot phan t bat ky 2 € [T X; la hoan toan xac dinh béi

bd gia tri chiu ctia né. Cu thé hon:

z = (pi(x))ier-

2.5. Tinh phé dung ctia tich truc tiép

Pinh 1§ 5. Cho ho médun {X;}ic; khi dé vdi bat ky modun X, moi
ho dong cdau {f; - X — X;} dugc phéan tich mot cdch duy nhdt qua
ho cdc phép chiéu p; : T[] Xy — X;. No6i cdch khdc, ton tai va duy
nhdt mét dong cdu f : X — [] Xy sao cho f; = p;f vdi moi i € 1.

Chirng minh. Pong ciu f duge xdy dyng theo cong thic sau:
f(x) = (fi(x))ier.Vz € X
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f

[1X:

fi P

X;

ma hién nhién théa man diéu kién: p;f = f;,Vi € I.
Tinh toan sau ddy kiém chiing su bdo toan cac phép toan cta f:

flrz 402"y = (filrz +r'2])ier
= (rfi(z) + 7' fi(@))ier
= r(fi(x))ier + 7' (fi(2"))ier
= rf(z)+r' f(2))

v6i moi z, 2’ € X va moi r,7" € R.

Va néu c¢6 dong cau h : X — [] X, sao cho p;h = f; thi khi d6
v6i moi z € X:

h(z) = (pih())ier = (fi(x))ier = f(2).

Vay h = f, tic f 1a duy nhat.

Tinh chat cho phép méi ho dong ciu {f; : X — X;} dugc phan
tich mot cach duy nhat qua ho cic phép chiéu cia tich truc tiép
{pi : [1X: — X;} dugc goi 1a tinh chdt phd dung ciia ho cdc phép
chiéu. Nguon goc tén goi nay sé dugc phan ndo Iy gidi & muc cudi
clia tiét nay, khi ching ta dua vio mot trong cac khai niém co bén
clia Iy thuyét pham trd: khai niém vé cac vat pho dung.

Cho céc hg médun c6 ciing tap chi so I: {X;},{Y;} va ho cic

dong ciu {f; : X; — Y;}icr. Xét mdi quan hé cia mdi dong ciu f;
v6i cac tich truc tiép [] Xy, []Y; trong biéu do sau:
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Khi d6 v6i méi i € I c6 dong cdu h; = f;pX v6i pX 1a phép chiéu
thi i tit [T X,. S& dung tinh chit phd dung ctia ho cic phép chiéu

[V — vi}

déi véi ho dong ciu
{h; : HXt — Y},

ton tai va duy nhat dong ciu f : [[ X; — [[Y; sao cho
h; = p) f,Vi € I

Pong cdu f d6 dugc goi 1A tich tryc tiép ctia ho dong cdu di cho
{fi}, va dugc ky higu la f =[] fi.

Du6i day, ta sé cho mot sy md ta cu thé hon vé tich tryc tiép ho
{fi}. Ti cac cong thic

P f=h=fpS Viel
ta c6 v6i moi x = (x;) € [[ Xy

f@) =) f(@))ier = (fipX (@)ier = (fi(2))ier

Vay fl(zi)ier] = (filxi])ier
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2.6. Téng truc tiép ctia ho mddun

Cho ho khong rdng cic modun {X;};c;. Xét tap con cta [ X;
gom cac bd = = (x;), ma hau hét cac thanh phan z; = 0, trit ra mot
s6 hitu han. D& thay d6 1a tap con 6n dinh trong [] X;, va do vay né
1a modun con. Ta goi n6 1a médun téng truc tiép cta ho {X;} va ky
hiéu 1a: @ X; hay don gidn hon: ©X;.

icl

Cé thé nhin nhan ¢X; theo mot cach khac, d6 1a modun con
sinh béi tip hgp A = | ji(X;) trong J] X;. Va nhu vy theo dinh
ter

~ A o R A A 2
nghia vé tong cdia mot ho modun ta co:

D xi =< Ji(x) >= D ju(X0)

tel tel tel

hon ntta v6i moi = = (z;) € X, thi:

w=(w) =Y jilw).

tel

Téng dugc viét trong ding thic trén, di duge danh s theo tap
chi s6 I, nhung chi ¢6 hitu han thanh phan z; # 0, ttc chi hitu han
cac ji(x¢) # 0, nén hoan toan cb nghia.

Béi mdi phép nhing j; : X; — [[ X; ¢6 &nh j;(X;) C @X; vi
vay ta ciing c6 thé xem j; nhu 14 phép nhting mdédun thanh phan X;
vao mbdun tong truc tiép. Hon nia ta vin gid nguyén ky hiéu nhu
da co trude day: j; : X; — X

Tuong tu nhu ho cac phép chiéu cta tich truc tiép, ho cac phép
nhang {j;} cta tong truc tiép ciing cé tinh chit phd dung. Pidu dé
dugc phat biéu cu thé trong dinh ly sau:
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DPinh Iy 6. Cho ho khong réng cdc médun {X;}. Khi dé véi bat
ky médun X, méi ho cdc dong cdau {f; : X; — X} luén dugc phan
tich mot cdach duy nhdt qua ho cdc phép nhiing {j; : X¢ — ®X; her.
Néi cdch khdc, tén tai va duy nhdt déong cdu f : ®X; — X sao cho
ft = fjevdi moi t € I.

Chitng minh. Pong ciu f dugc xdy dung nhu sau:

X, Jt

@D Xi

Vo = (z;) = > ji(wi) € X :
il

f)=>" filz).

icl

Hién nhién Vt € I : fj; = fi Vi Vo, € X, thi fii(m) = filay).

Tinh chit bio toan cac phép toan cé trén modun cta f cb thé
kiém tra dé dang.

Hon ntta, néu c6 dong cau g : ®X; — X ma gj; = f;,Vt € I thi
g = f, vi khi d6 Vo = (.’Et) = Ejt(xt):

g(x) = Q(th(fﬂt)) = Zgjt(a:t) = th(ﬂft) = f(=).

Vay f 1a duy nhit. H
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Ap dung dinh ly 6, ta xdy dung tong truc tiép clia ho bat ky cac
dong cau {f;} ma f, : X; — Y;,Vt € I, tit cac ho modun ciing tap
chi s6 I: {X;},{Y;}. Xét biéu do:

X, fi v
jik he e
f

D X; PY;

trong d6 h; = 7} fi : X; — @Y.
St dung tinh chat phd dung cta ho cic phép nhing
{5« Xy = @Xiher
d6i véi ho cac dong cau
{ht : Xy — ®Yitier
ton tai va duy nhét dong ciu f : &X; — @Y; théa
fii8 =hy, YVt eI
Nhd cac cong thite: f5X = hy = jY f, ta c6 thé md td f mot
cach tudng minh hon.

Vo = (x1) = Y4 (v1) € X :

f@) = O i @) =Y fii (=)
= D i filw) = (fi(w))
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va thay rang f chinh la sy thu hep ctia ] f; trén tong truc tiép & X;.

Dbong cdu f noi trén ciing dugc goi 1a 16ng truc tiép ho cdc dong
cdu {fi} va dugc ky hiéu la: f = & f;.

2.7. Téng truc tiép trong ho mddun con
Pinh 1§ 7. Cho ho {X;}ier cdc médun con ciia modun X théa:
i)y X=X,
i) X,n S X; = 0.Vt e I.
iAt
Khi do ta co: X = ®X;.
Chitng minh. V6i mdi ¢ € I, ta ¢c6 phép nhang i, : X; — X véi
ir(zy) = 24,V € Xy
St dung tinh phé dung cta ho cic phép nhing
{e s Xy — ©Xiber
doi véi ho cac phép nhing
{ir : Xo — X},
ton tai duy nhat dong cdu f : X, — X, théa:

fi =1, vVt el

Cong thtc f, theo dinh 1y 6 la:

Jlxe)] = Zit(ﬂft) = th.

tel tel

Tir dieu kién i) ctia gid thiét dinh Iy 1a 3" X; = X, cong thic f
cho thdy f Ia toan ciu.
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Néu f[(x¢)] =0 thi 3" 2; = 0 trong X nén véi mi i:
tel

ri=—» 2 €X;NY X;=0 dodieukién ii).
t#i t#£i

Vay (x;) = 0, tiic Ker f = 0 va f la don ciu.
Kéthop lai: f: X 23X, W

Tuong tu trudng hgp tong truc tiép trong hai médun con, § day
ta cling sé thay ddu ” = ” trong dinh Iy 7 bdi ddu ” =7 va ciing goi
X 1a téng truc tiép trong cia ho médun {X;} cda no.

Vay moédun X 13 téng truc tiép trong clia ho moédun con {X:},
tic X = @X, néu X =3 X;vavéimoit € 7: X, N> X; =0.
it

2.8. Vat phé dung trong pham trix
Cho truc pham tru P.

Vat A € P dugc goi 1a vdr ddu cia pham trit P néu véi bat ky vat
X € P tap Mor(A4, X) c6 dang mot phan ta.

Vat B € P dugc goi 1a vdr cudi cudi clia P néu véi bat ky vat
X € P, tap Mor(X, B) ciing c6 ding chi mot phan ti. Céc vat dau,
vat cudi cia mot pham trtt dugc goi chung 13 var phd dung ctia pham

N

tra.

Dé 1y gidi thuat ngit "tinh phd dung ctia ho cac phép chiéu tich
tryc ti€p” ma ta da dua ra va dung trudc day, tir ho {X;} cic médun
cho trugc ta xdy dung mét pham tra K nhu sau:

e Vit cta K 1a mdi ho cic dong ciu {f; : X — X;} vdi modun
X nao do.
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o Ciu xa tir vat {f; : X — X;} téi vat {g; : ¥ — X;} la dong
cdu ¢ : X — Y sao cho v6i moi i : f; = gip.

e Luat lay tich cic ciu xa chinh I tich cic dong cau.

D& dang kiém tra thiy K 12 mot pham trii va trong pham tra do,
theo két qué ctia dinh Iy 5 thi ho cac phép chiéu {p; : [] X; — X;}
chinh 1 vat cu6i.

Clng tu ho cic mdédun {X;} cho trudc ta dung mot pham tru
khéc, 1a pham trti 7, dugc xac dinh nhu sau:

e Vit 1a mbi ho dong ciu {f; : X; — X} v6i X 1a modun nao do.

e Ciu xa tur vat {f; : X; — X} téi vat {g; : X; — Y} la dong
cdu ¢ : X — Y sao cho v6i moi i : g; = ¢f;.

e Luit lay tich 13 tich cac dong cau.

Hién nhién 7 cling 1a mot pham trd, va theo dinh Iy 6 thi trong
pham tra 7 ho cac phép nhiang {j; : X; — ®X;} chinh la mot vat
dau.

Tré lai pham trit P, cdu xa o : A — B dugc goi la ddng xa néu
ton tai cdu xa 3 : B — A sao cho:

aff =1pva fa=14.

Khi d6 ta ciing néi 3 1a cdu xa ngugc clia o va viet 3 = a1,

Hién nhién khi d6 ta ciing cé: o = 5.

Hai vat A va B ma c6 ding xa o : A — B thi ta néi A, B 1a hai
vat tuong dwong, hay hai vat ddng cdu.

bé ky hiéu A, B 1a hai vat tuong duong ta viét: A ~ B hay
A B.

Dinh 1y 8. Néu trong pham trit P ¢6 cdc vit dau (vt cudi) thi cdc
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vt ddu (vat cudi) ciia P la tuong duong.
Chiing minh. Gid st A, B 1a cac vat dau cta pham tra P. Khi dé ta
co:

Mor(A4, B) = {a},Mor(B, A) = {3},

Mor(A, A) =14 va Mor(B, B) = 1p.

Tir d6 ta ¢6 fa = 14500 = 1p tic o : A — B la ding xa.
Viay A ~ B.

Viéc chting minh hai vat cudi 1a tuong duong hoan toan tuong tu.

§3. Day khop

3.1. Dinh nghia.

Day cac dong cdu (htu han hay vo han)

Al BS o (1)
dugc goi 1a khdp tai médun B néu Imf = Ker g.

Vay day 1a khdp tai B néu dnh dong ciu vao tai d6 bang hat nhan
ctia dong cau ra.

Mot modun trong day cac dong cau dugc goi 1a modun trung gian,
néu tai d6 vira c6 dong ciu vao, viia c6 dong ciu ra.

Day cac dong cau (1) dugc goi 1a day khdp néu né khép tai méi
modun trung gian.

Vi du dau tién vé day khép 1a "day khép cda dong cduh: X — Y”
dugc xac dinh nhu sau:
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0— Kerh - X 5 v 2 Y/Imh — 0,

trong dé i 13 phép nhing va p 1a phép chiéu ma tinh khép tai cac
médun trung gian: Ker h, X,Y va Y/Imh gan nhu I3 hién nhién.

Pé ¥ ring: dong ciu h la ddng ciu khi va chi khi Kerh = 0 va
Y /Imh = 0.

Vi vdy, khi st dung day khép ctia mot dong ciu, ta ¢6 thém mot
tieu chuidn d& mot dong ciu 1a ding cau:

o Dong ciu h 1a ddng ciu khiva chikhiday0 —» X 2V - 01a
khép.

Trong 16p tat ca cac day khép, ngudi ta dic biét cha ¥ t6i mot 16p
cac day khép c6 tén goi 1a day khép ngén duge dinh nghia nhu sau:

e Ddy khdp ngdn la day khép c6 dang:
0-A5B%C -0 (2)

Hién nhién dé kiém tra tinh khép cda diy (2) ta can kiém tra
dong cau y 1a don cdu, dong cdu o 13 toan ciu, va Kero = Imy.

Vi du vé cac day khép ngdn co thé 1ay:

a) Cho h : X — Y 1a don cau ma khong 13 ding ciu. Khi d6
Ker h = 0 va do vay "day khép cta »” 1 day khdp ngén:

0—X25Y 2 y/Imh—o.

Tuong ty néu A 13 toan ciu ma khong 1 didng ciu thi ”day khép
clia h” cling 1 day khdp ngan. N6 c6 dang sau:

0—Kerh-5> X2y So.
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b) Cho mddun X va A<X. Khi d6 diy gom cac dong ciu nhing:
i: A — X va dong cdu chiéu p : X — X/A tao thanh day khdp
ngan:
0—-A45x2Xx/A-0.

Hon nita c6 thé thdy ring méi diy khdp ngidn déu c6 dang nhu
trén. That vay véi day khép ngin bat ky

0-A5B% 0 - 0,

do y don ciu nén ta c6 thé xem A < B va do o toan cdu ma
C = B/Kero = B/x(A)

v6i A = x(A) nén cé thé xem C' = B/A.

3.2. Day khdp ngin ché

Day khép cac dong cau

oAt o ...

dugc goi 1a ché ra tai médun B, néu Imf 1a mot hang ti truc tiép
clia B, ttic ton tai mddun con B; sao cho: B =Imf & B.

Mot day khép dugc goi 1a ché, néu nd ché tai mdi modun trung
gian.

Ap dung dinh nghia trén cho truong hgp cac diy khép ngin ta
c6: diy khép ngin 0 — 4 5 B S ¢ — 0 1a ché khi va chi khi day
ché tai B.

That véy, kiém tra diy 1a ché tai A va C 1a qua tam thuong:

A=Im0® AvaC =Imo B0
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Cac day khdp ngin sau day, dugc sinh béi tong truc tiép A & B
¢6 thé xem 13 cac vi du dién hinh vé cic day khép ché:

OHAEA@BgBHO,

0—=BB AeB” A0,

Néu nhé lai cac ding thtc dic trung cda tong truc tiép
p1j1 = la,p2je = 1B
thi ta c6 thé nhin xét ring: trong ca hai diy khép ngin ché trén day,
cac dong ciu vao ji, jo déu co nghich dio trai, con cac dong cdu ra
p1, p2 déu co6 nghich ddo phai. Pitu ndy, nhu sé thy dudi day khong

chi ding dudi cac day khép ngin duge sinh bdi tong truc tiép, ma 1a
dic trung chung cho mbi day khdp ngin ché bat ky.

Cu thé, ching ta co:

Pinh 1§ 1. Doi véi mdi day khdp ngin 0 — A > B%5 C — 0, ba
phdt biéu sau la tuong duong:

i) Day la ché ra.
ii) Pong cdu x c6 nghich ddo trdi.
iii) Pong cdu o cé nghich ddo phdi.

Chitng minh. Néu dong cdu x c6 nghich déo trai, tic 1a ton tai dong
ciu p: B — A sao cho px = 14, thi tich hai dong cau:

AXBE A
1a ddng cau. Vay: B = Imy  Ker p, do d6 day ché ra.
Néu day 1a ché ra, tiic B = Imy @ B; thi ton tai phép chiéu

p1: B =1Imy® B; — Imy.
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Bdi x 1a don ciu nén y thuc hién ding cdu: A = Imy va do do
dong ciu x; : A — ITmy (ma xi(a) = x(a),Va € A) c6 dong ciu
nguge x; ' : Imy — A.

Chon p = x{ 'p1 thi py = 14, tiic x c6 nghich dio tréi.
Vay i) tuong duong ii).

Mot cach tuong tu, néu o c6 nghich ddo phai tic ton tai dong ciu
¢ ma 0q = 1¢ thi tich cta hai dong cdu C L B % C 1a ddng cau.
Va do do

B =1Img & Ker ¢ = Imq & Imy,

tic day 1a ché ra.

Con bay gid néu day 1a ché ra thi ton tai modun con B; ma B =
Imy @ B;. Xét dong cdu oy = o|p, : By — C. Béi BinKero =0
nén o, la don cdu. o, cling 1 toan ciu vi: Ve € C, do o 1a toan
ciunén 3b € Bma o(b) = ¢. Vi B = Imy ® B; nén ton tai
a € A,by € By ma b= x(a) + by. Hién nhién o (b;) = c.

Vay o1 : By — C 1a ddng ciu, do d6 ton tai ddng ciu ngugc:
oy 1.0 - B.

Chon ¢ = j20'1_1 V6i jo : By — Imy @ B 1a phép nhing thanh
phan B; vao tong truc tiép, ta c6: oq = 1¢, tic o c6 nghich ddo
phai.

Vay i) tuong duong vdi iii).

Hé qua 2. Néu day khop --- — AL B % C — .. ché ra tai B thi

ta co:

B 2 Imf & Img.

Chitng minh. Tu tinh khép va ché cta day tai B ta dung dugc day
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khép ngan ché sau:

0—>Imfi>B£>Img—>O
trong do 7 la phép nhing Imf C B, con

g1(b) = g(b),Vb € B.

Béi i don cu, ¢; toan ciu, va dong thoi
Kerg; = Kerg = Imf = Ims

nén day 1a khdp. Va hién nhién Imf 13 hang t& tryc tiép ctia B nén
day 1a ché ra. Theo phép chting minh ”iii) = i)” cta dinh Iy 1 ta c6:

B =TImf & B trong d6 By = Img.
Viy B~ Imf @ Img. R
3.3. Mot s6 bé de ve day khdp
Dinh 1§ 3. (B6 dé manh vé bon dong cdu)

. R A . ’ z A 2
Cho biéu do giao hodn cdc dong cdu:

h
At 59 - - D
T « 1] y
w9 M

trong dé hai dong la khdp, T la toan cdu va ~y don cdu. Khi dé ta cé

i) Ker § = g(Ker a),
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i) Ima. = ¢~} (Imp3).

Ching minh. Trudc hét ta nhic lai ring, mot biu do cac dong cau
13 giao hodn néu tich cda cac dong ciu xuat phat tir mot ngudn va
t6i cing mot dich c6 két qud nhu nhau.

Bay gio ta chiing minh dinh Iy.
Trudc hét do Bg = ¢’ ma:

Bg(Ker o) = g'a(Kera) = ¢'(0) = 0.

Suy ra: g(Kera) C Ker .

Dé c6 ding thiic i) ta con phai kiém ching bao ham thic: Ker 3 C
g(Ker ). Dieu dé c6 nghia la: véi moi ¢ € Ker 3 C C phdi chi ra
b € Keraw ma g(b) = c.

Phan ti b nhu vy dugc tim ra nhd phép sin trén biéu do sau:

@: b1 — f(a)

g
a— f(a) b (©) 0
a\ B Y
/ / hl
a’ / v g 0 0

Mo ta cic budc sin:

e Vi ¢ € Ker nén vh(c) = WpB(c) = 0. Do ~ don cdu nén
h(c) =0, tic ¢ € Ker h hay ¢ € Img = Ker h do dong khép. Vay ton
ta1 b1 € B ma g(bl) =C

e Vi ga(b) = Bg(b1) = B(c) =0 nén: b = a(b)) € Kerg' =
Imf’ do dong khép. Vay ton tai o’ € A’ ma f'(a’) = V.
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e Vi 7 12 toan cdu nén ton tai a € A ma 7(a) = o’. Hién nhién
1a
af(a) = f'r(a) = f'(d') =V
e Chon b=0b; — f(a) thi b € Kera vi:

ab) =a(b) —af(a)=b - =0.

Hon ntta: g(b) = g(b1) — gf(a) = c.

Pé chiing minh ding thdc ii), truée hét, sit dung ¢'a = B¢ ta
dugc: ¢'(Ima) = Im(Bg) C Im/3 va do vay

Ima C ¢ 1(Imp).

Dé két thdc ta can phai ching minh bao ham thtc ngugc lai
g 1(Imp) C Ima, tic 1a VY € ¢ }(ImB) C B’ phdi Ib € B sao cho

a(b) = b'. Phan ti b ndy cing dugc tim nhd phép sin trén biéu do
sau:

()= b1 + f(a)

a—f(a) b I .. h

Mo ta céc budc sin:
e Vit € ¢ {(ImB) nén 3c € C ma B(c) = ¢'(v').
e Bdi yh(c) = I'B(c) = W¢'(b') = 0, va v don cdu nén h(c) = 0.
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Véay ¢ € Ker h = Img, do d6 3b; € B ma g(b1) = c.
e Dt v} = a(by), vi
g'a(br) = Bg(b1) = B(c) = ¢'(V')
g =) =g 1) —galb)=0.
Vay: v/ — b} € Kerg’ = Imf’, do d6 3a’ € A’ ma
Fld)=b -1,
e Bdi 7 toan cdu nén Ja € A ma 7(a) = o’. Hién nhién la:
af(a) = f'7(a) = f'(a') =" - b}
e Chon b= b; + f(a) thi:
ab) = alby) +af(a) =b, + U - b)) =V.

Pinh 1y da dugc ching minh. H
Hé qua 4. (b6 dé nam dong cdu)

. R A . ’ , A e
Cho biéu do giao hodn cdc dong cdu sau:

f1 fo /3 fa

A B C D E
aq Q9 Qs (a7} Qg
A/ f{ B/ fé Cl fé D/ fi El

trong dé: cdc dong la khdp, oy toan cdu, as don cdu. Khi dé néu
ao va ay don cdu (toan cdu, ddng cdu) thi as cing la don cdu (toan
cdu, ddng cdu).
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A A x. ~ N N N . N 2 2 oz
Thét vay, néu a4 don cau, thi nhd a; toan cau ma ta c6 thé ap
R . S ~ Rz
dung bo dé bon dong cau cho a1, a9, a3, ay dé co:

Keras = fay(Kerag) = f2(0) =0
do Ker iy = 0 béi s don cau.
Vay néu aw, ay don cdu thi oz don ciu.

~ N ~ [N < A 2 R Th A A
Neéu as toan cau thi vi as don cau nén ta ap dung bo dé bon dong
cau cho aw, a3, a4, as ta dugc:

Imas = fé_l(Ima4) = f3_1(D') =
do Imay = D' béi oy toan cau.
Viy néu aw, ay toan ciu thi o todn cau.

R EON N 2 A N NP 2 ~
Hién nhién, tr cac két qua trén thi tdr o, oy dang ciu suy ra o
~ ) .
cting dang cau.

A A N N v EPN R Th v S ~
Hé qua sau day 1a truong hop dic biét cda bo dé nim dong cau
véi cac modun hai dau ctia cac dong 1a modun 0 va do vay cic dong
cau bién cling la cac dong cau 0.
Heé qua 5. (b6 dé nam ngdn)

Cho biéu dé giao hodn cdc dong cdu sau, trong dé cdc dong la
khop:

0 A B C 0
a B o
0 - A - B - - 0

Khi dé, néu o, la don (toan, ding) cdu thi 3 ciing la don (toan,
ddng) cdu.
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§4. Modun tu do

Tiét nay danh cho viéc trinh bay vé cac modun tu do, 1a cac
modun c6 nhiéu tinh chét tuong tu nhu cac khong gian vécto.

4.1. Co s6 moédun

Co sé ctia mot khong gian véctd, nhu da biét trong dai s6 tuyén
tinh 13 hé sinh doc lap tuyén tinh ctia khong gian. Khai niém hé sinh
va hé doc lap tuyén tinh ciing dugc dinh nghia trong cac modun.

Cho modun X. Tap S C X dugc goi 1a hé sinh cia X néu
< S >= X. Néi cach khéc, S 1a he sinh ctia X néu véi bat ky phan
td 2 € X thi

T =7181 + 1282+ - +TpSp
VOi 71,72, ..., Tn € RVA 81, 89,...,8, € S, titc z biéu thi dugc dudi
dang t6 hop tuyén tinh cta S.

Tap hop S C X dugc goi la dde ldp tuyén tinh néu phan ti 0 € X
chi c6 mot cach biéu thi duéi dang t6 hop tuyén tinh cda S, d6 1a t6
hgp tuyén tinh tAm thuong véi tit cd cac hé tir déu bang 0. Néi cach
khéc, S 1a doc lap tuyén tinh néu

r181 + 1289+ -+ 1rpsp, =0

thirr=ry=---=7,=0.

Khi S ¢ X khong 1 tap doc lap tuyén tinh, ta néi S 1a phu
thudc tuyén tinh. Nhu vy, tdp S phu thudc tuyén tinh néu ton tai
it nhat mot t6 hop tuyén tinh khong tim thudng cta S bing 0.
Néi cach khéc, ton tai cic phan t sq,s2,...,5; € S va cac hé td
r1,79,...,7 € R khong dong thoi bang 0 ma:

ris1 +rasa + -+ rpsE = 0.

Cé thé thdy ring: trong modun X bat ky luon ludn ton tai cac hé
sinh; tuy nhién cac hé dc lap tuyén tinh khong phai bao gid cling ton
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tai. Ching han véi nhom aben A hiu han cap n, xem nhu Z-méddun,
thi Va € A : na = 0, nén moi phan t& 1a phuy thudc tuyén tinh, do
do khong ton tai bat ky hé doc lap tuyén tinh nao trong A.

Mot hé sinh S clia médun X dong thai 1a hé doc lap tuyén tinh
dugdc goi 1a co sé ctia modun X.

Médun X c¢6 cd s6 duge goi 1a modun tu do.

Céc co sd ctia modun tu do, cling c6 cac tinh chit nhu co sé cda
khong gian vécta.

DPinh Iy 1. Tdp S = {w4}aer cdc phan ti cia médun X la co sd ciia
X khi va chi khi mbi phdn tit x € X chi ¢6 mot cdch biéu thi tuyén
tinh qua S.

Chitng minh. Néu S 13 co sé cdia X thi mdi phan t& = € X déu
biéu thi tuyén tinh dugc qua S : z = 3 7z, (trong d6 hau hét cac
acl

o = 0, trit mot s6 hitu han).

~ N 2 2 R . e - 2
Néu z con cd cach bi€u thi tuyén tinh khidc qua S : z = Y r.z,
acl

thi

Zraxa = Zr&xa = Z(ra — 7l ) e = 0.

Bdi S doc lap tuyén tinh nén ding thic cudi cing xay ra khi va
chi khi 7, — 7/, = 0,Va. Hay cling vdy: r, = 1, Va, tic 1a hai cich
biéu thi tuyén tinh cta z qua S 1a nhu nhau.

Néu S ¢ X ma mbi z € X ¢6 mot cach biéu thi tuyén tinh qua
S thi hién nhién S 1a hé sinh. Vi cach biéu thij tuyén tinh ca méi
z € X qua S 1a duy nhat, thi néi riéng phan t& 0 ciing chi c6 mot
cach biéu thi tuyén tinh qua S, nén S la doc lap tuyén tinh. Do vy
Slacoss. H
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Pinh Iy 2. Néu f : X — Y la ding cdu médun va X la médun ty
do thi Y ciing la médun tu do. Hon nita, néu S la co sé ciia X thi
f(S) la co sd ciaY.

Ching minh. Vi S 1a co s§ cta X, tic hé sinh cda X nén f(S) la
hé sinh cta Imf =Y.

Néu ¢6 t6 hop tuyén tinh cta f(S):

Zraf(xa) :Oif(zraxa) =0= Z?"a.%‘a =0

do f 1 ding cau.

Tu tinh doc lap tuyén tinh ctia S, ding thic cudi cing > rozq =
0 cho ta r, = 0,Va. Vay f(S) doc lap tuyén tinh va do d6 f£(S) la
co 8¢ ciia modun Y. W

4.2. Modun ty do sinh béi mét tip hgp

Dinh Iy 3. Tong truc tiép ciia mét ho cdc médun ti do la modun ty
do.

Chitng minh. Cho ho {X}}rc; cic modun ty do. Goi Sy 1a co s6
cia modun Xj. Ta can chira |J jx(Sk) 1a co s clia X, trong d6
kel
jr 1a phép nhing Xj, vao & Xj.
That vay, Vo € ®X}, = duge biéu thi mot cach duy nhat = =
S ji(xy); dong thdi ji () duge biéu thi tuyén tinh mot cach duy
kel

nhat qua j;(Si) Vi jx(Sk) 1a co sé cta j,(X). Vay = duge biéu thi
tuyén tinh mot cach duy nhat qua S = Ujx(S).

Vay S 1a co s6 cia X}, tic X}, 1a médun tu do. M

Pé xay dung modun tu do sinh bdi tap hop S cho trudc, trudc hét
ching ta luu y rang vanh R la modun ty do trén chinh né véi mot
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co s6 1a tap {1} chi gom phéan t& don vi.

Cho tap hop S # 0. V6i mbi s € S ta ldy mot ban sao cda vanh
hé t R, ky hidu 1a Ry = {r, : » € R}. Cac phan t clia R, c6 thé
xem 1a phéan t& r € R dugc danh dau béi chi s6 s. Vi cac phép cong,
phép nhan trén R, dugc "chép lai” tir R nhu sau:

ris+1r2s = (r1+r2)s

risres = (rire)s

Hién nhién R, & R va R, 1a modun ty do véi co sé 1a tip mot
phan td {1,}.

Khi d6 theo dinh Iy 3, tong truc tiép F(S) = @ R, la modun tu
seS

do c6 co s 1a
S = {js(15)|s € S}

trong d6 js : Rs — F(S) la phép nhang thi s. Ta goi F(S) 1a modun
tu do sinh bdi tip S. Chd ¥ rang, néu s # ¢ 1a hai phin t cda S thi
js(15) # ji(1;), bédi vay ta co thé thyc hién sy dong nhét tap hgp S
véi S’ nho song anh ¢ : S — S’ ma ¢(s) = js(1,). Va ta c6 quyén
xem nhu S 1a mot co s6 cda F(S).

Bay gi0 cho S 1a ¢o s6 ctia modun tu do X. Khi dé Vs € S mddun
con sinh béi tap {s} 1a < s >= Rs 1a mt modun ty do va Rs la mot
ban sao ctia vanh hé td R.

Xét ho cac modun con {Rs}scs ctia mddun X, ta thiy:
e > Rs= X vi§ lahé sinh.

e RsN Y. Rt =0vi S doc lap tuyén tinh.
t#s
Vay: X = @ Rs = F(9).

seS
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Titc mdi moddun tu do X ¢6 co s6 S ¢ thé xem 1a modun tu do
sinh bdi tap S.

Két hop tat ca cac két qua trén, ta dugc:

Dinh Iy 4. R-médun X la tu do khi va chi khi X ddng cdu vdi tong
triéc tiép ciia ho nao dé cdc bdn sao ciia vanh hé tit R.

4.3. Xay dung médun ty do nhu 1a vat phé dung cia pham tri.

Ngoai cach xac dinh mot modun ty do dya vao su ton tai ca s6,
ta con ¢6 thé xac dinh modun tu do nhu 13 vat phd dung cda mot
pham trtii. Co sé ctia phuong phap xac dinh méi nay 1a tinh chét dic
trung sau day ctia mot co s6 modun.

Pinh 1y 5. Tap S +# 0 trong médun X 1a co sé ciia X khi va chi khi
vdi bdt ky médun'Y, moz' dnh xa f: S —Y déu cé thé mé réng tdi
mot dong cdu duy nhdt f: X — Y.

Chiing minh. Néu S = {z,} 12 co s§ clia modun ty do X thi
Va:eX:x:ngxavadovéyméiénhxaf:S—>Ycéthémé
rong t6i dong cdu f : X — Y theo cong thic:

F@) = FO rama) =Y raf(wa).

Ngugc lai, néu S C X c¢6 tinh chit: méi anh xa f: S — Y ¢o
thé mé rong téi dong ciu duy nhat: f: X — Y ta can ching minh
S 1a cosé clia X.

Liy modun ty do F(S) sinh bdi tdp S. Xét anh xa nhing
Jjs S — F(S) ma js(s) = js(1s),Vs € S,
trong d6 js : R, — F(S) la phép nhiing tht s. Theo diéu kién dinh
I, khi d6 jg c6 thé mé rong t6i dong ciu duy nhét j : X — F(S).
Pé chimg té S 1a cd sé cda X ta chi can chi j 1a ddng cau.
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Bdi j 1a mé rong clia jg, md jg thuc hién phép song anh S Ién
¢d s6 S’ C F(S) nén j 1a toan anh.

Xét g : S’ — S 1a anh xa ngugc cha jg, ti co s6 S’ C F(S) 1én
S C X.ViS lacosécta F(S) nén g c6 thé mé rong téi dong cau
duy nhét g : F(S) — X. Khi d6 tich cac dong ciu gj : X — X thuc
hién sy dong nhét trén tip S C X va do d6 1a mé rong cta phép
nhing i : S — X. Bédi 1x 1a mot mé rong cta phép nhang 4, va ti
tinh duy nhét cia md rong thi ta c6 §gj = 1x. Ti tinh chat don ciu
clia 1x suy ra j la don ciu.

Vay j 1a ding cdu, tdc S 14 co s6 cta mddun X va X 1a modun
tu do.

V6i mot tdp S # 0 cho trudc, ta xdy dung pham tru £(S) nhu
sau:

e Vit cla £(S) 1a cic anh xa f : S — X, v6i X 1a médun nao
do.

e Ciu xa gitia hai vat {f : S — X} va {g: S — Y} la dong ciu
¢:X —Y sao cho g = ¢f.

e Luat 14y tich 1a tich cac dong ciu.

Khi d6, do két qud cta dinh Iy 5, 4nh xa nhtng js : S — F(S)
chinh 14 vat phd dung clia pham trit £(S), va F(S) ¢6 thé dugc dinh
nghia lai nhu sau.

Cho tap S # 0. Modun ty do sinh béi tap S 1a F(S) cung véi
anh xa jg : S — F(S) cb tinh chat phd dung d6i véi moi 4nh xa
f:8 — Y, ttc 1a ton tai duy nhat dong cdu ¢ : F(S) — Y sao cho
[=js.

Cudi cung, dé két thic muc nay ta dua ra mot két qud thuong
dugc goi 1a “tinh dd nhiéu ctia cic mddun tu do” va 1a cd s6 cho viéc
xay dung phép gidi tu do sau nay.
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Pinh 1y 6. Mdi modun X ddng cdu véi médun thuong ciia modun ty
do nao do.

Chitng minh. Xét modun ty do F(X) sinh béi tap X. Khi d6 dnh xa
dong nhat 1x : X — X c6 thé mé rong t6i dong cau ¢ : F(X) — X.
Hién nhién ¢ 13 toan ciu va do dé

X 2 F(X)/Ker .l

4.4. Médun ty do trén vanh chinh.

Ta biét rang khong gian con ctia khong gian vécto 13 khong gian
vécto, ma cac khong gian vécto 1a caic moédun ty do trén truong (vi
ching c6 co s8). Nhu vy, v6i vanh R 13 trudng thi mbi modun con
ctia mddun tu do 1 mddun tu do. Tuy nhién, véi vanh R bat ky thi
khong phdi nhu vdy: modun con ctia R-modun tu do chua chic 1a
médun ty do. Ching han néu R khong phai 1a vanh chinh thi ton tai
idéan I cia R ma khong 1a idéan chinh; khi d6 I 1a médun con cta
R va khong 1 modun tu do (tit nhién véi gid thiét R giao hoan.)

Truong hop R la vanh chinh thi ta lai co:

Pinh ly 7. Médun con ciia médun ty do trén vanh chinh la médun
tw do.

Ching minh. DE chiing minh dinh Iy trén, ta st dung méot két qua
sau day ctia 1y thuyét tip hop: "Bt ky tip A # 0 déu dugc sdp tha
tu tot theo mot cach nao do.”

Cho X 1a médun tu do trén vanh chinh R, va A< X. Chon co sé
clla X 1a S = {4 }acr v6i I 12 thp da dugc sip tot.

V6i mbi o € T ta dit

Go =<{zg:p <a} >= @ Ruxg,
B<a

Foy=<{zp: 0 <a} >= G, ® Rz,.
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Dé dang thdy ring, méi © € AN F, C F, dugc phan tich mot
cach duy nhat
T=U—+T1T,H

véiue Gy vareR.
Lap anh xa ¢ : AN F, — R, theo cong thic
ou+rey) =1,
Hién nhién ¢ 1a dong cau va Kerg = AN G,.

Vi dnh Imy = I, 1a médun con ctia R, va vi R 1a vanh chinh nén
I, 14 idéan chinh, tdc I, 1d R-mddun tu do (hay bang 0). Ta c6 day
khép ngin sau day 1a ché:

: #
0> ANG, S ANE, % 1, =0

trong d6 ¢# la toan ciu, thu hep ¢ Ién dnh Imy = I,. Ti do, ta
dugc su phan tich

ANF,=ANGy® C,,
v6i C, C ANF, va C, = 1,, tiuc C, 1a médun tu do hay médun 0.
Ta sé két thic ching minh dinh 1y bing cich kiém tra ring

A = ®C,, tic 1a kiém tra

A= CovaCon Y Cy=0.
a€el B2a

Bdi A = U(ANF,)nén néu A # 3" C, thi nho tinh chit sip tot
clia I ma ton tai chi s6 bé nhit 3 € I sao cho ¢6 phan tda € AN Fj
Via gy Ca (tic ANF; ¢ 3 Cal)

Vi
ANFs=(ANGg) & Cy
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nén phan ti a dugc viét
a=b+d

véide Cg conbe ANGs = |J AN F,. He thic cudi chi ra ring
a<3

ton tai chi s6 v < f ma b € AN F, va hién nhién b ¢ 3" C,,. Ditu
nay mau thudn véi viéc xac dinh su bé nhit cda chi s6 5. Vay

A:an.

Pé chiing minh C, N Y Cs = 0 v6i mdi o € I, trudc tién ta
B

chting minh khing dinh, ring tong hiu han
d=da, +doy + -+ da, = 0,da, € Cay

khi va chi khi do, = do, = --- = da, = 0. Ta tién hanh qui nap
theo s6 n cac hang td cda tong d.

Khing dinh 1a dang hién nhién véi n = 1.
Gia stt khing dinh dang véi n = k — 1, va téng
d=do, 4 day + -+ da, = 0.
Nh¢ 7 sip tot, nén ta c6 thé xem nhu aq < ag < -+ - < ay, do do

d=(doy ++da,_,) +do, € ANF,, = (ANGqy,) ® Coy,.

Hién nhién 13 dy, + -+ day_, € AN Gy, VA do, € Co, nén
dong thoi d,, = 0 va do, + -+ + da,_, = 0. St dung gia thiét qui
nap cho hg thiic cudi cing ta ¢6: do, = -+ =do,_, = 0. W
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Hé qua 8. Moi nhém con ciia nhém aben tu do la nhém aben ty do.

Thét vay, vi cac nhom aben ty do la cac Z-médun tu do va nhu
da biét: Z 1a vanh chinh, nén két ludn cta hé qua dugc suy ra ti dinh
Iy 7. M
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Bai tép

Bai 1.1 Cho R la vanh c6 don vi 1, X la nhém cdéng giao hoan va
Homgz (X, X) la vanh cac ty dong ciu cta nhém X. Chdng minh
rang X 13 R-modun trai khi va chi khi ton tai dong cdu ¢ : R —
Homz(X, X) sao cho ¢(1) = 1x, véi 1x 1a dong cdu dong nhét ctia
nhom X.

Bai 1.2 Chiing minh ridng trong tim tién dé vé dinh nghia R-modun
trai, gom 4 tién dé vé nhém cong giao hoan va 4 tién de M, — My,
ta c6 thé bé di tien dé giao hoan cda phép cong. Néi cach khéc, tién
de d6 co thé dugc suy ra ti bay tién dé con lai.

Bai 1.3 Cho X 1a R-modun va K la idéan hai phia cia R. Chiing
minh ring v6i z € X thi Kz = {rz :r € K} la mddun con cta X.

Bai 1.4 Cho R 1a mién nguyén va X 13 R-modun. Phan td z € X
dugc goi la phin ti xodn néu ton tai r € R\ {0} sao cho rz = 0. Dit
7(X) 1a tip hop tat ci cac phan td xodn cda X. Néu 7(X) = 0 thi
X dugc goi 1a mdodun khong xodn, néu 7(X) = X thi X dugc goi la
modun xoan.

Chtng minh ring

a) 7(X) 1a moédun con cta X.

b) Moi modun con ctia mddun xodn trén R déu 1a modun xoin
trén R.

¢) Moi médun con ctia mddun khong xoin trén R ciing 1a médun
khong xoan trén R.

d) modun thuong X/7(X) c6 phai la médun khong xoin hay
khong?
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e) Z-modun Q/Z c6 phéi la modun xoin khong ?

Bai 1.5 Cho R 1a mién nguyén va X 13 R-modun. Phan td z € X
goi 1a chia dugc néu véi moi A € R\ {0}, ton tai phan t y € X sao
cho = = \y. Dit §(X) la tip hop tit cd cac phan td chia dugc cta
X. Néu §(X) = X thi X dugc goi la mddun chia dugc. Chting minh
rang:

a) 6(X) 1a modun con cla X.

b) modun thuong cdia mddun chia dugc 14 modun chia dugc.

¢) Cac Z-moddun Q va Q/7Z déu la cac modun chia dugc.
Bai 1.6 Ching minh ring méi dong cau f : X — Y 1a duy nhét xac
dinh béi gia tri cda f trén mot hé sinh S nao dé cda X.

Tuy nhién khong phai mdi anh xa ¢ : S — Y ¢6 thé md rong

thanh dong cdu tit X vao Y. Hay tim diéu kién cho g d€ ¢ c6 thé
mé rong thanh dong ciu trén X.

Bai 1.7 Cho f,¢g : X — Y 14 cdc dong ciu ti cing modun X vio
modun Y. Goi A C X la tdp cac x € X ma f(z) = g(x). Ching
minh ring A < X.

Bai 1.8 Modun X dugc goi 1a modun don néu X chi c¢6 hai médun
con la 0 vd X. Cho dong cdu f : X — Y v6i X 1a moédun don.
Chting minh ring

a) I'mf 1a modun con don cda Y.

b) Néu Imf # 0 thi f 12 mot don ciu.
Bai 1.9 Cho A va B la cac modun con ctia modun X. Chiing minh
rang

(A+ B)/A= B/(AN B).
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Bai 1.10 Cho médun X va cic mdédun con M, N ma N C M.
Chting minh ring

(X/N)/(M/N) = X/M.
Bai 1.11 Cho h : X — X 1a tu dong cdu ctia médun X thda man
dieu kién h? = h. Chting minh ring
X = Imh & Ker h.
Bai 1.12 Ching minh ring, trong ba dic trung (1), (2), (3) cta tong
truc tiép hai modun (dugc néi téi trong muc 2.2), ta c6 thé b di

ding thic (2). N6i cach khac, néu ba médun A, B, C néi trong dinh
Iy 1,52 chi can théa hai ding thic (1), (3) thi C =~ A ¢ B.

Bai 1.13 Cho X la tdng tryc tiép cda ho cac modun {Xi}ier. Ching
minh ring

il

Tu d6 suy ra

b) Téng truc tiép cac modun xodn 1a modun xoin.

¢) Tong truc tiép cac moddun khong xodn 1a modun khong xodn.
Bai 1.14 Cho X = [] X;. Hay ching minh: mddun con chia dugc

clia X : §(X) = [[8(X;). T d6 suy ra: Tich tryc tiép cac modun
chia dugc 1a modun chia dugc.

Téng tryc tiép cac moédun chia dugc c6 12 modun chia duge khong?

Bai 1.15 Modun X dugc goi 1a hitu han sinh, néu trong X c6 mot hé
sinh hitu han. Cho X 1a tdng truc tiép cda ho mddun {X;}. Ching
minh ring:
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a) Modun thuong ctia modun hitu han sinh 13 médun hiu han
sinh.

b) Modun tong truc tiép X 1a hiu han sinh khi va chi khi méi X;
1a hitu han sinh va hau hét X; = 0, trit ra mot s6 hitu han.

Bai 1.16 Ching minh ring tong tryc tiép clia ho cac don ciu (toan
ciu, ddng cau) 1a don ciu (toan ciu, ding ciu). Két luan tuong tu co
dang cho tich truc ti€p ho cac dong cdu khong?

Bai 1.17 Cho biéu do cic dong cau
AL B Y oo

ih

X

trong d6 hf = 0, dong la khép. Hay chiing minh ridng ton tai va duy
nhat dong cdu ¢ : ¢ — X sao cho h = pg.

Bai 1.18 Cho biéu do cac dong cau

X
h

0— AL B2 ¢

trong d6 dong 1a khép va gh = 0. Hay chting minh ring ton tai va
duy nhat dong cdu ¢ : X — A sao cho f¢) = h.

Bai 1.19 Cho day khép0 - A — X — C — 0, trong d6 A va C la
cac modun hiu han sinh. Ching minh ring X ciing 13 mddun hitu
han sinh.
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Bai 1.20 Cho X 1d mddun va X, X, 1a cic modun con cda X ma
X1 + Xs va X1 N Xy la cic modun con hitu han sinh. Ching minh
rang X1, X cing 1a cdc mddun con hiu han sinh.

Bai 1.21 Cho biéu do

<o

|
0— X %42 x
I
Y/
trong d6 dong va cot 1a khép. Ching minh ring /'« 13 don ciu khi

va chi khi /3 1a don cau.

Bai 1.22 Cho biéu do

\s

XA x 0

trong d6 dong va cot 1a khép. Ching minh ring /o toan cu khi va
chi khi o/ 14 toan cau.

Bai 1.23 Cho biéu db 3 x 3, trong d6 3 cot 1a khop:
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0 0 0

by
0—~A—B;—~C;—0
b
0 — Ay— By—Co— 0
b
0 — Ag— B3—C3—0
by
0 0 0

Chtng minh ring néu 2 dong lién ti€p 1a khép thi dong con lai ciing
1a khép. Hon nifa, néu dong 1 va dong 3 khép va dong 2 nda khép
thi dong 2 cting sé khap.

Bai 1.24 Cho X1, X 1a cic modun con cia modun X. Ching minh
day sau day la khép:

0— Xo/(X1NX2) L X/X7 % X/(X; + Xa) — 0.

Bai 1.25 Chiing minh ring médun con A clda mddun X la hang ti
tryc tiép cdia X néu moédun thuong X /A la tu do.

Bai 1.26 Cho X,Y la cic moédun trén vanh chinh, hon ntia Y la
médun ty do. Chting minh ring: X = Ker f @ Imf, v6i moi dong
ciu f: X —Y.

Bai 1.27 Chiing minh ring moi mddun tu do trén mién nguyén R
12 modun khong xodn.

Néu X 13 mddun khong xodn trén mién nguyén R thi c6 thé két
ludn X 1a médun tu do khong.
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Chuong II
CAC HAM TU HOM VA TENXO

§1. Cac ham t& Hom

Céc ham t&t Hom 1a nhiing ham tt dong mot vai trd quan trong
trong 1y thuyét modun va dai s6 dong dieu. P& phi hop véi doc gid
clia cudn sach 1a nhimg ngusi méi bat dau 1am quen, & day chang ta
chi trinh bay cht yéu vé cic ham ti mot bién. Mot khi da tich lay
day dd cac tri thic vé cac ham t& Hom mdt bién, thi viéc tim hiéu
vé song ham t& Hom sé khong kho khin gi.

1.1. C4u tric nhém trén Hom(X,Y)

Cho X,Y 1a cac R-mbdun. Trén tap tat cd cac dong ciu ti médun
X t6i moédun Y, ky hiéu 1a Hom(X,Y), ta dua vao phép toan cong
nhu sau:

V6i cip dong cdu bat ky f,g € Hom(X,Y) tong (f + ¢) la 4nh
xa tit X t6i Y xac dinh theo cong thiic:

Ve e X, (f +9)(x) = fz) + g(2).
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D& thdy phép cong trong Hom(X,Y) 1a phép cong trén ting diém
z € X; va bdivimébi f, g 1a cac dong cdu nén hién nhién f+g la dong
ciu, tic 1a phép toan cong dugc xac dinh hgp Iy trén Hom(X,Y).

Phép cong dua vao § trén, xac dinh cho ta cdu tric nhom trén
Hom(X,Y), v6i phan ti 0 1a dong ciu tdm thuong va phan ti doi
ctia dong ciu f la (—f) dugc x4c dinh:

(—f)(@) = —f(z),Yz € X.

Hién nhién (—f) cling la dong cau.

Hon ntta Hom(X,Y') 1a nhém cdng giao hodn. Trudng hgp dac
biet khi R 1a vanh giao hoén thi con c6 thé bien Hom(X,Y) thanh
R-mo6dun vé6i phép nhan ngoai, duge xac dinh theo cach sau:

Vr € R,Vf € Hom(X,Y), (rf)(z) =rf(z),Vz € X.
Bay gid cho dong cidu o : A — B va X 1a mddun ¢6 dinh. Ta xét
cac anh xa cam sinh tif o 13 o, va o* dugc xac dinh theo cic cong

thic sau:
ay : Hom(X, A) — Hom(X, B)

ma o (f) = af,Vf € Hom(X, A),
o : Hom(B, X) — Hom(A, X)
ma o*(g) = g, Vg € Hom(B, X).

2 R ~ 2 2 . N 2 S ~ 2
Co6 thé thay cac anh xa cdm sinh ay,a* 1a cic dong ciu nhom.
R 2 P
Ta ki€ém tra, chang han v6i a:

Ve e X,Vfi, fa € HOIn(X,A) :

a(fi + o)) = a(fi+ f2)(x) = alfi(z) + fa(z)]
= afi(z) + afe(z) = [afi + afo](z)
= [au(f1) + au(fo)]().
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Vay: a.(f1+ f2) = au(f1) + o (fa).

Viéc kiém tra tinh chat dong cAu nhém cta o* dugc tién hanh
tuong ty.

1.2. Khai ni¢m vé ham ti

Cho céc pham tra P va C.

Ham tiz F : P — C la mdt quy luat, tuong ting mdi vat A € P véi
mot vat F(A) € C va tuong ng mdi ciu xa o : A — B trong pham

trit P v6i mot cdu xa F(a) : F(A) — F(B) trong pham tra C. Hon
nfa, cac tién dé sau phai dugc thda man:

HT1: V6i m6i vat A € P : F(14) = Lp(a).

HT2: F(Ba) = F(B)F(a) véi mbi cip ciu xa (a, §) trong P ma
xac dinh dugc tich Ga.

Nhu vdy, méi ham t& F : P — C dugc xac dinh bdi cic anh
xa: anh xa to 16p cac vat cta P t6i 16p cac vat cda C va anh xa tu
16p céc cdu xa clia P t6i 16p cac cdu xa cta C théa F[Mor(A, B)] C
Mor(F(A), F(B)). Hon niia &nh xa cic ciu xa phai bdo toan cac ciu
xa dong nhat va tich cac ciu xa.

Cac ham t& doi khi dugc goi 13 ham it hiép bién, dé phan biét véi
cac phdn ham tit hay ham tit phdn bién duge dinh nghia nhu sau:

Phdn ham t& G : P — C 1a qui ludt tuong Ging mdi vit A € P
véi mot vat G(A) € C va tuong tng mdi cdu xa a : A — B trong P
vGi mot ciu xa G(a) : G(B) — G(A) trong pham trti C. Hon nia,
cac tién dé sau phai dugc thda man:

HT1’: V6i mbi vat A € P : G(14) = 1ga),

HT2: G(Ba) = G(a)G(B) véi mdi cip (a, 3) cic ciu xa trong
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P ma tich Ba la xac dinh.

Nhu vdy méi phan ham ti G ciing dugc xac dinh bdi hai 4nh xa:
anh xa tr 16p cac vat cda P t6i 16p cac vat cta C, anh xa t 16p cac
cdu xa ctia P t6i 16p cac ciu xa ctia C. Tuy nhién, néu cac ham ti

R Xe K «a L. & N “~ F(a)
chuyén moi cau xa A — B t6i cau xa cung chiéu F(A) — " F(B),
thi cic phdn ham t& chuyén mdi ciu xa o t6i ciu xa ngugc chiéu
G(a) S s Al 2 < 5 2 1a 5 .-
G(B) — G(A). Vavivdy anh xa cau xa cta phan ham ti G ngoai
tinh bao toan cdu xa dong nhat con bao toan tich cac ciu xa theo thi
tu ngugc.

Ta dua ra sau day vai vi du vé cac ham t& va phan ham ti.
Cho pham tru P va vat X € P.

Ham t& Mor(X, —) : P — St, ti pham trd P t6i pham tr cac
tap hgp St dugc xac dinh nhu sau:

e Mbi vat A € P dugc tuong tng vdi tip hgp Mor(X, A) € St.

e Mi cdu xa a : A — B dugc tuong tng véi anh xa a, :
Mor(X, A) — Mor(X, B) ma a,(8) = a3,V € Mor(X, A). Hién
nhién Mor(X, —) théa man cac tién dé vé ham td. That vy, véi mdi
vat A € P ta cd (14)« : Mor(X, A) — Mor(X, A) 1a &nh xa dong
nhét, béi (14)«(8) = 148 = B,V3 € Mor(X, A), tdc la Mor(X, —)
théa tiéen de HT1.

Néua: A — B,f: B — C la cac cdu xa trong P thi (Ba). =
Bxcrs b6 v6i moi u € Mor(X, A):

(Ba)«(u) = (Ba)u = Blau) = Bi(ax(u)),
ttic 12 Mor(X, —) théa tién dé HT2.

Vay, Mor(X, —) : P — St 1a ham ti higp bién.
Tw pham trd P va vt X € P ta ciing xac dinh dugc mot phdn
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ham td trén P 1a Mor(—, X) : P — St nhu sau:
e Tuong (ing mdi vat A € P véi tip Mor(A4, X),

e Tuong (ing mdi ciuxa o : A — B véianhxa a* : Mor(B, X) —
Mor(A, X) theo qui tic: o*(8) = Ba, Vs € Mor(B, X). Bing cach
tinh toan tuong tu nhu d6i véi ham ti Mor(X, —), doc gid c6 thé
dé dang kiém tra Mor(—, X) thda cac tién dé HT1’ va HT2’. Do dé,
Mor(—, X) thyc sy 1a mot ham td phan bién.

1.3. Cac ham t&¢ Hom

Xét pham trti cac R-mddun trai, ma ta vin ky hiéu 13 Mod va
modun X € Mod. Ham t& Hom(X,—) : Mod — Ab, ti pham tr
Mod téi pham trii Ab cdc nhom aben dit mbi modun A € Mod tuong
ing v6i nhom Hom(X, A) va dit mdi R-dong cdu o : A — B v6i
dong cdu nhém a, : Hom(X, A) — Hom(X, B) theo qui tic (da
dugc biet 6 muc 1.1): a.(8) = aB3,V6 € Hom(X, A).

Tinh ham t& ctia Hom(X, —) dugc kiém tra hoan toan tuong ty
nhu ham t& Mor(X, —) trong muc 1.2.

3

Phan ham t& Hom(—, X) : Mod — b, ti& pham tra Mod t6i
pham trt Ab, dit mdi médun A € Mod tuong Gng véi nhém aben
Hom(A, X) va dit mdi R-dong ciu o : A — B v6i dong cdu nhom
o* : Hom(B, X) — Hom(A, X) theo qui tic: a*(3) = P,V €
Hom(B, X).

Tinh phan bi¢n ham t& cda Hom(—, X) hién nhién ciing dugc
kiém tra mot cach tuong ty nhu phan ham t& Mor(—, X) trong muc
trén.

Nhu vy, véi mdi modun X, ta c6 thé xac dinh dugc mot ham
t& Hom(X, —) va mgt phan ham t& Hom(—, X). Ta goi chung cic
ham t& va phdn ham t& d6 1a cic ham td Hom.

1.4. Tinh khép cta ham t& Hom
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Pinh Iy 1. V6i mbi médun X va véi bdt ky day khdp ngdn

0-A5BZC—o0,

cdc day sau day la khop:

0 — Hom(X, A) X5 Hom(X, B) 25 Hom(X, C)

*

0 — Hom(C, X) & Hom(B, X) X Hom(A, X)
Ching minh. Dé chiing minh tinh khép cla diy tht nhit ta cin
kiém tra y. don ciu va Imy, = Kero,.
Tinh don ciu cta y. dugc suy ra tif tinh don ciu cta y vi
Xx(u) = x«(v) & xu = xv = u=v,
do don cau y c6 thé gidn udc trai.

Bbi ox = 0 nén o,xx = (0X)s = 0, tiic Imy, C Kero,. Vay ta
chi con phéi ching minh: Kero, C Imy, tdc 1a ta cin chi ra véi
mdi o € Kero,, ton tai : X — A sao cho x.(8) = x8 = . Xét
biéu do cac dong cau:

X

|

0— A5 B2 C
Vi 0.(a) = ca = 0, nén Ima C Imy. Diéu d6 cho phép ta xéc

dinh dong ciu
o X — Imy

o (z) = a(z) € Tmy, Vo € X.
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Vi x don ciu nén thu hep y trén Imy la ddng cau x# : A — Imy,
do d6 ta c6 ding cau ngugc

(x*) 1 :Imy — A.

bong cdu [ : X — A dugc xac dinh béi cong thic
B=x* "ta*
chinh 13 dong ciu can tim dé théa 3 = a.

Pé chiing minh tinh khép ctia diy thi hai ta cin kifm tra o* don
ciu va Imo* = Ker y*. Bdi cac toan ciu ludn ludn cé thé gidn udc
bén phai nén

o (u) = 0" (v) © uo =vo = u=nu,
tic 1a o* 1a don cdu nhd o 1a toan ciu.
Béi oy = 0 nén x*o* = (0x)* = 0 nén ta lai c6 Imo* C Ker x*.

Vay ta chi con phai kiém tra sy ding din ctia bao ham thdc:
Ker x* C Imo*, ttic 1a v6i mbi o € Ker x* phai chi ra sy ton tai
B:C — X théa 0*(3) = fo = a. Xét biéu do cac dong ciu sau:

AXB2.0-—0
e
X

Vi dong trén khép va ay = 0 nén Kero = Imy C Kera.

Ap dung dinh 1y Noether cho toin cdu o : B — C ta dugc ding
ciu
o : B/Imy = B/Kero — C,

tir d6 ta c6 ding cau ngugc

()7': C — B/Imy.
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Vi Imy C Ker o nén ta c6 thé xac dinh dong ciu
¢ : B/Imy — B/Ker«
theo cong thiec:
©(b+Imy) = b+ Ker «, Vb + Imy.
Ap dung hé qud dinh Iy Noether cho dong cdu o : B — X ta

dugc don ciu
a:B/Kera — X,

théa ap = a véi p : B — B/Ker « 1a phép chiéu. Pong cdu 3 cin
tim dugc xac dinh nhd céng thic

B=ap(@) ",

ma viéc kifm tra o = « ¢6 thé thyc hién dé dang bing viéc tinh
toan cac phan ti ctia B.

Két qua cda dinh Iy 1 ¢6 thé tém luge mot cach vin tit: cac ham
td Hom(X, —) va Hom(—, X) chuyén mdi day khép ngdn thanh mot
day khdp chi vé bén tréi.

Tinh chét d6 ctia cac ham t& Hom dugc goi 13 tinh khdp tréi, va
dinh 1y 1 1 dinh Iy vé tinh khép trai ctia cac ham t& Hom.

Pinh 1y 2. V6i mbi médun X, néu day khép ngdn
0-A45BZC—0
la ché thi cdc day sau ddy la khdp va ché:
0 — Hom(X, A) X5 Hom(X, B) 2 Hom(X,C) — 0,

*

0 — Hom(C, X) & Hom(B, X) X Hom(4, X) — 0.
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Ching minh. Do tinh khép trai cda cic ham t& Hom, dé ching
minh cac day trén 13 khdp va ché ta chi can kiém tra cac dong ciu
0., X" 12 toan cdu va cid hai déu cé nghich phdi. VA béi vi méi
dong cau c6 nghich phai thi 1a toan cdu nén dé ching minh dinh
Iy thuc ra ta chi can chi ra cac nghich phai cta o, va x*. Béi day
0— A% B2 C — 0lachéranén y cé nghich trdi p va o ¢6
nghich phéi ¢, tic 1a py = 14 vd 0q = 1¢. Tt d6 ta c6

0xqx = (09)« = (1¢)+ = lHom(x,0)5

*

X" = (px)" = (14)" = lhom(4,x)-

Cac ding thtc sau cing ching té dieu ta mudn co: cic dong cau
0% va x* ¢6 nghich phéi. l

Két qua ctia dinh 1y 2 chi ra ring: cac ham t& Hom bao toan tinh
khép va ché cta cic day khép ngdn va ché. Béi mdi day khép ngin,
ché 0 - A — B — C — 0 cho ta ddng cau B =~ A& C nén két qua
ctia dinh 2 cho ching ta cac ding cdu sau

Hom(X,A® C) = Hom(X, A) & Hom(X, C),

Hom(A & C, X) 2 Hom(A, X) & Hom(C, X).
§2. Modun xa anh, médun ndi xa

Trong tiét trudc, ching ta biét rang véi mdi médun X bat ky, cac
ham t& Hom(X, —) va Hom(—, X) néi chung chi la cac ham ti khép
vé bén trai. Vay véi nhiing diéu kién ndo cho cac moédun X thi cac
ham t d6 ciing khép ca vé bén phai, tic ching 1a cac ham ti khép?
Tiet nay ta sé xét t6i cic mddun X ma cdc ham t&r Hom (X, —) hay
phén ham ti Hom(—, X) 1a ham t{ khép, tdc 1a cic ham ti chuyén
mdi day khép ngin thanh mot day khép ngin.
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2.1. Modun xa anh

binh nghia vin tit nhat vé mddun xa 4nh la: Mddun P i médun
xa dnh néu ham t& Hom(P, —) 1a ham ti khép.

Nhu vay, médun P 13 mddun xa anh khi va chi khi véi bat ky day
khép ngian

0-AS5BLC—0 (1)

day cac nhém aben:
0 — Hom(P, A) 5 Hom(P, B) 2 Hom(P,C) — 0
la day khép.

Béi mbi ham t& Hom ludn 1a ham t& khép bén trai, nén doi héi
day sau cung khép 1a tuong duong véi doi héi o, 13 toan cdu. Vi day
khép (1) c6 thé xem nhu la diy khép cda toan cdu o, va mdi toan ciu
o déu sinh ra diy khép ngin dang (1) nén doi héi vé tinh khép cta
Hom(P, —) tuong duong véi doi héi la Hom(P, —) chuyén mdi toan
ciu o : B — C thanh toan ciu o, : Hom(P, B) — Hom(P,C).

Pé v ring tinh toan cdu cda o, c6 nghia 1a véi moi dong ciu
f:P — C, ton tai dong ciu ¢ : P — B sao cho op = f thi ta c6
mdt dinh nghia chi tiét hon va thong dung hon sau day vé modun xa
anh:

Pinh nghia. Modun P dugc goi 1a médun xa dnh néu véi moi
toan ciu o : B — C, mbi dong cau f : P — C, ton tai mot dong cau
¢ : P — Bsao cho f =o¢.

P
=) f
B g C




Theo ngoén ngd biéu do, thi P 1a xa &nh néu véi bidu do bat ky
gom ba dinh P, B va C véi mii tén toan ciu B = C va mii tén
dong cau f : P — C, ludn luon c6 thé bé sung mdi tén ¢ : P — B
dé biéu do giao hoan.

Vi du vé cac modun xa anh, ta co:
Dinh Iy 1. M&i médun tw do X déu la médun xa dnh.

Chimg minh. Cho o : B — C la toan cdu va f : X — C la dong
ciu. Ta can chiing minh ton tai dong cdu ¢ : X — B ma f = oe.

Goi S C X 14 co s¢ ctia modun ty do X. Vi o 1a toan cdu nén
vGi moi = € S, ton tai phan td p(z) € o '(f(z)) # 0. Nhu vay,
ta c6 anh xa ¢ : S — B, 4nh xa nay c6 thé md rong t6i dong ciu
tréen X ma dé tién loi ta cing ky hiéu la ¢ : X — B. Pé ching
minh f = o¢, ta chi cin kiém tra ding thtc ding trén hé sinh S
cta X. Hién nhién la véi moi z € S do p(z) € o '(f(z)) nén

op(z) = f(z).
Viy modun ty do X 13 modun xa dnh.

Ti két qud clia dinh 1y 1, va tir tinh dd nhiéu cta 16p cac modun
tu do, ta suy ra tinh dd nhiéu cta 16p cdc mddun xa anh.

2.2. Tinh chat ctia médun xa anh.

Dinh Iy 2. Tong truc tiép ciia ho médun P = @ P; la xa dnh khi va
i€l

chi khi mbi médun thanh phan P; la xa danh.

Ching minh. Cho P = ®P; 1a modun xa dnh, 0 : B — C 1a toan
cau, f : P, — C la dong ciu. PE ching minh thanh phan P, xa anh
ta can chi ra sy ton tai ctia dong ciu ¢ : P, — B sao cho f = oo.
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Jk| | Pk

(0 P,

)
9 .cC

Noi két tong truc tiép P = &P, — C bdi tich hai dong ciu fpx,

trong do py 1a phép chiéu lén thanh phan tht k. St dung tinh chat
Xa anh cta P, ton tai dong ciu ) : P — B sao cho ot = fpy.

B

Chon ¢ = v, trong do ji : P, — @P; la phép nhang thi £ thi
hién nhién:

op = o(Yjr) = (fpe)jr = [

Vay néu tong truc tiép P = &P, 1a mddun xa anh thi médi thanh
phan P; 1a xa 4nh.

Bay gid néu mdi thanh phan P, 1 xa dnh, o : B — C 1i toan
cau, f: ®P, — C la dong cau. Pé chiing minh P = &P, 1a xa anh
ta can ching té sy ton tai dong ciu ¢ : P — B sao cho f = o¢.

Py
Jk
Pk P = P
7 s
B—%2 ~C

V6i mdi k € I, ndi két P, — C béi tich cic dong cdu fjy
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trong do ji 1a phép nhing thd k, va s dung tinh xa anh ctia Py
ton tai dong cau ¢ : P, — B ma oy, = fjr. St dung tinh
chat phd dung clia ho cic phép nhing {j. : Py — ®P;}re; doi
vi ho cac dong cau {y, : P — B}res, ton tai duy nhit dong ciu
¢ : @P; — B théa ¢j, = ¢y, Vk € 1. Ta kiém tra: 0 = f. That
vay, V) jk(rr) € ®P:

oo(Y dr(zr)) = > olein)(@k) = ovk(wr)
= Zf]k ) Z]k Ty))

|
Dinh Iy 3. D6 véi mbi médun P, ba phdt biéu sau la tuong diong:
a) P la médun xa danh.
b) Méi day khép 0 — A5 B 25 P — 0 la ché ra.
¢) P ddng cdu vdi hang tit tric tiép ciia mét modun tu do.
Chitng minh. a) = b): Cho P la xa anh, khi d6 véi day khép ngin

bat ky:
0-AXBS PO

do o : B — P la toan ciu nén dong cdu dong nhit 1p : P — P dugc
nang lén téi dong cdu h : P — B sao cho oh = 1p. Vy o c6 nghich
phdi 13 A, do d6 day khép ngdn di cho 1a ché ra.

b) = c¢): Néu méi day khép ngan véi modun P ding cudi 1a ché
thi noi riéng day sau day ciing ché ra:
0—Kerr 5 F(P) 5 P —0 (2)

trong d6 F(P) la mddun ty do sinh béi P con 7 1a dong cdu mé rong
Ien toan F(P) cda 4nh xa dong nhéit 1p : P — P, xem nhu anh xa
tir co s6 P C F(P) t6i médun P.
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Tinh ché cda day khép (2) cho ta ding cau:
F(P)=Kerm® P,
tic 1a P ddng cdu véi hang ti tryc tiép clia mddun ty do F(P).
¢) = a): Hién nhién, theo dinh Iy 1 va dinh Iy 2.
Vay ba phat biéu trong dinh Iy 3 1a tuong duong véi nhau. H

Theo dinh Iy 1, mdi modun ty do 13 mdédun xa anh, tuy nhién
¢6 nhing modun xa dnh ma khong 1a moédun ty do. Ching han xét
vanh R = Zo; va cac idéan A, B ctia n6 véi:

A: {6777]‘ }’

Hién nhién A+ B = Zy, va ANB =0, tic 1a Zy; = A® B.
Vi vy A va B déu 1a cic hang tu truc tiép cla Zsi. Vi Zop 1a mot
Z91-mddun ty do nén A, B 1 cic Zo1-mddun xa dnh. Tuy nhién ci
A va B déu khong 1a Zo;-médun tu do, béi ching khong thé 1a tong
tryc tiép ctia ho nao do cac ban sao cdia vanh hé ti Zo;.

Truong hgp dic biét, khi R 1 vanh chinh: mbi mddun con cda
R-modun tu do 1 mddun tu do. Két hgp véi két qua c) clia dinh Iy
3 ta dugc:

Pinh ly 4. Khi R la vanh chinh, médun P la xa dnh khi va chi khi
P la médun tu do. R

2.3. Modun ndi xa

Tuong ty khai niém modun xa anh, khai niém modun noi xa c6
thé dugc dinh nghia vin tit nhu sau:

Modun J duge goi 1a modun noi xa néu ham t& Hom(—,.J) la
ham t& khép.

Nhu vay, J 1a médun ndi xa khi va chi khi ham t& Hom(—, J)
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chuyén méi day khdp ngin:
0-AS5BLC—0

thanh day khép cac nhom aben:
0 — Hom(C, J) & Hom(B, J) X> Hom(A4, J) — 0.

D¢ y riing vi ham t&t Hom(—, J) 1a khép trai nén tinh khép cta
day sau cung tuong duong véi doi héi dong ciu:

x* : Hom(B, J) — Hom(A, J)

la toan cdu néu y 1a don cdu. Va tinh chét toan cdu ctia x* ¢ nghia la:
v6i moi dong ciu f € Hom(A,J), ton tai dong cdu f € Hom(B, J)
sao cho x*(f) = fx = f.

Téng hop nhing phan tich trén cho mét dinh nghia chi tiét va
thong dung hon vé modun ndi xa nhu sau:

Pinh nghia. Modun J 13 médun noi xa khi va chi khi véi mbi
don ciu x : A — B, mbi dong cdu f : A — J, ton tai dong cdu
f:B— Jsaocho f = fx.

Béi y 1a don ciu nén ta c6 thé xem nhu A C B, va do vy f ¢6
thé xem nhu 1a sy mé rong cta f trén B. Vi ly do d6 c6 khi ngudi
ta xem mddun ndi xa J 1a modun cho phép sy mé rong cla bat ky
dong cdu f : A — J thanh dong cdu f : B — J, trén mdi mdédun
B D A.

Vi dy don gidn nhat vé cac modun noi xa c6 thé lay 1a cac khong
gian vécto. P& c¢6 nhiing vi du phtc tap hon, trude hét ching ta tim
cach gidm thiéu cac dieu kién trong dinh nghia modun noi xa, bing
tiéu chudn Baer sau day:

Pinh ly 5. R-médun J la ndi xa khi va chi khi vdi bdt ky idéan trdi
I ciia R va badt ky dong cdu f : I — J, ludn ludn ton tai phan tit
q € J sao cho véi moi \ € I, ta cé: f(\) = A\q.

7



Noi cach khac, moi dong cdu f : I — J déu c6 thé mé rong dugc
t6i dong cau f : R — J.

Chitng minh. TruGc hét, néu J 13 modun ndi xa thi v6i bat ky idéan
trdi I C R va bat ky dong cau f : I — J, ton tai dong cau f la mé
rong cta f tit I 1én toan R. Liy ¢ = f(1), thi véi mgi A € I ta c6:

f) = (A1) = Af(1) = Aq.

Pé chimg minh diéu ngugc lai, ta can st dung t6i mot két qua
ctia Iy thuyét tap hop, dugc biét duéi tén goi "B dé Zorn”, sau day:

R A P A Y P \ Xe oA < N
Bo dé Zorn. Néu trong tdp hop sdp thit tuv ma moi tdp con sdp toan
phan ciia né déu cé can trén thi trong tdp hop dé cé phan tit t6i dai.

Cho A, Bla cicmédunma A C Bva f: A — J la dong cdu. BE
chiing té tinh ndi xa ctia .J ta chi ra sy ton tai mé rong f : B — J.

Xét ho D cac cdp (D, fp) trong d6 D 1a médun conctia B, D D A
va fp:D — Jlamérong cla f : A — J. Hién nhién ho D # 0.
Ta sép thi tu D theo quan hé sau:

(D, fp) > (C, fc) & C C D va fp la mé rong cta fc.

Ta chi ra rang ho D véi quan hé thi ty trén 1a thda man dieu
kién ctia b6 dé Zorn. That vy, néu ¢ 1a bo phan khéac réng va dugc

sdp toan phan cta D, khi d6 médun con E= |J Dva fp: E — J
Dée

ma trén méi D € ¢ thi fg tring véi fp, lap thanh cip (E, fx) la
can trén cta £.

Theo bé dé Zorn, trong D ton tai phan td t6i dai (G, f) ma ta
sé chiing té ring G = B va do d6 fg 1a f can tim.

Ta gia st ngugc lai, khi d6 B\ G # () va do d6 ton tai zo € B\ G.
Lap médun con

H =G+ Rxog={a+rxplac G,r € R} CB
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taco H D Gva H#G.
Xét tap
I={\e Rl xg € G}

dé thay I la idéan trai cia R. Pong thdi anh xa h: I — .J, xac dinh
theo cong thic

h(N) = fa(Azo), A € 1,
1a dong ciu. Do do, theo diéu kién cda tiéu chuin Baer it c6 phan t&
g€ .Jmih(\) = Ag.

Bay gio ta xdy dung 4nh xa fy : H — J nhu sau: véi moi
T =a+rxy € H thi:

fu(z) = fala) +rq.

Tinh hgp 1y clia fz dugc suy ra tit cach xéc dinh phan ti g. That
vdy, néu phan t& = € H c6 hai cach biéu dién

T =a1+rixg=a+ roxg
thi

al —ag = (7“2 — 7‘1)1’0 € G.
Do do:

felar —a2) = fa[(ra — ri)zo] = h(r2 —r1) = (r2 — r1)g.

Vay
fa(ar) +rig = fa(az) + ragq,

tic fz(z) 1a duy nhét khéng phu thudc vao cach biéu dién ctia = €
H = G+ Ruxyg.

Dé dang kiém tra fy la dong cdu. Va nhu vy ta c6 cip (H, fz) €
D, dong thoi (H, fi) thuc su 16n hon cip (G, fg). Pieu d6 mau
thudn véi tinh t6i dai ctia cdp (G, f) trong D va do vay budc phai
¢6 G = B, ttic fp = f can tim. W
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2.4. Modun ndi xa va médun chia dugc

Ap dung tiéu chuin Baer ta sé chi ra mot 16p cac modun noi xa
ddc biét, co tén goi la cac modun chia dugc nhu sau:

Cho R 1a mién nguyén, modun X trén R goi 1a modun chia duge
néu véi moi € X va moi A € R\ {0} luon ludn ton tai phin td
y € X sao cho \y = .

Dinh Iy 6. Néu R la vanh chinh thi moi R-médun chia dugc X déu
noi xaq.

Chitng minh. Cho X la modun chia duge, T<Rva f: 1 — X la
dong ciu. PE chi ra X 12 noi xa, ta can ching té ¢ phan td g € X
ma v6i mbi \ € I thi f(\) = \q.

Béi R 1a vanh chinh, tGc méi idéan cta R la idéan chinh, néi
riéng ton tai « € R ma I = aR. Khi d6 chon ¢ € X 1a phan t& ma
f(a) = aq, do X 1a modun chia dugc, thi véi méi A € I, \ = ra ta
co:

fA) = f(ra) =rf(a) =r(aq) = Aq.

A LN g N A A
Vay theo tiéu chuin Baer, X 13 modun ndi xa. H

Truong hop dic biét, vi vanh cac s6 nguyén Z la vanh chinh nén
cac Z-modun hay cac nhém aben chia duge déu 1a cic Z-modun noi
xa. Néi riéng, nhom cong cac s6 hitu ti Q va cac nhém thuong ctia
Q déu 13 cac Z-moddun ndi xa.

Tuong quan gitta cac mdédun noi xa va cac modun chia dugc con
dugc thé hién trong dinh Iy sau.

Dinh Iy 7. Néu R la mién nguyén thi moi R-moédun ndi xa X déu
chia duoc.

Chiing minh. Ta can chi ra véi moi 2 € X, moi A € R\ {0}, ton tai
y € X ma x = \y. Xét idéan I = AR, sinh béi phan t& \. Béi R la
mién nguyén nén I 13 moédun tu do véi co sé chinh 13 tip mot phan
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td {A\}. Anh xa ¢ : {\} — X ma ¢(\) = = c6 thé mé rong t6i dong
cau ¢ : T — X. Vi X noi xa nén theo tiéu chudn Baer, ton tai phan
t y € X sao cho v6i moi r € I thi p(r) = ry. Noi riéng, khi r = \:

x=p(\) = y.

Viy X la modun chia dugc. H
2.5. Tinh chat ctia médun néi xa

Pinh ly 8. Tich truc tiép ho moédun J = []| Ji la ndi xq khi va chi
keK

khi méi médun thanh phan Jy, la noi xa.

Chiing minh. Truéc hét, néu J = []J, 1a mddun ndi xa, ta cin
chting té moi thanh phan J; déu 1a noi xa, theo tiéu chuin Baer.

Gid st f : I — J, 1a dong cdu tir idéan trai 7 < R vao .J;,. Noi két

f véi phép nhing j; : J; — [[ Ji ta dugc dong cau:
gef I — J.

Béi J 1a mdédun noi xa nén ton tai phan td =z € J ma véi moi

A€ T: 4 f(\) = \x. Khi d6 v6i phan td 2; = py(z) € J;, ta co:
FN) = piljefI(A) = pe(Ax) = Ape(x) = Ay,

v6i mdi A € I.

Vay J; théa man tiéu chudn Baer, tdc .J; 1a modun noi xa.

Bay gid néu moi modun thanh phan J, landixava f: 1 — J =
T Jx 1a dong ciu t idéan trai I < R vao J. Khi d6 véi moi k € K,
dong ciu fr, = prf : I — Ji, do J;, 1a mddun ndi xa nén ton tai

phan t& z;, € Jj, sao cho véi mbi A € I : fr(\) = Azy. Chon phan
th & = (x)rer cla J =[] Ji, ta co:

f) = fN) = (fr(N) = (Azk)
= Aag) =Az,VA e L
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Vay J thdéa man tiéu chudn Baer, tdc J la modun noi xa. W

Pinh Iy sau day thudong dugc biét du6i tén goi “tinh di nhiéu cta
cac moédun ndi xa” ma do tinh phiic tap cta chiing minh, ta tam thoi
thita nhan. Poc gid c6 thé tham khio ching minh trong cac tai lidu
chuyén sau hon.

Dinh 1§ 9. M5i médun X c6 thé nhing vao mét médun ndi xa N(X)
nao dé, xem nhu la médun con cia N(X).

K6t qua sau day c6 thé xem 1a tuong tu véi két qua trong dinh 1y
3, phat biu vé cac modun xa anh.

Dinh Iy 10. Péi véi bat ky médun J, ba phdt biéu sau la tuong
duong:

a) J la médun ndi xa.
b) Moi day khdp 0 — J > B % C — 0 la ché ra.
¢) J ddng cdu vdi hang tit tric tiép ciia médun ndi xa nao do.

Chirng minh. a) = b): Cho J la médun ndi xa va day
0-J5BLC—0

1a khép. Khi d6, dong cau dong nhat 1, : J — J ¢6 thé md rong t6i
dong cau ¢ : B — J, tic px = 1. Vay dong cdu y c6 nghich ddo
trai, tac day 1a ché ra.

b) = c): Theo dinh Iy 9, mdédun J c6 thé nhing vao médun noi

xa N(J) nao d6. Khi do, anh xa nhing j : J — N(J) sinh ra day
khép ngian

0—J LN L NUT)/T =0

ma theo b), diy niy ché ra. Va ta c6 ddng ciu NV (J) = J @& Imp, tic
J ddng cau véi hang tit tryc tiép ctia modun ndi xa N(.J).
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¢) = a): Néu J 1a hang t tryc tiép clia médun noi xa nao do,
thi theo dinh 1y 8 hién nhién J 1a mdédun noi xa. M

3. Cac ham ta tenxo

3.1. Anh xa song tuyén tinh

Tru6c khi dinh nghia 4nh xa song tuyén tinh, ta can xac dinh khéi
niém vé cac R-mddun phai.

Cho R la vanh c6 don vi la 1. Mot nhom cong giao hoan X sé
dugc goi Id R-mddun phéi néu trén X da xac dinh dugc mot rdc dong
phdi tit vanh R, ttc 1a ¢6 haim 1/ : X x R — X ma két qud cta 4/
trén cdp (z,7) € X x R ta cing goi 1 tich cda phan t 2 va hé td r
va viet: g/ (x,r) = ar.

Ngoai ra, bon tién dé sau can dugc thda:
M1’: 21 = x,Vx € X,

M2’: x(rs) = (zr)s,Vr,s € R,Vr € X,

M3 z(r+s) = ar + xs,Vr,s € R,Vx € X,
M4: (z+y)r = azr 4+ yr,Vr € R,Vx,y € X.

Téac dong phdi ti vanh R vao X ciing dugc goi 1a phép nhdn ngoai.
Vanh R ciing dugc goi la vanh cdc hé n, hay vanh vé hudng.

Co thé thay ring, khai niém R-mddun phai hoin toan co thé
nhan dugc tit khai niém R-modun trai chi bdi mot thay doi don gidn
chuyén phép nhan ngoai tir bén trai cic phan t z € X sang bén
phai. Va do do tat ca cac két qud ma ta di trinh bay vé cic R-modun
trai trudc diy deu co thé chuyén sang mot cach tuong tu cho cac
R-mddun phai véi luu y: trong méi biéu thic, trudc day cac hé td
ludn ddng bén trai thi gid day sé dugc chuyén sang ding vé bén phai.
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Cac modun phai trén vanh R, hién nhién ciing 1ap thanh mot
pham trd, ta goi né 1a pham trd Mody dé phan biét v6i pham trd
rMod - cac R-mddun trai. Va néu X € Modp, doi khi ta cling viét 1a
XRg.

Cho R 1a vanh c6 don vi, X va gY [an lugt 1a cac R-modun phai
va R-modun trai, G la nhém aben. Anh xa ¢ : X x Y — G dugc goi
1a anh xa song tuyén tinh néu thoa:

a) ¢ la song cong tinh, tic la:

@(x1+$27y) - @(xl,y)+ﬁp($2,y),
@(xayl"i_y?) - So(xayl)—i_go(xayQ)a

v6i moi x, r1, w0 € X va moi y,y1,y2 €Y.

b) ¢ la két hop trong doi véi phép nhin ngoai trén X va Y, tic

la:
p(ar,y) = p(z,ry)
viimogire Rvamoix € X,y €Y.

Co thé thdy cac phép nhan ngoai trén cac R-modun chinh 1a cic
vi du vé 4nh xa song tuyén tinh. Cu thé hon:

e Cho pX 1a modun trdi, con Rz xem nhu modun phai. Khi do,
phép nhan ngoai trai:
p:RxX — X mapu(rx) =rz,
hién nhién théa tit ci cac doi héi vé 4nh xa song tuyén tinh nhd cic
tién de M2, M3, M4.
e Cho Xy 1a moédun phdi, con R xem nhu mddun trdi. Khi do
phép nhin ngoai phai:
WX xR— X may(zr)=ar
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cling duong nhién théa tit cd cac doi héi vé anh xa song tuyén tinh.
3.2. Tich tenx¢ hai médun

Cho X va gY 1a cic modun phai va modun tri trén cing vanh
hé t& R. Tich tenxo ctia cac médun X va Y 1a cic nhom aben,
ma ta sé ky hiéu 13 X ® Y, sao cho c¢6 anh xa song tuyén tinh
7: X XY — X®Y c6 tinh chit phé dung déi vdi bat ky anh xa
song tuyén tinh ¢ : X x Y — G, tic 1a v6i mdi anh xa song tuyén
tinh ¢ d6, ton tai va duy nhat dong cdu f : X ® Y — G thda man:

p=fr.

Theo ngdn ngi biéu do: tich tenxé cda hai mdédun X,V dugc
biéu thi cing véi anh xa song tuyén tinh phé dung 7, thudc vao bat
ct biéu do ba dinh nao, trong d6 mdi tén ¢ : X x Y — G la anh
xa song tuyén tinh, luon luén c6 thé bo sung mii tén dong ciu duy
nhit f: X ® Y — G dé biéu do giao hoan.

Anh xa song tuyén tinh 7 néi trén con dugc goi 1 dnh xa tenxo.
Thuat ngi phé dung duge ding cho anh xa tenxd c¢6 ngudn goc ti su
kién tich tenxd hai médun X, Y c6 thé xem nhu la vat dau cia pham
tra KC sau:

e Vit clia K 12 cac anh xa song tuyén tinh ¢ : X xY — G véi G
la nhém aben.

eCiuxatiivit p: X xY — G tdivaty : X xY — G’ la dong
cdu nhém f: G — G’ sao cho ¢ = fe.

e Luit lay tich cac ciu xa 1a luat l4y tich cic dong cdu nhom.
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Hién nhién ring, theo dinh nghia tich tenxo hai médun X, Y thi
anh xa song tuyén tinh 7 : X x Y — X ® Y, tiic 4nh xa tenxo, 1a
vat dau cda pham tru nay.

Cdc vi du vé tich tenxo hai modun

a) Cho X 13 R-modun tri, con R xem nhu mddun phai. Khi do,
nhém cong (X, +) co thé xem 13 R @ X. That vy, anh xa tenxc
7: R x X — X chinh la phép nhdn ngoai, tic 7(r,z) = ra v6i moi
cip (r,x) € R x X. Anh xa nay c6 tinh chat phd dung d6i véi bat ky
anh xa song tuyén tinh ¢ : R x X — G, diéu ndy dugc suy ra ti su
ton tai va duy nhat dong ciu f : (X, +) — G ma ¢ = fr, véi cong
thtc xac dinh f la:

f(z) =p(1,2),Vz € X.

b) Cho X 1a R-modun phdi, con R xem nhu moédun trai. Khi
d6, nhém cong giao hodn (X, +) ciing ¢6 thé xem nhu X ® R véi
anh xa tenxo 7 : X x R — X ciing chinh la phép nhin ngoai, tic
7(x,7) = xr,¥(x,r) € X x R. Bbi v6i moi anh xa song tuyén tinh
¢©: X x R— G, ton tai va duy nhit dong ciu f : X — G théa diéu
kién ¢ = fr, v6i cong thic xac dinh f la:

f(z) =p(z,1),Vz € X.

3.3. Sy ton tai tich tenxo

Pinh ly 1. Cho Xr va rY la cdc médun phdi va médun trdi trén
ciing vanh hé tit R. Khi dé tich tenxo X @ Y la ton tai va duy nhdt
xé xich mot ddng cdu.

Chitng minh. Bdi tich tenxd X ® Y néu ton tai, dugc xem nhu vat
dau cta pham trd K néi trén, ma cac vat dau, nhu di biét 13 ding xa
v6i nhau. Ma cac ding xa trong pham tri Ab chinh 13 cac ding ciu.
Vi vdy, tich tenxé X ® Y néu ton tai 13 duy nhat xé xich mot ding
cau.
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Van dé con lai, ta cin chiing minh sy ton tai cda nhom X ® Y.

Xét nhom aben tu do F(X x Y') sinh béi tip tich Descartes X x Y
va anh xa nhing phé dung j : X x Y — F(X xY). Goi D la nhém
con ctia F'(X x Y) sinh béi tip tit cd cac phan t c6 dang sau:

J(@1+22,y) — j(z1,y) — j(22, ),
j(xayl + y?) _](xvyl) _j(x7y2>7

j(@r,y) — j(z,ry),

v6i moi z,x1,x9 € X, moi y,y1,y2 € Y va moi r € R.

Ta s& chiing t4 ring, nhom thuong F(X xY)/D chinhla X ®Y,
v6i dnh xa tenxd 7 : X x Y — F(X x Y)/D dugc cho béi hé thic:
T = pj, trong d6 p la phép chi€u ty nhién nhém F(X x Y) 1én nhém
thuong F(X x Y)/D.

Hién nhién 7 = pj 1a anh xa song tuyén tinh. Ta kiém tra, ching
han, 7 thda hé thiic cong tinh:

7(z1 4+ 22,y) = 7(21,Y) + T(T2, )
That vay,
T(z1 +@2,y) — 7(21,y) — (22, Y)
= pj(z1 + 22,y) — pi(21,9) — pi(22,y)
= pli(z1 +22,9) — j(21,9) — §(22,9)]
=D=0.
Vay 7 cong tinh theo bién th nhat. Cac hé thic cong tinh theo

bién thi hai, hé thic két hop trong cta cac phép nhan ngoai clia anh
xa 7 dugc kiém tra tuong tu.
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Dé ching minh tinh chat phd dung cda anh xa 7, ta xét biéu do
sau, trong d6 ¢ : X x Y — G 1a anh xa song tuyén tinh:

D e F(XxY)—2+F(XxY)/D —— 0

J h f

Xxy—¥%.@q

Do tinh chat phé dung ctia 4nh xa nhing j : X xY — F(XxY)
d6i véi anh xa ¢, ton tai va duy nhit dong ciu h: F(X xY) — G
théa diéu kién hj = ¢.

St dung hé thic sau ciing, dé dang kiém tra dugc ring h(D) = 0.
That vay, véi bat ky phan ti sinh nao ctia D, qua A cling bién vao 0,
chdng han:

hlj(@, v +y2) — j(@,v1) — j(2, y2)]
= hj(x,y1 +y2) — hj(x,y1) — hj(x,y2)

= So(mayl + y2) - (p(xayl) - (p(‘/l"ay?) = O’

nhd ¢ 1a 4nh xa song tuyén tinh.

Cha ¥ dén bd phéan cta biéu do trén gom dong trén cing va nhém
G ta co: dong trén la khép va hi = 0 do h(D) = 0.

Theo bai tap 17 chuong I, ton tai va duy nhat dong cau
FiF(X xY)/D—G

théa dieu kién fp = h. Khi nhan j vao hai vé cta ding thdc nay ta
thu dugc:
fr=Ff(pj) =hj=e¢.
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Pong cau f la duy nhat théa fr = ¢, bdi néu c6 dong ciu
g: F(X xY)/D — G ciing théa gr = ¢ thi ta c6 fr = g7 tic la
fpj = gpj = fp = gp do tinh chit phé dung clia 4nh xa nhing j.

Do tinh chét duy nhét cda dong cau f thda diéu kién fp = h ma
tit ddng thic gp = fp=htasuyrag=f. M

Chti y rdng co s& clia nhom aben ty do F(X xY) 1a tap j(X xY),
tat cd cac phan ti dang j(x,%) véi (z,y) € X x Y. Do phép chiéu
p 1a toan cdu nén anh qua p ctia hé sinh j(X x Y) 1a hé sinh clia
nhém thuong X @ Y = F(X x Y)/D. Vay hé sinh cia X ® Y 1a tip
tat cd cac phan td c6 dang:

7(x,y) = pj(z,y),V(r,y) € X x Y.
DE tién lgi, ta ky hiéu cic phan ti sinh 7(z,y) 1a 2 ® y. T tinh

chét song tuyén tinh clia 7 ma cac phéan td sinh z ® y dugc lién hé
véi nhau theo cic ding thic:

(T1+22) @Yy =21y +12@Y,
z® (1 +y2) =@y + 2 Y2,
rrR@Y =2 Qry.
Noéi riéng ta co
r®0=0=0® x,

(—z)Ry=—-(z®y) =2 (~y).

Hon nita, khi m 13 s6 nguyén va maz 1a bdi nguyén m cta phan
tt = trong nhom (X, +) thi tif tinh chit song cong tinh cta anh xa
tenxo ta thu dugc két qua:

mrRy=m(z®y)=1xQmy.
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K6t qua nay gitp ta thu gon hon cong thic tong quat mé ta phan
thize X®Y:

Z:Zmi($i®yi) szi$i®yi 2296;@%‘

hay

Zzzmi(%@%) :Zl’z‘®mz‘yi :in@)yz{'

Nhu vy, cic cong thic trén cho ta thdy: néuz € X @Y thi z [a
tong hitu han nao dé cac phan t sinh; dong thdi mdi phan td 2 c6
thé biu thi tuyén tinh qua hé sinh theo nhiéu cach khac nhau. Béi
vdy, hé sinh 7(X x Y) chi 1a h¢ sinh ma khong 1a co s6.

3.4. Lién h¢ giita tich tenxo va tong truc tiép

Pinh ly 2. Cho ho {X,}ier la ho cdc R-modun phdi va {Yy ek la
ho cdc R-médun trdi. Khi do ta co:

(@Xt> ® (@ Yk) ~ P X

tel keK (t,k)eIXK

Ching minh. D¢ ching minh hé thitc ding cdu trén, ta sé xiy dung
cic dong cdu f tif nhém bén trai sang nhom bén phdi, dong ciu g
theo chiéu ngugc lai sao cho cac tich fg va ¢gf 1a dong cidu dong nhét.

Trong phan tdng truc tiép ho cic modun, ta biét ring cac phan

t dang j; (), theo hét moi 2; € X;, moi phép nhiang j; lap thanh

mot h¢ sinh cta @ X;. Va mdi phan t 2 € ®X; c6 thé viét dudi
tel

dang:

T = th(xt).

tel
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Tuong ty, cac phan td dang ji(yx), theo hét moi yp € Yz, moi
phép nhing j, 1ap thanh hé sinh ctia @ Y,. Va médi phan ti ctia
ke

t6ng tryc tiép ho {Y;} dugc viét

y=>_jr(u)-

keK

Ta da biét ring hé sinh ctia X; ®Y}, gom céac phan tt dang z; @y,
va do vy tap tat cd cac phan td dang j; (2 ® yi), theo hét moi cip
chisé (t,k) € I x K, lp thanh h¢ sinh ctia @ (X;®Y;). Va

(t,k)eIxK

hién nhién ring mdi phan td clia tong truc tiép nay c6 dang

z= Z (2t @ Yk

(t,k)eIxK

Bay gio dé xay dung nén dong ciu f, ta xdy dung anh xa song
tuyén tinh

o (@x) < (@)~ @ o

tel keK (t,k)eIxK

theo céng thtc sau

@(th(ﬂ?t)a Z]’k(.%)) = g @ yp).
1 K

IXK

Poc gid c6 thé tu tinh toan ldy dé thdy ring ¢ théa man tat ca
cac doi héi ctia mot a4nh xa song tuyén tinh. Vi do vay, khi st dung
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tinh chat phd dung cta anh xa tenxo

(@) (@) -(92)- (@)

K

ta thu dugc dong cau

I (@Xt> ® <@Yk> N @(Xt@@Yk)
I K IXK
théa dieu kién fr = ¢.
Gi4 tri cda f tai phan td sinh ji(z¢) ® ji(yr) 12
fUe(e) @ Je(yr)) = oUe(e), k(yk))
= Ju(Te @ yp). (1)

bé xay dung dong ciu ngugc g, ta sé xdy dung ho cac anh xa
song tuyén tinh

Y 2 Xy X V), — <Q19 Xt> ® <€B Yk>

K

ma (e, yk) = Je(2) @ jr(yx), theo hét moi cip chi s6 (¢, k) €
I x K.

Viéc kiém tra tinh chat song tuyén tinh cta mdi anh xa 1y, don
thuan chi 1a tinh toan nén dugc bd qua. Khi st dung tinh chat phé
dung cta cic anh xa tenxd

T - X XY = X4 QY%
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d6i v6i cac anh xa song tuyén tinh vy, ta dugc ho cac dong cau
gk X; @Yy — <€B Xt) ® (@ Yk>
I K

théa dl\éu klén Gtk Ttk = ”l/}tk.
N6i riéng
9ik (21 @ yi) = Ji(21) @ Jr(yr) (2)
St dung tinh chat phd dung cda ho cic phép nhing

(i : Xe @ Y — P X1 ® Vb rxx
IxXK

d6i vdi ho cac dong cdu {g;.}, ton tai va duy nhit dong ciu

9: P oY) - <6]9Xt> ® (@Yk)

IxXK

thda dieu kién gji = g, V(t, k) € I x K.

Pé két thac ching minh ta con phai kiém tra cic tich fg va ¢f
1a cac dong ciu dong nhat.

Vi céc phan ti j;(2;) 1a hé sinh cda ©X; va cac phan ti ji(yx)
14 hé sinh cla &Y} nén ta c6 thé chon mot hé sinh clia tich tenxo

(@ Xt> ® (@ Yk> 1a cac phan td dang j;(x;) ® ji(yx) theo hét
T K

moi cip chi sd (t,k) € T x K va moi 2; € Xy, moi y, € Y. Dé dang
kiém tra ring dong cau ¢f thuc hién sy dong nhat trén hé sinh nay.
Thit vay, do (1) ta co:

flt(ze) @ Jk(yr)] = Gk (2t @ yi)
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va do (2)

gl (ze @ yk)] = gue(we © yx) = Je(xe) ® Jr(yi)-
Hién nhién, khi dong cdu ¢gf dong nhat trén hé sinh thi né 1a
dong cdu dong nhat.

Doc gia c¢6 thé tién hanh mot cach tuong tu dé kiém tra ring fg
thuc hién sy dong nhat trén hé sinh gom céac phan td dang j;. (2 @y )

cia @@ X; ® Y}, va do vay la dong cdu dong nhét trén nhom nay.
IxXK

Vay cac dong ciu g, f 1a nghich ddo I4n nhau do d6 ching la cac
ddng cau. Tu do ta c6 duge hé thicc ddng ciu trong dinh 1y 2. W
3.5. Tich tenxo hai dong cau

Cho f: Xg — X/, 1a dong cdu R-mddun phdiva g :(g Y —p Y’

PPN ~. z A z 2 R A
la dong cau cac R-modun trai. Xét bieu do sau:

XxY L X' xY!

T 7!

XY X' oY

trong do 7, 7’ la cac anh xa tenxd, anh xa ¢ : X x Y — X’ x Y’ dugc
cho béi cong thc:

oz, y) = (f(2),9(y)),V(z,y) € X X Y.

Dé thay rang 7/¢ 1 anh xa song tuyén tinh. Tir d6 st dung tinh
chat phé dung clia anh xa tenxd 7, ton tai va duy nhit dong ciu
h:X®Y — X' ®Y' théa dieu kien: hr = 7/¢.
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bong cau h do dudc goi 1a tich tenxo ciia hai dong cdu f va g,
dugc ky hiéu la:
h=f®yg.

DuGi day, ta sé cho mot mo ta cu thé f ® g trén hé sinh X @ Y.
Véi mdi phan t sinh = ® v,
foglzey) = hr(z,y)="1"¢(z,y)
= 7(f(2),9(y) = f(z) @ g(y).
St dung cong thic nay, ta dé dang ching minh dugc mét so tinh
chat sau day cta tich tenxd hai dong cau.

e Tinh Chf:& 1. Néu 1X : XR — XR va 1y ‘R Y —R Y la cac
dong ciu dong nhit, thi 1y ® 1y : X ®Y — X ® Y la dong cau
dong nhat. Néi vdn tit: tich tenxo ctia hai dong ciu dong nhat 1a
dong cdu dong nhat.

That vy, véi moi phan ti sinh z @y € X QY ta cé:

Iy ®1ly(z®y) =1x(z) ® Iy (y) =z ®@y.

Viy 1x ® 1y thuc hién sy dong nhét trén hé sinh cia X ® Y, tic né
1a dong cdu dong nhat.
e Tinh chét 2. Néu A - B L. ¢ 1a cac dong ciu R-modun phai
vi X LY % 7 1a cac dong cau R-modun trai thi:
(f'Hela=(eg)feg).

That vay, vdi moi phan ti sinh a @ z € A ® X, ta co:

(ffedgecs) = ffla)®dg)
= (f"@d)(f(a) ®g(x))
= (f'ed)(feg)(ax).
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Vay f'f®@9dg = (f @¢)(f ®g) trén h¢ sinh cia A ® X, tic
chiing bing nhau.

Chtng t6i danh lai cho ban doc, bing cich tinh toan tuong tu,
hay kiém tra tiép tinh chat sau.

e Tinh chét 3. Cho f, fi, fo : X — X’ la cac dong cdu R-modun
phéi va g, g1,92 : Y — Y’ la cac dong cdu R-modun trai. Khi d6 ta
co:

(fitf)@g=fiwgt @y,

fe(g+g)=feg+f®g.
Noéi cach khac, phép lay tich tenxo hai dong ciu c6 tinh chat phan
phéi ca hai phia déi véi phép cong cac dong ciu.

Pinh193. Cho f: X — X'vag:Y — Y la cdc toan cdu R-médun
phai va R-médun trdi. Khi do, tich tenxo fg: XY —- X' @Y’
la toan cdu nhém, dong thoi hat nhan Ker (f ® g) la nhém con clia
X ® Y dugc sinh bdi cdc phdn tit x ® y trong dé hodc x € Ker f,
hodc y € Ker g.

Cht ¥ rang ca hai két luan trong dinh 1y 3 néi chung sé khong
ding néu ca f va ¢ khong phai 1a toan cau.

Chiing minh. Trudc hét néu 2’ ® ¢/ 1a phéan ti sinh cda X' @ Y’
thi do f,¢g 1a cac todn ciu nén ton tai 2 € f~1(z'),y € g~ (y/). Va
foglzay) = flz)@g(x) =2"y.

Vay f®g thuc hién sy toan 4nh 1én hé sinh cdia mién dich X'®Y”,
tic f ® g 1a mot toan ciu.

Dé tinh hat nhan Ker f ® g, ta dit:
K =< {r®y|x € Ker f hoac y € Kerg} >

tic K 1a nhom con sinh béi cac phin ti = ® y, trong d6 hodc z €
Ker f, hodc y € Kerg.
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Hién nhién (f ® g)(z ® y) = 0 trén mdi phan td sinh z @y € K
nén K C Ker f ® g. Bao ham thiic ndy cdm sinh mot cach ty nhién
toan cau cac nhém thuong

T: XQY/K—-XY/Kerf®g

theo cong thic
m(z+ K)=z+Kerf®yg

véiméi z+ K € X @ Y/K.

Pé chiing minh K = Ker f ® ¢ ta can ching té ring = 1a ding
cau.

Xét day dong ciu

XRV/KSX@Y/Kerfogs X' @Y
trong d6 ddng ciu h = f®g dugc sinh ra ti toan ciu f ® g do dinh Iy
Noether. Cong thic ctia tich hx cho trén mdi phan td sinh z @y + K
cia X ® Y/K la
hr(z @y + K) = f(z) @ g(y).
Ta sé ching minh 7 1a ding cdu bing cach xay dung mot dong
caungugc k: X' @Y’ - X @ Y/K.

Pé ¢6 dugc k ta xdy dung anh xa song tuyén tinh ¢ : X’ x Y’ —
X ®Y/K bdng cach sau.

V6i mbi cip (2/,y') € X' x Y’, do f,g la toan ciu, it ton tai
refl@YcXvayegl(y)CY. Tadit

oa'y)=r@y+K.

Anh xa ¢ hién nhién 1a dugc xac dinh hgp Iy, khong phu thudc
vao cach chon cac phén t dai dién cda f~1(2') va g~ 1(y'). That vay,
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néu ta chon céc phan t& khic z +z; € f~H(a') vay+y, € g7 1(¥),

véi zy € Ker f va y, € Ker g thi

(z+z)@WY+y)+K = 2y+rzQy,+2r® (y+yg) + K|
= zRy+ K.

Tinh chat song tuyén tinh ctia ¢ sé dugc kiém tra bing cach chon
lya mot cach c6 dung y cac phan ti dai dién cta cac nghich dnh.
Ching han dé chtng minh ding thic

oy +a5,y') = p(ah,y') + p(ah,y)
tachon zy € f (), 22 € f1(xh),y € g 1(y) vakhidd z; + x5 €
fH(x) + ) va ta dugc
T+ T2) @y + K
11RYy+K)+(r20y+ K)
= p(h,y) + (s, y).

o(a) +ay,y) =

—~~

Cac ding thic con lai duge kiém tra tuong ty. St dung tinh chat
phé dung cta anh xa tenxo 7 : X’ x Y/ — X’ @ Y’ d6i v6i anh xa
song tuyén tinh ¢ ta thu dugc dong ciu k& : X' @ Y/ — X @ Y/K
thoa: kr = .

Cong thic cta k trén mdi phan t sinh 2’ @y € X' @ Y’ 1a
k(2 @y)=z@y+K
véiz € f~H (") vay € g7 ().
Bay gid ta chiing té cac dong ciu hn va k 1a nguge 1an nhau.

Xét tich k(hr) : X ® Y/K — X ® Y/K, v6i mbi phan t{ sinh
r®@y+ K tach

k(hm)(z @y + K) = k[f(z)®@g(y)]
TRy+ K.
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Vay k(hr) 1a dong nhét trén hé sinh cla X ® Y/K, tdc né la
dong cau dong nhat.

Kiém tra tuong ty ta ciing dugc (hr)k la dong cau dong nhat trén
X'®Y’, tic (hr) va k la cac dong ciu nghich ddo 14n nhau, c6 nghia
chiing 14 cac déng cau. Va bi m = h~!(hn) la tich cda cac ddng cau
nén 7 cing 1a ddng ciu, ti d6 ta dugc Ker fo g =K. B

3.6. Cac ham tu tenxo

Véi mbi R-modun phai A, ta xdy dung mot ham td
7= A® — :zMod — Ab

nhu sau
e Pt mbi vat X €zMod tuong Gng v6i nhom A ® X.

e it mbi dong cdu o : X — Y tuong tng véi dong cadu nhom
la®a: A X - ARY.

Tit cac tinh chat 1, tinh chat 2 cta tich tenxo hai dong ciu ta c6
Th(lx) =14 ® 1x = lapx, VX €g Mod
Ti(Be) =14 ® Ba = (14 ® B)(14 ® @) = T4(B)Ti(a)
v6i moi cdp («, 5) ma tich Sa xac dinh.
Vay, 7} = A® — 1a mjt ham td higp bién.

Mot cach tuong ty, véi mbéi modun tréi B trén vanh R, ta xay
dyng dugc mot ham t& 73 = — ® B : Modg — Ab ma

e Dit mbi médun X € Modp v6i nhém aben X ® B.

e D3t mdi dong cdu a : X — Y véi dong cdu nhém a ® 15 :
X®B—Y®B.
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Hién nhién, cing ti cac tinh chat cda tich tenxe hai dong cdu dé
dang kiém tra riing, ham t& 73 = — ® B 1a ham t higp bien.

Pinh Iy 4. Cdc ham tit (A ® —) va (— ® B) la cdc ham tit khdp vé
bén phdi.
Chiing minh. Cho A 14 R-mddun phai va diy khép cic R-mddun
trai:

0-X5v3Z2zZ-o. (1)

Ta can ching minh day sau 1 khép

A X “X Ay 4% A 7z 0. (2)

R PPN < N N ~ A N N ~ ~
Hién nhién vi 14, o 1a toan cdu nén 14 ® o la toan cau. Hon nia:

Kerly®o = <{a®yla€Kerly hodcye Kero} >
= <{a®ylace AvayeKero} >
= <{a®yla€ Avay e Imyx} >
= <{lala)®@x(z)lac Avaze X} >
= Imly ® y.

Vay day (2) 1a khép, ttc cic ham t& (A ® —) chuyén médi day
khép ngin thanh day khép vé bén phdi, tic cic ham td (A ® —) la
ham t& khép phai.

Bing cach tuong tu, ta c6 thé kiém tra ring néu B la R-médun
trai va day khdp sau gom cac R-modun phai:

0-X5v3Z2zZ-o. (1)

thi day sau cting 1a khdp:

XxoB*PyeB™Y z0B -0, (2)
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tic cac ham t (— ® B) ciing 1a ham t& khép phai. H

Xem xét két qua cda dinh Iy 4, hién nhién mot cau héi dugc dit
ra 1a: véi nhiing diéu kién bé sung ndo thi cic diy nhém tenxd cta
mot diy khdp ngn ciing 1a diy khép ngdn. Hudng bé sung thit nhat
1a thém diéu kién ché cho cac day khép ngin (1) va (). Khi dé ta
dugc

DPinh ly 5. Cdc ham tii tenxo (A® —) va (— ® B) bdo toan tinh khdp
- ché cho cdc day khdp ngdn va ché.

Chitng minh. Gi st day khép ngin (1) 1a ché, néi riéng dong ciu y
¢6 nghich trai p. P& ching minh day
0-AX “X Ay " 4027 -0

1a khép ché, do dinh Iy 4, ta chi con phéi kiém tra ring 1, @ x la
don cau, dong thdi c6 nghich ddo trai. Béi y c6 nghich trai p, tic
px = 1x nén 14 ® p chinh 1a nghich tréi ctia 14 ® x. Tinh don ciu
clia 14 ® x 1a he qud cta sy kién ton tai nghich trai ctia 14 ® y.

Viéc chiing minh tinh bdo toan cac diy khép ngan ché ctia ham
tl (— ® B) dugc tién hanh tuong ty, xin dugc nhuong lai cho doc
gid. W

Huéng b6 sung thd hai din ta téi khai niém méi: khai niém veé
cac modun det.

R-médun phéi A dugc goi 1a médun det phdi néu ham ti (A® —)
12 ham t& khép. Noéi cach khac A 1a modun det phai néu véi méi day
khép ngin cac R-modun tréi:

0-XXy Lz,

day cac nhém tenxd sau day 1a khép:

05 A X 22X Aoy 2 Ag 7z -0
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R-mddun tréi B goi 12 modun der trdi néu ham td (— ® B) 1
ham t&f khép. Nhu vdy B 1a modun det trai néu ham td (— ® B)
chuyén mdi diy khdp cac R-modun phai thanh diy khdp cic nhom
tenxo. Vi du don gidn nhat vé cac modun det la:

Pinh Iy 6. Mdi vanh h¢ tit R, xem nhu la modun trén chinh né, la
mddun det trdi va ciing la modun det phdi.

Chitng minh. Trong muc 3.2, phan trinh bay cac vi du vé tich tenx,
ta di ching té ring néu X 1a R- modun trai thi ¢6 thé xem nhém
(X, +) la tich tenxo R ® X. Chinh x4c hon, ta ¢6: R@ X = (X, +)
v6i ddng cdu px : R® X — (X,+) ma ox(r ® #) = ra véi moi
phan t& sinh r® 2 € R® X.

Cho day khép ngén cac R-mddun trai
0-XxXXYy %70
Xét biéu do sau
1®x 1Q0c
0—mRRX —"J-RQQ)Y —R®~Z—0

¥ PY] Yz
0= (X, 4) = (Y 4) > (Z,4) = 0
Dé dang kiém tra cac hinh vudng cta biéu do 1a giao hoan. Vi du
& hinh vudng thd nhat véi moi phan ti sinh r@ 2z € R® X :
ey(l@x)(reoz) = oy(r®x(@))=rx(z)
= x(rz) = xex(r®z).
Vay oy (1® x) = x¢x.

Tinh chat giao hoan cda hinh vuéng thtt hai dugc kiém tra tuong
tu.
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Ti tinh chét giao hoan ctia biéu do, tinh chat ding cdu cda cac
anh xa px, ¢y, ¢z va tinh khép ctia dong dudi, dé dang suy ra ring
dong trén:

0-R®X >R®RY -R®Z—0

ciing 1a khép, tic R 1a modun det phai.

Viéc kiém tra R 1a modun det trai cing dugc tién hanh tuong tu.
|
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Bai tap

Bai 2.1 Cho cac ho modun {X;},cr va {Y;};es. Hay chling minh
ton tai ddng ciu cac nhom aben:

Hom(EP X, [[ ;) = [ [ Hom(X;,Y;).
I J

IxJ

Bai 2.2 Cho X 1a R-mo6dun, F(S) 1a mddun ty do sinh béi tip S.
Chimg minh cic ding ciu:

a) Hom(R, X) = (X, +).

b) Hom(F'(S), X) & HS(X, +).

<o g S 2 S ~. 2 A
Bai 2.3 Cho biéu d6 cac dong cau cic R-modun:

trong d6 P 1a modun xa anh, dong la khép, gh = 0. Ching minh
rang ton tai dong ciu ¢ : P — A ma fo = h.

Bai 2.4 Cho biéu do cac dong cdu

P lx Ay
AL, 9% ¢
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trong d6 hinh vudng giao hoan, dong duéi 1a khép, kh = 0va P la
modun xa anh. Chéng minh ring ton tai dong cdu ¢ : P — A dé
hinh vuéng tréai cling 1a giao hoan.

Bai 2.5 Chiing minh rang mddun xa 4nh trén mién nguyén 1 modun

khong xoin. Pitu ngugc lai: mbdi moédun khong xodn trén mién

nguyén c6 phai 12 modun xa dnh khong?

Bai 2.6 Ching minh ring méi day khép ngan cac dong cau:
0—-A—-B—-C—-0

c6 thé nhing dugc vao biéu do giao hoan:

0 0 0
oo
0—=X =Y =V —0
oo

0—P —P,—P;—0

by
0—~A—+B—~C —0

by
0 0 0

trong d6 ba dong, ba cot deu khép, dong gitta ché ra gom cac modun
xa anh; hon nia cic cot bién trai va bién phai co thé chon trude tiy
V.

Bai 2.7 Cho biéu do cic dong cau:
At.p ¢

ih

J
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trong d6 J ndi xa, dong 1a khép, hf = 0. Ching minh ring ton tai
dong cdu ¢ : C' — J sao cho: g = h.

Bai 2.8 Cho biéu do cic dong cau:

k

A Bt o
l f l g
X —Y ——=—>J

trong d6 hinh vudng la giao hoan, dong trén la khép, gf = 0va J la
modun ndi xa. Chiing minh ridng, ton tai dong ciu ¢ : C — J sao
cho hinh vudng bén phai ciing 1a giao hoan.

Bai 2.9 Chiing minh ring moi mdodun X khong xodn trén mién

nguyén R 13 ndi xa néu X 1a modun chia dugc.

Bai 2.10 Ching minh ring mdi diy khép ngin cac dong ciu:
0—-A—-B—-C—0

déu c6 thé nhang dugc vao biéu do giao hoan

0 0 0

b
0+A B —~C —0

b
0 — Nj— Ny— N3— 0
b
0+X Y —~Z —0
S
0 0 0
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trong d6 ba dong, ba cot 1a khdp, dong gitta ché ra gom cac modun
ndi xa; hon nia cac cot bién trai va bién phai c6 thé tiy ¥ chon trude.

Bai 2.11 Chiing minh rang mdédun P 13 xa 4nh khi va chi khi véi
moi don cdu f : P — C va moi toan cdu o : J — C tit mddun noi
Xa J, ton tai dong ciu ¢ : P — J sao cho op = f.

Bai 2.12 Ching minh ring modun J 1a ndi xa khi va chi khi, véi
moi toan cdu f : A — J va moi don cdu j : A — P trong d6 P la
mddun xa anh, ton tai dong cdu f : P — J sao cho fj = f.

Bai 2.13 Chiing minh ring trong pham tri cac Z-mddun mot anh
Xa ¢ : X x Y — C la song tuyén tinh khi va chi khi ¢ la song cong
tinh.

Bai 2.14 Goi @ 13 nhém cdng cac s6 hiu ti xem nhu 13 Z-modun.
Chiing minh rang:

2) QeQ=Q.

b) Q@ Q/Z = 0.

¢) Néu A 13 modun xodn thi Q ® A = 0.

Bai 2.15 Ching minh ring: Z,, ® Z, = Z4 trong d6 d = (m,n).
Tir d6 suy ra rang, néu (m,n) = 1 thi Z,, ® Z, = 0.

Bai 2.16 Chiing minh ring: tich tenxd ctia hai nhém aben hitu han
sinh la nhém httu han sinh.

Bai 2.17 Xét nhém cong cic s6 nguyén Z va nhom con 27 gom cac
s6 chin. Khi d6, dong cau bao ham j : 2Z — Z 1a don cdu. Goi A A
nhém cyclic cap 2, v6i phan tit sinh a, tic A =< a >. Chiing minh
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ring: 27 ® A la nhém cyclic cdp hai véi phan ti sinh 13 2 ® a, tuy
nhién tich tenxc j ® 14 1a dong ciu 0 va do vy khong 1a don cau.

Bai 2.18 Cho A 14 hang t tryc tiép clia R-mddun phdi X, con B la
hang t{ truc tiép cia R-modun trdéi Y vai: A — X,j: B—Y Ia
cac phép nhing. Chdng minh ring:

1Qj:ARB - XQY
ctng la mot phép nhing.

Bai 2.19 Ching minh ring; tich tenxo cta hai ddng cdu 1a mot ding
cau.

Bai 2.20 Ching minh ring: tong tryc tiép cic moédun det 13 modun
det va ngugc lai néu tong truc tiép 1a modun det thi mdi thanh phan
deu det.

Bai 2.21 Chiing minh ring moi mddun tu do déu 1a mddun det.

Bai 2.22 Chiing minh ring mdi mdédun xa dnh 1d modun det, tuy
nhién c6 nhing mddun det ma khong 13 xa anh, ching han nhém
cac 6 hiu t Q.
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Chuong III
PONG PIEU

§1. Phiic va dong diéu
1.1. Pham tru cac phic
Khéi niém phiic cac dong ciu la khai niém co ban clia dai s6 dong

dieu. Trudc khi dinh nghia vé phtc, ta can xac dinh mot khai niém
b6 trg, d6 1a khai niém day nda khop.

Day cic dong ciu - = X Ly % 7 ... dugc goi 1 day nita
khép néu tai mdi modun trung gian cda day, dnh cta dong ciu vao
dugc chta trong hat nhan cta dong cau ra.

Nhu vy, mot day cac dong cau la nita khép néu tich clia hai dong
ciu lién tié€p cta day luon ludn 1a dong cau 0.

Mot phite cdc déng cdu 1a mot day nta khdp danh so theo tap tat
4 cac s nguyén.

Néu phtic ma chiéu ting cta chi s6 ciing chitu véi cic mdi tén
dong cau trong phdc thi duge goi 1a phiic tién. Vay cac phic tién co
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dang

On— On,
K: - — K, —>1Kn—>Kn+1—>-"

Néu chiéu tdng cta cic chi s6 trong phic ngugc lai véi chiéu cac
mi tén dong cau thi phic dugc goi 1a phite lni. Vay cac phic i c¢6
dang

b STIPED AE LD A o PP (1)

Thuc ra, khi thuc hién mot phép déi bién vé chi s6: thay n béi
(—n), ta c6 thé chuyén mot phic lii thinh mot phiic tién va ngugc
lai chuyén mét phdc tién thanh mét phdc i, Vi vay két qud nghién
ctiu vé mot loai phic (tién hay 1) deu c6 thé chuyén sang cho loai
phtc kia, bang mot phép lay déi xing cac chi s6. Do dé trong muc
ndy ta chi xem xét vé cac phic 1ii, va d€ don gian ta goi ching 14 cac
phic. Cac phtc thudng dugc ky hiéu bang mjt chit hoa, doi khi cting
c6 thé biéu dién bdi ho cac modun va dong ciu tao nén phic. Ching
han phic (1) ¢6 thé viét don gidn 14 phic X hay phic X = {X,,,9,}.
Con cac dong cau 9,, dugc goi 1a cdc dong cdu vi phan.

Vi du tdm thudng nhét vé cac phtc 1a phtc ma tat ca cac dong
cdu déeu 1a dong cdu 0. Mdi day khdp vo han vé ci hai dau déu ¢
thé thuc hién mét sy danh s6 dé tré thanh mot phac. Mot diy khép
khong vo han & ca hai dau, bing cich bé sung cac médun 0 va cic
dong cau 0 dé€ trd thanh diy vo han, cing dugc xem 1a phtc theo
mot céc danh s nao do. § dy ta cin c6 sy phan biét rd khai niém
phtc va khai niém day nita khép. Mot phic 1a mot day nia khép, tuy
nhién mot diy nda khép theo cic cich danh s6 khac nhau c6 thé tao
thanh cac phtc khac nhau.

Cho X = {X,,,0,} va X’ = {X/,0,} 1a cac phtic. Mot bién doi
day chuyén f : X — X' la ho cac dong cdu {f, : X,, — X'} sao
cho 0., f,, = fn—10, v6i moi n € Z. Pieu kién sau ciing tuong duong
véi dieu kién biéu do sau giao hoan:
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On On
X:o e X, 12X, <—+an+1<—-"

fn—ll fnl fn+1l

o!
/. ! n ;) Tntl 1
X' ... — X 1<—X <—an<—---

Vé sau nay, doi khi dé gidn tién chang ta khong viét cac chi so
cac dong cdu, nhu vay cac d,,d.,, f, c6 thé dugc viet mot cach don
gidn 1a 0,d’, f. Tuy nhién, trong mbi mét hé thic dong ciu, ching
ta phai ngam dinh 1a ching phai dugc danh sé theo cac chi s6 nao.

Néu f = {fu}: X — X' vag = {gn}: X' — X" thi tich
af ={gnfn : Xn — X"} la mot bién déi day chuyén ti phic X t6i
phtic X”. Nhu viy, tich ctia hai bién d6i day chuyén 1a mot bién doi
day chuyén. Hién nhién ring, tich cic bién d6i day chuyén c6 tinh
chat két hop.

Pé y thém ring v6i mbi phic X = {X,,d,}, ho cic dong ciu
dong nhat 1x = {1x, : X,, — X,,} 1a mot bién déi day chuyén co
tinh chit 1xf = f vd glx = g néu cac tich 1x f, glx 1a xac dinh.
Do do, 16p tat cd cac phic lap thainh mot pham trii véi cac cdu xa la
cac bién déi day chuyen.

1.2. Pong luan day chuyén

Cho cac bién déi day chuyén f,g : X — X’ tit phic X =
{X,,0,} t6i phic X’ = {X/,0!,}. Ho cdc dong cau

s={sn:Xn— X;z-i-l}nGZ

dugc goi 1a mot dong ludn déay chuyén gitta hai bién déi day chuyén
f, g néu théa
Oy i15n + $n—10p = fn — gn.

Khi do, ta viet: s: f ~g.

C6 thé thay ring quan hé dong luan day chuyén gita cac bién déi
day chuyén tit phiic X t6i phtic X’ 14 mot quan hé tuong duong.
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That vay, véi mdi bién d6i day chuyén f : X — X thi ho cac dong
cdu {0 : X,, — X,,;1} chinh 1a mot dong luan day chuyén 0 : f ~ f.
Con néuho s = {s,} : f ~gthiho {—s,} : g ~ f. Cudi cling néu
s={sp}:fgvat={ty}:g~hthis+t={s,+t,}:f~h
That vdy, vi s : f ~ g va t: g~ h nén theo dinh nghia ta c6

aql«b+13n + 50100 = fn — 9n,

8I +1t +tn 1871 = gn — hn.

Cong v& vdi vé hai ding thic trén ta dugc
Fpar (sn +tn) + (Sn-1 + ta-1)0n = fr = .
Vay s+t : f~h.
DPinhly 1. Néu s : f ~ g la déng ludn déy chuyén gifa f,g : X — X'
va s« f' ~ ¢ la dong ludn ddy chuyén giga f',q : X' — X"

thi dnh xa f's + s'g : f'f ~ ¢'g la dong ludn ddy chuyén giita
fifgdg: X — X"

Ching minh. Xem biéu do:

X:... n1<_X <_Xn+1<_...
X/:... n X/<_ n+1<_...
e X;L X"<—X;;+1

Theo gia thiét s = {s,} : f ~ ¢g nén ta c6
sy +5p10=f —g, (2)
vas' ={s)}: f ~g nén:
d"sl +s 0 =f—4g. (3)

112



Nhan f/ vao bén trai hai vé ddng thic (2), nhan ¢ vao bén phai
hai v& ddng thic (3), roi cong cac két qua lai ta dugc:
f'f=d9 = fOsn+ flsn104+0"s,g+ s, 10'g
= 0" f'sp+ flsn10+09"s,g+ s, 190
= "[f'sp + spg] + [f'sn-1 + 5,,_19]0.

H¢ thic cudi cing c6 nghia 13 ho cac dong cau f's + s'g =
f'sp + s, g} 1a dong luan day chuyén gitta f'f va ¢'g, tdc ta co:
n
fls+sg:ff~gqM
Cho X, X’ 1a cac phtc. Bién déi day chuyén f : X — X’ dugc
goi 1a mot rwong duong ddy chuyén néu ton tai bién déi day chuyén

h: X' — X va cac dong luan day chuyén s : hf ~ 1x va t: fh ~
1x.

Hai phiic X va X’ ma c6 mot tuong duong diy chuyén gitta chiing
f: X — X', dugc goi 1a hai phtc twong duong dong Iudn v6i nhau
va ta viet: X ~ X',

1.3. Cac ham t& dong diéu

Xét phtc

On 0,
X Xy & X, N X e

V6i moi n € Z, vi 0,0p,41 = 0 nén ta ¢6 Imd, 11 C Ker 9, tu do ta
c6 modun thuong

H,(X) =Kerd,/Imd,1.

Modun thuong H,,(X) dugc goi 1a médun dong diéu thir n cla
phiic X.
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Cac phan tir cia modun con C,,(X) = Ker 9, dugc goi la cac chu
trinh n-chiéu, con cac phan ti clia B, (X) = Imd,41 = 9ni1 Xng1
dugc goi 1a cac bo n-chitu. Cac phan ti ctia médun X, cling dugc
goi 1a cac ddy chuyén n-chiéu.

Theo cach goi trén thi H,(X) = C,,/B, 1a modun thuong cda
mddun cic chu trinh n-chiéu theo médun cac b n-chiéu. Phan ti
cla H,(X) la cic 16p ghép cua cac chu trinh ¢ € €, thudng dugc
viét 1a clsc hay {c}. Vay clsc = {c} = ¢ + B,.

Hién nhién, hai chu trinh ¢ va ¢ thudc cing mot 16p dong dieu
trong H,,(X), tic {c} = {c'} khiva chikhi c—¢’ € B,(X) = 0X,41.
Khi hai chu trinh ¢, ¢ thudc ciing mdt 16p dong diéu thi ta cling noéi
cva ¢ la dong diéu véi nhau va viet: ¢ ~ .

Cho céc phic X = {X,,,0}, X' ={X],0'}va f: X - X' 1a
mot bién doi day chuyén.

R A . 2
Do biéu do giao hoan:

P STRPED ARELED Al LD TP
1o
X/;...<_X7/1_1<8_41X?/1 &1)(7/”1(_...

nén f(Kerd,) C Kerd), va f(Imd,41) C Imd), ,; tit d6 f cam sinh,

v6i mdi n € Z dong ciu
fe = Hn(f) : Ho(X) — Hn(X,)

ma
Hy,(f)e+ 0Xpq1] = fule) +0' X, .

D& dang kiém tra dé thdy riing, cic dong cdu cdm sinh nay thda
cac hé thac
Hy(1x) = 1, (x);
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Hn(gf) = Hn(g)Hn(f)
Do viy, véi méi n € Z, H,, 1a mot ham td hiép bién tit pham tra cac
phtc va cac bién déi day chuyén tdi pham tri cac modun, tuong tng
mdi phiic X v6i modun dong dieu H,(X) va tuong ting méi bién doi
day chuyén f : X — X’ v6i dong cdu modun H, (f) : H,(X) —
H,(X'"). Ta goi ching 1a cac ham tit déng diéu.
Dinh Iy 2. Néu f,g: X — X' la cdc bién doi dong ludn day chuyén
tir phitc X tdi phitc X' thi véi méi n € Z ta co:

Hy(f) = Hn(g) : Ho(X) — Hn(X/)-

Chiig minh. Theo gid thiét dinh 1y, ton tai dong ludn day chuyén
s={sn}: f~g, théa:

8I5n + 5,10 = fn = Gn-

Néu ¢ 1a chu trinh cta X, thi d,,c = 0, do vay:
fnc— gnec = 0'spc+ sp_10c = 0 spc
tac
fnC — gnc € Imd,, ;.
Dieu d6 c6 nghia 1a f,cva g,c la dong dieu v6i nhau, nén cls(f,.c) =
cls(gne) trong Hy(X').

Vay f«(clsc) = gs(clsc) v6i moi chu trinh ¢ cla X, tic H,(f) =
Hy(g). B

Hé qua 3. Néu f: X — X' la mét tuong dvong ddy chuyén thi vdi
méi n € Z, dong cdu Hy(f) : Hy(X) — H,(X') la ddng cdu.

Chiing minh. Béi f 12 tuong duong diy chuyén nén ton tai bién déi
day chuyén g : X’ — X saocho gf : X — X va fg: X' — X' la
dong luan day chuyén véi cac bién d6i dong nhat 1y : X — X va
1x/ : X' — X'. Theo dinh 1y 2, khi d6 v6i mdi n € Z ta co:

Hy(9)-Hn(f) = Hn(g9f) = Hp(1x) = Th,(x)s
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Hn(f)Hn(g) = Hn(fg) = Hn(lX’) = 1Hn(X’)-

Céac hé thitc nay ching té ring H,(f) 1a ding cau. W
1.4. Déi dong diéu

Phiic X = {X,,d} dugc goi 1a phtic duong néu X, = 0 khi
n < 0.

Phtic X dugc goi 1a phiic &m néu X,, = 0 khi n > 0.

Cac phtc thuong gip trong thuc té hodc 1a phic duong hoic 1a
phtc am. DE tién lgi vé mit ky hiéu, cac phic 4m véi chi s6 dudi
thuong ding:

O n O o
Xivooeoe X & X X e =X 12 Xg 0

dugc viét lai thanh phic chi s trén theo phép déi bién (—n) thay
béi n. Khi d6, X_,, dugc viét [a X™, con d_,, : X_,, — X_,,_1 dugc
viet [a 67 : X — X"t1, Va do dé, phtc am dugc viét lai la:

0 n—1 n
X:0- X080 x1 o xn 100 xn Oyl
Nhu vay, cac phic am c6 thé chuyén déi cach vist d€ trd thanh

phtic duong theo chi so trén.

Modun dong didu ctia phtc theo chi s§ tréen X = {X™, 5"}, hién
nhién dugc xac dinh theo cong thic:

H"(X) = Ker 6" /Imé™ 1.
bong luan day chuyén gitta hai bién d6i day chuyén f,g: X — Y
clia cac phic chi sd trén 1 ho cic dong cdu s = {s": X" — Y"1}

sao cho:
d0s+s6=f—g.
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Cac phtic duong theo chi s§ trén con dudc goi 1a phitc phdi hay
phitc d6i ddy chuyén va cac dong luan day chuyén giita hai bién doi
day chuyén cda cac phic phdi ciing con dugc goi 1a dong ludn ddi
dady chuyén.

Cho phiic X = {X,,,0,} cac R-mddun va G la mot R-mddun.
Tac dong ham td phan bién Hom(—, G) 1én phiic X ta thu dugc phiic
chi s6 trén, gom cac nhém aben:

n—1 n
-+ — Hom(X,_1,QG) = Hom(X,,G) & Hom(Xp41,G) — - -+

trong d6 dong ciu 6" : Hom(X,,,G) — Hom(X,1,G) dugc xac
dinh theo cong thic:

0"(f) = (1)1 (f) = (1) O

Phtc thu dugc theo cach trén dugc ky hiéu la Hom(X, G) va cac
nhém Hom(X,,,G) c6 thé dugc viét lai 1A Hom™(X,G) dé phi hgp
véi thong 1¢ ctia mot phic chi s6 trén.

Pong diéu ctia phiic Hom(X, G) dugc goi 1a déi dong diéu ctia
phtic X v6i hé s6 trong G. D6 1a cac nhém aben dugc danh s6 theo
chi s6 trén

H™(X,G) = H"(Hom(X,G)) = Ker §"/Tm§" 1.

Cac phan tt clia Ker 6™ dugc goi 1a ddi chu trinh n-chiéu, con
cac phan td ctia Imé™! dugc goi 13 ddi bor n-chiéu. Cac phan ti
ctia nhém Hom" (X, G) = Hom(X,, Q) cling dugc goi 1a cic doi day
chuyén n-chiéu. Nhu vdy, mot déi chu trinh n-chiéu 1a mot dong cau
h: X, — G sao cho ho = 0.

Cho X, X’ 1a cic phitc va f : X — X’ 1a bién d6i day chuyén.
Du6i sy tac dong ctia ham ti Hom(—, G) bién déi day chuyén f cam
sinh nén bién déi day chuyén

/* :Hom(X',G) — Hom(X, G).
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Vi c6 thé ki€m tra mot cach dé dang dé thdy ring Hom(—, G)
khi dit mdi phic X tuong tGng véi phiic Hom (X, G), dat mdi bién
d6i day chuyén f véi bién déi day chuyén f*, la mot ham td phan
bién tit pham tru cac phic chi s6 du6i t6i pham tru cac phic chi so
trén. T d6, co thé thdy ring, véi méi n € Z, H" = H"(—,G) I
ham t& phan bién tix pham tri cac phic va cac bién déi day chuyén
t6i pham trti cdc nhom aben. Ta goi cac phan ham t& nay 1a cac ham
tix déi dong diéu.

Cudi ciing d€ két thic muc nay, ta chd y ring, néus: f ~ g la
mot dong luan day chuyén giita hai bién déi day chuyén f,g: X —
X/, tic 1a

On15n + 50100 = fn = gn,

thi khi tac dong Hom(—, G) vao ding thic trén ta dugc

* Ol %k _px *
Snan—f—l + 6nsn—l - fn — Yn-

bing thic cudi cing cho phép ching ta chon ho ¢ = {t"} ma
t" = (—1)"s* | 1a dong luan ddi day chuyén gitta cac bien ddi:
f*,¢" : Hom(X’,G) — Hom(X, G),
tacla t: f* ~ g*.

N6i cach khac, ham t& Hom(—, G) bdo toan quan h¢ dong luan
day chuyén cda hai phép bién déi. Néi riéng, Hom(—, G) chuyén méi
tuong duong day chuyén trong pham tri cac phic chi s du6i thanh
mot tuong duong day chuyén trong pham tri cic phic chi so trén.
Do vy, néu X ~ X’ 13 hai phtc tuong duong dong luan thi cic phic
nhém aben sau ciing tuong duong dong luan:

Hom(X,G) ~ Hom(X', G).

Va do vy, néu X ~ X’ thi véi mdi n € Z ta c6 ddng cdu nhém gida
cac nhém doi dong diew: H"(X,G) = H"(X',G).
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2. Day dong diéu khép

2.1. Day khdp cac phic

Tuong tu nhu déi véi cac modun, ta ciing xac dinh dugc cac phic
con va phitc thuong ctia mot phiic X cho truéc.

Phiic K = {K,,, 0k } dugc goi 1a phiic con cta phic X = {X,,, 0}
néu véi mdi n € Z, K,, 1a médun con cta X,, va vi phan 9x 1a vét
ctia vi phan 0, trén K,,.

Nhu véy phtic K 1a phtc con clia X, néu K,, < X,, v6i méi n, va
bo cac phép nhing i = {i, : K, — X, } 1a mot phép bién doi day
chuyén, tic ta c6 biéu do sau giao hoan:

) )
Ki-“<—Kn—1<—KKnHKKn+1<—-“
in—ll an 2.n—i-ll

3 3
X:“‘H n_lHXn<_Xn+1<_...

Cho K = {K,, 9k} la phtc con cla phiic X = {X,,,d}. Khi d6 véi
mdi n € Z, béi K, < X,, nén ta c6 mddun thuong X,,/K,. Do biéu
do giao hoan trén: 9K, C K, 1, nén vdi mdi n, vi phan 9,, cdm
sinh dong cdu: 9/, : X,,/K,, — X,_1/K,_1 theo cong thic:

87/1(.’13 + Kn) = 8n((13) + Kn_1.

Do 8,0,41 = 0 nén dé dang suy ra 9,9,_, = 0. Vi vy, ho cac

modun thuong va cic dong cdu cdm sinh: X/K = {X,,/K,,d.,} lap
thanh mot phtc méi. Ta goi noé 1a phiic thuong ciia phitc X theo
phiic con K.

Dé dang thdy ring, ho tat ca cac phép chiéu {p, : X,, — X,,/K,}
lap thanh mot bién déi day chuyén tit phiic X t6i phic thuong X /K.
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Cho day cac phtc va cac bién déi day chuyen:

o xdys g (1)

Day dugc goi 1a khdp tai phitc Y néu véi mdi n : Imf,, = Ker g,.

Day dugc goi 1a khdp néu nd khdp tai bat ky phtc trung gian nao
clia diy. Nhu vdy, diy (1) cic phic va cac bién déi day chuyén la
khép khi va chi khi véi mdi n, day:

fn

s X, Y,z
la day khép.
Cho X = {X,,0}, K = {K,,,0x} 1a cic phtc trong d6 K la
phtic con cla X, va X/K 1a phtc thuong cia X theo phiic con K.

Theo cach xac dinh phic con, phtc thuong cta phic X di trinh bay
& muc trén, hién nhién véi mdi n € Z ta c6 day:

0— K, X, 2 X,/K, — 0
la day khép. Va do vay day cac phic sau day 1a vi du dau tién vé day
khdp céc phic:

0-K5X2X/K—0

trong d6 i = {i},p = {pn} 1a cic bién ddi day chuyén nhang phic
con K vao phiic X va chi€u phiic X xuéng phtc thuong X/K. Con
hai dau ctia day 1a cac phtc 0. Hién nhién 1a cac bién déi day chuyén
tir mot phtc 0 hay t6i mot phic 0 luon gom toan cac dong ciu 0.

Vi du tiép theo vé day khdp cac phtc, c6 tén goi la day khdp ciia
bién déi day chuyén f: X — Y.

Ta da biét ring mbi bién déi day chuyén f = {f,} : X — Y cho
ta biéu do giao hoan:
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Io] Io]
=Xy = Xy &= X e

fn_ll fnl fnﬂl

1o} 1o}
e n71<_Yn<_Yn+1<_"'

T tinh giao hodn cda biéu d6 ma véi mdi n, ta c6: dKer f, C
Ker f,_1 va nhu vy ta c6 thé lap nén mét phic con clia phic X,
gom cac mddun con Ker f,, va vi phan ctia n chinh 1a vét ctda vi
phan phtc X dé lai trén mdi Ker f,,. Ta goi phic con d6 1a phic
hat nhdn ciia bién doéi ddy chuyén f, va ky hiéu 1a Ker f. Vay phtic
Ker f ¢6 dang:

- — Ker fr,—1 XA Ker f,, 2 Ker fpy1 < -+

Ciing tt tinh giao hoan ctia biéu d6 ma véi méi n, ta c6: lmf, C
Imf,_1, vad nhu vy ta c6 phiic con cta phiic Y, gom cac mddun con
Imf,, véi vi phan 1a vét clia vi phan phic Y dé lai trén méi Imf,.
Ta goi n6 12 phitc dnh ciia bién ddi day chuyén f va ky hiéu 1a Imf.
Vay phiic Imf c6 dang:

- —Imf, 1 glmfn ﬁlmfnﬂ — e

Ta xay dung phtc thuong ctia phiic Y theo phiic con Im f va dugc
phiic Y/Imf gom cic mddun thuong Y, /Imf, va cic dong ciu vi
phan 9!, cdm sinh ti cac dong cdu vi phan 9, clia phiic Y.

Theo phan Iy thuyét modun, véi mbi dong cau f,, : X,, — Y,, diy
sau day 1a khép:
0— Ker fn % X, 12V, 2 ¥, /Imf, — 0

(diy nay nhu ching ta ting biét, 1a diy khép ctia dong cdu f,). Tu
tinh khép cta tat cd cac day trén ma day cac phic sau day 1a day
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khép:
0—Kerf5 XLy 2y/mf—o0
Ta goi n6 1a diy khdp ctia bién déi day chuyén f.

Ciing tuong tu nhu cic day khép modun, day khdp cac phic co
dang:
0-X -X—-X"-0

dugc goi la day khdp ngdn.

Vi du vé cac day khép ngin, c6 thé 14y day khép phdc con - phic
thuong ctia phtic X cho trude, hay diy khdp clia bién doi day chuyén
f: X — Y trong trudng hgp cac f,, don ciu (hodc cic f, toan ciu).

2.2. Day dong diéu khdép
Cho day khép ngén cac phic:
E:0-X%5Y %27 -0. (2)
Khi d6 v6i mdi n € Z, tic dong ham tir dong dieu tht n vao day
khdp trén ta dugc diy cac dong cau:
H,(X)% H,(Y) 5 H,(2)

trong do
X« (@ + 0Xpp1) = x(2) + Vi1,

U*(y + 8YrH—l) = U(fU) +0Znp+1,

v6i moi chu trinh z € X,,, moi chu trinh y € Y,,. Hon nifa, ta co:

Dinh Iy 1. Cho day khdp ngdn (2) cdc phitc. Khi dé, véi mébi n, day
cdc médun dong diéu

Ho(X) % Ho(Y) 5 Ho(Z) (3)
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la day khop.

Ching minh. D& dang kiém tra thdy ring, o, x. = 0, nén Imy, C
Ker o,. Vay d€ ching té tinh chat khép clia day (3), ta chi con phai
kiém tra tinh dang din cta bao ham thic: Kero, C Imy,, tdc can
phéi chi ra v6i mdi chu trinh y € Y;,, ma oy la bd trong Z,, (tic
oy € 0Zy, 1) it ton tai chu trinh z € X,, ma y.(clsz) = clsy.

Xét biéu do giao hoan sau, véi cac dong khép:

X (2
0= Xpg1 = Yoy1 '™ Zpy1 — 0

of of o
0— X, v, & z —0
of o] o

Xn—1 On—1
0— X, 1 = Yo 1 = Zn-1—0

Béi y € Y, 1a chu trinh ma o,y 1a bd trong Z,,, it ton tai 2 € Z, 1
ma
0z = opy.

Do 7,41 1a todn ciu nén ton tai v/ € Y,,41 ma
ont1(y’) = 2.
Tt tinh giao hoan ctia hinh vudng goc trén bén phai, ta suy ra
y— 0y € Kero,.

Do tinh khdp ctia dong giita ma Ker o, = Imy,,, at ton tai phan td
r e X, ma
Xn(z) =y — 0y
Béi
Iy —9y') = dy — 90y’ = 0,
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do y 1a chu trinh, nén
Xn—10(z) = Oxn(x) = d(y — y') = 0.

Va bdi x,,_1 don cdu nén 9(x) = 0, tic = la chu trinh. Vi

Xn(T) =y — oy

xx(clsz) = cls(y — dy') = clsy. A

Bay gid ta tim cach néi cac diy khép dang (3) lai v6i nhau bing
cach, véi méi n € Z xay dung dong ciu néi

O : Hys1(Z) — Hy(X).

Néu z € Z,,1 la chu trinh (hdy xem biéu do giao hoan di ding
trong ching minh dinh 1y 1), trudc hét do o, toan ciu, it ton tai
phan t& y € Yy, 41 ma

Oni1y = 2.
Khi dé6
on(0y) = O(ons1y) = 0z =0,
tac Oy € Ker gy,

Do dong giita khép Ker o,, = Imy,,, &t ton tai € X,, ma
XnT = Oy.

Béi
Xn-10(x) = Oxn(x) = 00y =0

Vv xn_1 don cdu nén d(z) = 0, tdc = la chu trinh cta X,,. Ta mo ta
cac dieu lap luan trén bing biéu do sau:
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X, 5z Xn - dy "L
o| ol
0 Xn—1 0

Ta dit Og(clsz) = clsz.

Xem nhu la bai tip, viéc chiing minh 0 dugc xac dinh mét cach
hgp 1y va dong thoi 1a dong cau, xin duge danh lai cho doc gia.

Dinh Iy 2. (Day dong diéu khdp) Poi véi mébi day khdp ngdn cdc
phiic:

F-0-XXv %750

day vo tdn cdc médun dong diéu sau ddy la day khép

0 * . 0
o Hp(2) B H (X)) S Hy(Y) S Hy(2) B Hy(X) — - -

(trong dé Op la dong cdu ndi, x« = Hy(x) va 0. = H,(0)).
Chitng minh. Theo dinh Iy 1, diy cic mdédun dong diéu cho trong
dinh Iy 2 khdp tai H,,(Y") véi mbi n. Vay ta chi con phdi chiing minh
day 1a khop tai H,,(X) va H,(Z).

Truéc hét véi mdi clsz € H,1(Z) ta co

X+0g(clsz) = x«(clsz) = clsy(z) = clsdy = 0.

Vay ImOg C Ker y4.

Dong thai véi mdi clsy € H,(Y), ta co

dpo.(clsy) = dp(clsoy) = cls(x~'dy) = 0
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(xem biéu do xay dung dong ciu néi, néu z = oy véi y € Y,y 12
chu trinh thi 9y = 0). Vay Imo, C Ker dg, bbi Ogo, = 0.

Dé két thic chting minh, ta con phai ching té hai bao ham thiic
sau la ding:
Ker x, C Im0g, (4)

Ker 0p C Imo, (5)

Liy chu trinh 2 € X,, ma clsz € Kerx,, tic x(z) € dY,41. Khi
d6 ton tai y € Y, ma x(z) = dy. Theo biéu do xdy dung dong
c&u néi O, hé thic cudi cing cho ta: dp(clsoy) = clsz, véi clsoy €
H,1(Z). biéu d6 két thic chiing minh bao ham thdc (4).

Con bay gi6 néu z € Z, la chu trinh ma clsz € Kerdpg, tic

dp(clsz) = clsz = 0 véi 2 duge xac dinh theo biéu do xdy dyng dong
c4u ndi v6i chi s6 gidm di 1:

o) y —Z>z€ Z,

i A\

x X@ya()

Viclsz = 0nén z € X, at ton tai 2’/ € X,, ma = = d2’. Khi do
dé thdy ring y — 2’ 1a chu trinh cda Y, ma o(y — x(z')) = oy = 2.
Va do vy
o (cls(y — x(2))) = clsz

véi cls(y — x(2')) € Hy(Y). Bao ham thdc (5) da dugc ching minh.
|

Pé tién lgi cho nhidu Gng dung vé sau, ching ta sé chuyén cic
két qud da chdng minh sang cho cic phtc chi s6 trén. Trudc hét
ching ta Iuu ¥ rang cac khai niém phtc con, phtc thuong, day khép
cac phic chi s6 trén déu c6 dugc tit cac khai niém tuong tng d6i véi
cac phc chi s6 dudi, thong qua mot phép bién déi chi s thay (—n)
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béi n. Va tit d6 ching ta ciing c6 day doi dong dieu khép cho day
khép ngén cac phtc chi s6 trén.

Pinh Iy 2’. Déi vdi cdc day khdp ngdn cdc phitc chi s6 trén

E:0-X2XY %27z,

day vo tdn cdc médun dong diéu sau la day khdp:

E * * E
s HY ) S X)) S BYY) S HY(2) S H(X) -

trong dé x* = H"(x),0* = H"(c) con 6% la dong cdu ndi dugc xdc
dinh tuong tu déng cdau néi Op. W

No6i cach khac biéu do xac dinh dong cau néi 67 sé co duge tur
biéu do xac dinh dp bing cach gitt nguyén chi s6 n va thay chi s6
(n+1) béi (n — 1), va duong nhién phai thay cac vi phan 9 béi cac
déi vi phan 6.
2.3. Cac vi du vé day dong diéu khdp

Vi du dau tién vé day dong dieu khép ma ta dua ra dusi day dugc
sinh ra tit day khép ngin cta cai goi 1a "nén anh xa cta bién déi day
chuyén”. Cho f: X — X’ la mot bién d6i day chuyén, ta xdy dung
phtic M = M(f) dugc goi la nén anh xa ctia bién ddi f, bing cach
dat

M, = X,_1 ® X!, vdi mdi n € Z,

O(z,2'") = (—0x,0'x' + fx), v6i mbi cip (z,z') € M,.
Hién nhién, § : M,, — M,_; 1a dong ciu, va bdi vi véi moi
(z,2") € M, thi
90(x,2") = O(—0z,0'2 + fx)
= (002,002’ + 0 fx — fOx)
= (0,0)
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tic 99 = 0, nén 9 1a dong cau vi phan.

Vay M = (M, 0) la mot phtc.

Pong thai phép nhiang i : X/ — M ma

P (i X M)
1a mot bién d6i day chuyén. Phép chidu 7 : M — X+ ma
7={m: M, — X} = X,,_1}

v6i 7, (2, 2') = x cling la mot phép bién ddi day chuyen.

Phitc X+ = {X;},8"} la phitc X dugc ddy lén mot don vi vé

chieu (X, = X,,_;) dong thoi ddi ddu vi phan (Oy+ = —dx). Keét
cuc 1a ta c¢6 dugc day khép ngan cac phic:

E;:0—X' 5 MI Xt 0.

Tt d6 ching ta co
Dinh Iy 3. Bién doi day chuyén f : X — X' cing nén dnh xa M(f)
xdc dinh nén day khop sau:
= Hp(X') 5 Ho(M) ™5 Hyr(X) 5 Hy a (X)) = o
trong dé H,(X*) = H,_1(X).
Nhu vy dé c¢6 duge diy khép néi trong dinh Iy 3, ta can chi ra

aEf == f*.

That vay, néu 2z € X;7 = X, la chu trinh, ta c6 thé chon
g, (clsz) theo biéu do sau:
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M, > (a:,O)L»a: € X, 1

P

@) (=0, f(2))—0 (do Dz =0)

tic
Op, (clsz) = clsf(z) = fi(clsz).

Dé trinh bay vi du tiép theo ta can bé sung khai niém day khép

ngin ché cic phic. Ta néi ring diy khdp ngin cac phic
F:0—-—X—-Y—-7-—0

1a ché néu véi mdi n, diy cac mddun
0o—-X,—-Y,—-2Z,—0

1a ché.

Ching han néu trong diy E, phdc Z gom tit ci cic mddun xa
anh hay phiic X gom tat ca cac modun noi xa thi diy F 1a day ché.
Pinh Iy 4. Cho G la médun va E la déy khdp ngdn ché cdc phifc.
Khi dé ta cé day khdp cdc nhém doéi dong diéu sau:

§E”

S HYZ.G) S HMWY,G) S HY(X,Q) S HNZ,G) — -

Chiing minh. Téc dong ham t& Hom(—, G) vao day khép ngin ché
cac phuc:
E:0-X35Yv %270

ta dugc day khdp ngin ché cac phiic nhom aben:

E*:0— Hom(Z,G) — Hom(Y,G) — Hom(X,G) — 0
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béi véi mbi n, day:
0 — Hom(Z,,G) — Hom(Y,,,G) — Hom(X,,,G) — 0
la khép va ché, do ham t&t Hom(—, G) bdo toan tinh khép ché cta
day
0—-X,—-Y,—Z2,—0.

Ap dung dinh Iy 2’ vé day d6i dong diéu khép cho day khép ngin
cac phiic E* ta dugc day khép cac nhém doi dong dieu:
n a* n X" n §E" n+1
--— H"(Z,G) - H"(Y,G) = H"(X,G) — H""(Z,G) — --- .
|
Vi du tiép theo 13 day doi dong dieu khép dugc sinh ra tir diy khép
ngan “cac mddun hé s6” sau:

S:0-G 265G —o. (6)

Pinh Iy 5. Néu X = {X,,0} la phitc ma véi mdi n, cdc moédun
X, la xa dnh, con S la day khép ngdn (6) gom cdc médun. Khi do,
chiing ta c6 day khdp sau ciia cdc nhém doi dong diéu:

= HY(X,G) S BM(X,6) B BHM(X,6") S B (X, G) — - -

Chitng minh. Vi mdi mddun X, 1a xa 4nh nén véi mdi n € Z, day
cac modun sau la khop:

0 — Hom(X,,G’) — Hom(X,,G) — Hom(X,,G") — 0.
Do vay day cac phic nhém aben:

S, :0— Hom(X,G') — Hom(X,G) — Hom(X,G") — 0
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la day khép.
Ap dung dinh Iy 2 vé diy dong dieu khép cho diy khép S, ta

dugc day khép cac nhom doi dong didu néi trong dinh 1y, trong d6
5s = 0. M

2.4. Phép bién déi ty nhién cac ham ti
Cho hai ham ti F,G : P — P/, tit pham tri P t6i pham tra P’.

Mot phép bién doi tw nhién ¢ : F — G la ho cac cdu xa ¢ =
{p(X): F(X) — G(X)} v6i mgi X € P théa dieu kién: véi bat ky
cduxa a: X — Y taludn ludn c6 p(Y)F(a) = G(a)p(X). Noi
cach khac, biéu do sau 1 giao hoan:

F(X) 29 G x)
lna) lc<a>

Khai niém vé phép bién ddi ty nhién giita hai phdn ham t& F, G :
P — P’ cling dugc dinh nghia mot cach tuong tu.

Mot phép bién doi ty nhién gitta hai ham t (hay hai phidn ham
t) dugc goi 1a motr tuong duong tw nhién néu mdi cau xa p(X) la
ding xa.

Cac ham ti tuong duong ty nhién véi nhau c6 nhiing tinh chét
gan nhu nhau. Chdng han, néu hai ham t& F, G gitia cic pham tru
modun 13 tuong duong tu nhién thi F 1a khép khi va chi khi G 1a
khdp.

Vi du vé cdc ham ti twong duong tu nhién: Cho F :pMod —
Ab 13 ham t& chti ciu tric nhan ngoai trén mbi modun X, dé lai
F(X) = (X, +); x6a tinh chat bdo toan nhan ngoai cta mbi R-dong
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ciu o : X — Y d€ con lai
Fla)=a: (X,+) = (Y. +)
chi 1a dong cdu nhém. Con G = (R® —) :zgkMod — Ab.
St dung két qua cta phin cic ham td tenxo ta thdy ngay ring

F, G 1a cac ham ti tuong duong tu nhién v6i nhau. Va vi F 1a ham
ti khép nén G cing 1a ham t& khdp.

Bay gi0 ta xét pham trt ¢ gom cic diy khdp ngin cic phic. Ciu
xa tit £ — E’ cia pham trt nay 1a bo ba bién d6i day chuyén (f, g, h)
1am biéu do sau giao hoan:

[

F:0- XXY2 7220

R

/ l

EF:0-X%v'Z% 7 -0
Khi d6, véi mbi n € Z : H,(X), H,(Y), H,(Z) 14 cac ham tir tix
£ vao pham tri Mod.

Dinh Iy 6. D6i véi méi day E € € cdc dong cdu ndi O : Hyi1(Z) —
H,(X) ldp thanh mot phép bién ddi tu nhién tit cdc ham tik Hy 1 (Z)
t6i cdc ham tit H,(X).

N6i cdch khdc, véi mbi by cdu xa (f, g, h) theo biéu do (*), ta cé

4 A N . z
biéu do sau la giao hodn:

Hoi1(Z) 2 Ho(X)

lHnH(h) lm(f) (%)
Hyr(2') 22+ H,\ (X)

Chitng minh. Cho 2 € 7,1 1a chu trinh, dnh dg(clsz) = clsz véi
z € X,, dugc tim theo biéu do sau:
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Vay H,(f)0gr(clsz) = clsf(x).

Dé tinh &nh 9y H,, 11 (h)(clsz) = O (clsh(z)) ta dua vao biéu do
tim 2 § trén va tinh giao hoén cda biéu do (x) dé tim 2/ € X/ ma
dp (clsh(z)) = clsa’, theo biéu do:

0_/

gly) ——— h(z) € Z,,
f@) = X' f(x) = gd(y) = Tg(y) — 0O
trong do o’g(y) = ho(y) = h(z) va x(z) = dy nén
99y = gx(z) = X' f(x),
tic 2’ = f(x).
Vay véi mdi clsz € Hyy1(Z),
H,(f)0r(clsz) = Opr Hpy1(h)(clsz),

tic bidu do (+*) giao hoan. M
§3. Pong dieu ky di

Pé minh ching cho ich lgi clia cac phic, trong tiét nay ching ta
cho mot md ta ngdn gon vé dong dieu ky di ctia cac khong gian topo.
Dé ¢6 duge cac nhém dong dieu ky di, ta can xay dung cac phic ky
di cho mbi khong gian topd tit 16p tit ca cac don hinh ky di cdia no.
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3.1. DPon hinh ky dj

Chuang ta bit dau véi khai niém don hinh afin n-chiéu.

Cho E = R" Ia khong gian Euclide n-chiéu da dugc trang bi tich
v6 huéng.

n
<a,b>= Z a;b;
=1

v6i mbi a = (ay,...,a,) vamdi b= (b1,...,b,).

Tich vd hutng d6 bién E trd thanh khong gian mé tric v6i khodng
cach thong thudng gita hai diém dugc do bing:

d(u,v) =vV<u—v,u—v>
va do d6 E la khong gian topo.

T4p con C ctia khong gian E dugc goi 1a tdp hop 16i néu véi moi
cip diém 2,y € C thi tap hop tat ci cac diém & = Az + (1 — \)y véi
0 < X\ <1 cing thujc C.

Tap cac diém z = Az 4+ (1 — A)y vdi 0 < X < 1 con dugc goi la
doan thdng néi hai diém z,y. Do vay tap C 1a 16i néu C chia bat ky
doan thing nao c¢6 hai dau mat thudc né.

Cho g, u1,...,um 1a m+ 1 diém cla khong gian E; khi do dé
dang kiém tra ring tap hop tat ca cac diém:

u = Toup + XU+ + Ty, (1)
. UL A o R
v6i Y x; =1vax; > 01a mot tdp hgp 16i chida cac diem wy, . . . , up,-
=0
Hon nifa, d6 chinh 1a tap hop [6i bé nhat chita cac diém w, . . ., um
da cho. Ta goi no 1a bao 10i clia cac diém ug, uq, . . ., Upm.
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s Y z R N A A . r'e A
Ta noéi rang cac diém wug, uq,...,u, € E 1a doc ldp afin néu hé
vécto

{u1 — ug, ug — ug, um — U}

1a hé doc lap tuyén tinh. Trudng hop hé m + 1 diém wg, uq, ..., um
1a doc lap afin thi méi diém thudc bao 16i ctia né chi c6 mot cach
biéu dién dusi dang (1). No6i cach khac, néu u la diém thudc bao
16i ctia he, thi ton tai duy nhét by cic s6 thuc (zg,21,...,2,,) ma
ST =1vax; > 0sao cho u = zoug + T1u1 + - -+ + Ty Up. BO SO
thuc (zo, 21, ..., 2m) duge goi 14 toa dp hudng tam cta diém v doi
v6i hé doc lap afin: wg,uq, ..., up,.

Ta goi bao 16i clia m + 1 diém doc lap afin trong khong gian
Euclide E 1a don hinh afin m-chiéu . Cac diém nay goi 1a cac dinh
ciia don hinh. Nhu vy don hinh 0-chiéu 1a mét diém, don hinh 1-
chiéu 1a doan thdng, don hinh 2-chiéu la tam giac, don hinh 3-chiéu
I tét dien. ..

Véi mbi s6 nguyén khong am n, ta chon truéc mot don hinh afin
n-chiéu 1am don hinh mdu va ky hiéu né 1a A", dong thdi danh so
cac dinh ctia né thanh b¢ sdp thit ty (0,1,2,...,n). Ching han, c6
thé chon mot don hinh méu trong khéng gian E = R™ véi dinh 0
1a goc toa dg, cac dinh con lai 1a cac diém don vi eq, s, ..., e, Vi
er = (1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1).

Cho X la khong gian topd. Mot don hinh ky di n-chiéu trong X
12 mot 4nh xa lién tuc bat ky 7 : A™ — X, tit don hinh mau n-chiéu
vao khong gian X. Vi dy, don hinh ky di 0-chiéu trong X 13 diém
nao dé cia X, chinh xac hon dé 14 4nh xa dua diém A° vio diém
nao d6 trong X.

Trong cac don hinh ky di cta cic khong gian topd, ta cha ¥ t6i
mot 16p cic don hinh dong mot vai trd quan trong trong viéc xiy

dung nén cic toan ta vi phan cta phiic ky di sau nay, dé 1a cac don
hinh ky di trong cac tap hop I6i cia khong gian F.

Cho A : E — E 1a phép bién d6i tuyén tinh ctia khong gian E va
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a 1a phan tt ¢6 dinh trong E. Him f : E — E dugc xac dinh theo
cong thic:
fu)=a+ A(u),Yu e E

dugc goi 1a phép bién ddi afin cia E. Vi f 1a hgp thanh cida mot phép
bién déi tuyén tinh va mot phép tinh tién, déu 1a cac anh xa lién tuc,
nén hién nhién f cing 1a anh xa lién tuc. Va do d6 cac bién déi afin
clia khong gian F, khi han ché lai trén cac don hinh afin m-chiéu
(m < n) cho ta cac don hinh ky di m-chiéu trong khong gian E.
Hon thé nia, ta co

Dinh I§ 1. Néu ug,uy,. .., u, la n+1 diém déc ldp afin ciia khong
gian Euclide n-chiéu E va vo,vi,...,v, € E. Khi dé, tén tai va
duy nhdt mét phép bién doi afin f : E — E sao cho f(u;) = v;,i =
0,...,n.

Chiing minh. Béi ug, u1, ..., u, doc 1ap afin nén hé n vécto: {u; —
UQ, Uz — UQ, - - -, Uy, — U} 1a ddc 1ap tuyén tinh va 1a co s6 ctia khong

gian E. Khi d6, ton tai va duy nhit mot phép bién déi tuyén tinh
A: E — FE sao cho

A(u; —up) = vi — v, =0,...,n.

Xét bién déi afin f: E — E ma
f(u) = A(u — ugp) + vo.

Dé thay f(u;) = vi,i = 0,...,n. Hon nifa, c6 thé kiém tra khong
khé khin d6 1a phép bién déi afin duy nhét can tim. H

Bién déi afin f khi han ché trén don hinh afin n-chiéu gom cac
dinh ug, w1, ..., u, co cong thic trong toa do huéng tim nhu sau:

flxoup + x1uy + - - - + Tpuy) = 2ovo + 2101 + - - + TpUp.
véi z; > 0va > x; = 1. That vdy, theo cong thic da tim thdy é dinh
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Iy 1 ta co:

= E €T;U;.

Trudng hop riéng, khi v, vq, ..., v, 12 tap sip tht tu cic diém
clia mot tap [6i C, bién d6i afin duy nhdt f : E — E chuyén dinh
tht i cda don hinh mau A™ vao diém v; v6i mdi 4, cho ta 4nh xa lién
tuc tir A™ vao tap 16i C. Ta ky hiéu a4nh xa d6 nhu sau:

(v, V1, .. vp)0 t A" — C,

va goi né 1a don hinh ky di afin n-chiéu. Néu wvg,vq,...v, cling
doc lap afin thi 4nh xa nay 13 phép dong phoi ctia don hinh miu
A™ 1én don hinh véi cac dinh v;. Noéi riéng, don hinh ky di afin:
Jo = (0,1,2,...,n)a» 12 phép dong nhit don hinh miu A" Ién
chinh né. Khi vg, v1, .. ., v, 1a hé diém phu thudc (tic khong doc lap
afin) thi ta néi anh xa (vg, vy, ..., v, )c 1a phép co rit don hinh miu
vao don hinh c6 s6 chiéu bé hon.

3.2. Cac toan tit bo
Biy gi0 ching ta s¢ md td cac bd, hay con goi 1a cac bién cta
cac don hinh ky di n-chiéu ma thuc chit chiang 1 cac don hinh ky

di (n — 1)-chiéu nao dé.

Hay bit dau véi cac don hinh miu. Cac bién cla tam giac
A% = (0,1,2), ching han, 12 cic canh biéu dién béi cic doan thing
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(1,2),(0,2), (0,1) ma hién nhién cé thé xem 1a ba anh xa lien tyc:
(1,2) a2, (0,2) a2, (0,1) a2 cla don hinh A! vao A?, tdc 1a cac don
hinh ky di afin 1-chiéu.

Nhu vy, c6 thé thdy don hinh miu A™ ¢6 n + 1 bién ma bién
tht i 1a don hinh ky di afin (n — 1)-chiéu, ta ky hiéu né 1a £/, hay
don gidn 13 &%, Vay, v6imbii =0,...,n

eh=¢l =(0,1,...,%,...,n)an : AL 5 A"
(ky hiéu ; chi rdng i bi khuyét).

Déi véi don hinh ky di bat ky trong khong gian topd X, T : A™ —
X, (n+1) bién cta T dugc xic dinh trén co s6 cac bién ctia A". Cu
thé néu goi d;T 1a bién thit i cda T thi

d;T =Tel - A" — A" — X, (2)
Nhu vay d;T chinh 1a 4nh xa nhan dugc bing cach han ché T

trén bién tht i cta don hinh A", va dugc xét nhu 1a 4nh xa di ti
A1, Néi rieng khi T = J,, : A — A" thi

d;T = Jpe,, =€,

va do dé cong thic (2) c6 thé viet dudi dang mdi, tién lgi hon cho
cac chiing minh vé sau

d;T = Te!, =T(d; J,). (3)
Trudng hgp cac don hinh ky di afin (vg,v1,...,v,)c, cc bién
thtt 7 clia né hién nhién nhan dugc bing cach loai bé dinh thd 4, tic:
di(Vo, V1,5« V) 0 = (V0 -+ vy Vjy ooy Un) AT S
C6 thé dé dang nhan thiy ring, cic toan t ldy bién cac don hinh
ky di théa man hé thdc:
didjT = dj_ldiT, vii 7 < J- (4)
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That vdy, do cong thic (3) ma ta chi can khing dinh cong thic
(4) dang véi T = J,,, va trong trudng hgp nay thi sy ding din cda
hé thitc gan nhu 1a hién nhién vi budc dau loai bé dinh j, sau d6 téi
dinh ¢ ciing nhu 13 budc dau loai bé dinh 4, sau d6 loai bé dinh j — 1
(vi j > i nén sau khi bé 7 va danh s6 lai thi j duge chuyén thanh
j—1).

3.3. Phiic va dong diéu ky di

Bay gio ta tién hanh xiy dung phic ky di S(X) cho khong gian
topd X bat ky. Vai mdi n > 0, ta chon S,(X) 1a nhém aben tu do
sinh béi tap tat ci cac don hinh ky di n-chiéu cta khong gian X.
Khi d6, mbi toan ti 18y bién thd ¢ cta cac don hinh ky di n-chiéu sé
xéc dinh mét dong ciu tit nhém aben S, (X) t6i nhom S,,_1(X) ma
ta ky hi¢u 1a d; : S,,(X) — S, 1(X). Hién nhién, néu T € S,,(X)
thi ;T € S,_1(X),Vi = 0,1,...,n 1a mot don hinh ki di n-chiéu.
Toén ti vi phan 0 : S,(X) — S, 1(X) dugc xéc dinh 14 tong dan
ddu clia cac dong cdu bién d;. Cu thé la

O =doT — T+ ...+ (-1)"d,T = (-1)'d;T,  (n>0)
=0

v6i mdi phén ti sinh T € S,,(X). Hién nhién 9 duge xac dinh mot
cach duy nhit vi S,,(X) 1a modun ty do vd mdi dong ciu trén modun
tu do 13 hoan toan xac dinh khi biét anh co sé.

Ta con phai chiing minh 99 = 0. That vay, véi bat ky don hinh
ky di T € S,(X) ta co

00T = > (=1)"Mdid; T+ (-1)*d;d;T

i<j i2>]
= > (~)HUIHG T+ > (—1)H did, T
J—1=i 127
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Néu ky hiéu lai cac bién cho tng thit nhat, ta dé dang nhan thdy,
c4c s6 hang clia hai tong trén 1a nhu nhau, tuy nhién ching sai khac
vé dau. Vay 99T = 0, tic 99 = 0.

Va nhu vy, ta c6 quyén néi t6i cic nhém déng diéu ciia phiic
S(X), do Ia
H,(X) = Hn(S(X)).

Ta goi H,(X) 1a nhém déng diéu ky di n-chiéu cia khong gian
topo X.
DPinh Iy 2. V6i méi n > 0, dong diéu ky di H,(X) la ham tit hiép
bién tir pham triv cdc khong gian t6pé tdi pham triw cdc nhém aben.

Ching minh. Hién nhién H,, dit mdi khong gian topd X v6i nhom
H,(X) = H,(S(X)). Cho f: X — Y la cac anh xa lién tyc. Khi
d6 véi méi don hinh ky di T € S,(X), énhxa fT: A" - X — Y
1a mt don hinh ky di cda Y, tic fT € S, (Y). Tuong ting: T — fT
x4c dinh trén tap co s6 ctia S,,(X) sinh ra dong cdu S(f) : S, (X) —
Sn(Y). Hon ntia, tur hé thdc

di(fT) = fT<l, = f(d;T)

ta suy ra 9S(f)T = S(f)O(T) v6i mbi phan t& sinh T € S,(X), do
do

Vay S(f) la phép bién déi day chuyén, S(f) : S(X) — S(Y) va
cadm sinh dong ciu

Hy(S(f)) + Hn(X) — Hp(Y).
Xem nhu bai tap, viéc kiém tra H, (X) théa cic tién dé HT1 va
HT2, xin nhuong lai cho doc gid. l

Ta cling c6 thé xay dung cac nhém doi dong diéu ky di clia khong
gian topd X ldy hé s6 trong nhom aben cho tru6c G. Bing cach tac
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dong phan ham t& Hom(—, G) 1én phtc ky di S(X) ta dugc phtc chi
s6 tréen Hom(S(X),G). Khi d6, cic nhém doi dong diéu ctia phiic
Hom(S(X),G) 1a H"(S(X),G) chinh la cdc nhom d6i dong dieu ky
di ctia khong gian X 1ay hé so trong G.

Dé y ring phic S(X) dugc xac dinh § trén c6 mot chat khong
ro rang tai nhoém So(X), dé khic phuc khiém khuyét d6 ta c6 thé bo
sung dong cau ¢ : So(X) — Z, chuyén cac don hinh ky di 0-chiéu
vao phan ti don vi 1 € Z, xem nhu la sy lam day S(X) (di nhién
cac dong cau sau Z 1a dong cau 0).

Dé dang kiém tra €0 : S1(X) — Z la dong cdu 0, do vay day bo
sung ctia S(X):

02 & Sp(X) & S1(X) o e Sp(X) -

qud 13 mot phtic. Hon ntfa, dong ciu ¢ cdm sinh nén dong ciu
41 Hy(X) — Z la mot toan ciu.

3.4. Dong luan

Muc ndy trinh bay mot cach van tit, khong chting minh, mot s¢
két qud lien quan t6i khai niém dong ludn clia cac anh xa lién tuc
trong pham trit 7p cac khong gian topd va khai niém dong luin day

chuyén céc phic.

Ta néi rang, hai 4nh xa lién tuc f, ¢ tit khong gian X vao khong
gian Y 1a dong ludn néu c6 thé bién dang lién tuc 4nh xa f t6i anh
xa g. Chinh xac hon:

Pinh nghia: Hai anh xa lién tuc f,g : X — Y dugc goi 1a dong
ludn néu ton tai 4nh xa lién tuc F: X x [0,1] — Y sao cho

F(w,O) = f(w) va F(CB: 1) :g(rc),V:c.
Khi d6 taviét: F: f~g: X — Y.
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Nhu véy, dong luan bat dau khi ¢ = 0 véi anh xa f, trdi theo tat
c& cac t thudc doan [0, 1] va két thic khi ¢+ = 1 véi anh xa g.

Pinh Iy 3. Néu f ~g: X — Y la cdc dnh xa lién tuc dong ludn
véi nhau thi cdc bién doi day chuyén cdm sinh S(f),S(g) : S(X) —
S(Y) la dong luén ddy chuyén véi nhau. B

T két qué trén day cda dinh 1y 3, két hop véi cac két qua da biét
vé cac dong luan day chuyén, ta cé

Hé qud 4. Néu cdc dnh xa lién tuc f,g: X — Y la dong ludn vdi
nhau thi cdc dong cdu cam sinh H,(f), Hy(g) : Hy(X) — H,(Y)
ciia cdc nhém dong diéu ki di la bang nhau. W
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Bai tép

Bai 3.1 Ta goi phitc S la g-biét 1ap néu S, = 0 khi n ¢ {q,q+ 1}
va dong ciu 9 : S,+1 — S, 1a don ciu. Chimg minh ring mdi phiic
X clia cac nhom aben tu do X, 1a tong truc tiép clia cac phic g-biét
lap (theo véi mdi chi s6 ¢, c6 chi mot hang td).

Bai 3.2 Ta goi phtc ¢-biét lap S cdc nhém aben 13 phtc so cap néu
Sy+1 =S, = Z hay S; = 7Z va S;11 = 0. Chtng minh rang mbi
phic ¢-biét lap S ma S, va Sy41 1a cac nhom aben ty do hitu han
sinh, 1a tong truc tiép cac phtc so cap.

Bai 3.3 Ching minh ring: mdi mot phic X véi cac X,, 1a nhém
aben tu do hdu han sinh 1a téng truc tiép cac phic so cap.

Bai 3.4 Mbi md dun A c6 thé xem nhu phic tim thudng véi 4, = A
va A, = 0 khi n # 0. Cho phic duong X va bién déi day chuyén
e: X — A. Pong luan co rat d6i véi « 1a bién d6i day chuyén
f:A— X sao cho ef = 14 va dong luan day chuyén s : 1 ~ fe.
Ching minh ring: néu bién déi day chuyén ¢ : X — A c6 dong
luén co rat thi ta ¢6 cdc nhém dong diéu H,,(X) = 0 khi n. > 0 va
€x : Hy (X) >~ A.

Bai 3.5 Ching minh tinh chit hgp Iy clia cong thic xac dinh dong
ciu ndi Op : Hpy1(Z) — H,(X) trong myc 2.2 vé day dong dieu
khép”. Chtng minh tinh chit dong ciu cta 9.

Bai 3.6 Hay mo ta cu thé dong caundi 6” : H"(X,G) — H"t'(Z,G)
gitta cac nhom doi dong diéu, sinh ra béi day khép cac phic nhom
aben c¢6 dugc khi tic dong ham t& Hom(—, G) vao day khép ngin
ché cac phitc £:0 - X - Y — Z — 0, trong dinh 1y 4 muc 2.3.
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Bai 3.7 Cho diy khdp ngén ché cac phic: F: 0 - X - Y — Z —
0, va G 1a md dun. Hay viét day doi dong dieu khép cta day khép
cac phic duge tao ra khi tic dong ham t& Hom(G, —) vao day E.

Bai 3.8 Cho day khép ngin ché cac R-médun0 - A - B — C —
0, va phiic X = {X,,,0}. Hay viét cac day d6i dong dieu khép cta
cac day khép cac phtc sau:

a) 0 — Hom(C, X) — Hom(B, X) — Hom(A, X) — 0.
b) 0 — Hom(X, A) — Hom(X, B) — Hom(X,C) — 0.
Bai 3.9 Cho day khdp ngin cic R-mo6 dun va phic X = {X,,,0},

gom cac mo dun noi xa. Chiing minh ring day cac phtc sau 1a khép,
va viét day doi dong dieu khép ctia no:

0 — Hom(C, X) — Hom(B, X) — Hom(A4, X) — 0.
(day khép ngdn cac mo dun la: 0 - A — B — C — 0).
Bai 3.10 Cho céic bién d6i day chuyén f ~ g : X — X’. Ching

minh rdng cic diy dong dieu khdp tuong Gng véi cac nén anh xa
M (f) va M(g) 1a ding c&u v6i nhau.

Bai 3.11 Cho biéu do giao hoan cic R-mé dun:

A —-— B — C —0
al B g
0 — A —- B — ('

trong do cac dong 1a khép. St dung dinh 1y diy dong dieu khép,
chiing minh ring ti biéu do trén, ta c6 diy khdp sau:

Ker a — Ker 8 — Kery — A’ /Ima — B'/Im3 — C’/Imn.
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Bai 3.12 Cho G 1a bao [6i cta cac diém doc 1ap afin: ug, uq, . .., tm.
Chiing minh ring diém v € G 1a trang v6i mot trong cic difm wu;
khi va chi khi « ludn luén 1a mot trong hai dau mat ctia doan thing
bat ky ndm trong G, chia u.

Bai 3.13 Hay tinh cac nhém dong dieu ky di H,,(X) ctia khong gian
topd X chi gom mot diém duy nhat.

Bai 3.14 Hay st dung toa do hudng tam ctia diém v bt ky thudc don
hinh mau A™ dé biéu dién cong thic cda don hinh ky di n-chiéu 7" bat
ky: T(u) = T(xo, 1, ..,2,). S dung cong thic nay dé mé ta cong
thiic ctia toan ti 13y bién thi ¢ ctia don hinh ky di 7. Tit d6 st dung
cac cong thic d6 dé ching minh he thic: d;d;T = d;—1d;T,i < j.

Bai 3.15 Cho X la khong gian topo lién thong duong. Ching minh
rang nhoém dong dieu ky di Ho(X) = Z.

Bai 3.16 Ta néi khong gian topd X 14 co rat vao diém z, € X néu
cac 4nh xa dong nhit 1y va dnh xa hing X vao z la dong luan véi
nhau. Chiing minh ring:

a) Méi tap 16i C trong khong gian Euclide 13 co rat vao bat ky
diém w € C.

b) Néu X la khong gian topd co rat vao diém z, € X thi cac
nhom dong diéu ky di H,,(X) = 0 khi n > 0 va Hy(X) = Z.
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Chuong IV
CAC HAM TU TOR, VA EXT"

§1. Phép giai

C6 nhiing cich khac nhau dé xay dung cic ham t& Tor,, va Ext™
(hai tru cot ctia dai s6 dong diéu). Tuy nhién chdng toi sé trinh bay
trong chuong ndy phép dung hai ham t& nay bang cac phép gidi xa
anh. Vi vdy ching ta bit dau bing cic khai niém va tinh chat vé
phép gidi xa anh.

1.1. Pinh nghia
Cho A 1a mot R-modun phai tiy y. Ta goi phép gidi clia A 1a
mét diy khdp cac R-modun va cac dong ciu

e Xy B X e xi B xR A0 (1)

Néi rieng, néu X,, 1a modun ty do (tuong (ing modun xa anh)
trén R v6i moi n > 0 thi (1) dugc goi la mot phép gidi tu do (tuong
tng phép gidi xa dnh) cta mddun A.
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Pinh 1y sau day khing dinh sy ton tai cda phép gidi xa anh.
DPinh Iy 1. Moi médun A trén R déu cé mét phép gidi tu do.
Chiing minh. Ta da biét ring moi moédun A déu ding cdu véi mot
mddun thuong clia mot modun tu do. Do dé ton tai mot day khép

ngian

O%XO%FO@A—)()

trong d6 F 1a modun ty do trén R. Lai vi mdédun X, ding ciu véi
mot modun thuong clda moédun tu do nén ta ciing c¢6 diy khdp ngin
0—X; %R % x,-0
trong d6 F; 1a modun tu do trén R. Nhu vy bang phép qui nap toan
hoc ta thu dugc cac diy khép ngin
0 X, F, 2 X, 1 -0
v6i moi s6 nguyén n > 0, § d6 F), 1a modun ty do trén R.

Bay gio ta lap day

On n
s n+1 —_>*—1Fn8—>Fn_1—>—>F1ﬁ>FO@>A—>O (2)

trong do F,, 1a cac modun tu do xay dung nhu trén, con

5 | Po néun =0
" ap_1fp, néun>1

Pé chiing minh (2) 13 phép gidi tu do clia A ta chi con phai
chiing minh né 1a day khép. That vy, do tinh chéit cda day khép
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ngan ta ¢o a, 1a don ciu va G, 1a toan cdu véi moi n > 0 nén ta co
Imd,, 11 = Ima,, = Ker 3, = Ker 9, tic 1a Imd,,.1 = Ker 9, véi
moi n > 0. D6 1a diu can phéi chiing minh. Il

( trén chiing ta da ching minh dugc sy ton tai phép gidi xa 4nh
ctia modun A. Trong phan con lai cta tiét ndy chdng ta sé ching t6
tinh duy nhat cda phép gidi xa anh theo nghia hai phép gidi xa anh
bat ky ctia cing mot modun A déu tuong duong dong luan.

Truéc hét ta thiét lap ménh dé sau
Ménh dé 2. Cho h: A — B la dong cdu ciia mbdun A vao médun
B bdt ky va
0 0 9
X=X Xpn—>Xpo1— - —Xg—>A4A—-0

la mot phép gidi xa dnh bat ky ciia A,

o' o o
Y: - =Y, hnw -V, >Y, 1 —----—>Yy—>B—-0
la mot phép gidi xa dnh bdt ky ciia B. Khi do, ton tai cdc dong cdu
fn: X — Y, n=>0

. A A N . ,
sao cho biéu do sau ddy la giao hodn

5} On O
- = Xpa1 ngn—>Xn_1—>-‘-—>X0—0>A—>O

P P P

01 on, 9%
=Y — Yy =Yy - =Yy —>B—-0

Cdc dong cdu f,,n > 0va h ldap thanh phép bién doi ddy chuyén
X —-Y.

Chimg minh. Vi X 13 modun xa dnh vd &' : Yy — B 1a mot

toan cdu nén theo dinh nghia cda mddun xa anh, ton tai dong ciu
R >N A . 2
fo : Xo — Yj sao cho biéu do sau day giao hoan
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tic 14 & fo = h.

Gid st v6i moi 0 < m < n da xdy dung dugc cic dong ciu
fm @ X — Yy, sao cho biu do sau day giao hoan

Xm g Xm—l

fm lfm—l

Ym i Ym—l

trong do f 1 = h.
Xét biéu do

Xn g anl 2’ Xn72
lfnfl lfn72
Yn i Yn—l i Yn—2

Vi X,, xa anh va cac dong 1a khép nén theo bai tip 4 chuong II
suy ra ton tai dong cau f,, : X,, — Y, sao cho biéu do trén day la
giao hoan. M

Nhu thé, ta da hoan thanh phép xiy dung cic dong ciu cta phép
bién d6i day chuyén: X — Y. Hon thé nifa, ching ta con ¢ két qua
sau

Ménh dé 3. Cho X,Y la cdc phép gidi xa dnh ciia cdc moédun A, B
nhu trong ménh dé 2 va f = {fu,hln > 0}, g = {gn, h|n > 0} la cdc
phép bién déi dday chuyén: X — Y. Khi dé, f dong ludn vdi g.
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Chitng minh. Ta phai xdy dung cic dong cau
kn:Xn— Yo
sao cho d'ky, + k, 10 = fn, — gn VOi Moi n.
Trudc hét ta dit k_; = 0: A — Y.
Gid st n > 0 va gid thiét da dung dugc cac dong cau
km : Xm — Ym+1, 0<m<n

sao cho
Ok + km—10 = fm — gm.

Xét biéu do

trong d6 j la dong ciu
J=fn—9n—kn-10

Khi dé ta co
alj = alfn - a/gn - a/k;n—l8
= alfn - a/gn - (fn—l —9n—1 — kn—Qa)a

= (a/fn - fn—la) - (algn - gn—la) + kp—200
= 0.

Vi X,, xa 4nh va dong 1a khdp nén theo bai tap 3 chuong II ton
tai dong cau
kp @ Xp — Yo
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sao cho
'ky, =7 =fn—9gn—kn-10.

Suy ra
6/]{:71 + knfla = fn — 9n-

Ménh dé dugc chiing minh. Il

Tt cac ménh dé 2 va 3 ta thu dugc dinh Iy sau

Pinh 1y 4. Hai phép gidi xa dnh bat ky ciia cing mdt médun A la
twong duong dong ludn.

Chiing minh. Gid st

X Xpp—Xp—Xp1— > Xg— A— 0,

X’:-~~—>X;L+1—>X1’1—>X,/1_1—>~--—>X6—>A—>O,
12 hai phép gidi xa anh cta cing modun A.
Khi d6, ton tai cac phép bién doi day chuyén

J=Afn: Xn— Xéln > -1},

g=Agn: X}, = Xp|n > -1}

trong d6 X 1 = A= X', va f_1 v g_ la ty dong ciu dong nhat
cla A.

Khi d6 ¢f dong luan véi ty dong cdu dong nhit cda X, fg dong
luan véi tu dong cdu dong nhat cia X’. A
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N ? J
§2. Ham tu xoan
Trong tiét ndy ching ta sé dinh nghia tich xoin ctia cic modun
va nghién ctiu mot so tinh chat cin ban cla né.
2.1. Pinh nghia
Cho A 1a R-mo6dun phai va
XX X=X — - —Xp—A4—-0
1a phép gidi xa anh bt ky clia A.
Phiic thu gon tuong (ng v6i phép gidi xa anh X 13
X: =X —X,—-X, 1—-— Xy—0.
Nghia 1 X 13 phic c¢6 dugc bang cach thay A béi modun 0 trong
phép gidi xa anh X clia A. V6i mdi R-modun trai B ching ta c6 day
ntia khép
X@B: - — Xp119B % X,@B % X, 1@B — -+ — Xo®B — 0
trong d6 0, 1a tich tenxo & ® i ctia dong ciu O va tu dong cau dong
nhét i cda moédun B. Véi mbi n > 0 ta dinh nghia H,(X ® B) la
tich xodn n-chiéu trén R ciia cdc médun A va B va kg hidu 1a

Tor’(A, B).
Khi vanh R da dugc chi 1, ching ta sé viét gon 1a

Tor, (A, B).

Trong truong hop n = 1 chang ta st dung ky hiéu
Tor(A, B)
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va goi no 12 tich xodn trén R cta cac modun A va B da cho.
Nhan xét rang khi n = 0 thi
TOI‘o(A, B) = H0(7® B) = (Xo (%9 B)/Im&k

Vi day
X1—>X0—>A—>O

la day khép va ham t&t (— ® B) la ham t& khép phdi nén day sau
cling khdp

X,9B% Xo9B— A9 B —0

Suy ra
(Xo® B)/Imo, = A® B.

Nhu vay
Torg(A,B) 2 A® B.

Puong nhién ching ta can phai ching té rang dinh nghia trén 1a
tot, nghia 13 tich xodn n-chiéu cda A va B

Tor’ (A, B) = H,(X ® B)
khong phu thudc vao phép gidi xa anh cia modun A.
Pinh ly 1. Cho A la R-médun phdi va
X Xpp1 — Xn— X — - — Xog— A— 0,

XX X, -X, - —2X)j—>A—0

la cdc phép gidi xa dnh bat ky ciia modun A. Véi moi R-médun trdi
B va moin >0 ta co

H,(X®B) = H,(X'® B)

trong dé X va X' lan lugt la cdc phitc thu gon tuong ving vdi cdc
phép gidi xa dnh X va X' ciia A.
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Chitng minh. Theo dinh Iy 4 cda ctia bai 1, hai phép gidi xa dnh
bat ky ctia modun A déu tuong duong dong luan, nghia 1a ton tai cac
phép bién d6i day chuyén gita hai phic X va X’
f={fn:Xn— X}In>-1},
g=19gn: X:z — Xpln > —1}
(trongd6 X { = A= X', va f 1,9 1 la ty dong cdu dong nhit cta
modun A) sao cho cac phép bién déi diy chuyén hgp thanh
9f ={gnfn:+ Xp — Xpln > -1},
fg="{fngn: X}, = X;|n > —1}
1a dong luan véi cac phép bién d6i day chuyen dong nhét cda cac day
X va X’. Khong mdy khé khin, doc gid co thé ki€m ching dugc
ring khi d6 cac phép bién déi day chuyén gida hai phtc X va X’
{fn: Xn — X;L|n > 0},
{gn : X7/1 - Xn|n > 0}7
ma dé don gidn ta vin goi
f={fn: Xn— X7/1|n > 0},
9=1{gn: X5, = Xyu|n >0},

théa gf, fg dong luan véi cac phép bién d6i day chuyen dong nhat
gitta hai phiic X va X’. Khi d6, ta c6 cac phép bién déi day chuyén

fei={f.®i:X,®B— X ® Bln> 0},

g®i={gp®i: X, ®B — X, ® Bln>0}
gitta X ® B va X’ @ B. Chtng cdm tng ra cac dong ciu

fv: Ho(X ® B) — Hy(X' @ B),
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g« Hy(X' ® B) — H,(X ® B).

Ro rang (g9 ®1i)(f ©1) va (f ©i)(g ©1i) la dong lun véi cac phép
bién d6i day chuyén dong nhat clia X ® B va X’ @ B. Do d6 g, f, va
f+9+ 12 nhiing ding cdu dong nhét cta H,, (X @ B) va H,(X' ® B).
Do d6 f, va g, 1a cac ddng cau. Pinh Iy dugc ching minh. M
2.2. Tinh chét cta tich xoin
Pinh ly 2. Néu A hay B la médun xa dnh thi

Tor,(A,B)=0,n>1

Chiing minh.
a) Truong hop A 123 modun phéi xa dnh va B 1a modun trai tuy y.

Do A 1a mdédun xa 4nh nén ton tai phép gidi xa dnh

On 0, o
XX X, BX, 1 — - — XgB A0,

trong d6 X,, = 0 v6i moin > 1, con Xy = A va 9, = 0 v6i moi
n > 1, o 1a ty dong cdu dong nhat cda médun A. Khi dé

Tor, (A, B) = H,(X ® B) = 0,n > 1.

b) Truong hop B 1a mddun trdi xa anh va A 1a médun phai tay ¥.

V6i A 1a mddun phai tiy v, ton tai phép gidi xa anh

X:o— n+1aﬂ1Xn%Xn_1—>-~~—>X0@>A—>O.
Theo bai tap 21 chuong III thi mdi modun xa dnh 13 moédun det. Do
d6, B la modun det. Suy ra ham t& (— ® B) chuyén méi diy khdp
ngdn thanh day khép ngén. Va do d6 (— ® B) chuyén mdi day khdp

155



b4t ky thanh day khép. Nhu vy, diy X ® B 1a day khép. Do do,
X ® B khép tai X,, ® B v6i moi n > 1. Vi vay,

Tor, (A, B) = H,(X ® B) =0,n > 1.1
Pinh 1y 3. Cho A la R-médun phdi va

0—>Mi>Pﬁ>A—>0

la day khép ngdn tity ¥ trong dé P la R-médun phdi xa dnh. Khi dé
ta co
Tor, (A, B) = Tor,_i1 (M, B),n > 1,

Tor(A, B) = Ker (f ® 1)

vdi moi R-modun trdi B.
Chitng minh. Goi X 1a phép gidi xa anh tuy y cda M
X — n_i_laﬂ;ana—’@Xn_l—>~--—>X0@>M—>O.

Do 9 la toan cdu va f 1a don cdu nén ta co
Ker (f0y) = Ker dp,
Im(f0p) = Im(f).

Ta x4y dung dugc phép gidi xa anh X* clda A nhu sau

Xn,-1 néun>0

X=X P néun =0
A néun=-1

Op_1 néun>1

of =< fdy néun=1
g néun =0
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nghia la

XX, Bxr o oxpAx % plas

Khi d6, v6i moi n > 1 ta c6

1%

Tory, (A, B) Ker (05, ®1)/Im(0;, 1 ®1)
Ker (0p—1 ®1)/Im(0, ® 1)

TOI"n,1 (A, B) .

1%

I

Pé két thic ching minh cda dinh 1y ta con phéi chiing minh
ding cau thd hai, Gng véi n = 1. Theo tinh chit khép phai cda tich
tenxo, tif tinh chit khép cta day

X8 x,B M0

suy ra day

X, @B X0 B Mo B -0
cling khdp. Vi vy ta ¢

Tor(A,B) = Ker (9] ®1)/Im(d5 ® 1)
Ker (f80 X z)/Im((?l (024 Z)
= Ker (fao X i)/Ker (80 X Z)

Xét anh xa

p:Ker(fop®i) — Ker(f®i)
x — (O ®1i)(x).

Vi (0 ® i) 1a dong cau nén dé dang suy ra ¢ ciing la dong cdu. Hon
nia,
Ker ¢ = Ker (9y ® 7).
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Do d6 ta c¢6 ddng ciu
Ker (foy ®i)/Ker (0 @ i) = Ker (f ®@1).
Va nhu véy ta dugc
Tor(A, B) 2 Ker (f ® 1).

binh 1y dugc chiing minh. Wl
2.3. Tich xoién cta cac dong cau

Choh:A— A'la dong ciu ctia cic R-modun phdiva k : B — B’
13 dong ciu cta cac R-modun trai. Gid st X va X’ 1a cac phép giai
xa anh ctda cdc modun A va A’ tuong dng. Khi do, ton tai phép bién
doi day chuyén gitda X va X’

f=A{fn: X0 = X}n > —1}
sao cho f 1 = h. Xét
{fu: X — Xpln > 0}

1a phép bién d6i day chuyén gitta X va X’/ ma d€ don gidn ta van goi

la
f:{fn3Xn_>X7lz|nZO}

Bing cach 14y tich tenxo véi dong ciu k ta c6 phép bién déi day
chuyén

fk={fa®k:X,®B— X, ®Bln>0}
clia X ® B vao X’ ® B. Vi thé f ® k cAdm sinh ra cac dong ciu
(f ® k)4 : Tor, (A, B) — Tor, (A, B"),n > 0.
Dé thdy ring cac dong cdu (f @ k), khong phu thudc vao phép
bién d6i day chuyén f ma chi phu thudc vao cac dong ciu h va k.
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Dong ciu (f ® k)u, dugc goi 1a tich xodn n-chiéu trén R clia cic
dong cau h, k va dugc ky hiéu la

Tory, (h, k) : Tor, (A, B) — Tor, (A, B')

Vi n =1, ta con st dung ky hiéu
Tor(h, k) : Tor(A, B) — Tor(A, B)
va goi 1a tich xodn trén R cla cac dong cdu h va k.
Véin =0, ta cd

Torg(h, k) =h Q k.

Tit cac két qua trén ta thu duge dinh Iy sau day
Pinh 1y 4. Tor, la ham tt hi¢p bién cia hai bién, n > 0. NOi
riéng, Tor,(—, B) (tuong iing Tor,(A,—)) la cdc ham i hiép bién
tit pham trit Modpg (tuong ving pham trii RMod) tdi pham tri Ab, vdi
moi modun trdi B (tuong iing moi médun phdi A). B
2.4. Céc day khép ctia ham t& xoin

Gid st A 1a R-mo6dun phai va
0-8BLB%B 0

1a day khép ngin clia cac R-mddun trdi. A c6 phép gidi xa anh la

0, On o
X oo Xp X, BXy = —Xg2A-0

Theo tinh chat ctia médun xa dnh ta c6 cic day khdp ngin

0—-X, B - X,®B—X,®B" =0
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v6i moi n > 0. Vay ta dugc day khép ngin cac phic

0-X®B - X®B—-X®B"—0.
Do dé ta dugc day dong dieu khép
s Hyn(XeB" % H.(XeB) L H,(X 2 B)

“1XeoB) 2 H, (XoB)— -

trong d6 f, va g, dugc xac dinh béi cac phép bién d6i day chuyén
i® fvai®gvadladong cau noi nhu da néi trong bai 2 chuong II.

Theo dinh nghia
Tor, (A, B) = H,(X ® B),n >0
do d6 ta c6 dinh ly sau

Pinh Iy 5. Véi moi R-médun phdi A va moi day khdp ngdn bdt ky
cdc R-médun trdi:

0-BLBLB -0

ta co day khdp
-+ — Tory, (A, B') et Tor, (A, B) £ Tor, (A, B") A Tor,—1(A, B)

s Tor(A, BN % A0 B A9 B A0 B —0
trong dé f. = Tor, (i, f), g« = Tory(i,g). A

Béng cach lap luan tuong tu nhu trén day chang ta dé dang thu
dugc dinh 1y sau
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Pinh Iy 6. V6i moi R-modun trdi B va moi day khdp ngdn

0-AL A% Ao

ciia cdc R-mdédun phdi, ta cé day khdp
-+ — Tor, (4", B) Eid Tor, (A, B) 25 Tor, (A", B) KA Tor,,_1(A’, B)

o Tor(A"B) 2 A 9B AeBE A9 B - 0.

§3. Ham td mé rong

3.1. Pinh nghia
Cho A va B la cic R-modun trai va
X = n+1anan_1—>---—>X0—>A—>O

13 phép gidi xa anh cta A. Phic thu gon tuong tng véi X 1a
X = X1 2 X0 2 X == Xg— 0
Xét day nda khép
Hom (X, B) : 0 — Hom(Xg, B) % Hom(X{, B) — - --

-+ — Hom(X,, B) > Hom(Xp41, B) — - -
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trong d6 cac dong cdu § = Hom(d, i), v6i i 1a ty dong cdu dong nhat
cta médun B. V6i mdi s6 nguyén duong n, nhém doi dong dieu
H"(Hom(X, B)) dugc goi 1a tich mé rong n-chiéu trén R cla cac
modun A va B da cho va dugc ky hiéu la

Ext:(A, B).

Khi vanh R da dugc chi rd, ta st dung ky hiéu don gidn hon
Ext"(A, B).

V6i n = 1, ta dung ky hiéu
Ext(A, B)
va g0i no 1a tich mé rong clia cic modun A va B.
Truong hop n = 0 ta c6
Ext’(A, B) = H'(Hom(X, B)) = Ker (")
véi §° : Hom(Xy, B) — Hom(X1, B)

Vi day
X1—>X()—>A—>0

la day khép va ham t&r Hom(—, B) 1a ham t& khép trdi nén day sau
cting khdp

0 — Hom(A, B) — Hom(Xj, B) 5 Hom(X;, B)

Suy ra
Ker (0°) = Hom(A, B).

Va nhu vy ta ¢6 ddng ciu

Ext’(A4, B) = Hom(A, B).
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Pé ching té ring dinh nghia tich mé réng nhu trén 1a hgp Iy ta
con phai chiing minh riing cdc nhom déi dong dieu H™(Hom(X, B))
khong phu thudc vao cach chon phép gidi xa anh cda moédun A, nghia
1a néu X’ ciing 1a phép gidi xa anh cta A thi

H"(Hom(X, B)) = H"(Hom(X’, B)).
Ban doc c6 thé dé dang thiét lap dugc phép ching minh bing

cach ”1ay d6i ngiu” phép chiing minh cta dinh Iy 1 trong tiét 2. Sau
day ching ta cling néu lén vai tinh chat don gidn cta tich mé rong.

3.2. Tinh chét ctia tich mé rong
Pinh ly 1. Néu médun trdi A la xa dnh thi
Ext"(A,B) =0
vdi moi s6 nguyén duong m va véi moi R-mddun trdi B.

Chitng minh. Vi A 13 R-mddun trdi xa anh nén c6 phép gidi xa dnh

X:---—>Oa—">0—>---—>0i>A%>A—>O

trong d6 9,, = 0 v6i moi n > 1, 9y 1a ty dong cau dong nhat cta
modun A. Do d6 v6i n > 1 thi

Ext"(A, B) = H"(Hom(X, B)) = 0.
Pinh Iy dugc ching minh. W
Pinh ly 2. Néu B la R-médun trdi ndi xa thi
Ext"(A,B) =0
vdi moi s6 nguyén duong n va moi R-modun trdi A.

Chitng minh. Goi X 1a mot phép gidi xa anh bat ky cta A. Vi X i
day khép va B la modun ndi xa nén ta suy ra diy Hom(X, B) cling
la day khép. Vay ta co

Ext™(A, B) = H"(Hom(X, B)) = H"(Hom(X, B)) =0
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v6i moi s6 nguyén duong n. W

Pinh 1§ 3. Cho A va B la cdc R-médun trdi tiry ,

la mot day khép ngdn tiry ¥, trong dé P la médun trdi xa dnh trén
R. Khi do ta co

Ext"(A, B) = Ext"" (M, B),n > 1,

Ext(A, B) = Coker[Hom(f,7)].

Chitng minh. Xét phép gidi xa dnh cta M
X:— n+1aﬁan%Xn_1—>---—>X0@>M—>O.

Ta xdy dung phép gidi xa d&nh X* cia médun A nhu sau:

trong d6

Ta dé dang kiém tra tinh chat khdp tai X; va P clia day X*. That
vay,
Ker (f0y) = Ker(dy) (do f1a don cdu)
— Im@) (do X khép).
Im(fdy) = Imf (do 9o la toan ciu)
= Kerg (do tinh chat khép cda day khép ngin).
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Do do X* khép tai X, P va vi vady X* 1a mjt phép gidi xa dnh
ctia modun A.

Theo dinh nghia cta tich mé rong, véi moi n > 1 ta c6

Ext"(A,B) = H"(Hom(X*, B))

H"(Hom(X™, B))

Ker (Hom(0;,,1))/Im(Hom(0;,_;,17))
Ker (Hom(0p—1,1))/Im(Hom(0,,—2,17))
= Ext" (M, B).

Theo tinh chat khép tréi cda ham t& Hom(—, B), ti tinh chét
khép cta day
X2 xo B M0
suy ra day sau cting khép

0 — Hom(M, B) Hom(80,%) Hom(Xy, B) Hom(3:.) Hom(X, B).

Do d6, ta c6 Hom(dp, ) la don ciu va Im(Hom(9y, 7)) = Ker (Hom(dy,17)).
Vi vdy ta co
Ext(A,B) = Ker(Hom(05,1))/Im(Hom(9j,1))
= Ker (Hom(04,1))/Im(Hom(f0y,1))
Im(Hom(0y, ) /Im(Hom( f0p, 7))
Hom(M, B)/Im(Hom(f, 1))
Coker(Hom(f,1)).

I

Pinh Iy dugc ching minh. W
3.3. Tich mé rong clia cic dong ciu
Xét cac dong cau
h:A - Ak:B— B
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clia cic modun trai trén R.

Gid sit X va X’ 1a cac phép gidi xa anh cda cac moédun A va A’
tuong tng. Khi do, ching ta c6 phép bién d6i day chuyén gida cta
X' vao X

f={fa: X}, = Xnln > —1}

sao cho f_1 = h. Khi do
{fn: X}, = Xnln > 0}
ma dé don gidn ching ta van goi
f=A{fn: X}, = Xnn = 0}

12 mot phép bién d6i day chuyén cta X’ vao X. Theo tinh chét cta
ham t& Hom ching ta ciing c¢6 phép bién déi day chuyén

Hom(f, k) = {Hom(fn, k) : Hom(X,,, B) — Hom(X,,, B')|n > 0}
ctia diy Hom(X, B) vao diy Hom(X’, B').
Goi dong cdu cdm sinh
Hom(f, k)™ : Ext"(A, B) — Ext™(A", B')
1a tich mé réng n-chiéu trén R cla cac dong cau h, k va ky hiéu la

Ext"(h, k) : Ext"(A, B) — Ext™ (A, B').

Khi n = 1, ta cling dung ky hiéu
Ext(h, k) : Ext(A, B) — Ext(A4’, B")
va goi n6 1a tich mé rong clia cac dong ciu h, k.
bat biét khin =0 ta ¢
Ext®(h, k) = Hom(h, k).
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Doc gid co thé kiém tra dé dang ring tich md rong n-chidu cac
dong cidu dugc chang ta dinh nghia nhu trén hoan toan khong phu
thudc vao su lua chon cac phép gidi xa dnh cta A va A’ ciing nhu
cach chon phép bién déi day chuyén f : X’ — X. Nhu vdy, ta thu
dugc dinh ly sau

Dinh Iy 4. Tich mé réng n-chiéu Ext™ la ham tit ciia hai bién, phdn
bién theo bién thit nhdt va hiép bién theo bién thit hai. Néi riéng,
Ext"(—, B) (tuong iing Ext™ (A, —)) la cdc ham tik phdn bién (tuong
ng hiép bién) tir pham triv cdc moédun va cdc dong cdu téi pham tri
Ab cdc nhém aben, véi moi médun A (tuong ing moi moédun B). B

3.4. Cac day khdp cia ham td mé rong

Cho A la modun trai tay y trén R va

0-8BLBLB 0

12 mot day khép ngdn bat ky cda cac modun trai trén R.

Gia st

0, Io]
X — Xp X, Xg B A0

12 mot phép gidi xa anh ctia A. Theo tinh chit cta mddun xa anh ta
c6 cac day khép ngin

0 — Hom(X,, B') ") Hom(X,,, B)

HO%&Q) HOm(Xn, B//) N 0

trong d6, nhu thuong 1¢ 4,, 14 dong ciu dong nhat ctia médun X,,.
Tu d6, ching ta thu duge day khép ngén cic phic

0 — Hom(X, B') "% Hom(X, B) "%” Hom(X, B") — 0.
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Day khép nay cdm sinh ra day doi dong diéu khép

*

-+ — H"(Hom(X, B)) AN H"(Hom(X, B)) &

%, H"(Hom(X, B")) % H"™*'(Hom(X, B')) — - --
Lai vi H"(Hom(X, B)) = Ext" (A4, B) nén ta ¢6 dinh Iy sau
Pinh 1§ 5. Néu A la médun trdi trén vanh R va
0-BLBLB ~0

la mot day khdp ngdn cdc modun trdi trén R, thi ta cé mot day khdp

0 — Hom(A, B) Hom(i,f) Hom(A, B) Hom(3,9) Hom(A, B”)

5 Ext(A,B') — -+ — Ext™(A, B') L Ext"(A, B)

g, Ext"(A, B") LN Ext""1(A,B) — --- .
|

Pinh 1y 6. Néu B la médun trdi trén R va

0-ALasa o
la day khdp ngdn nhitng médun trdi trén R, thi ta ¢6 ddy khdp
0 — Hom(A”, B) Hom(g:?) Hom(A, B) Hom(£) Hom(A4’, B)
3, Ext(A", B) — - - — Ext"(A", B) £ Ext"(A, B)

L Ext™(A', B) % Ext"™1 (A", B) — .- .
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Bai tép

Bai 4.1 Ta dinh nghia phép gidi ndi xa cila mot modun trai A trén
vanh R la day khép

X:0-A-X-x ..o x5 x5 XHL L
nhiing modun trédi trén R, sao cho X™ 1a mddun ndi xa véi moi n > 0.
Hay chiing minh rang moi mddun trai A trén R déu c6 phép gidi noi
xa va bat ky hai phép gidi noi xa ndo cta cing mot médun A déu
tuong duong dong luan.

Bai 4.2 Ching minh ring moi médun A trén vanh chinh R déu c6
mot phép gidi tu do X véi X,, = 0 v6i moi n > 1.

Bai 4.3 Ching minh ring véi moi R-mddun phdi A, moi phép gidi
xa anh Y ctia R-modun trdi B ta c6
Tor,(A,B) = Hy(A®Y).

Bai 4.4 Cho
O—>A'i>P—>A—>O

1a day khép ngin ctia cic R-mddun phai va
0B %Q—-B—0

1a day khép ngin ctia cac R-mddun trai trong do P va @ 1 caic mdédun
xa anh. Chting minh ring

Tor, (A, B) = Tor,,_s(A’, B")
v6i moi n > 2 va

Tora(A, B) = Ker (f ® g).

169



Bai 4.5 Cho A 1a R-modun phai bat ky véi ¢ 1a dong cau dong nhat
clia n. Chiing minh ring cac phat biéu sau 13 tuong duong

a) Tor(A, B) = 0 v6i moi modun tréi B trén R.
b) Tor, (A, B) = 0 véi moi n > 0 va moi mddun trai B trén R.

¢) Néu f : X — Y la don cdu clia cic mddun trdi trén R thii® f
cing vay.

d) Moi day khép nhing modun trai trén R vin con khép dudi
phép nhin tenxo véi A.

e) V6i moi modun trai B trén R va moi day khdp ngin cac modun
phai trén R
0—-A —-A"—>A-0

day sau bao gi¢ ciing khép

0-A®B—-A"®B— A B — 0.

Bai 4.6 Xét trudng hop vanh R 1a vanh Z tit ca cac s6 nguyén. Vi
hai nhom aben bat ky A va B. Pgt S 1a tip con cta tich Descartes
W = A x B x Z gom tat cd cic phin td (z,y,n) € W sao cho
nz = 0 trong A va ny = 0 trong B. Goi F' 1a nhom aben tu do sinh
ra béi tip S va G 1a nhém con nhd nhét clia F chia tat cd cac phan
ti dang
(331 + x2,Y, n) - (-7317 Y, ’I’L) - (‘/L‘Qa Y, ’I’L),
(:anl + y27n) - (:Evylan) - (‘T?y%n)a
(.’I?, Y, mn) - (mx, Y, n)v
(ZL‘, Y, mn) - (m, my, n)a
v6i mbi bo ba trong diu ngodc 1a cac phan ti cta S. Hiy ching minh
rang
Tor(A, B) = F/G.
Tir d6 suy ra rang Tor(A, B) = 0 néu A hoic B khong xoin.
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Bai 4.7 Chiing minh rang v6i hai médun bat ky A va B trén mot
mién idéan chinh R ta c6

Tor,, (A, B) = 0 v6i moi n > 1,
Tor(A, B) = Ker (f ®1),
trong d6 f @i la tich tenxo ctia dong cidu f : A’ — F trong mot day
khép ngin bat ky
0-ALF%A 0

v6i dong ciu dong nhat i cda B. G day F 1a modun tu do bat ky trén
R.

Bai 4.8 Chiing minh rang v6i mdi médun phdi A bat ky trén mot
mién idéan chinh R va mot day khép ngan bat ky

08 LBLB 0

nhiing moédun trai trén R, ta c6 day khdp
0 — Tor(A, B") — Tor(A, B) — Tor(A, B”)

2>A®B’—>A(X)B—>A®B”—>O.
§ day 0 1a dong ciu néi, con cac dong ciu khéc 1 tich xofn va tich
tenxo ctia dong cdu dong nhit i : A — A va cac dong cdu f va g
tuong tng.

Bai 4.9 Néu A va B la cic nhom aben hitu han, chiing minh rang
A® B = Tor(A, B).

Bai 4.10 Cho A va B 1a cac modun trai trén R. Chon phép gidi nji

xa bat ky Y ctia B. Chiing minh rdng véi moi s6 nguyén duong n ta

co
H"[Hom(A,Y)] = Ext"(A, B).
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Bai 4.11 Cho A va B la cac modun trai trén R va mot day khdp
ngan bat ky
0—-B—J—B -0

v6i mot médun ndi xa J trén R. Chimg minh ring
Ext™(A, B) = Ext" (A, B'),n > 1
Ext(A, B) = Coker[Hom(i, g)].

Bai 4.12 Cho cic day khép ngin

O—>A'i>P—>A—>O,
0-B—=J%B —0

nhitng modun tréi trén R, trong d6 P 1a modun xa dnh va J 1a médun
ndi xa. Chting minh ring

Ext"(A, B) = Ext"2(A', B'),n > 2
Ext?(A, B) = Coker[Hom(f, g)].

Bai 4.13 Ching minh rang v6i mdi modun trai bat ky A trén vanh
R, cac phat biéu sau day la tuong duong

a) A la xa anh.

b) Ext(A, B) = 0 v6i moi mddun trdi B trén R.

¢) Ext™(A, B) = 0 v6i moi n > 0 va moi mddun trai B trén R.
Bai 4.14 Chiing minh ring véi mot modun trai bat ky B trén R céac
phat biéu sau day 1a tuong duong

a) B 1a noi xa.

b) Ext(A, B) = 0 v6i moi mddun trai A trén R.

¢) Ext"(A, B) = 0 v6i moi n > 0 va moi mddun trai A trén R.
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Bai 4.15 Chiing minh ring véi mdi médun A bat ky trén mién idéan
chinh R va mbi day khép ngin bat ky

0-8BLBLB 0

nhiing moédun trai trén R, ta c6 day khdp

0 — Hom(A, B') — Hom(A, B) — Hom(A, B")

LA Ext(A, B') — Ext(4, B) — Ext(A, B") — 0

trong d6 6 13 dong cau néi con cac dong ciu khac 1a cac Hom va tich
mé rong ctia dong cau dong nhat i : A — A va cac dong cdu f va g
tuong Gng.
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