
LỜI NÓI ðẦU 
 
 Lý thuyết xác suất là bộ môn toán học nghiên cứu tính qui luật của các hiện 
tượng ngẫu nhiên. 

Các khái niệm ñầu tiên của xác suất do các nhà toán học tên tuổi Pierre Fermat 
(1601-1665) và Blaise Pascal (1623-1662) xây dựng vào giữa thế kỷ 17, dựa trên việc 
nghiên cứu các qui luật trong các trò chơi may rủi. Do sự hạn chế của trình ñộ toán học 
ñương thời, nên suốt một thời gian dài các trò chơi may rủi vẫn là cơ sở duy nhất cho 
các khái niệm và phương pháp của lí thuyết xác suất với công cụ chủ yếu là phép tính 
tổ hợp và số học sơ cấp. Hiện nay, tuy lí thuyết xác suất ñã có nền tảng toán học ñồ sộ, 
nhưng các phương pháp "ngây thơ" ban ñầu ñó vẫn còn tác dụng, ñặc biệt ñối với các 
ngành khoa học thực nghiệm. 

Việc giải quyết các bài toán nảy sinh trong lí thuyết sai số và ño lường ñã ñem 
lại bước phát triển mới cho lí thuyết xác suất. Các nhà toán học Jacob Bernoulli (1654-
1705), A.Moivre (1667-1754), Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855), Poisson 
(1781-1840) ñã có công lao xứng ñáng phát triển lí thuyết xác suất bằng phương pháp 
giải tích. 

Từ giữa thế kỉ 19 ñến ñầu thế kỉ 20, sự phát triển của lí thuyết xác suất gắn liền 
với tên tuổi các nhà toán học Nga như Bunhiacốpxki (1804-1889), Trebưsep (1821-
1894), Markov (1856-1922) và Liapunov (1857-1918). 

Trong quá trình phát triển mạnh mẽ của của lí thuyết xác suất, vấn ñề xây dựng 
một cơ sở toán học chặt chẽ trở thành cấp thiết. Sự ra ñời của lí thuyết tập hợp và ñộ 
ño ñã cung cấp công cụ toán học giải quyết vần ñề này, và vinh quang xây dựng lí 
thuyết xác suất tiên ñề thuộc về nhà toán học Nga Kolmogorov (1929). 

Sự ra ñời của thống kê toán học bắt nguồn từ các vấn ñề thực tiễn và dựa trên 
những thành tựu của lí thuyết xác suất. Các thí nghiệm trong các ngành khoa học khác 
nhau như vật lý, hóa học, sinh học, y học, ... phụ thuộc vào nhiều yếu tố ngẫu nhiên 
như con người, môi trường,... Do ñó kết quả thực nghiệm thường là các ñại lượng ngẫu 
nhiên. 

Có thể ñịnh nghĩa thống kê toán học là ngành khoa học về các phương pháp 
tổng quát xử lý các kết quả thực nghiệm. Cùng với sự phát triển của lí thuyết xác suất, 
thống kê toán học ñã có bước tiến nhanh, với sự ñóng góp của các nhà toán học như  
Gantơn (1822-1911), Piếcxơn (1857-1936), Cramer, Fisher, Von Neuman, ... Thống kê 
toán học ñã có các ứng dụng hiệu quả trong nhiều lĩnh vực khoa học, công nghệ, kinh 
tế và xã hội khác nhau như vật lí, hóa học, cơ học, sinh vật, y học, dự báo, khí tượng, 
thủy văn, vô tuyến, ñiện tử, ngôn ngữ học, xã hội học, ... 
 Có thể nói lí thuyết xác suất và thống kê toán học ñã trở thành kiến thức cơ sở 
không thể thiếu của mỗi kỹ sư tương lai. 
 Giáo trình ñược biên soạn lần ñầu nên chắc chắn còn nhiều khiếm khuyết. Tác 
giả chân thành cảm ơn những ý kiến ñóng góp quý báu của ñộc giả ñể giáo trình ngày 
một hoàn thiện. 
 Xin chúc các bạn thành công! 
 

ðà nẵng 1/2005 
Tác giả.  
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CHƯƠNG 0 
GIẢI TÍCH KẾT HỢP 

 
I. TẬP HỢP 
 
1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 
• ð�nh ngh ĩa: Khái niệm tập hợp là khái niệm nền tảng cho toán học cũng như ứng 
dụng của nó.  Tập hợp là khái niệm nguyên thuỷ không ñịnh nghĩa chính xác dựa 
trên các khái niệm khác. Tập hợp  ñược coi là kết hợp các ñối tượng có cùng bản 
chất (thuộc tính, dấu hiệu ) chung nào ñó. 
 Tập hợp thường ñược ký hiệu bằng các chữ cái  A, B, C , ...  Các phần tử của 
tập hợp ký hiệu bằng các chữ thường  a, b, c,... 
 ðể chỉ  x  là phần tử của tập hợp  X ta viết : 

x  ∈  X  (ñọc :  x   thuộc  X ) 
 
 ðể chỉ  x  không phải là phần tử của X ta viết : 

x  ∉  X  (ñọc :  x  không  thuộc  X ) 
 
 Tập không có phần tử gọi là tập rỗng và ký hiệu   ∅. 
 
•  Bi�u di�n t�p h�p: 

Có hai cách biểu diễn tập hợp như sau 
(i) Liệt kê các phần tử : 

+ Ví dụ 
 A = { a, b, c } 
 X = { x1, x2, ... , xn } 
 

(ii) Biểu diễn tập hợp bằng cách mô tả tính chất : 
+ Ví dụ 
 C = { n  |  n là số chẵn } 
 Y = { x  | x là nghiệm phương trình  x2 + 2x - 5 = 0 } 
 
•  L�c lư�ng t �p h�p:   
 Số phần tử của tập  A, ký hiệu là  |A|, gọi là lực lượng của tập A.  
 Nếu  |A| < ∞∞∞∞ , ta nói  A  là tập hữu hạn, nếu |A| = ∞∞∞∞ , ta nói A là tập vô hạn.  
 Trong chương trình này ta giả thiết  các tập hợp là hữu hạn. 
 
•  Quan h 
 bao hàm : Cho hai tập A, B. 

Nếu  mỗi phần tử thuộc A cũng thuộc B ta nói  A là tập con của B và ký hiệu 
A  ⊂  B 

 
 Nếu  A  không phải tập con của  B  ta ký hiệu 

A  ⊄  B 
 
 Nếu A  ⊂  B   và   B  ⊂  A  ta  nói   A  bằng  B   và  ký hiệu 

A  =  B 
 
 Nếu A  ⊂  B , A ≠ ∅  và   B  ≠  A, thì  ta  nói   A là tập con thực sự của  B. 
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+ Ví dụ 
 (i) Tập rỗng ∅ có lực lượng bằng 0, |∅| = 0. Với mọi tập A, ∅ ⊂ A. 
 (ii) Cho ña thức P(x). Ký hiệu  S = {x | P(x) = 0}. S là tập hữu hạn. 
 (iii) Ký hiệu 
  N  là tập số tự nhiên, N = {0, 1, 2, … }; 
  Q  là tập số hữu tỷ; R  là tập só thực. 
 Ta có   N ⊂⊂⊂⊂ Q ⊂⊂⊂⊂ R. 
 
 
 Bây giờ ta xét tập hữu hạn  A. Ký hiệu tập tất cả tập con của A là  P(A) 
 
• ðịnh lý 1 .  Nếu   |A| = n  , thì  |P(A)| =  2n 
 Chứng minh. Quy nạp theo  n. 
 
 
2. CÁC PHÉP TOÁN TẬP HỢP 
 
 Cho các  tập  A, B, X1, X2, ... , Xn ( n ∈ N ) là các tập con của tập “vũ trụ” U 
nào ñó. Ta ñịnh nghĩa các phép toán sau. 
 
+ Phép hiệu:  Hiệu của A và B, ký hiệu  A \ B  là tập: 
 

A \ B  =  { x  x  ∈ A  &  x ∉  B } 
 
+ Phần bù:  Phần bù của A (trong U ) là tập 
 

A   =  U  \  A 
 
+ Phép  hợp:  Hợp của A và B, ký hiệu  A ∪  B  là tập 
 

A ∪ B  =  { x | x  ∈ A  hoặc  x ∈  B } 
 
 Tương tự, hợp của  X1, X2, ... , Xn  là tập 
 

}Xxn,kk,1| {x k
1

∈≤≤∃=
=
∪

n

i
iX  

 
+ Phép giao:  Giao của A và B, ký hiệu  A ∩  B  là tập 
 

A ∩ B  =  { x  x  ∈ A  &  x ∈  B } 
 
 Tương tự, giao của  X1, X2, ... , Xn  là tập 
 

}Xxn,kk,1| {x k
1

∈≤≤∀=
=
∩

n

i
iX  
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+ Tích ðề-các 
 
 - Tích ðề-các của hai tập A, B là tập 
 

A x B = { (a,b) a ∈ A  &   b ∈ B } 
 
 - Tích ðề-các của các tập X1, X2, ... , Xn là tập 
 

X1x X2 x ... x Xn = { (x1, x2, ... , xn)  x1∈ X1  & x2 ∈ X2  & ... & xn  ∈ Xn } 
 
+ Phân hoạch: 

- Nếu A ∩ B  =  ∅, ta nói  A  và  B  rời nhau. 
 

- Nếu các tập  X1, X2, ... , Xn   thoả 
 

A =  X1 ∪  X2 ∪ ... ∪ Xn 
 
và  chúng rời nhau từng ñôi một, ta nói { X1, X2, ... , Xn }  là một phân hoạch của tập 
hợp A. 
 
• ð�nh lý 1 .  Giả sử { X1, X2, ... , Xn }  là một phân hoạch  của tập S. Khi ñó 
 

S= X1+ X2 + ... + Xn  
 Chứng minh. Hiển nhiên. 
 
 
• ð�nh lý 2 . Cho các tập A, B, C trong tập vũ trụ  U, khi ñó ta có : 
 (i) Luật kết hợp : 

( A ∪ B ) ∪ C  =  A ∪ ( B  ∪ C ) 
( A ∩ B ) ∩ C  =  A ∩ ( B  ∩ C ) 

 
 (ii) Luật giao hoán : 

A ∪ B  =   B  ∪  A 
A ∩ B  =   B  ∩ A 

 
 (iii) Luật phân bố : 

A ∪ ( B  ∩ C )  =  (A ∪ B) ∩ (A ∪ C ) 
A ∩ ( B  ∪ C )  =  (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ) 

 
 (iv) Luật ñối ngẫu De Morgan: 
 

BABA ∩=∪  & BABA ∪=∩  
 

∩∪
n

i
i

n

i
i XX

11 ==

=  & ∪∩
n

i
i

n

i
i XX

11 ==

=  

 
 Chứng minh. (bài tập). 
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• ð�nh lý 3  (về lực lượng tập hợp). 
(i)   Lực lượng tập con: 

A  ⊂ B  ⇒  |A| ≤  |B| 
 
(ii)  Lực lượng của hợp 

A  ∪  B = A+ B − A ∩ B  
 
(iii) Nguyên lý bù trừ Poincaré: 
 

( )∑ ∑
= ≤≤≤≤≤

−

=








∩∩∩−=

n

m niii
iii

m
n

k
k

m

m
AAAA

1 ...1

1

1 21

21
...1∪  

 
(iv) Lực lượng tích ðề-các 
 

X1x X2 x ... x Xn = X1. X2 . ... . Xn  
 

(v) Lực lượng tương ñương: 
 

|A| = |B|   ⇔  Tồn tại song ánh từ A vào B. 
 
 Chứng minh. (bài tập). 
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II. GIẢI TÍCH KẾT HỢP 
 
1. BÀI TOÁN GIẢI TÍCH KẾT HỢP 
 
 Trong thực tế ta thường gặp bài toán sau: Cho một tập hữu hạn X. Các phần 
tử của X ñược chọn và ghép theo quy luật nào ñó. Hãy tính số nhóm tạo thành. 
Ngành toán học nghiên cứu các bài toán loại này gọi là Giải tích kết hợp. 
 
• Ví d�:  Công ty phát hành sách bán sách thông qua hệ thống hiệu sách. Giả sử có 
12 ñầu sách và các ñầu sách ký hiệu là 1, 2, …, 12. Có 3 khách hàng ñến hiệu sách 
ñặt mua, mỗi người 1 quyển. Gọi x1, x2, x3  lần lượt là quyển sách mà khách hàng 
thứ nhất, thứ hai, thứ ba ñặt mua ( x1, x2, x3 ∈ {1, 2, … , 12 } ). 
 
 Hỏi có bao nhiêu bộ  (  x1, x2, x3 ) ? 
 
 Kết quả bài toán ñếm này phụ thuộc vào việc ai giao sách: hiệu sách hay công 
ty. 
 
(i) Trường hợp 1:  
 Người giao sách là hiệu sách và các khách hàng ñặt mua các ñầu sách khác 
nhau. 
 Khi ñó hiệu sách cần biết thứ tự của bộ ( x1, x2, x3 ). Số bộ (  x1, x2, x3 ) sẽ là 

12.11.10 = 1320 
 
(ii) Trường hợp 2:  
 Người giao sách là hiệu sách và các khách hàng có thể ñặt mua các ñầu sách 
giống nhau. 
 Khi ñó hiệu sách cần biết thứ tự của bộ ( x1, x2, x3 )  và  x1, x2, x3  có thể giống 
nhau . Số bộ (  x1, x2, x3 ) sẽ là 

123 = 1728 
 
(iii) Trường hợp 3:  
 Người giao sách là công ty  và các khách hàng ñặt mua các ñầu sách khác 
nhau. 
 Khi ñó công ty không cần biết thứ tự của bộ ( x1, x2, x3 ). Số bộ (  x1, x2, x3 ) sẽ 
là 

12.11.10 / 1.2.3 = 1320 / 6 = 220 
 
(iv) Trường hợp 4:  
 Người giao sách là công ty  và các khách hàng có thể ñặt mua các ñầu sách 
giống  nhau. 
 Khi ñó công ty không cần biết thứ tự của bộ  (x1, x2, x3 )  và  x1, x2, x3  có thể 
giống nhau. Số bộ (  x1, x2, x3 ) sẽ gồm các trường hợp sau: 
 + Trường hợp 3 người cùng ñặt mua 1 ñầu sách:  
  có  12  khả năng. 
 
 + Trường hợp 3 người cùng ñặt mua 2 ñầu sách:  
  có   C(12,2). 2 = 132  khả năng ( C(n, k) là số tổ hợp chập k của n phần 
tử). 
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 + Trường hợp 3 người cùng ñặt mua 3 ñầu sách:  
  có    220   khả năng. 
 
 Tổng cộng số bộ  (x1, x2, x3 )  là 
 

12 + 132 + 220 = 364 
 
 
2.  CÁC KẾT HỢP CƠ BẢN 
 
a) Nguyên lý nhân: 
 Xét bài toán giải tích kết hợp ở trên. Ta giả sử mỗi nhóm kết hợp các phần tử 
của tập X ñược xây dựng qua k bước: 
 

Bước 1  có  n1  khả năng 
Bước 2  có  n2  khả năng 

. . . 
Bước k  có  nk  khả năng 

 
 Khi ñó số nhóm kết hợp là 

n1.n2. . . . . nk 
 
 
b) Ch ỉnh hợp 
 
+ ðịnh nghĩa: Một chỉnh hợp chập k của n phần tử là một bộ có thứ tự gồm k thành 
phần lấy từ n phần tử ñã cho. Các thành phần không  ñược lặp lại. 
 
 Một chỉnh hợp chập k của n có thể  ñược xây  dựng  qua k bước  kế tiếp như 
sau : 
 Chọn thành phần ñầu   : có  n  khả năng. 
 Chọn thành phần thứ hai   : có  n - 1   khả năng. 
 ... 
 Chọn thành phần thứ k    : có  n - k + 1  khả năng. 
 
 Như vậy, theo nguyên lý nhân, số tất cả chỉnh hợp không lặp chập k  của  n 
phần tử là   
 

)!(

!
)1)...(1(),(

kn

n
knnnknA

−
=+−−=  

 
+ Ví dụ 1:  
 Tính số hàm ñơn ánh  từ tập  X  có k phần tử  ñến tập  Y  có  n  phần tử. 
 Giải :  Mỗi hàm  ñơn ánh  từ  X  vào  Y  tương ứng với một  chỉnh hợp  không 
lặp  chập  k   của n phần tử của  Y. Như vậy số cần tìm là   

 
A(n, k) = n.(n-1).....(n-k+1). 
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+ Ví dụ 2: 
 Quay lại ví dụ ở mục trước. Trong trường hợp 1, mỗi bộ (x1, x2, x3)  là một 
chỉnh hợp chập 3 của 12. Vậy số bộ là 
 

A(12, 3) = 12.11.10 = 1320 
 
c) Ch ỉnh hợp lặp 
+ ðịnh nghĩa: Một chỉnh hợp lặp chập k của n phần tử là một bộ có thứ tự gồm k 
thành phần lấy từ n phần tử ñã cho. Các thành phần có thể ñược lặp lại. 
 
 Một chỉnh hợp lặp chập k của n có thể xem như một phần tử của tích ðề-các  
Xk, với  X  là tập n phần tử. Như vậy số tất cả các chỉnh hợp lặp chập k của n là: nk 
 
+ Ví dụ 1: Tính số hàm từ   tập  X  có k phần tử  ñến tập  Y  có  n  phần tử. 
 Mỗi hàm  từ  X  vào  Y  tương ứng với một bộ có thứ tự k thành phần của n 
phần tử của  Y, các phần tử có thể lặp lại . Như vậy số hàm từ X vào Y  là  nk . 
 
+ Ví dụ 2:  
 Quay lại ví dụ ở mục trước. Trong trường hợp 2, mỗi bộ (x1, x2, x3)  là một 
chỉnh hợp lặp chập 3 của 12. Vậy số bộ là 
 

123 = 1728 
 
d) Hoán v ị 
+ ðịnh nghĩa : Một hoán vị của n phần tử là một cách sắp xếp thứ tự các phần tử ñó. 
   Hoán vị có thể coi như trường hợp riêng của chỉnh hợp không lặp  chập k của n 
trong ñó k = n.  Ta có số hoán vị là 
 

P(n) = n!  
 
+ Ví dụ: Có 6 người xếp thành hàng ngang ñể chụp ảnh. Hỏi có thể bố trí bao nhiêu 
kiểu  khác nhau ? 
 Giải:  Mỗi kiểu ảnh là một hoán vị của 6 người. Vậy số kiểu ảnh là  6! = 720. 
 
e) Tổ hợp 
+ ðịnh nghĩa: Một tổ hợp  chập k của n phần tử là một bộ không kể thứ tự gồm k 
thành phần  khác nhau  lấy từ n phần tử ñã cho.  Nói cách khác ta có thể coi một tổ 
hợp chập k của n phần tử là một tập con có k phần tử của n phần tử ñó. 
 Gọi số tổ hợp chập k của n phần tử là  C(n,k)  ta có : 
 

A(n,k) = C(n,k) * k! 
 
Suy ra 

C(n,k) = 
)!!.(

!

knk

n

−
 

    
+ Ví dụ 1:  Có  n  ñội bóng thi ñấu vòng tròn. Phải tổ chức bao nhiêu trận ñấu bóng 
tất cả ? 
 Giải :  Mỗi trận ứng với một tổ hợp chập 2 của n. Vậy có  C(n,2)  trận ñấu. 
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+ Ví dụ 2:  
 Quay lại ví dụ ở mục trước. Trong trường hợp 3, mỗi bộ (x1, x2, x3)  là một tổ 
hợp chập 3 của 12. Vậy số bộ là 
 

C(12, 3) = 220
3.2.1

10.11.12

)!312!.(3

!12 ==
−

 

 
+ Hệ quả : Tích  k  số tự nhiên liên tiếp chia hết  k! 
 Chứng minh. Vì  C(n,k) = (n-k+1).(n-k+2).....n / k!   là số nguyên. 
 
 
3. CÁC KẾT HỢP NÂNG CAO 
a) Hoán v ị lặp 
+ Ví dụ:   Có 3 viên bi ñỏ, 2 viên bi xanh và 4 viên bi trắng.  Hỏi có bao nhiêu cách  
sắp các viên bi trên theo hàng ngang. 
 
 Ta có tất cả  9  chỗ trống ñể xếp các viên bi. Ta có  C(9,3)  khả năng xếp 3 
viên bi ñỏ, C(6,2)  khả năng xếp 2  viên bi xanh, còn lại  1  khả năng xếp các viên bi 
trắng. Theo nguyên lý nhân ta có 

        

C(9,3).C(6,2) = 
!4!.2!.3

!9

!4!.2

!6
.

!6!.3

!9 =  

   
cách xếp. 
 
+ ðịnh nghĩa: Hoán vị lặp là hoán vị trong ñó mỗi phần tử ñược ấn ñịnh một số lần 
lặp lại cho trước. 
 
+ ðịnh lý: Giả sử tập S có n phần tử, trong ñó có  n1 phần tử  kiểu 1, n2  phần tử kiểu 
2, ..., nk  phần tử  kiểu k. Khi ñó số các hoán vị n phần tử của  S  là 
 

( )
!!...!.

!
,...,,

21
21

k
kn nnn

n
nnnC =  

 
b) Tổ hợp lặp 
+ Ví dụ: Giả sử ta có 3 ñầu sách : Toán, Tin, Lý  và mỗi  ñầu sách có ít nhất  6  bản 
photocopy. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ra 6 quyển. 
 Giải:  Bài toán ñặt ra là chọn 6 phần tử, không kể thứ tự và cho phép lặp lại. 
Mỗi cách chọn ñược xác ñịnh duy nhất bởi số lượng của mỗi loại sách. Như vậy ta 
có thể biểu diễn mỗi cách chọn như sau 
  Toán Tin     Lý 
  x x x   |  x x    |  x 
 

trong ñó   6   dấu  x  chỉ quyển sách chọn  và   2  dấu  |   chỉ  phân cách giữa các loại 
sách. Như vậy mỗi cách chọn tương ñương với  tổ hợp chập  2  (dấu  |)  từ  8 phần 
tử. Ta có số cách chọn là C(8,2) = 28. 
 
+ ðịnh nghĩa: Tổ hợp lặp chập k từ n phần tử là một nhóm không phân biệt thứ tự 
gồm k phần tử trích từ n phần tử ñã cho, trong ñó các phần tử có thể ñược lặp lại. 
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+ ðịnh lý: Giả sử  X  có  n  phần tử. Khi ñó số tổ hợp lặp chập k từ n phần tử của X 
là: C(k + n - 1, n - 1) = C(k + n - 1, k). 
 
+ Ví dụ:  
 Quay lại ví dụ ở mục 1. Trong trường hợp 4, mỗi bộ (x1, x2, x3)  là một tổ hợp 
chập 3 của 12. Vậy số bộ là 
 

C(3 + 12 − 1, 3) = C(14, 3) = 14.13.12 / 1.2.3 = 364 
 
+ Ví dụ:  Phương trình: x1 + x2 + x3 + x4  =  10 
 
có bao nhiêu  bộ  nghiệm nguyên không âm ? 
 Giải :  Mỗi bội nghiệm nguyên không âm của phương trình  tương ứng 1-1  
với một cách chọn 10  phần tử, trong ñó phần tử  kiểu  i  lặp lại xi  lần, i=1,…,4. Vậy 
số bộ nghiệm là số tổ hợp lặp chập 10 của 4. Vậy ta có số nghiệm là 
 

C(10 + 4 -1 , 4 - 1) = C(13, 3) = 286 
 
c) Tổ hợp lặp tổng quát 
 
+ ðịnh nghĩa: Tổ hợp lặp tổng quát  chập k  từ n  phần tử là nhóm không phân biệt 
thứ tự gồm k phần tử trích từ n phần tử ñã cho, trong ñó phần tử thứ i lặp lại không 

quá ki  lần (i=1,…,n), với  k1 + … + kn ≥  k. 

+ Công thức: Gọi  Ω  là tập hợp tất cả các tổ hợp lặp chập k từ n phần tử. Ta có 
|Ω| = C(k + n − 1, k). 

 
 Ký hiệu Ai , i = 1, … n, là số tổ hợp lặp trong Ω  có phần tử thứ i lặp lại hơn ki 
lần. 
 Như vậy tập hợp tổ hợp lặp tổng quát là   
 

Ω \  ∪
n

i
iA

1=

 

 
 Suy ra số tổ hợp lặp tổng quát là 
 

( )∑ ∑
= ≤≤≤≤









∩∩−+−+=

n

m nii
ii

m
n

k
n

m

m
AAknkCkkC

1 ...1
1

1

1
...1),1(),...,(  

 
 Mặt khác mỗi phần tử của   

mii AA ∩∩ ...
1

 sau khi loại 1
1

+ik  phần tử thứ i1, … , 

1+
mi

k  phần tử thứ  im, là một tổ hợp lặp chập  k− (
miii kkk +++ ...

21
 + m). 

 Như vậy ta có 
 

))1),...(1(...
11

−+++−+−=∩∩ nmkkknCAA
mm iiii  

 Suy ra 
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∑ ∑
= ≤≤≤≤









−+++−+−−+−+=

n

m nii
ii

m
n

k
n

m

m
nmkkknCknkCkkC

1 ...1
1

1

1
))1),...(1()1(),1(),...,(  

 
 
+ Ví dụ: Cho 1 bi ñỏ, 2 bi xanh và 3 bi vàng. Tính số tổ hợp chập 3 của các viên bi 
trên.  
 Mỗi tổ hợp là một tổ hợp lặp chập 3 của 3 phần tử bi ñỏ, bi xanh và bi vàng, 
trong ñó bi ñỏ lặp không quá 1 lần, bi xanh lặp không quá 2 lần, bi vàng lặp không 
quá 3 lần. Vậy số tổ hợp là 
 

[ ]
61310)2,1()2,2()2,3()2,5(

0)13),133(13()13),123(13()13),113(13(

)13,313()3,2,1(3
3

=−−=−−−
=+−−−+−+−−−+−+−−−+−

−−+−=

CCCC

CCC

CC

 

 
4. HỆ SỐ NHỊ THỨC 
 
a) Các tính ch ất cơ bản 
 

 Với mọi  n, k ∈ N, k ≤  n. 
(i) C(n,k) = C(n,n-k)   
 C(n,0) = C(n,n) = 1 
 
(ii) Công thức tam giác Pascal 
 C(n,k) = C(n-1,k-1) + C(n-1,k) 
 
(iii) Công thức giảm bậc 
 k.C(n,k) = n.C(n-1,k-1) 
 
b) Nh ị thức Newton 
 Với  n ∈ N, x, y ∈ C ta có 
 (x+y)n  =  C(n,0).xn + C(n,1).xn-1.y +...+ C(n,n-1).x.yn-1 + C(n,n).yn 
 
+ Hệ quả nhị thức Newton: 
 
(i) C(n,0) + C(n,1) + ... + C(n,n)  =  2n 
 (số các tập con của n phần tử là   2n ) 
 
(ii) C(n,0) - C(n,1) + ... + (-1)nC(n,n)  =  0 
  

(iii)  
[ ] [ ]

∑∑
−

==

+=
2

1
2

00

)12,()2,(
nn

jj

jnCjnC  = 2n-1 

 (số tập con chẵn bằng số tập con lẻ). 
 
c) Công th ức Vandermonde 
 Cho a,b,n ∈ N. Ta có 
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),(),().,(
0

nbaCknbCkaC
n

k

+=−∑
=

 

 CM. Gọi  E là tập có a+b phần tử, A, B ⊂ E  rời nhau, A có a phần tử và B có 
b phần tử. Khi ñó mỗi tổ hợp chập n của các phần tử trong E là một kết hợp của một 
tổ hợp chập k của các phần tử trong A và tổ hợp chập n−k  của các phần tử trong B. 
Từ ñó suy ra công thức. 
 
 Áp dụng công thức cho  a = b = n suy ra 
• Hệ quả: Với n ∈ N  ta có 

),2(),(
0

2 nnCknC
n

k

=∑
=
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CHƯƠNG I 
SỰ KIỆN VÀ XÁC SUẤT 

 
I. PHÉP THỬ VÀ SỰ KIỆN 
 
1. ðịnh ngh ĩa 
• Phép th �  là sự thực hiện một bộ ñiều kiện xác ñịnh, có thể là một thí nghiệm cụ 
thể, quan sát ño ñạc hay thu thập dữ liệu về một hiện tượng nào ñó. 
 
• S� ki
n  của phép thử là một kết cục xảy ra nào ñó của phép thử. Một phép thử có 
thể có nhiều sự kiện. 
 
+ Ví dụ 
 (i) Gieo một ñồng tiền là phép thử. Hai sự kiện có thể xảy ra là xuất hiện mặt 
sấp, hoặc xuất hiện mặt ngửa. 
 (ii) Gieo một con xúc sắc là phép thử. Các kết cục sau là các sự kiện của 
phép thử: 
 - Xuất hiện mặt 1 chấm 
 - Xuất hiện mặt 2 chấm 
 - Xuất hiện mặt 3 chấm 
 - Xuất hiện mặt 4 chấm 
 - Xuất hiện mặt 5 chấm 
 - Xuất hiện mặt 6 chấm 
 - Xuất hiện mặt có số chấm lẻ 
 - Xuất hiện mặt có số chấm chẵn 
 (iii) Quan sát ghi nhận tuổi thọ của một chi tiết máy, hay của một loại bóng 
ñèn, là một phép thử. Sự kiện của nó có thể là giá trị bất kỳ trong khoảng [0,+∞), 
hoặc một khoảng (a,b) ⊂ [0,+∞) nào ñó mà tuổi thọ rơi vào. 
 
• S� ki
n sơ c�p 
 Trong các sự kiện ta thấy, có sự kiện là kết hợp của các sự kiện khác, chẳng 
hạn như sự kiện xuất hiện mặt có số chấm lẻ ở ví dụ (ii) là hợp của ba sự kiện xuất 
hiện mặt 1 chấm, mặt 3 chấm và mặt 5 chấm. 
 
 Những sự kiện không thể phân chia ra các sự kiện nhỏ hơn gọi là sự kiện sơ 
cấp, ví dụ như sự kiện xuất hiện mặt 1 chấm, 2 chấm,..., mặt 6 chấm ở ví dụ (ii). 
 
• Không gian các sự kiện sơ cấp  của phép thử là tập hợp tất cả các sự kiện sơ cấp 
của phép thử ñó, thường ký hiệu là  Ω. 
 
+ Ví dụ. Không gian các sự kiện sơ cấp của phép thử gieo con xúc sắc là 
 

Ω = {ωi  i = 1, 2, . . . , 6 } 
 
với ωi , i=1,...,6, là sự kiện xuất hiện mặt có  i chấm. 
 
 Bây giờ ta cho Ω là không gian sự kiện sơ cấp của phép thử α. Dễ thấy rằng, 
mỗi sự kiện A của phép thử α là tập con của  Ω.  
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 Các sự kiện của phép thử tạo thành không gian sự kiện, ñược ñịnh nghĩa 
chính xác như sau. 
 
• Không gian sự kiện. Cho không gian sự kiện sơ cấp Ω  của phép thử α. Cho  B   là 
σ−ñại số trên Ω, tức  B  thoả  
 (i) Ω ⊂ B;  (ii) A ∈ B  ⇒ A  ∈ B;  (iii) Ai ∈ B  ⇒ ∪

i
iA  ∈ B 

 Khi ñó  B  gọi là một không gian sự kiện của phép thử α. 
 
 Sự kiện  ∅  không bao giờ xảy ra, gọi là sự kiện bất khả. 
 Sự kiện  Ω  luôn xảy ra, gọi là sự kiện tất yếu. 
 Sự kiện ngẫu nhiên là sự kiện khác ∅ và Ω. 
 

2. Quan hệ và phép tính s ự kiện 
 Cho phép thử α với không gian sự kiện  B, A, B ∈ B. 
• Sự kiện A gọi là sự kiện riêng của sự kiện B, ký hiệu  A ⊂ B, nếu sự kiện A xuất 
hiện kéo theo sự kiện B cũng xuất hiện. 
 
• Sự kiện A gọi là tương ñương sự kiện B, ký hiệu  A = B, nếu  A ⊂ B  và  B ⊂ A. 
 
• Sự kiện tổng của sự kiện A và sự kiện B, ký hiệu A ∪ B, là sự kiện xảy ra khi và chỉ 
khi xảy ra sự kiện A  hoặc sự kiện B. 
 
• Sự kiện tích của sự kiện A và sự kiện B, ký hiệu A ∩ B hay A.B, là sự kiện xảy ra 
khi và chỉ khi xảy ra sự kiện A  và sự kiện B. 
 
 Tương tự ta ñịnh nghĩa sự kiện tổng và sự kiện tích của nhiều sự kiện 
 

∪
n

i
iA

1=

 , ∩
n

i
iA

1=

 

 
• Sự kiện hiệu  của sự kiện A ñối với sự kiện B, ký hiệu A \ B , là sự kiện xảy ra khi 
và chỉ khi xảy ra sự kiện A  và không xảy ra sự kiện B. 
 
• Sự kiện ñối lập  của sự kiện A là sự kiện  A  = Ω \ A. 
 
• A và B gọi là xung khắc nếu  A ∩ B = ∅. 
 
• Tập hợp các sự kiện { A1, . . . , An }  gọi là nhóm ñầy ñủ các sự kiện  nếu chúng 
xung khắc từng cặp một và tổng của chúng là sự kiện tất yếu  Ω. 
 
+ Ví dụ. Xét phép thử gieo con xúc xắc. Các sự kiện xuất hiện mặt i chấm ωi , 
i=1,…,6, tạo thành nhóm ñầy ñủ các sự kiện. 
 Nếu ta ký hiệu A là sự kiện xuất hiện mặt lẻ và B là sự kiện xuất hiện mặt 
chẵn thì  {A, B}  cũng là nhóm ñầy ñủ các sự kiện. 
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II. XÁC SUẤT 
 
1. Khái ni ệm xác su ất 
 Quan sát các sự kiện ngẫu nhiên ta thấy khả năng xuất hiện của chúng không 
giống nhau. Từ ñó nảy sinh vấn ñề ño lường khả năng xuất hiện của sự kiện ngẫu 
nhiên. Mỗi sự kiện A ñược gán một số không âm P(A) ñể ño khả năng xuất hiện 
ñược gọi là xác suất của sự kiện. 
 
• ðịnh nghĩa. Cho không gian sự kiện B  của phép thử α. Ánh xạ  P : B → [0; 1]  gọi 
là xác suất trên B, nếu 
(i) P(Ω) = 1 
(ii) Với mọi tập sự kiện  {Ai | i ∈ I } ⊂ B , I là tập chỉ số hữu hạn hoặc vô hạn, từng ñôi 
một xung khắc ta có 
 

( )∑
∈∈

=








Ii
i

Ii
i APAP ∪  

 
 Khi ñó  (Ω, B, P)  gọi là không gian xác suất. 
 
• Trường hợp  Ω = {ω1, . . . , ωn  }  là không gian sự kiện rời rạc hữu hạn. 
+ Mệnh ñề.  
 Tập hợp tất cả tập con của Ω, ký hiệu  P(Ω), là không gian sự kiện.  
 
+ ðịnh lý. Cho  Ω là không gian sự kiện sơ cấp hữu hạn.  
 Cho P là xác suất trên  P(Ω). Ký hiệu  pi = P(ωi), ∀i=1,…,n. Khi ñó ta có 
 

   (i)    pi  ≥   0, ∀ i = 1, … , n 

   (ii)   1
1

=∑
=

n

i
ip  

   
 Ngược lại, Mọi tập  { pi | i = 1, . . . , n }  thoả  (i), (ii)  xác ñịnh một xác suất trên 
P(Ω) với 

)(,)( Ω∈∀=∑
∈

PApAP
A

i

iω
 

+ Ví dụ: Cho Ω = { ωi | i = 1, … , 6 } là không gian sự kiện sơ cấp của phép thử gieo 
xúc xắc, trong ñó ωi  là sự kiện xuất hiện mặt i. Khi ñó tập  { pi = 1/6 | i=1,…,6}  xác 
ñịnh một xác suất trên  P(Ω). 
 
2. Các tính ch ất của xác su ất 
 Cho không gian xác suất  (Ω, B, P)  của phép thử nào ñó. Khi ñó 
(i) P(∅)  =  0 
(ii) P( A )  =  1 −  P(A) 
(iii) A ⊂ B  ⇒ P( B \ A )  =  P(B)  −  P(A) 
(iv) P(A ∪ B)  =  P(A) + P(B)  −  P( A ∩ B) 
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(v)  ( )∑ ∑
= ≤≤≤≤≤

−

=

∩∩∩−=






 n

m niii
iii

m
n

k
k

m

m
AAAPAP

1 ...1

1

1 21

21
)...(1∪  

  
 Chứng minh. Các tính chất (1)-(iv) suy ra từ ñịnh nghĩa. Tính chất (v) chứng 
minh bằng quy nạp. 
 
3. Cách tính xác su ất trong tr ường hợp ñồng kh ả năng  
a) Trường hợp sự kiện sơ cấp hữu hạn 
• ðịnh nghĩa. Cho không gian sự kiện sơ cấp  Ω = {ω1, . . . , ωn }  của phép thử nào 
ñó. Ta nói  Ω  ñồng khả năng nếu các sự kiện sơ cấp có xác suất như nhau: 
 

P(ωi) = P(ωj) , ∀i, j = 1,…, n 
 
 Khi ñó, từ tính chất xác suất, ta có: 
 (i) P(ωi) = 1/n  ∀i = 1, . . . , n 
 (ii) P(A) = |A|/n  ∀A ⊂ Ω 
trong ñó |A|  là lực lượng của tập A. 
 Nói cách khác 
 

Số kết cục thuận lợi sự kiện A 
P(A) = 

Số kết cục ñồng khả năng 
 
+ Ví dụ 
(i) Gieo một xúc xắc hoàn toàn ñối xứng. Tính xác suất 
 (a) xuất hiện mặt 6 chấm 
 (b) xuất hiện mặt bội của 3 
 Giải  
 Gọi A là sự kiện xuất hiện mặt 6 chấm, B là sự kiện xuất hiện mặt bội của 3.
 Số sự kiện sơ cấp ñồng khả năng là 6, số kết cục thuận lợi sự kiện A là 1, số 
kết cục thuận lợi sự kiện B là 2. Vậy 

P(A) = 1/6 và P(B) = 2/6 = 1/3 
 
(ii) Trong thùng có a quả cầu trắng, b quả cầu ñen giống hệt nhau. Lấy ngẫu nhiên n 

quả ( n ≤  a + b). Tính xác suất rút ñược k quả cầu trắng. 
 Giải. 
 Mỗi kết cục của phép thử (rút n quả cầu) là một tổ hợp chập n của (a+b) phần 
tử. Như vậy số kết cục ñồng khả năng là  C(a+b, n).  
 Gọi Ak  là sự kiện rút ñược k quả cầu trắng. Như vậy những kết cục rút ñược 
k quả cầu trắng và n − k quả cầu ñen là thuận lợi cho sự kiện Ak. Số kết cục này là 
C(a,k)*C(b,n-k). 
 Vậy xác suất của sự kiện rút k quả cầu trắng là 

P(Ak) =
),(

),().,(
nbaC

knbCkaC

+
−

 

 

 Từ tính chất  1)(
0

=∑
=

n

k
kAP   suy ra  

� Hệ quả: công thức de Vandermonde 
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(iii) Giả thiết giống ví dụ (ii). Tính xác suất rút ñược ít nhất 1 quả cầu trắng. 
 Giải. 
 Gọi A là sự kiện rút ñược ít nhất 1 quả cầu trắng. Khi ñó sự kiện bù của A, tức 
A , là sự kiện cả n quả cầu ñược rút ñều ñen. Số kết cục thuận lợi A  là  C(b, n), nên 
xác suất sự kiện A  là  C(b,n)/C(a+b,n). 
 Suy ra xác suất sự kiện  A là  

P(A) = 1 − P( A ) = 1 −  C(b,n)/C(a+b,n). 
 
b) Trường hợp sự kiện sơ cấp vô hạn 
• ðịnh nghĩa. Cho không gian xác suất (Ω, B, P), |Ω| = ∞. Giả thiết m:B→R+ là ánh 
xạ ñịnh nghĩa trên B thoả 
(i) 0 < m(Ω) < ∞ 
(ii) Với mọi tập sự kiện  {Ai | i ∈ I } ⊂ B , I là tập chỉ số hữu hạn hoặc vô hạn, từng ñôi 
một xung khắc ta có 

( )∑
∈∈

=








Ii
i

Ii
i AmAm ∪  

 Ánh xạ m gọi là ñộ ño trên B. 
 
 Ta nói  Ω  ñồng khả năng nếu  xác suất của mỗi sự kiện trong B  tỉ lệ với ñộ 
ño của nó. 
 
 Khi ñó, từ tính chất xác suất, ta có: 

 
P(A) = m(A)/m(Ω)  ∀A ⊂ Ω 

 Nói cách khác 
 

ðộ ño miền kết cục thuận lợi sự kiện A 
P(A) = 

ðộ ño miền kết cục ñồng khả năng 
 
• ðộ ño hình học.  
 - ðộ ño của ñoạn thẳng hay ñường cong là ñộ dài. 
 - ðộ ño của miền phẳng hay miền cong là diện tích. 
 - ðộ ño của vật thể là thể tích. 
 
 
+ Ví dụ: 
(i) ðường dây ñiện thoại ngầm nối ba trạm A, B và C (xem hình). Bỗng nhiên liên lạc 
giữa A và C bị ngắt do ñứt dây. Hãy tính xác suất dây ñứt trong ñoạn dây từ A ñến 
B. Biết rằng dây ñồng chất, ñoạn AB dài 400 m và ñoạn BC dài 600m. 
 
     A  400m  B  600m  
 C 
Giải. 
 Rõ ràng khả năng dây ñứt tại mỗi ñiểm bất kỳ là như nhau. Như vậy xác suất 
dây ñứt trong một ñoạn tỉ lệ với ñộ dài của ñoạn dây ñó. Suy ra xác suất dây ñứt 
trong ñoạn AC là 
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400/(400 + 600) = 0.4 
 
(ii) Hai người A và B hẹn gặp nhau tại một ñịa ñiểm xác ñịnh trong khoảng từ 0 ñến 1 
giờ. Người ñến trước sẽ chờ tối ña 20 phút, nếu người kia chưa ñến thì sẽ bỏ ñi. 
Tính xác suất họ gặp nhau. Biết rằng mỗi người có thể ñến chỗ hẹn vào thời ñiểm 
bất kỳ trong khoảng thời gian trên với khả năng như nhau. 
Giải. 
 Gọi x là thời ñiểm ñến chỗ hẹn của A và  y  là thời ñiểm ñến chỗ hẹn của B 

(tính ra phút). Mọi kết cục ñồng khả năng là một cặp (x,y), 0 ≤  x,y ≤  60. Tập không 

gian sự kiện sơ cấp Ω sẽ là hình vuông 
        y 

  Ω = {(x,y) | 0 ≤  x, y ≤  60}       60 
 
 Miền kết cục thuận lợi cho hai người gặp nhau 
là phần hình vuông chắn giữa hai ñường thẳng      B 
y=x+20 và y=x−20 (xem hình bên) 

        20 

  B = {(x,y) | 0 ≤  x, y ≤  60 và |x−y| ≤  20} 
            
     0  20   60 x 
 
 Suy ra xác suất hai người gặp nhau là diện tích B chia cho diện tích Ω, tức là 
 

(602 − 402)/602 = 5/9 
 
 
4. Tần suất 
 Trong thực tế có những phép thử không có số sự kiện sơ cấp ñồng khả năng. 
Chẳng hạn như phép thử bắn một viên ñạn vào bia. Khi ñó sự kiện bắn trúng bia và 
sự kiện bắn không trúng bia không thể coi là ñồng khả năng. 
 Trong những trường hợp như thế này người ta sử dụng khái niệm tần suất. 
• ðịnh nghĩa. Cho A là sự kiện của phép thử. Giả sử phép thử ñược lặp lại n lần và 
sự kiện A xuất hiện m lần. Tỉ số  m/n  gọi là tần suất xuất hiện sự kiện A trong loạt n 
phép thử. Người ta ñã chứng minh 

)(AP
n

m
n

 → ∞→  

 Vì vậy trong thực tế , khi n ñủ lớn, người ta coi  P(A) = m/n. 
 
+ Ví dụ. Nhà toán học Laplace ñã thống kê tần suất sinh con trai ở các thành phố lớn 
châu Âu là  22/43 = 0.512. 
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III. XÁC SUẤT CÓ ðIỀU KIỆN 
 
1. Khái ni ệm xác su ất có ñiều kiện 
 Cho không gian xác suất (Ω, B, P), B ∈ B  có P(B) > 0. Với mỗi sự kiện A ∈ B, 
xác suất ñể A xuất hiện với giả thiết sự kiện B xảy ra gọi là xác suất có ñiều kiện của 
sự kiện A với ñiều kiện B. 
 
+ Ví dụ. Người ta ñiều tra các gia ñình có hai con thì thấy tỉ lệ sinh con trai con gái 
bằng nhau. Vì vậy 4 khả năng sau có xác suất bằng ¼: 

 
(T,T), (T,G), (G,T), (G,G) 

 
trong ñó T ký hiệu con trai, G ký hiệu con gái và trong các cặp trên anh hoặc chi 
ñứng trước, em ñứng sau. 
 Giả sử người ta gõ cửa một nhà có hai con, và có bé gái ra mở cửa (tức gia 
ñình có bé gái). Hãy tính xác suất ñể ñứa bé còn lại là con trai. 
 Không gian sự kiện sơ cấp là 
 

Ω = { (T,T), (T,G), (G,T), (G,G) } 
 
 Gọi A là sự kiện gia ñình có 1 trai và 1 gái. Ta có P(A) = ½. 
 Nhưng với ñiều kiện gia ñình có bé gái thì các sự kiện sơ cấp ñồng khả năng 
là 
 

Ω’ = { (T,G), (G,T), (G,G) } 
 
và có 2 kết cục thuận lợi cho A là (T,G) và (G,T). Vậy  với ñiều kiện gia ñình có bé 
gái thì xác suất cần tìm của A là  P’(A) = 2/3. 
 
 Bây giờ ta ký hiệu B là sự kiện gia ñình có con gái. Ta nói P’(A) là xác suất có 
ñiều kiện của A ñối với B và ký hiệu là  P(A/B). 
 
 Ký hiệu  
 n là số kết cục ñồng khả năng 
 nX   là số kết cục thuận lợi sự kiện X, X ∈ B. 
 
 Ta có 

)(

).(

:

:
)/( ..

BP

BAP

nn

nn

n

n
BAP

B

BA

B

BA ===  

 
 Từ ñó ta ñi ñến ñịnh nghĩa sau 
• ðịnh nghĩa.  Cho không gian xác suất (Ω, B, P), B ∈ B  có P(B) > 0. Với mỗi 
sự kiện A ∈ B, ta ñịnh nghĩa xác suất có ñiều kiện của sự kiện A với ñiều kiện B  là 
ñại lượng 

)(

).(
)/(

BP

BAP
BAP =  

 Ta dễ dàng thấy rằng ñịnh nghĩa này thoả mãn các tiên ñề xác suất và ánh xạ. 
Vậy 
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P(•, B) : A � P(A/B)  cũng là xác suất trên không gian sự kiện B. 
 
 Bằng qui nạp ta dễ dàng chứng minh ñịnh lý sau 
• ðịnh lý nhân xác suất.  Cho các sự kiện  A1,…, An. Khi ñó 
 

P(A1.A2…..An) = P(A1).P(A2/A1).P(A3/A1.A2)…..P(An/A1…..An-1) 
 
 
 
2. Sự kiện ñộc lập 
 Cho không gian xác suất (Ω, B, P), A, B ∈ B.  
• Sự kiện A gọi là ñộc lập với sự kiện B nếu kết quả của sự kiện B không ảnh hưởng 
ñến xác suất của sự kiện A. 
 Hiển nhiên là nếu P(A)=0 hoặc P(B)=0 thì sự kiện A ñộc lập với B và B cũng 
ñộc lập với A.  
 Nếu P(A) ≠ 0 và P(B) ≠ 0 thì, theo ñịnh nghĩa, 
 A ñộc lập với B  ⇔ P(A/B) = P(A) ⇔ P(A.B) = P(A).P(B) 
và 
 B ñộc lập với A  ⇔ P(B/A) = P(B) ⇔ P(A.B) = P(A).P(B) 
 
 Kết hợp các kết quả trên ta có 
 
 Tính ñộc lập có tính chất tương hỗ, tức là  A ñộc lập với B thì B cũng ñộc lập 
với A và 
 

A và B ñộc lập với nhau  ⇔ P(A.B) = P(A).P(B) 
 
 Bây giờ ta cho các sự kiện Ai ∈ B, i=1,…,n. 
• Các sự kiện A1,…, An  gọi là ñộc lập từng ñôi, nếu  

 
∀ i,j ∈ {1,…,n}, i≠j  ⇒ Ai, Aj   ñộc lập 

• Các sự kiện A1,…, An  gọi là ñộc lập tương hỗ, nếu mỗi sự kiện Ak, k=1,…,n, ñộc 
lập với tích nhóm bất kỳ  các sự kiện còn lại. 
 
 Từ ñịnh lý nhân xác suất suy ra 
 
• ðịnh lý. Các sự kiện A1,…, An  ñộc lập tương hỗ khi và chỉ khi 

∀ I ⊂ {1,…,n}, ∏
∈∈

=








Ii
i

Ii
i APAP )(∩  

+ Ghi chú. Với n>2, khái niệm ñộc lập tương hỗ mạnh hơn ñộc lập từng ñôi. 
 Xét ví dụ ñiều tra gia ñình hai con ở trên. Gọi 
 A  là sự kiện gia ñình có 1 trai, 1 gái. 
 B  là sự kiện gia ñình có con gái ñầu 
 C  là sự kiện gia ñình có con trai thứ 
 Ta có: P(A) = P(B) = P(C) = ½ 
Và:  P(A.B) = P(B.C) = P(C.A) = ¼  
 Vậy A, B, C  ñộc lập từng ñôi. 
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 Nhưng A, B, C không ñộc lập tương hỗ vì 
P(A.B.C) = ¼  ≠  P(A).P(B).P(C) = 1/8 

 
• ðịnh lý. Nếu A, B  ñộc lập thì các cặp sự kiện  (A, B ), ( A ,B) và ( A , B )  cũng ñộc 
lập. 
 Chứng minh. Ta có 
 P(A, B ) = P(A \ A.B) = P(A) − P(A.B)  
 = P(A) − P(A).P(B) = P(A).(1 − P(B)) = P(A).P( B ) 
⇒ A và B   ñộc lập. 
 ðối với các cặp còn lại cũng chứng minh tương tự. 
 
 Từ ñịnh lý trên và bằng qui nạp suy ra 
• ðịnh lý. Cho A1,…, An  là các sự kiện ñộc lập tương hỗ. Khi ñó các sự kiện B1,…, 
Bn , trong ñó  Bi  là  Ai hoặc  iA  ∀i=1,…,n, cũng ñộc lập tương hỗ 
 
+ Ví dụ. 
(i) Một thùng ñựng n sản phẩm, trong ñó có m phế phẩm (m<n). Rút ngẫu nhiên 1 
sản phẩm, sau ñó rút tiếp 1 sản phẩm nữa (sản phẩm rút lần ñầu không bỏ lại vào 
thùng). Tính xác suất sản phẩm rút ñầu là phế phẩm và sản phẩm rút sau là chính 
phẩm. 
 Giải. Gọi 
 A là sự kiện sản phẩm rút ñầu là phế phẩm. 
 B là sự kiện sản phẩm rút sau là chính phẩm. 
Khi ñó xác suất cần tìm là 

P(A.B) = P(A).P(B/A) = 
1

.
−
−

n

mn

n

m
 

(ii) Một công nhân ñứng 3 máy, các máy hoạt ñộng ñộc lập với nhau. Xác suất ñể 
trong thời gian T máy 1, 2, 3  không bị hỏng tương ứng là  0.9 ; 0.8 ; 0.7. Tính xác 
suất có ít nhất 1 máy bị hỏng trong thời gian T. 
 Giải. Gọi 
 A  là sự kiện máy 1 không bị hỏng trong thời gian T. 
 B  là sự kiện máy 2 không bị hỏng trong thời gian T. 
 C  là sự kiện máy 3 không bị hỏng trong thời gian T. 
 
 Xác suất ñể cả ba máy không bị hỏng trong thời gian T là 

P(A.B.C) = P(A).P(B).P(C) = 0.9 * 0.8 * 0.7 = 0.504 
Sự kiện có ít nhất 1 máy hỏng ñối lập với sự kiện A.B.C. Vậy xác suất cần tìm là:
 1 − P(A.B.C) = 1 − 0.504 = 0.496 
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IV. CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN và CÔNG THỨC BAYES 
 
1. Công th ức xác su ất toàn ph ần 
 Cho không gian xác suất  (Ω, B, P). Giả sử A1,…, An  là nhóm ñầy ñủ sự kiện 
và B là sự kiện bất kỳ trong B.  
 Bài toán ñặt ra là: biết xác suất  P(Ai)  và  P(B/Ai), i=1,…,n, tính xác suất P(B). 
 Ta có 

B = B.(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) = B.A1 ∪ B.A2 ∪ … ∪ B.An 
 
 Vì các sự kiện A1, … , An  xung khắc từng ñôi nên  các sự kiện  B.A1, . . . , 
B.An  cũng xung khắc từng ñôi. Suy ra 
 

P(B) = ∑
=

n

i
iABP

1

).(  

 Mặt khác ta có 
P(B.Ai) = P(Ai).P(B/Ai)  ∀ i =1,…, n 

 
 Từ ñó ta có  
• Công thức xác suất toàn phần  
 

P(B) = ∑
=

n

i
ii ABPAP

1

)/().(  

+ Ví dụ. 
(i) Một nhà máy sản xuất bóng ñèn gồm ba phân xưởng. Phân xưởng 1 sản xuất 
50%, phân xưởng 2 sản xuất  20%  và phân xưởng 3 sản xuất 30% số bóng ñèn. Tỷ 
lệ phế phẩm của phân xưởng 1, 2  và 3 tương ứng là 2%, 3% và 4%. Hãy tính tỷ lệ 
phế phẩm chung của nhà máy. 
 Giải. 
 Tỷ lệ phế phẩm chung của nhà máy là xác suất một bóng ñèn chọn ngẫu 
nhiên là phế phẩm. Ta gọi 
 Ai là sự kiện bóng ñèn chọn ra thuộc phân xưởng i, i=1,2,3. 
 B là sự kiện bóng ñèn chọn ra là phế phẩm. 
 
 Theo công thức xác suất  toàn phần ta có 
 
  P(B)  = P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(B/A2) + P(A3).P(B/A3)  
    = 50%.2% + 20%.3% + 30%.4% 
    = 1%  +  0.6%  +  1.2%   =  2.8% 
 
(ii) Biết xác suất trong khoảng thời gian t có k cuộc gọi ñến tổng ñài là  pt(k). Giả thiết 
rằng số các cuộc gọi trong các khoảng thời gian rời nhau là các sự kiện ñộc lập. Hãy 
tính xác suất  p2t(n). 
 Giải. 
 Gọi   
 B   là sự kiện có n cuộc gọi trong khoảng thời gian 2t  
 Ak , k=0, 1, …,n, là sự kiện có k cuộc gọi trong nửa ñầu thời gian t. 
 Ta  có 

P(Ak) = pt(k)  và  P(B/Ak) = pt(n−k) ∀k=0,1,…, n 
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 Theo công thức xác suất toàn phần suy ra 

P(B) = p2t(n) = ∑
=

−
n

k
tt knpkp

0

)().(  

2. Công th ức Bayes. 
 
 Cho không gian xác suất  (Ω, B, P). Giả sử A1,…, An  là nhóm ñầy ñủ sự kiện 
và B là sự kiện bất kỳ trong B. Biết xác suất P(Ai) và P(B/Ai) ∀i=1,…,n. 
 Giả thiết phép thử ñược thực hiện và sự kiện B xảy ra. Hãy tính xác suất 
P(Ai/B) ∀i=1,…,n. 
 Từ công thức nhân xác suất 

P(Ai.B) = P(Ai).P(B/Ai) = P(B).P(Ai/B)  ∀i=1,…,n 
suy ra 

P(Ai/B) = 
)(

)/().(
BP

ABPAP ii   ∀i=1,…,n 

 Thế P(B) theo công thức xác suất toàn phần ta ñược 
• Công thức Bayes 
 

P(Ai/B) = 

∑
=

n

k
kk

ii

ABPAP

ABPAP

1

)/().(

)/().(
  ∀i=1,…,n 

 
 Xác suất  P(Ai/B)  gọi là xác suất hậu nghiệm, còn xác suất P(Ai) gọi là xác 
suất tiên nghiệm. 
 
+ Ví dụ. 
(i) Một thiết bị gồm ba loại linh kiện, loại 1 chiếm 35%, loại 2 chiếm 25%, loại 3 chiếm 
40%  tổng số linh kiện của thiết bị. Xác suất hư hỏng sau khoảng thời gian hoạt ñộng 
T của từng loại tương ứng là  15%, 25% và 5%. 
 Thiết bị ñang hoạt ñộng bỗng bị hỏng. Hãy tính xác suất hư hỏng của tứng 
loại linh kiện. 
 Giải. 
 Gọi   
 B   là sự kiện thiết bị bị hỏng 
 Ak   là sự kiện linh kiện hỏng thuộc loại k, k=1,2,3. 
 Theo công thức xác suất toàn phần, ta  có 
 
  P(B)  = P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(B/A2) + P(A3).P(B/A3)  
    = 35%.15% + 25%.25% + 40%.5% 
    = 5.25%  +  6.25%  +  2%   =  13.5% 
 
⇒  P(A1 / B) = 5.25% / 13.5%  = 7 / 18 
  P(A2 / B) = 6.25% / 13.5%  = 25 / 54 
  P(A3 / B) = 2% / 13.5%   = 4 / 27 
 
(ii) Giả sử một hệ thống truyền tin có 1 máy phát và 1 máy thu.  
 Tại máy phát có thể xảy ra hai sự kiện: phát tín hiệu (sự kiện B) và không phát 
tín hiệu (sự kiện B ). 
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 Tại máy thu có thể xảy ra hai sự kiện: nhận tín hiệu (sự kiện A) và không nhận 
tín hiệu (sự kiện A). 
 Vì ảnh hưởng nhiễu nên có thể xảy ra hiện tượng máy thu không nhận ñược 
tín hiệu của máy phát, hoặc ngược lại máy phát không phát tín hiệu nhưng máy thu 
vẫn nhận tín hiệu giả do tạp âm.  
 Giả sử biết xác suất  P(B), P(A/B) và P(A/ B ). ðể xác ñịnh ñộ tin cậy của hệ 
thống, hãy tính xác suất P(B/A) và P( B / A). 
 Giải. 
 Theo công thức Bayes ta có 
 

P(B/A) = ( ) ( )BAPBPBAPBP

BAPBP

/.)/().(

)/().(

+
 

 

P( B / A) = 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPBAPBP

BAPBP

/./.

/.

+
 

trong ñó các xác suất  P( B ), P( A /B), P( A / B ) tính như sau 
P( B ) = 1 − P(B),  P( A /B) = 1 − P(A/B),  P( A / B ) = 1 − P(A/ B ) 

 
Chẳng hạn, cho P(B) = 5/8, P(A/B) = 3/5 và P(A/ B ) = 1/3 ta có: 

P( B ) = 1 − P(B) = 3/8, P( A /B) = 1 − P(A/B) = 2/5, P( A / B ) = 1 − P(A/ B ) = 2/3 
 
Suy ra 

P(B/A) = 
4

3

..

.

8
4
8
3

3
1

8
3

5
3

8
5

5
3

8
5

==
+

  & P( B / A ) = 
4
1

..

.

8
4
8
2

5
2

8
5

3
2

8
3

3
2

8
3

==
+
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CHƯƠNG 2 
BIẾN NGẪU NHIÊN 

 
I. KHÁI NIỆM BIẾN NGẪU NHIÊN 
 
1. Ví dụ 
 
(i)  Một xạ thủ bắn ba phát ñạn vào bia với xác suất trúng bia mỗi phát là p. Gọi X là 
tần suất bắn trúng bia. X có thể nhận các giá trị  0, 1/3, 2/3, 1. 
 Ta thấy X có hai tính chất: biến thiên và ngẫu nhiên. Tính biến thiên là hiển 
nhiên vì X có thể nhận các giá trị khác nhau. Tính ngẫu nhiên thể hiện ở chỗ giá trị 
của X  phụ thuộc vào kết cục của phép thử bắn ba phát ñạn. 
 Phép thử có các kết cục sơ cấp sau: 

 
ω1 = (0, 0, 0); ω2 = (0, 0, 1); ω3 = (0, 1, 0); ω4 = (0, 1, 1) 

 
ω5 = (1, 0, 0); ω6 = (1, 0, 1); ω7 = (1, 1, 0); ω8 = (1, 1, 1) 

 
trong ñó bộ ba (b1, b2, b3)  với bi = 0 hoặc 1  tương ứng với lần bắn thứ i  trượt hoặc 
trúng ñích. Chẳng hạn, nếu ω2  xảy ra thì  X = 1/3. Như vậy có thể coi  X  là hàm từ 
Ω = {ωi | i=1,…, 8} vào  R. 
 
(ii) Tuổi thọ trung bình của chi tiết là a. Tuy nhiên thời gian làm việc của các chi tiết 
không giống nhau. Ký hiệu  X  là ñộ lệch của tuổi thọ chi tiết so với tuổi thọ trung 
bình:  

X = | t − a |. 
 
trong ñó t  là tuổi thọ chi tiết. 
 Như vậy  X  cũng là ñại lượng ngẫu nhiên. Ở ñây không gian sự kiện sơ cấp 
là Ω = [0; +∞). 
 
2. ðịnh ngh ĩa. 
 
 Cho không gian xác suất (Ω, B, P). Ánh xạ 
 

X : Ω � R 
 
gọi là bi�n ng �u nhiên , nếu 
 

∀ x ∈ R, {ω ∈ Ω | X(ω) ≤  x } ∈ B. 
 
• Biến ngẫu nhiên X  gọi là biến ngẫu nhiên rời rạc, nếu  X(Ω)  là hữu hạn hoặc vô 
hạn ñếm ñược. 
 Chẳng hạn, biến ngẫu nhiên ở ví dụ (i) là biến ngẫu nhiên rời rạc. 
 
• Biến ngẫu nhiên X  gọi là biến ngẫu nhiên liên tục, nếu  X(Ω)  lấp ñầy một khoảng 
nào ñấy trên trục số. 
 Chẳng hạn, biến ngẫu nhiên ở ví dụ (ii) là biến ngẫu nhiên liên tục. 
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II. BIẾN NGẪU NHIÊN RỜI RẠC 
 
1. Luật phân ph ối xác su ất rời rạc 
 
• ðịnh nghĩa.  Cho không gian xác suất  (Ω, B, P) và biến ngẫu nhiên rời rạc  X. Giả 
sử tập các giá trị của X là 
 

X(Ω) = { xi | i ∈ I } 
 
trong ñó  I  là tập chỉ số hữu hạn hoặc vô hạn ñếm ñược. 
 
 Ta gọi luật phân phối xác suất của X là tập 
 

{ pk | k ∈ I } 
 
trong ñó  pk , k ∈ I,  là xác suất sự kiện  X = xk : 
 

pk = P(X = xk) = P(ω ∈ Ω |  X(ω) = xk) 
 
 Luật phân phối xác suất của  biến ngẫu nhiên rời rạc  X  ñược biểu diễn dạng 
dãy 
 

X = { (xi, pi) | i ∈ I } 
hoặc dạng bảng 
 

X x1 x2 . . . xk . . . 
P p1 p2 . . . pk . . . 

 
 Vì xk, k ∈ I , khác nhau từng ñôi nên các sự kiện  X = xk, k ∈ I  xung khắc từng 
ñôi. Suy ra 
 

1)(} )(| {
Ik

=Ω=






 =Ω∈=
∈∈

∑ PxXPp k
Ik

k ωω∪  

 
+ Ví dụ. 
(i) Lu�t phân ph �i xác su �t nh � th�c  B(n,p) . Giả sử sự kiện A của phép rhử α có 
xác suất là p. Thực hiện phép thử α n (n∈N) lần một cách ñộc lập. Gọi X là biến 
ngẫu nhiên có giá trị là tần số xuất hiện sự kiện A. Hãy tìm luật xác suất của X. 
Giải. 
 X  có thể nhận các giá trị  0, 1, 2, … , n. ðể tính xác suất pk = P(X=k) ta làm 
như sau: 
 Ký hiệu  Ai  là sự kiện A ở phép thử lần thứ  i , i=1, …, n.  
 ðể  X=k  thì trong n lần thực hiện phép thử α, phải có ñúng k lần sự kiện A 
xảy ra. 
 Như vậy , ñể X=k thì trong dãy sự kiện (A1, … , An) có ñúng k sự kiện xảy ra 
và n−k sự kiện không xảy ra. Mỗi khả năng như vậy có xác suất là   
 

pk.(1−p)n−k 
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 Mặt khác mỗi khả năng trên ứng với mọt tổ hợp chập k của n phần tử. Vậy ta 
nhận ñược công thức Bernoulli 
 

pk = C(n,k).pk.(1−p)n−k , ∀k=0, 1, …, n 
 
 Luật phân phối xác suất 
 

{(k, C(n,k).pk.(1−p)n−k | k=0, 1, …, n} 
 
gọi là luật phân phối xác suất nhị thức  B(n,p). 
 
 Xác suất ñể số lần xuất hiện A nằm trong khoảng từ  k1  ñến k2  là 
 

( ) ∑
=

−−=
2

1

)1().,(, 21

k

kk

knk
n ppknCkkP  

 
 
(ii) Có n xạ thủ bắn bia. Xác suất  bắn trúng ñích của xạ thủ k là pk , k=1,…, n. Gọi X 
là số xạ thủ bắn trúng ñích. Tìm luật phân phối xác suất của X. 
Giải. 
 Lập luận tương tự như trên ta thấy có C(n,k) khả năng k xạ thủ bắn trúng ñích 
và n−k xạ thủ bắn trượt. Tuy nhiên xác suất mỗi khả năng không giống nhau. Vì vậy 
xác suất P(X=k)  là tổng của C(n,k) số hạng, mỗi số hạng là tích của k xác suất pi  và  
n−k  xác suất qj = 1−pj   dạng 
 

knk jjjiii qqqppp
−

.............
2121

 

Như vậy 
 

P(X=k) = ∑ ∏∏
≤<<<≤ ∉=

−
niii ij

j

k

h
i

k k

h
pp

...1 },..., {i121 1

)1(  

 
trong ñó mỗi bộ {i1, … , ik } là tổ hợp chập k của n phần tử {1, 2, … , n}. 
 
 Chẳng hạn, với  

n = 4, p1 = 0.1 ; p2 = 0.2 ; p3 = 0.3 ;  p4 = 0.4 
ta có 
 P(X=2)  =  0.1 x 0.2 x 0.7 x 0.6  +  0.1 x 0.8 x 0.3 x 0.6  +  0.1 x 0.8 x 
0.7 x 0.4 
     + 0.9 x 0.2 x 0.3 x 0.6  +  0.9 x 0.2 x 0.7 x 0.4  +  0.9 x 0.8 x 
0.3 x 0.4 
   = 0.2144 
 
 Ta có thể tính xác suất bằng hàm sinh: 
 

ϕ(z) = ( )∏
=

+
n

i
ii zpq

1

.  = anz
n + an−1z

n−1 + … + akz
k + … + a1z + a0 
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Khi ñó 
P(X=k) = ak , ∀k=0, 1, …, n 

 
 Quay lại số liệu trên ta có 
 
 ϕ(z) = (0.9 + 0.1z)(0.8 + 0.2z)(0.7 + 0.3z)(0.6 + 0.4z) = 
   = 0.302 + 0.440z + 0.215z2 + 0.040z3 + 0.002z4 
 
Suy ra 
   P(X=0) = 0.302 ; P(X=1) = 0.440 ; P(X=2) = 0.215 ;  
   P(X=3) = 0.040 ; P(X=4) = 0.002 
 
(iii) Giả sử một phép thử có m sự kiện  A1, … , Am  hợp thành nhóm ñầy ñủ các sự 
kiện. Xác suất sự kiện Ai  là pi, i=1,…,m, không phụ thuộc vào lần thử. Phép thử 
ñược thực hiện n lần. Tính xác suất Ai  xuất hiện ki  lần, i=1,…,m, trong ñó 
 

k1 + … + km = n 
Giải. 
 Mỗi kết cục: Ai  xuất hiện ki  lần, i=1,…,m, là một hoán vị lap và có xác suất là   

mk
m

kk ppp ...... 21
21  

 Vậy xác suất cần tìm là 
 

Pn(k1, … , km) = mk
m

kk

m

ppp
kkk

n
......

!!.....!.

!
21

21
21

 

 
(iv) Một hộp kín có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Lấy ngẫu nhiên n quả cầu 

(n≤ a+b). Gọi X là số quả cầu trắng ñược lấy ra. Tìm luật phân phối xác suất của X. 
Giải. 
 Theo ví dụ chương trước, 

),(
),().,(

)(
nbaC

knbCkaC
kXPpk +

−===   , ∀k=0,1,…,n. 

 
 ðây là luật phân phối xác suất siêu hình học  H(a+b, n, a/(a+b)). 
 
(v) Trong một số ứng dụng kỹ thuật, ta thường gặp biến ngẫu nhiên rời rạc vô hạn có 
luật xác suất 
 

,....}2,1,0|
!

.e {(k, - =k
k

kλλ
 

trong ñó  λ > 0  là hằng số. 
 Luật này gọi là luật phân phối xác suất Poisson , ký hiệu là  P(λ). 
 
• Biến ngẫu nhiên ñộc lập. Hai biến ngẫu nhiên X và Y trên cùng không gian xác suất 
gọi là ñộc lập, nếu luật phân phối của X không phụ thuộc giá trị của Y và ngược lại. 
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2. Hàm phân ph ối xác su ất 
 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên X (rời rạc hoặc liên tục) trên không gian xác suất 
(Ω, B, P). Hàm phân phối xác suất của X là hàm 
 

F(x) = P( X ≤  x), ∀x∈R 
 
 Ta xét trường hợp biến ngẫu nhiên rời rạc. 
• Cho biến ngẫu nhiên rời rạc X có luật xác suất 
 

{(xi , pi) | i=1, … , n} 
 
Từ ñịnh nghĩa suy ra hàm phân phối  F(x) ñược xác ñịnh theo công thức sau 
 

F(x) = P( X ≤  x ) = ∑
≤ xx

i

i

p  

 
 Như vậy hàm phân phối là hàm gián ñoạn bậc thang có bước nhảy pk  tại  
x=xk , k=1,…,n, và là hàm liên tục phải. 
 
+ Ví dụ: Xét luật nhị thức  B(3, ½). Ta có 
 

p0 = 1/8 ,  p1 = p2 = 3/8 , p3 = 1/8 
 
 Vậy hàm phân phối là 
 














≤
<≤
<≤
<≤

<

=

x

x

x

x

x

xF

31

32

21,

10,

0,0

)(

8
7

2
1

8
1

 

 
 ðồ thị của hàm phân phối như sau 
 
 
 
 
      1 
         7/8  

 
      ½  
      1/8 

 
      0    1    2     3 
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• Tính chất. Cho hàm phân phối F(x) của biến ngẫu nhiên X. Khi ñó 
(i) F(x) không giảm trên R 

(ii) 1)( =
+∞→

xFlìm
x

  và  0)( =
−∞→

xFlìm
x

 

(iii) F(x)  liên tục phải trên R 
(iv) Nếu X là biến ngẫu nhiên rời rạc với luật xác suất 
 

{(xi , pi) | i=1, … , n} 
 
thì hàm phân phối  F(x) ñược xác ñịnh theo công thức sau 
 

F(x) = ∑
≤ xx

i

i

p  

và 

P( X=x )  = F(x) − )(
0

tFlìm
xt −→

 

 
� Ghi chú: Từ (i) và (ii) suy ra 

0 ≤  F(x) ≤  1 , ∀ x ∈ R 
 
 
3. Các tham s ố ñặc trưng 
 
a) Kỳ vọng. 
 Cho biến ngẫu nhiên rời rạc  X với luật xác suất 
 

{(xi , pi) | i ∈ I} 
 
 Kỳ vọng của X, ký hiệu E(X), là giá trị xác ñịnh bởi công thức 
 

E(X) = ∑
∈Ii

ii px  

 
 Trong trường hợp tập chỉ số I vô hạn thì chuỗi phải hội tụ tuyệt ñối. 
 
+ Ví dụ. 
(i) Phân phối Bernoulli. 
 Cho A là sự kiện của phép thử α có xác suất P(A) = p. Gọi X là biến ngẫu 
nhiên chỉ số lần xuất hiện sự kiện A trong 1 lần thực hiện phép thử α. Luật phân phối 
của X là 

{(1,p), (0,1−p)} 
 
 Vậy 

E(X) = 1.p + 0.(1−p) = p 
 
 
(ii) Cho X là biến ngẫu nhiên có luật phân phối nhị thức B(n,p) 
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{(k, C(n,k).pk.(1−p)n−k | k=0, 1, …, n} 
 
 Sử dụng ñẳng thức   
 

k.C(n,k) = n.C(n−1,k−1), ∀n,k∈N, n≥ k 
 
ta có 

E(X) = =−=− ∑∑
=

−

=

−
n

k

knk
n

k

knk ppknkCppknkC
10

)1().,()1().,(  

 

pnpphnCpnppknCn
n

h

hnh
n

k

knk .)1().,1(..)1().1,1(.
1

0

1

1

=−−=−−−= ∑∑
−

=

−−

=

−
 

 
(iii) Cho biến ngẫu nhiên X có luật phân phối xác suất Poisson  P(λ) 
 

,....}2,1,0|
!

.e {(k, - =k
k

kλλ
 

 Ta có 

E(X) = λλλλλλλ λλλλλ ===
−

= −
∞

=

−
∞

=

−
−

∞

=

− ∑∑∑ ee
h

e
k

e
k

ek
h

h

k

k

k

k

..
!

.
)!1(

..
!

..
01

1

0

 

 
 
(iv) Cho  X là biến ngẫu nhiên có luật phân phối xác suất rời rạc vô hạn 
 













=








+
,...2,1

1)k.(k
1

 k, k  

 
 Ta có 

1
1

11
)1(

1

11

=








+
−=

+ ∑∑
∞

=

∞

= kk kkkk
 

 
nhưng 

+∞=
+

=
+ ∑∑

∞

=

∞

= 11 1
1

)1(
1

kk kkk
k  

 
Chuỗi trên phân kỳ nên  X  không có kỳ vọng. 
 
• ðịnh lý. Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc của phép thử α có luật phân phối xác suất 

{(xi , pi) | i ∈ I} 
 
 Giả sử X có kỳ vọng E(X) và ánh xạ  ϕ:R�R . Khi ñó  ϕ(X)  cũng là biến ngẫu 
nhiên của phép thử α. Nếu ϕ(X)  có kỳ vọng thì 
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E[ϕ(X)] = ∑
∈Ii

ii px ).(ϕ  

 CM. Suy ra trực tiếp từ ñịnh nghĩa. 
 
• Tính chất. Cho X, Y  là các biến ngẫu nhiên, C là hằng. Khi ñó 
(i) E(C) = C   
(ii) E(C.X) = C.E(X) 
(iii) E(X + Y) = E(X) + E(Y) 
(iv) Nếu X, Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, thì 

E(X.Y) = E(X).E(Y) 
 
b) Mode. 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên X với luật phân phối xác suất 
 

{(xi , pi) | i ∈ I} 
 
Mode của X là trị của X có xác suất cực ñại, ký hiệu M(X). 
 

+ Ví dụ. Cho biến ngẫu nhiên X có luật phân phối xác suất nhị thức B(n,p). Ký hiệu  
 

Pn(k) = P(X=k) = C(n,k).pk.qn−k  (q=1−p) 
 Ta có 

q

p

k

kn

q

p

n

knk

knk

n

qpknC

qpknC

kP

kP
knk

knk

n

n

1!
)!!.(

)!1)!.(1(
!

.).,(
.).1,(

)(
)1( 11

+
−=−

−−+
=+=+

−

−−+

 

 
 Từ ñó suy ra 

 
 Pn(k+1) > Pn(k)  ⇔  (n−k).p > (k+1).q 
     ⇔ n.p − k.p > (k+1)(1−p)  
     ⇔  n.p − k.p > −k.p −p + k + 1 
     ⇔ k < n.p − q 
 
 Pn(k+1) = Pn(k)  ⇔ k = n.p − q 
 Pn(k+1) < Pn(k)  ⇔ k > n.p − q 
 
 Ta thấy khi k tăng từ 0  ñến n, hàm Pn(k) tăng ñến cực ñại rồi giảm dần. Vậy 

 Nếu  n.p − q ≥  0 là số nguyên thì Pn(k)  ñạt cực ñại tại 
 

k0 = n.p − q  và  k0 + 1 = np − q + 1 = n.p + p 
 
 Nếu  n.p − q > 0 không nguyên thì Pn(k)  ñạt cực ñại tại 
 

k0 = n.p − q (x  là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn x) 
 
 Nếu  n.p − q < 0  thì Pn(k)  ñạt cực ñại tại  k0 = 0. 
 
c) Phương sai và ñộ lệch quân phương. 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên X với luật phân phối xác suất 
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{(xi , pi) | i ∈ I} 

 

và kỳ vọng  E(X) = a. Giả thiết chuỗi  ( )∑
∈

−
Ii

ii pax .2
  hội tụ. Khi ñó tổng của chuỗi gọi 

là phương sai của X và ký hiệu là  D(X), tức là 
 

D(X) = ( )∑
∈

−
Ii

ii pax .2
 = E(X−a)2 

 
 Nếu X có phương sai D(X) thì  ñại lượng 
 

)()( XDX =σ  
 

gọi là ñộ lệch quân phương của biến ngẫu nhiên X. 
 
• Công thức Koenig−Huyghens. 

D(X) = E(X2) − [E(X)]2 

 CM. 
D(X) = E(X−a)2 = E(X2 − 2.a.X + a2)  

 
= E(X2) −2E(X).E(X) + E(X)2  =  E(X2) − [E(X)]2 

 
+ Ví dụ. 
(i) Tính phương sai của biến ngẫu nhiên X có  luật phân phối nhị thức B(n,p) 
(q=1−p). 
 Ta có  
 

E(X2)  =  ∑
=

−
n

k

knk qpknCk
0

2 .).,(.  

  =   ∑
=

−−−−−−
n

k

knk qpknCpnk
1

)1()1(1.).1,1(...  (áp dụng k.C(n,k) = 

n.C(n−1,k−1)) 
 

  =   ∑
−

=

−−−+
1

0

)1(.).,1().1(..
n

h

hnh qphnChpn   (h = k − 1) 

 

  =   ∑∑
−

=

−−
−

=

−− −+−
1

0

)1(
1

0

)1( .).,1(...).,1(...
n

h

hnh
n

h

hnh qphnCpnqphnChpn   

 
  =   n.p.E(X’)  +  n.p.1 
 
trong ñó  X’  có luật nhị thức B(n−1,p). Vậy 
 

E(X2) = n.p.(n−1).p + n.p = n.(n−1).p2 + n.p 
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 Theo công thức Koenig−Huyghens suy ra 
 

D(X) = n.(n−1).p2 + n.p − (n.p)2 =  n.p.q 
 
 ðộ lệch quân phương cuả X là 
 

qpnX ..)( =σ  
 
(ii) Tính phương sai của biến ngẫu nhiên X có  luật phân phối Poisson tham số λ > 0, 
P(λ). 
 Ta có  
 

 E(X2) = ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

−
−

∞

=

− +=
−

=
01

1

1

2

!
)1(..

)!1(
..

!
.

h

h

k

k

k

k

h
he

k
ke

k
ek

λλλλλ λλλ    (h=k−1) 

 
   =

 λλλλλλλλλλλ λλλλ +=+=+=+ −
∞

=

−
∞

=

− ∑∑ 2

00

...)(.
!

..
!

.. eeXE
h

e
h

eh
h

h

h

h

 

 
Theo công thức Koenig−Huyghen suy ra 
 

D(X) = λ2 + λ − λ2 = λ 
 
 ðộ lệch quân phương cuả X là 
 

λσ =)(X  
 

• Tính chất. Cho X, Y  là các biến ngẫu nhiên, C là hằng. Khi ñó 
(i) D(C) = 0 
(ii) D(C.X) = C2.D(X) 
(iii) σ(C.X) = |C|.σ(X) 
(iv) Nếu X, Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, thì 

D(X + Y) = D(X) + D(Y) 
 
 CM 
(iv)    D(X + Y)  = E(X + Y)2 − [E(X + Y)]2 = E(X2 + 2X.Y + Y2) − [E(X) + E(Y)]2 

    = E(X2) − [E(X)]2 + E(Y2) − [E(Y)]2 + 2.E(X.Y) − 
2.E(X).E(Y) 
    = D(X) + D(Y)  (vì E(X.Y) = E(X).E(Y)) 
 
• Hệ quả. Cho  X1, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên ñộc lập có cùng phương sai  D. Ký 
hiệu 
 

∑
=

=
n

i
iX

n
X

1

1
 

Khi ñó 
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( )
n

D
XD =  

 CM 

( ) ( )
n

D
Dn

n
XD

n
X

n
DXD

n

i
i

n

i
i ===






= ∑∑
==

.
111

2
1

2
1

 

 
d) Mômen 
 Cho biến ngẫu nhiên X, a ∈ R, k ∈ N. 
• Mômen cấp k ñối với a  của X là giá trị 
 

νk(a) = E[(X − a)k] 
 
• Mômen gốc cấp k   của X là giá trị 
 

νk = νk(0) = E(Xk) 
 
� Mômen gốc cấp 1   của X là kỳ vọng  E(X) (nếu tồn tại). 
 
• Mômen trung tâm cấp k   của X, với ñiều kiện X có kỳ vọng, là giá trị 
 

µk = νk(E(X)) = E[(X − E(X))k] 
 
� Mômen trung tâm cấp 2   của X là phương sai   D(X) (nếu tồn tại). 
 

• ðịnh lý. Cho r, s ∈ N , r ≤  s, và biến ngẫu nhiên rời rạc X. Khi ñó, nếu tồn tại 
mômen gốc cấp s của X, thì tồn tại mômen gốc cấp r  của X. 
 CM 
 Giả sử luật phân phối xác suất của X là 
 

{(xi , pi) | i ∈ I} 
  
 Vì νs  tồn tại nên chuỗi  i

Ii

s
i px∑

∈

  hội tụ. Ta có 

( ) i
Ii

s
ii

Ii

r
ii

Ii

r
i pxpxpx ∑∑∑

∈∈∈

+≤≤ .1.  

(vì  s
i

r
i xx ≤  , nếu  |xi| ≥  1  và  1≤r

ix  , nếu  |xi| ≤ 1 ). 

 Suy ra 

∞<+≤ ∑∑∑
∈∈∈

i
Ii

s
i

iIi
ii

Ii

r
i pxppx ..  

 
 Cuối cùng ta suy ra  i

Ii

r
i px∑

∈

  hội tụ tuyệt ñối.    

 ðpcm 
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• Hệ quả. Cho r, s ∈ N , r ≤  s, và biến ngẫu nhiên rời rạc X. Khi ñó, nếu tồn tại 

mômen gốc cấp s của X, thì tồn tại mômen cấp r  tại a ∈ R bất kỳ  của X. 
 CM 
 Sử dụng ñịnh lý và ñẳng thức sau 
 

∑∑
=

−

=

− =






==
r

0

ii-r
n

0

i-rr )E(X..k).(-1)C(n,.k).(-1)C(n,E]a) - E[(X)(
i

ir

i

iir
k axaaγ  

 
• Mômen trung tâm cấp 3. 
 
 µ3  = E[X − E(X)]3 = E[X3 − 3.X2.E(X) + 3.X.E(X)2 − E(X)3 ] = 
  = ν3 − 3.ν1ν2 + 3.ν1

3 − ν1
3 = ν3 − 3.ν1ν2 + 2.ν1

3  
 
 Bây giờ ta giả thiết rằng X ñối xứng qua E(X), tức X có luật phân phối 
 

{(xi, pi) | i = −∞ , … , −2, −1, 1, 2, … , +∞ } 
 
trong ñó   

pi = p−i  và  xi − ν1 = −(x−i − ν1) , ∀i = 1, 2, … , ∞ 
 
Khi ñó mọi mômen trung tâm cấp lẻ ñều bằng 0. 
 
 Mômen  µ3  ñặc trưng cho tính bất ñối xứng của biến ngẫu nhiên ñối với kỳ 
vọng. Nếu µ3 > 0  thì phân phối lệch về bên phải kỳ vọng, nếu µ3 < 0  thì phân phối 
lệch về bên trái kỳ vọng. 
 
 ðại lượng 

s3 = 
3
3

σ
µ

 

gọi là hệ số bất ñối xứng của biến ngẫu nhiên X. 
 
• Mômen trung tâm cấp 4. 
 
 µ3  = E[X − E(X)]4 = E[X4 − 4.X3.E(X) + 6.X2.E(X)2 − 4.X.E(X)3 + E(X)4 ] = 
  = ν4 − 4.ν3ν1 + 6.ν1

2.ν2 − 4.ν1
3.ν1 + ν1

4 = ν4 − 4.ν3ν1 + 6.ν1
2.ν2 − 3.ν1

4  
 
4. Một số luật phân ph ối quan tr ọng  
 
a) Luật phân phối ñều rời rạc  U(1,n). 
• ðịnh nghĩa. Biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối ñều U(1,n) nếu có 
phân phối 

{(k, 1/n) | k =1, 2, …, n} 
 
• Kỳ vọng và phương sai: 

E(X) = 
2

1+n
  & D(X) = 

12
12 −n

 

CM 
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D(X) = E(X2) − E(X)2 = 
12

1
4

)1(
6
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4

)1(1 222

1

2 −=+−++=+−∑
=

nnnnn

n

n
k

n

n

k

 

 
 
+ Ví dụ. Trong thùng có n quả cầu, trong ñó có 1 quả cầu ñen. Người ta lấy ngẫu 
nhiên từng quả cầu ra khỏi thùng (không bỏ lại vào thùng) cho ñến khi lấy ñược quả 
cầu ñen. Gọi X là biến ngẫu nhiên có giá trị bằng số quả cầu lấy ra. Xác ñịnh luật 
phân phối của X. 
Giải. 
 Miền giá trị của X là 1, 2, …, n.  
 Gọi Ai là sự kiện quả cầu ñen ñược rút ra ở lần thứ i, i=1,2,…,n. Với mọi 
k=1,2,…,n  ta có 

 P(X=k)  = ( )kk AAAAP ....... 121 −  
 
 = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1212211213121 ...../...../.....// −−− kkkk AAAAPAAAAPAAAPAAPAP  
 

 = 
nknkn

kn

n

n

n

n 1

1

1

2

1
.....

1

21 =
+−+−

+−
−
−−

 

 
 Vậy  X  có phân phối ñều  U(1,n). 
 
 
b) Phân phối Bernoulli  B(1,p). 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối Bernoulli B(1,p), 
0<p<1, nếu X có phân phối xác suất 
 

{(1,p), (0,1−p)} 
 
• Kỳ vọng và phương sai: 

E(X) = p  & D(X) = p.(1−p) 
 
+ Ví dụ. Hai ñối thủ ngang sức chơi 2.n  ván cờ, với ñiều kiện mỗi ván phải có người 
thắng. Gọi Xn  là biến ngẫu nhiên, 
 

Xn = 1, nếu trận ñấu hoà, ngược lại Xn = 0. 
 
Xác ñịnh luật phân phối của Xn. 
Giải. 
 Sự kiện Xn = 1 xảy ra nếu người thứ  nhất thắng n trận. Xác suất một khả 
năng như vậy là  

(½) n.(½) 2n−n = (½) 2n 
 
và mỗi khả năng ứng với một tổ hợp chập n của 2n. Vậy xác suất 
 

pn = P(Xn=1) = C(2n,n).(½) 2n 
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và  Xn có phân phối B(1,pn). 
* Ghi chú. biến ngẫu nhiên 

X1 + X2 + … + Xn 
là số thời ñiểm hai người có số ván thắng thua bằng nhau. 
 
 
c) Phân phối nhị thức  B(n,p). 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối nhị thức B(n,p), n∈N, 
0<p<1, nếu X có phân phối xác suất 
 

{(k,C(n,k).pk.(1−p)n−k) | k=0,1,2, … ,n} 
 
• Kỳ vọng và phương sai: 

E(X) = n.p  & D(X) = n.p.(1−p) 
 
+ Ví dụ. Có n khách hàng và m quầy hàng. Mỗi khách hàng chọn ngẫu nhiên một 
quầy hàng với xác suất giống nhau và hoàn toàn ñộc lập với nhau. Gọi X là số khách 
hàng chọn quầy số 1. Xác ñịnh luật phân phối của biến ngẫu nhiên X. 
Giải. 
 Mỗi khách hàng chọn quầy số 1 với xác suất p = 1/m. Suy ra xác suất 
 

P(X=k) = C(n,k).(1/m)k.(1−1/m)n−k 

 
Như vậy X có luật phân phối B(n,1/m). 
 
 
d) Phân phối hình học  G(p). 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối hình học G(p), 
0<p<1, nếu X có phân phối xác suất 
 

{(k, p.(1−p)k−1) | k = 1, 2, … ,n, … , +∞ } 
 
• Kỳ vọng và phương sai: Ký hiệu q = 1 − p, ta có 
 

E(X) = 1/p  & D(X) = q/p2 

CM. 

(i) E(X) = 
pq

p

dq

q
d

p
dq

qd

ppkp k

k

k

k 1

)1(

1
1

..)1.(
2

1

1

1 =
−

=









−
=










=−
∑

∑

∞

=
∞

=

−  

 
(ii) Ta có  

  D(X) = 
2

1

12 1
..

p
qkp

k

k −∑
∞

=

−        

  (1) 
 
 Theo (i) ta có 
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dq

q

q
d

dq

qkd

q

q
qk

q
qk

k

kk

k

k

k










−
=










⇒
−

=⇒
−

=
∑

∑∑

∞

=
∞

=

−
∞

=

2
1

2
1

2
1

1

)1(
.

)1(
.

)1(
1

.  

 

==>    
34

2

4

2

1

12 .2..2
)1(

)1.(.2)1(
.

p

qp

p

qpp

q

qqq
qk

k

k +=+=
−

−+−=∑
∞

=

−  

 
 Thế vào (1) ta có 
 

    D(X) = 
223

1.2
p

q

pp

qp
p =−+

 

 
+ Ví dụ. Ba người chơi trò chơi gieo xúc sắc. Mỗi ván mỗi người gieo một lần, nếu có 
người gieo ñược mặt 6 chấm thì người ñó thắng. Trò chơi kết thúc nếu có người 
thắng. Gọi X là số ván chơi. Xác ñịnh luật phân phối của biến ngẫu nhiên X. 
Giải. 
(i) Trường hợp có thể có nhiều người thắng trong một ván. 
 Sự kiện  X = k  xảy ra nếu trong k − 1 ván: 1,2,…,k−1  không có ai gieo ñược 
6 chấm và ñến ván thứ k thì có người gieo ñược 6 chấm. 
 Gọi A là sự kiện không có ai thắng trong một ván. Ta có 
 

P(A) = 

3

6
5








  & ( )

3

6
5

1 






−=AP  

Vậy 
 

P(X=k) = 

)1.(33

6

5

6

5
1

−




























−
k

, k=1,2,…, +∞ 

tức  X có luật phân phối hình học  G(p), với p = 
216
91

216
125216

6
5

1
3

=−=






−  

(ii) Trường hợp chỉ cho phép một người thắng trong một ván. 
 Sự kiện  X = k  xảy ra nếu ở ván thứ k có ñúng 1 người gieo ñược 6 chấm và 
trong mỗi ván: 1,2,…,k−1   hoặc không có ai  gieo ñược 6 chấm hoặc có ít nhất 2 
người gieo ñược 6 chấm. 
 Gọi A là sự kiện có ñúng 1 người thắng trong một ván. Ta có 
 

P(A) = 
72
25

6
5

6
1

.3
2

=







  & ( )

72
25

1−=AP  

Vậy 
 

P(X=k) = 

)1(

72
25

1
72
25

−








 −
k

, k=1,2,…, +∞ 
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tức  X có luật phân phối hình học  G(p), với p = 
72
25

 

 
e) Phân phối siêu hình học  H(N,n,p). 
 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối siêu hình học 
H(N,n,p) (N, n ∈ N, 0<p<1, q=1−p, N.p ∈ N), nếu X có phân phối xác suất 
 

{(k, 
),(

),.().,.(
nNC

knqNCkpNC −
) | k= 0,1, 2, … ,n } 

 
• Kỳ vọng và phương sai:  
 

E(X) = n.p  & D(X) = n.p.q.
1−

−
N

nN  

CM. 
(i) Kỳ vọng: Ta có 

E(X) = ∑
=

−n

k nNC

knqNCkpNC
k

0 ),(

),.().,.(
.  

Sử dụng ñẳng thức  k.C(n,k) = n.C(n−1,k−1), 1≤ k≤ n, suy ra 
 

E(X) = ∑
=

−−−n

k nNC

knNqCkNpC
pN

0 ),(

),().1,1(
..  

Tiếp theo, áp dụng công thức Vandermonde, ta có 
 

E(X) = 
),(

)1,1(
.

),(
)1,1..(

..
nNC

nNC
pN

nNC

nqNpNC
pN

−−=−−+
 

 

⇒   E(X) = pn
N

n
pN

N

nNn

nNn

N
pN ..

!
)!(!

)!()!1(
)!1(

. ==−
−−

−
 

 
(ii) Phương sai. Áp dụng hai lần công thức giảm bậc, ta có 
 

 E[X.(X−1)]  = ∑
=

−−
n

k nNC

knqNCkpNC
kk

1 ),(

),.().,.(
)1(  

    = N.p.(N.p − 1).∑
=

−−−n

k nNC

knqNCkpNC

2 ),(
),.().2,2.(

 

Tiếp theo, áp dụng công thức Vandermonde, ta có 
 
 E[X.(X−1)]  = N.p.(N.p − 1).C(N.p + N.q −2, n − 2) / C(N,n) 
    = N.p.(N.p − 1).C(N −2, n − 2) / C(N,n) 

    = N.p.(N.p − 1).
!

)!(!
)!()!2(

)!2(
N

nNn

nNn

N −
−−

−
 

    = N.p.(N.p − 1).
)1.(

)1.(
−

−
NN

nn
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Từ trên suy ra 
 D(X)  = E[X(X−1)] + E(X) − E(X)2 

    = N.p.(N.p − 1).
)1.(

)1.(
−

−
NN

nn
 + n.p − (n.p)2 

    = 




 −+
−

−−
pn

N

npN
pn .1

1

)1).(1.(
..   

    = 
1

..
1

..
..

−
−=






−
−−+

N

nN
qpn

N

pnnpnN
pn   

 
+ Ví dụ. 
 Trong thùng có a quả cầu trắng, b quả cầu ñen. Lấy ngẫu nhiên n quả cầu 

(n≤ a+b). Ký hiệu X là biến ngẫu nhiên chỉ số quả cầu trắng ñược lấy ra. Xác ñịnh 
luật phân phối của X. 
Giải. 
 X nhận giá trị nguyên k trong khoảng 
 

[max(0, n−b), min(n,a)] 
 
và xác suất 

P(X = k) =  
),(

),().,(
nbaC

knbCkaC

+
−

 

 
 Như vậy X có phân phối siêu hình học  H(a+b, n, a/(a+b)) với kỳ vọng 
 

E(X) = n.a/(a+b) 
Và phương sai  
 

D(X) = 
1−+

−+
++ ba

nba

ba

b

ba

a
n  

 
 
f) Phân phối Poisson  P(λ) (λ>0). 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối Poisson P(λ), 0<λ, 
nếu X có phân phối xác suất 
 

{(k, 
!

.
k

e
kλλ−

) | k= 0, 1, 2, … ,n, … , +∞ } 

 
• Kỳ vọng và phương sai:  
 

E(X) = λ  & D(X) = λ 

 
+ Ví dụ. Luật phân phối Poisson là luật giới hạn. 

 Cho dãy thùng  (Un)n≥ 1 , trong ñó thùng Un , n≥ 1, chứa các quả cầu trắng và 
cầu ñen theo tỉ lệ  pn . Với n=1,2,…  ta lần lượt lấy n quả cầu , có trả lại, từ thùng Un .  
 Ký hiệu Xn  là số quả cầu trắng lấy ra từ thùng Un.  
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 Giả thiết  n.pn →λ  khi n→∞. Ta nghiên cứu xác suất  P(Xn =k)  khi n→∞. Ký 
hiệu  1 − pn = qn , ta có 
 

P(Xn = k) = ( )nqknk
n

kn
n

k
n ep

k

knnn
qpknC ln)(

!
)1)...(1(

.).,( −− +−−=  

 
Vì  n.pn →λ  khi n→∞, nên  pn →0. Suy ra 

( ) ( ) λ−=−−=−−=−
∞→∞→∞→ n

n
n

n
n

n
pknpknqkn )(lim1ln)(limln)(lim  

 
kéo theo 
 

( )
!!

limlim
k

eep
k

n
kXP

k
k
n

k

n
n

n

λλλ −−

∞→∞→
=








==  

 Như vậy phân phối của Xn  tiệm cận ñến phân phối Poisson P(λ). 
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III. BIẾN NGẪU NHIÊN LIÊN TỤC 
 
1. Hàm mật ñộ phân ph ối 
 
• ðịnh nghĩa.  Biến ngẫu nhiên X  trên không gian xác suất  (Ω, B, P)  gọi là liên tục 
khi và chỉ khi tồn tại hàm f:R→R thoả 

(i)   f(x) ≥  0  ∀x∈R 
(ii)  Số ñiểm gián ñoạn của f là hữu hạn 
(iii) Tại các ñiểm gián ñoạn, f có giới hạn phải và giới hạn trái, hữu hạn hoặc vô 
hạn 
(iv) Tích phân 

1)( =∫
+∞

∞−

dttf  

(v) Hàm phân phối F(x)  thoả 
 

F(x) = P(X ≤  x) = ∫
∞−

x

dttf )(  

 
 Hàm f(t)  gọi là hàm mật ñộ phân phối của biến ngẫu nhiên X. 
 
 Ngược lại, hàm f(t)  thoả (i)−(iv)  là hàm mật ñộ của biến ngẫu nhiên nào ñó. 
 Từ ñịnh nghĩa suy ra hệ quả 
• Hệ quả. Cho biến ngẫu nhiên liên tục X với hàm mật ñộ f(t). Khi ñó 
(i) P(X=a) = 0 ∀a∈R 

(ii) P(a<X<b) = P(a≤ X≤ b) = P(a<X≤ b) = P(a≤ X<b) = ∫
b

a

dttf )(  ∀a,b∈R, 

a<b 
(iii)  Hàm phân phối F(x) liên tục trên R và khả vi tại các ñiểm liên tục của f và 

F’(t) = f(t) ∀t là ñiểm liên tục của f 
 
+ Ví dụ. 
(i)  Cho  a,b∈R, a<b, và X là ñiểm ngẫu nhiên chọn trong ñoạn [a,b]. Giả thiết 
rằng xác suất X rơi vào các khoảng bằng nhau trong [a,b] là giống nhau. Xác ñịnh 
hàm mật ñộ của X. 
Giải. 

 Vì xác suất P(a<X≤ b) = 1, ta có 
 

P(α< X ≤  β) = 
ab −

−αβ
 ∀[α,β] ⊂ [a,b] 

Vậy hàm phân phối của X là 
 









<

≤<
−
−

≤

=

xb

bxa
ab

ax
ax

xF

,1

,

,0

)(  
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Suy ra hàm mật ñộ f(t) của X: 
 







>∨<∀

≤≤∀
−==

btat

bta
abtFtf

0

1
)(')(  

 
 ðồ thị của hàm phân phối và hàm mật ñộ như sau 
 
 
   1 
           
 1/(b−a) 

 
 
 
        a       b       a
   b 
 
  hàm phân phối F(x)       hàm mật 
ñộ f(t) 
 
 Biến ngẫu nhiên X  gọi là tuân theo luật phân phối ñều trên [a,b], U([a,b]). 
 
(ii) Một chất phóng xạ phân rã. Tuổi thọ T của chất phóng xạ tại thời ñiểm bất kỳ 
không phụ thuộc vào thời gian sống trước ñó của nó. Xác ñịnh hàm mật ñộ của T. 
Giải. 
 Theo giả thiết ta có 
 

P(T≥ t+u / T≥ t) = P(T≥ u)  ∀t,u > 0 
 Suy ra 

)(
)(

)&(
uTP

tTP

tTutTP ≥=
≥

≥+≥
 

 

 ⇒     P(T≥ t+u) = P(T≥ t).P(T≥ u) 

 ∀t,u > 0 
 
 Ký hiệu  F  là hàm phân phối của T và H = 1 − F. Theo trên ta có 

 
H(t+u) = H(t).H(u) ∀t,u > 0 

 
⇒      H(x) = ea.x ⇒ F(x) = 1 − ea.x ∀x 
> 0 
 
 Vì F(x)→1 khi x→+∞, nên  a<0. ðặt λ = −a, ta có 
 

F(x) = 1 − e−λ.x  ⇒ f(x) = F’(x) = λ.e−λ.x ∀x ≥  0 
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  ðồ thị của hàm phân phối và hàm mật ñộ như sau: 
 
 
   1         
    
            
   λ 

 
 
 
 
 
  hàm phân phối F(x)       hàm mật 
ñộ f(t) 
 
 T gọi là tuân theo luật phân phối mũ tham số λ , E(λ). 
 
(iii) Biến ngẫu nhiên X có hàm mật ñộ 
 









>

≤≤−
=

2
0

22
cos.

)( π

ππ

x

xxk
xf  

 a) Tìm k 
 b) Tìm hàm phân phối F(x). 
 c) Tính  xác suất  P(0 < X < π/4). 
Giải. 
 a) Tìm k. 

1cos.
2

2

=∫
−

π

π

tdtk  ⇒ k.2 = 1 ⇒ k = ½ 

 
 b) Tìm hàm phân phối F(x). 
 Với  x∈[−π/2, π/2]   ta có 
 

)1(sin
2
1

cos.
2
1

)(

2

+== ∫
−

xtdtxF
x

π

 

 
Suy ra hàm phân phối 
 














<+

+≤<−+

−≤

=

x

xx

x

xF

2
,1

22
,)1(sin

2
1

2
,0

)(

π

ππ

π
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 c) Tính  xác suất  P(0 < X < π/4). 

P(0 < X < π/4) = F(π/4) − F(0) = 
22

1

2

1
1

2

1

2

1 =−






 +  

 
(iv)  Tìm k ñể hàm  
 








∉

<<
−=

)1,0(,0

10,
)1(

1
.

)(
t

t
tt

k
tf  

 
 
 là hàm mật ñộ của biến ngẫu nhiên 
Giải. 
 Ta có  f(t) ~ t−1/2  khi  t→0+   và  f(t) ~ (1−t)−1/2  khi  t→1− kéo theo tích phân 

∫
1

0

)( dttf    hội tụ.  

 ðổi biến  t = sin2(u)  ta có 
 

( ) π

ππ

kdukdu
uu

uu
kdt

tt
kdttf ==

−
=

−
= ∫∫∫∫

2

0

2

0
22

1

0

1

0

2
sin1.sin

cos.sin.2

)1(

1
)(  

 ⇒   k.π = 1  ⇒   k = 1/π. 
 
 Vậy f(t) là hàm mật ñộ của biến ngẫu nhiên khi và chỉ khi k = 1/π. 
 
 
2. Các tham s ố ñặc trưng 
a) Kỳ vọng. 
 Cho biến ngẫu nhiên X liên tục, với hàm mật ñộ f(t), trên không gian xác suất 
(Ω,B,P). 
• ðịnh nghĩa. Kỳ vọng của biến ngẫu nhiên liên tục X là ñại lượng 

E(X) = ∫
∞

∞−

dtttf )(  

với ñiều kiện tích phân hội tụ tuyệt ñối. 
 
+ Ví dụ. Cho X là biến ngẫu nhiên tuân theo luật phân phối ñều trên [a,b]. Ta có 
 

E(X) = 
22

1 2 bat

ab
dt

ab

t
b

at

b

a

+=








−
=

− =
∫  

• ðịnh lý. Cho X là biến ngẫu nhiên với hàm mật ñộ f(t), ϕ:R→R  là hàm sao cho ϕ(X) 
cũng là biến ngẫu nhiên. Khi ñó 
 

E[ϕ(X)] = ∫
∞

∞−

dttft )().(ϕ  
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nếu tích phân hội tụ tuyệt ñối. 
 CM. Xem phần Hàm biến ngẫu nhiên. 
 
 
• Tính chất. Cho X, Y  là các biến ngẫu nhiên liên tục, C là hằng. Khi ñó 
(i) E(C) = C   
(ii) E(C.X) = C.E(X) 
(iii) E(X + Y) = E(X) + E(Y) 
(iv) Nếu X, Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, thì 

E(X.Y) = E(X).E(Y) 
 
b) Mode và trung vị. 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên X với hàm mật ñộ f(t).  
 Mode  của X là ñiểm M(X) mà tại ñó f(t) ñạt cực ñại. 
 Trung vị  của X là ñiểm m(X)  thoả 

P(X < m(X)) = P(X > m(X)) = ½ 
 
+ Ví dụ. Cho X tuân theo luật phân phối ñều trên [a,b]. Khi ñó mọi ñiểm x∈[a,b] là 
mode của X và trung vị 

m(X) = (a+b)/2 
 
 
c) Phương sai và ñộ lệch quân phương. 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên X với hàm mật ñộ f(t) có kỳ vọng  E(X) = a.  
 Phương sai của X và ký hiệu là  D(X) là 
 

D(X) = E(X−a)2 = ( )∫
∞

∞−

− dttfat )(.2   

nếu tích phân hội tụ. 
 
 Nếu X có phương sai D(X) thì  ñại lượng 
 

)()( XDX =σ  
 

gọi là ñộ lệch quân phương của biến ngẫu nhiên X. 
 
• Công thức Koenig−Huyghens. 

D(X) = E(X2) − [E(X)]2 

 CM. 
D(X) = E(X−a)2 = E(X2 − 2.a.X + a2)  

 
= E(X2) −2E(X).E(X) + E(X)2  =  E(X2) − [E(X)]2 

 
 
+ Ví dụ. Cho X tuân theo luật phân phối ñều trên [a,b]. Ta có 
 

D(X) = 
12

)(
4

2
)(323

1
)(

2223323
2

2 abbaba

ab

abbat

ab
XEdt

ab

t
b

at

b

a

−=++−
−
−=







 +−








−
=−

− =
∫  
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Suy ra 

32
)()(

ab
XDX

−==σ  

 
• Tính chất. Cho X, Y  là các biến ngẫu nhiên liên tục, C là hằng. Khi ñó 
(i)  D(C) = 0 
(ii) D(C.X) = C2.D(X) 
(iii) σ(C.X) = |C|.σ(X) 
(iv) Nếu X, Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, thì 

D(X + Y) = D(X) + D(Y) 
 
 
d) Mômen 
 Cho biến ngẫu nhiên liên tục X với hàm mật ñộ f(t), a ∈ R, k ∈ N. 
• Mômen cấp k ñối với a  của X là giá trị 
 

νk(a) = E[(X − a)k] = dttfat k

∫
∞

∞−

− )(.)(  

 
• Mômen gốc cấp k   của X là giá trị 
 

νk = νk(0) = E(Xk) 
 
� Mômen gốc cấp 1   của X là kỳ vọng  E(X) (nếu tồn tại). 
 
• Mômen trung tâm cấp k   của X, với ñiều kiện X có kỳ vọng, là giá trị 
 

µk = νk(E(X)) = E[(X − E(X))k] 
 
� Mômen trung tâm cấp 2   của X là phương sai   D(X) (nếu tồn tại). 
 

• ðịnh lý. Cho r, s ∈ N , r ≤  s, và biến ngẫu nhiên liên tục X. Khi ñó, nếu tồn tại 
mômen gốc cấp s của X, thì tồn tại mômen gốc cấp r  của X. 
 CM 

 Với |t| ≤  1,  ta có  |t|r ≤  1, và với |t| > 1,  ta có  |t|r ≤  |t|s. Suy ra 
 

|t|r ≤  1 + |t|s ∀t∈R. 
 

 Từ ñó sự hội tụ của tích phân  ∫
∞

∞−

dttf )(   và  ∫
∞

∞−

dttft s )(||   kéo theo sự hội tu 

của tích phân  r
r dttft ν=∫

∞

∞−

)(||  

• Hệ quả. Cho r, s ∈ N , r ≤  s, và biến ngẫu nhiên liên tục X. Khi ñó, nếu tồn tại 

mômen gốc cấp s của X, thì tồn tại mômen cấp r  tại a ∈ R bất kỳ  của X. 
 CM 
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 Sử dụng ñịnh lý và ñẳng thức sau 
 

∑∑
=

−

=

− =






==
r

0

ii-r
n

0

i-rr )E(X..k).(-1)C(n,.k).(-1)C(n,E]a) - E[(X)(
i

ir

i

iir
k axaaγ  

 
• Mômen trung tâm cấp 3. 
 
 µ3  = E[X − E(X)]3 = E[X3 − 3.X2.E(X) + 3.X.E(X)2 − E(X)3 ] = 
  = ν3 − 3.ν1ν2 + 3.ν1

3 − ν1
3 = ν3 − 3.ν1ν2 + 2.ν1

3  
 
 Bây giờ ta giả thiết rằng f(t) ñối xứng qua E(X). Khi ñó mọi mômen trung tâm 
cấp lẻ ñều bằng 0. 
 
• Hệ số bất ñối xứng. ðại lượng 

s3 = 
3
3

σ
µ

 

ñặc trưng cho tính bất ñối xứng của X, gọi là hệ số bất ñối xứng của biến ngẫu nhiên 
X. 
 
• Mômen trung tâm cấp 4. 
 
 µ3  = E[X − E(X)]4 = E[X4 − 4.X3.E(X) + 6.X2.E(X)2 − 4.X.E(X)3 + E(X)4 ] = 
  = ν4 − 4.ν3ν1 + 6.ν1

2.ν2 − 4.ν1
3.ν1 + ν1

4 = ν4 − 4.ν3ν1 + 6.ν1
2.ν2 − 3.ν1

4  
 
• Hệ số nhọn. ðại lượng 

N4 = 3
4
4 −

σ
µ

 

ñặc trưng cho ñộ nhọn của ñồ thị hàm mật ñộ f(t) so với phân phối chính qui, gọi là 
hệ số nhọn của biến ngẫu nhiên X. 
 Phân phối chính qui có ñộ nhọn N4 = 0. Các ñường cong nhọn hơn phân phối 
chính qui có N4 > 0, và tù hơn phân phối chính qui có N4 < 0. 
 
 
3. Một số luật phân ph ối cơ bản 
a) Luật phân phối chính qui (Laplace−Gauss) N(a,σ) 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối chính qui, hay phân 
phối chuẩn, N(a,σ), σ>0, nếu nó có hàm mật ñộ dạng 
 

f(t) = 
2

2

2

)(

2

1 σ

πσ

at

e
−−

 ∀t∈R 

 
� Ghi chú: ðể chứng minh f(t) là hàm mật ñộ, ta sử dụng tích phân Euler 
 

π22

2

=∫
∞

∞−

−
dte

t

 

 
+ Kỳ vọng: 
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   E(X)  =  ∫
∞

∞−

−
−

dtet
at

2

2

2

)(

2

1 σ

πσ
   

     = ∫
∞

∞−

−
+ dueua

u

2

2

)(
2

1 σσ
πσ

  (ñổi biến 

u=(t−a)/σ) 

     = ∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−
+ dueudue

a uu

22

22

.
22 π
σ

π
 

     = a
a =+ 0.

2
2

2 π
σπ

π
 

 
+ Phương sai: Ta có 

   E(X2)  =  ∫
∞

∞−

−−
dtet

at
2

2

2

)(
2

2

1 σ

πσ
   

     = ∫
∞

∞−

−
+ dueua

u

22

2

).(
2

1 σσ
πσ

  (ñổi biến 

u=(t−a)/σ) 
     =

 ∫∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−∞

∞−

−
++ duedueu

a
due

a uuu

2
2

22
2

222

2
.

2

..2

2 π
σ

π
σ

π
 

     = 22
22

2
2

0.
2

..2
2

2
σπ

π
σ

π
σπ

π
+=++ a

aa
 

Suy ra 
D(X) = E(X2) − E(X)2  = a2 + σ2 − a2  = σ2 

 
+ ðộ lệch quân phương: 

σ(X) = )(XD   = σ 
 
+ Mode: 

M(X) = a 
+ Trung vị: 

m(X) = a 
 
+ ðồ thị của hàm f(t)  gọi là ñường cong phân phối chính qui. ðường cong có dạng 

hình chuông ñối xứng qua ñường x=a, ñạt cực ñại  ymax=
πσ 2

1
   tại  x=a, ñạt giá trị 

yu =
eπσ 2

1
  tại 2 ñiểm uốn tại x=a−σ  và  x=a+σ. 

 
 
       ymax 
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       yu 

 
 
 
         a−σ  a   
a+σ   x 
 
 Khi a thay ñổi, ñường cong dịch chuyển song song với trục Ox còn dạng thì 
giữ nguyên. Khi σ tăng thì ñường cong dẹp xuống, khi σ giảm thì ñường cong lồi lên. 
ðiều này hoàn toàn phù hợp với ý nghĩa của tham số σ là ñộ lệch quân phương, 
thước ño ñộ tản mát của giá trị của biến ngẫu nhiên. 
 
 
• ðịnh lý 1. Mọi biến ngẫu nhiên X có phân phối chính qui N(a,σ) có thể biểu diễn 
dưới dạng 

X = a + σ.Z 
 
trong ñó  Z  là biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn  N(0,1). 
CM. 
 ðặt  Z = (X − a)/σ. Hiển nhiên Z là biến ngẫu nhiên và hàm phân phối  Φ(z),  
z∈ R, có dạng 
 

Φ(z) = P(Z ≤  z) = P(X ≤   a + σ.z) = ∫
+

∞−

−
−za at

dte
.

2

)(
2

2

2

1σ
σ

πσ
 

     = ∫
∞−

−z u

due 2

2

2

1

π
  (ñổi biến 

u=(t−a)/σ) 
Suy ra hàm mật ñộ của Z là 

ϕ(z) = Φ’(z) = 
2

2

2

1 z

e
−

π  

 
 Vậy  Z  tuân theo luật phân phối chuẩn N(0,1).     
  ñpcm. 
 
 
• ðịnh lý 2. Biến ngẫu nhiên Z có phân phối chuẩn  N(0,1) khi và chỉ khi biến ngẫu 
nhiên −Z có phân phối chuẩn  N(0,1). 
CM. 
 Giả sử Z  có phân phối chuẩn  N(0,1) với hàm phân phối Φ(z) và hàm mật ñộ 
ϕ(z).  
 Ta tính hàm phân phối F(z), z ∈ R, của biến ngẫu nhiên −Z 
 

F(z) = P(−Z ≤  z) = P(Z ≥  −z) = 1 − Φ(−z) 
  
 Suy ra hàm mật ñộ f(z) của −Z là 
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f(z) = F’(z) = [1 − Φ(−z)]’ = ϕ(−z) 

 
Mặt khác, ϕ(t) là hàm ñối xứng qua x=0, tức là hàm chẵn. Vì vậy ta có 
 

f(z) = ϕ(z) ∀z ∈ R, 
 
tức  −Z có phân phối chuẩn N(0,1).       
    ñpcm. 
 
• ðịnh lý 3. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chính qui N(a,σ). Khi ñó với mọi A,B 
∈ R (B≠0), biến ngẫu nhiên 

Y = B.X + A 
 
có phân phối chuẩn  N(B.a + A, |B|.σ). 
CM. 
 Theo ñịnh lý 1 ta có thể viết   X = σ.Z + a, với Z có phân phối chuẩn N(0,1). 
Suy ra 

Y = B.X + A = B.σ.Z + (B.a + A) 
 Trường hợp B > 0: theo ñịnh lý 1, Y có phân phối chuẩn N(B.a + A, B.σ). 
 Trường hợp B < 0: Ta ñặt 
 

Y = |B|.σ.(−Z) + (B.a + A) 
 
Theo ñịnh lý 2, −Z có phân phối chuẩn N(0,1) và theo ñịnh lý 1, Y có phân phối 
chuẩn N(B.a + A, |B|.σ).         
     ñpcm 
 
 
• ðịnh lý 4. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chính qui N(a,σ). Khi ñó với mọi 
α,β∈R, α<β, xác suất X rơi vào khoảng (α,β) là 
 

P(α < X < β) = 






 −−






 −
σ

αφ
σ

βφ aa
 

Trong ñó 
 

Φ(z) = ∫
∞−

−z u

due 2

2

2

1

π
  ∀z ∈ R 

CM. Suy ra từ ñịnh lý 1. 
 
• Phương pháp tra bảng tính xác suất của phân phối chuẩn N(0,1) 
 Cho X là biến ngẫu nhiên có luật phân phối chuẩn N(0,1). Khi ñó X có 
 - Hàm mật ñộ: 

ϕ(z) =  2

2

2

1 z

e
−

π
 ∀z ∈ R 

 - Hàm phân phối: 
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Φ(z) = ∫
∞−

−z u

due 2

2

2

1

π
  ∀z ∈ R 

do ϕ(z) là hàm chẵn nên ta có 
Φ(−z) = 1 − Φ(z) ∀z > 0 

 
 - Hàm Laplace: 

ΦL(z) = ∫
−z u

due
0

2

2

2

1

π
  ∀z ∈ R+ 

� Lưu ý: Ta có 

Φ(z) = 0.5 + ΦL(z) và ΦL(z) =  Φ(z) − 0.5 ∀z ≥  0 
 
 
(i) Cho x, tra bảng Φ(x):  

 + Trường hợp x ≥  0: 

 − Nếu ∃x0 ∈ Bảng, x = x0 , thì ta có ngay 
 

Φ(x) = Φ(x0) 
 
 − Nếu x không có trong Bảng, thì ta tìm cận x1, x2  trong bảng gần x nhất,  

 
x1 < x < x2 

 
và tính Φ(x) theo công thức nội suy tuyến tính 
 

Φ(x) = Φ(x1) + [Φ(x2) − Φ(x1)]
12

1

xx

xx

−
−

 

� Lưu ý: Nếu chỉ có bảng giá trị hàm Laplace ΦL(x), thì ta tra hàm ΦL(x) , sau ñó ñặt 
Φ(x) = ΦL(x) + 0.5. 
 
 + Trường hợp x < 0: 
 Theo trên ta tra bảng tìm  Φ(−x). Sau ñó ta có Φ(x) = 1 − Φ(−x). 
 
(ii) Cho  y ∈ (0, 1), tra bảng tìm x thoả  Φ(x) = y. 

 + Trường hợp  y ≥  0.5: 

 − Nếu ∃x0 ∈ Bảng, Φ(x0) = y, thì ta có ngay  x = x0. 
 − Nếu y không có trong bảng, thì ta tìm cận y1, y2  trong bảng gần y nhất,  

 
y1 < y < y2 

 
và có  Φ(x1) = y1, Φ(x2) = y2 . Ta  tính x theo công thức nội suy tuyến tính 
 

x = x1 + (x2 − x1)
12

1

yy

yy

−
−

 

 
� Lưu ý: Nếu chỉ có bảng giá trị hàm Laplace ΦL, thì ta có 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 
x =  ΦL

−1(y − 0.5) 
 
 + Trường hợp  y < 0.5: 
 Tra bảng tính z = Φ−1(1 − y)  như trên, sau ñó ñặt  x = −z. 
 
+ Ví dụ.  
(i) Tính Φ(0.74): Φ(0.75); Φ(0.746). 
Tra bảng ta có 

Φ(0.74) = 0.7704; Φ(0.75) = 0.7734; 
 
Vậy 

Φ(0.746) = 0.7704 + (0.7734 − 0.7704).
74.075.0
74.0746.0

−
−

 = 0.7704 + 0.0018 = 0.7722 

 
(ii) Tính  Φ−1(0.9128); Φ−1(0.9115); Φ−1(0.9131); 
Tra bảng ta có 

Φ−1(0.9115) = 1.35; Φ−1(0.9131) = 1.36; 
Vậy 

Φ−1(0.9128) =  1.35 + (1.36 − 1.35).
9115.09131.0
9115.09128.0

−
−

 = 1.35 + 0.008 = 1.358 

 
• Mệnh ñề. Cho X là biến ngẫu nhiên có luật phân phối chuẩn N(a,σ). Với α > 0, ta có 
xác suất 

P(|X − a| < α) = 2.Φ(α/σ) − 1 = 2.ΦL(α/σ) 
CM. 
 Ta có 

P(|X − a| < α) = P(−α/σ < (X − a)/σ < α/σ) 
 

= Φ(α/σ) − Φ(−α/σ) = 2.Φ(α/σ) − 1 = 2.ΦL(α/σ) 
 
+ Ví dụ. Người ta tiện một loại chi tiết có ñộ dài a. Biết ñộ dài X  của chi tiết tuân theo 
luật phân phối N(a,σ) với σ = 0.2cm.  
(i) Hãy tính xác suất ñể ñộ dài chi tiết không lệch quá a  dung sai là 0.3cm. 
(ii) Muốn ñảm bảo tỉ lệ phế phẩm không quá 5% thì phải chọn dung sai α bằng bao 
nhiêu ? 
Giải. 
(i) Xác suất cần tính là 
 
 P(|X − a| < 0.3) = 2.ΦL(0.3/0.2) = 2.ΦL(1.5) = 2 x 0.4332 = 0.8664 
 
 Như vậy tỉ lệ phế phẩm là  1 − 0.8664 = 13%. 
 
(ii)  Dung sai α phải thoả 

P(|X − a| < α) ≥  0.95 
 

 ⇔ 2.ΦL(α/0.2) ≥  0.95 ⇔ ΦL(α/0.2) ≥  0.475 ⇔ α ≥  0.2 * 

ΦL
−1(0.475) 
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Tra bảng ta có  ΦL

−1(0.475) = 1.96. Vậy 

α ≥  0.2 * 1.96  ⇔ α ≥  0.392 
 
• Qui tắc 3σ. 
 Trong công thức 

P(|X − a| < α) = 2.Φ(α/σ) − 1 = 2.ΦL(α/σ) 
nếu chọn α = 3σ thì ta có 

P(|X − a| < 3σ) =  2.ΦL(3) = 0.9973 
 
Xác suất này rất gần 1 nên có thể coi sự kiện |X − a| < 3.σ  là hầu như chắc chắn. 
Vậy ta có qui tắc 3σ: 
 “Nếu X có phân phối chuẩn N(a,σ) thì hầu như chắc chắn X lấy trị số trong 
khoảng  (a − 3σ, a + 3σ)” 
 
+ Ví dụ. Khi ño lực chịu nén của một loại xà người ta thấy lực chịu bình quân là 
320kg, sai số quân phương là 5kg. Hỏi muốn ñảm bảo an toàn thì tải trọng tối ña cho 
phép ñặt lên xà là bao nhiêu ? 
Giải. 
 Gọi  X  là lực chịu nén của xà thì hầu như chắc chắn 

|X − 320| < 3 x 5 = 15 (kg) ⇔ 305 (kg)< X < 335 (kg) 
 
 Vậy muốn ñảm bảo an toàn thì tải trọng tối ña cho phép ñặt lên xà là  305kg. 
 
b) Luật phân phối mũ  E(λ). 
 Trong nhiều ứng dụng, ñặc biệt trong lý thuyết phục vụ ñám ñông, người ta 
thường gặp các biến ngẫu nhiên tuân theo luật phân phối mũ. 
• ðịnh nghĩa. biến ngẫu nhiên X gọi là tuân theo luật phân phối mũ  E(λ), λ > 0, nếu 
nó có hàm mật ñộ 
 

     f(x) =   λ.e−λ.x với  x ≥  0 
       0  với  x < 0 
+ Hàm phân phối: 
 

     F(x) =   1 − e−λ.x  với  x ≥  0 
       0   với  x < 0 
 
+ Kỳ vọng và phương sai : 

E(X) = 
λ
1

 và D(X) = 
2

1
λ

, σ(X) = 
λ
1

 

CM. 

E(X) = [ ]
λλ

λ λλλλ 11
...

0

.

0

.
0

.

0

. =




−=+−=
∞

=

−
∞

−∞
=

−
∞

−
∫∫

t

tt
t

tt edteetdtet  

E(X2) = [ ]
2

0

.
0

.2

0

.2 2
)(

2
0.2...

λλ
λ λλλ =+=+−= ∫∫

∞
−∞

=
−

∞
− XEdtetetdtet t

t
tt  
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 ⇒  D(X) = E(X2) − E(X)2 = 
2

1
λ

 

 
+ ðồ thị: 
 
   1         
    
            
   λ 

 
 
 
 
 
  hàm phân phối F(x)       hàm mật 
ñộ f(t) 
 
+ Ví dụ. Thời gian hoạt ñộng T của một loại bóng ñèn ñiện tử tuân theo luật phân 
phối mũ E(λ) với kỳ vọng E(T) = 400 giờ. Tính xác suất sao cho thời gian hoạt ñộng 
của bóng ñèn không dưới  600 giờ. 
Giải. Ta có 

E(T) = 400 = 
λ
1

  ⇒   λ = 1/400 

Suy ra 

P(T ≥  600) = 1 − P(T ≤  600) = 1 − F(600) = 1 − (1 − e−600/400) = e−3/2 = 0.2231 
 
� Ghi chú: Phân phối mũ là trường hợp riêng của phân phối Vâybun  V(λ, n), λ > 0 
và  n ∈  N: 
 

     f(x) =   n.λ.xn−1.e−λ.x  với  x ≥  0 
       0    với  x < 0 
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CHƯƠNG 3 

BIẾN NGẪU NHIÊN NHIỀU CHIỀU 
 
I. BIẾN NGẪU NHIÊN 2 CHIỀU 
 
1. Khái ni ệm. 
 
 Từ trước ñến nay ta mới chỉ xét ñến các biến ngẫu nhiên 1 chiều, tức là các 
biến ngẫu nhiên có các giá trị thực. Tuy nhiên trong thực tế chúng ta phải xét ñến 
các hệ thống có niều biến ngẫu nhiên. 
 
+ Ví dụ 1. Một thùng có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Rút liên tiếp 2 quả cầu 
(không trả lại vào thùng). Ký hiệu Xi, i=1,2, là các biến ngẫu nhiên nhận giá trị 1 nếu 
lần rút i ñược quả cầu trắng, nhận giá trị 0 nếu lần rút i ñược quả cầu ñen. Khi ñó 
cặp  (X1, X2)  tạo thành biến ngẫu nhiên 2 chiều. 
 
+ Ví dụ 2. Gọi  X, Y, Z  tương ứng là chiều dài , chiều rộng, chiều cao của một loại 
thùng hình hộp chữ nhật. Nếu  X, Y, Z  là các biến ngẫu nhiên thì bộ ba (X, Y, Z) tạo 
thành một biến ngẫu nhiên ba chiều. 
 
• ðịnh nghĩa. Cho không gian xác suất (Ω, B, P), n ∈ N, n > 1. Ánh xạ   

 
X: Ω→Rn, X(ω) = (X1(ω), X2(ω), … , Xn(ω) ) 

  
gọi là biến ngẫu nhiên n chiều hay vectơ ngẫu nhiên n chiều , nếu X1, X2, …, Xn  là 
các biến ngẫu nhiên trên không gian (Ω, B, P). Ký hiệu 
 

X = ( X1, X2, …, Xn ) 
 
 ðể ñơn giản ta chỉ cần xét kỹ các biến ngẫu nhiên 2 chiều, sau ñó mở rộng 
cho biến ngẫu nhiên n chiều. 
 
2. Luật phân ph ối của cặp biến ng ẫu nhiên r ời rạc. 
 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên Z = (X, Y), trong ñó (X, Y) nhận các cặp giá trị  
 

(xi, yj), i ∈ I, j ∈ J 
 

với  I, J  là các tập chỉ số dạng hữu hạn {1,2,…,n} hoặc vô hạn {1,2,…, ∞}. 
 Khi ñó luật phân phối của Z  là dãy 
 

{[(xi, yj), pij ] | i ∈ I, j ∈ J } 
 
trong ñó 

pij  =  P(X = xi , Y = yj ) , i ∈ I, j ∈ J 
 Nếu  Z  hữu hạn, tức I = {1, 2, …, m} và J = {1, 2, … , n}  , ta có thể biểu diễn 
luật phân phối của Z dạng bảng như sau: 
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Y
X 

y1 y2 … yj … yn 

x1 p11 p12 … p1j … p1n 

x2 p21 p22 … p2j … p2n 

: : : … : … : 

xi pi1 pi2 … pij … pin 

: : : … : … : 

xm pm1 pm2 … pmj … pmn 

 
• ðịnh lý.  
(i) 1=∑∑

∈ ∈Ii Jj
ijp  

(ii) Biến ngẫu nhiên rời rạc X có luật phân phối 
 

{(xi, pi) | i ∈ I} 
trong ñó 

pi = ∑
∈Jj

ijp  ∀ i ∈ I 

 
(iii) Biến ngẫu nhiên rời rạc Y có luật phân phối 
 

{(yj, qj) | j ∈ J} 
trong ñó 

qj = ∑
∈Ii

ijp  ∀ j ∈ J 

CM. 
(i)  Tập 

{(xi, yj), i ∈ I, j ∈ J} 
 
tạo thành nhóm ñầy ñủ các sự kiện, vì vậy 

1=∑∑
∈ ∈Ii Jj

ijp  

(ii) Ta có 
pi = P(X = xi) = ∑

∈

==
Jj

ji yYxXP ),(  =  ∑
∈Jj

ijp  ∀ i ∈ I 

(iii) Ta có 
qj = P(Y = yj) = ∑

∈

==
Ii

ji yYxXP ),(  = ∑
∈Ii

ijp  ∀ j ∈ J 

 
 
+ Ví dụ 1.  Trở lại ví dụ 1 mục 1. Một thùng có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Rút 
liên tiếp 2 quả cầu (không trả lại vào thùng). Ký hiệu Xi, i=1,2, là các biến ngẫu nhiên 
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nhận giá trị 1 nếu lần rút i ñược quả cầu trắng, nhận giá trị 0 nếu lần rút i ñược quả 
cầu ñen. Khi ñó cặp  (X1, X2)  tạo thành biến ngẫu nhiên 2 chiều. 
 

p11 = P(X1 = 1; X2 = 1) = P(X1 = 1).P(X2 = 1/X1 = 1) = 
1

1
−+

−
+ ba

a

ba

a
 

 

p10 = P(X1 = 1; X2 = 0) = P(X1 = 1).P(X2 = 0/X1 = 1) = 
1−++ ba

b

ba

a
 

 

p01 = P(X1 = 0; X2 = 1) = P(X1 = 0).P(X2 = 1/X1 = 0) = 
1−++ ba

a

ba

b
 

 

p00 = P(X1 = 0; X2 = 0) = P(X1 = 0).P(X2 = 0/X1 = 0) = 
1

1
−+

−
+ ba

b

ba

b
 

 
 
⇒ Bảng phân phối của  vectơ ngẫu nhiên (X1, X2) có dạng 
 

X2

X1 
1 0 

1 
1

1
−+

−
+ ba

a

ba

a
 

1−++ ba

b

ba

a
 

0 
1−++ ba

a

ba

b
 

1
1
−+

−
+ ba

b

ba

b
 

 
 Từ ñó suy ra luật phân phối của X1 và X2 

 

p1 = P(X1 = 1) = p11 + p10 = 
ba

a

+
 

p0 = P(X1 = 0) = p01 + p00 = 
ba

b

+
 

q1 = P(X2 = 1) = p11 + p01 = 
ba

a

+
 

q0 = P(X2 = 0) = p10 + p00 = 
ba

b

+
 

 
+ Ví dụ 2. Một thùng có n quả cầu ñánh số từ 1 ñến n , n ∈ N, n > 0. Rút liên tiếp (có 
trả lại) 2 quả cầu. Gọi X là số nhỏ, Y là số lớn trong 2 số rút ñược. Xác ñịnh luật 
phân phối của vectơ ngẫu nhiên (X,Y), các biến ngẫu nhiên X  và Y. 
Giải. 
 Các cặp giá trị của (X,Y) là  {(i,j) | i,j = 1,2,…,n}. Ta có 
- Trường hợp i > j :  P(X = i; Y = j) = 0 
- Trường hợp i = j :  P(X = i; Y = j) = 1/n2 
- Trường hợp i < j :  Gọi 
 Ai , Aj  tương ứng là sự kiện lần rút thứ nhất ñược số i, số j 
 Bi , Bj  tương ứng là sự kiện lần rút thứ hai ñược số i, số j 
 Ta có 
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P(X = i; Y = j) = P(Ai.Bj) + P(Aj.Bi) = 1/n2 + 1/n2 = 2/n2 

 
 Suy ra bảng phân phối xác suất của (X,Y) như sau 
 

Y
X 1 2 … i … n 

1 1/n2 2/n2
 … 2/n2

 … 2/n2
 

2 0 1/n2 … 2/n2
 … 2/n2

 

: : : … : … : 

i 0 0 … 1/n2
 … 2/n2

 

: : : … : … : 

n 0 0 … 0 … 1/n2
 

 
 Từ ñó suy ra luật phân phối xác suất của X và Y như sau: 
 

pi = P(X = i) = 2

1)(2
n

in +−
 ∀ i=1, 2, …, n 

qi = P(Y = i) = 22

121)1(2
n

i

n

i −=+−
 ∀ i=1, 2, …, n 

 
 
3. Hàm phân ph ối xác su ất 
• ðịnh nghĩa. Hàm phân phối xác suất của vectơ ngẫu nhiên (X,Y) là hàm 2 biến 

F(x,y) = P(X ≤  x, Y ≤  y)  ∀ (x,y) ∈ R2 

• Tính chất.  
(i) Ký hiệu FX và FY  tương ứng là các hàm phân phối của biến ngẫu nhiên X và 
Y. Ta có 

FX(x) = ),(lim yxF
y +∞→

 = F(x, +∞) ∀ x ∈ R 

FY(y) = ),(lim yxF
x +∞→

 = F(+∞, y) ∀ y ∈ R 

(ii)  
1),(lim =

+∞→
+∞→

yxF
y
x

 

(iii) 
0),(lim),(lim),(lim ===

−∞→
−∞→−∞→−∞→

yxFyxFyxF
y
xyx

 

  
(iv) Hàm F(x,y)  không giảm theo từng ñối số 
 

F(x1, y1) ≤  F(x2, y2) ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2, x1 ≤  x2  & y1 ≤  y2 
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(v) Cho a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d. Ta có 
 

P(a < X ≤  b; c < Y ≤  d) = F(b, d) − F(a, d) − F(b, c) + F(a, c) 
CM. 
 Các tính chất (i) − (iv) suy ra từ ñịnh nghĩa. 
 ðể chứng minh tính chất (v) ta biểu diễn sự kiện 
 

(a < X ≤  b; c < Y ≤  d) = (X ≤  b ; Y ≤  d) − (X ≤  a ; Y ≤  d)∪(X ≤  b ; Y ≤  c) 
 
và từ ñó, áp dụng công thức tính xác suất của sự kiện tổng, suy ra 
 

 P(a < X ≤  b; c < Y ≤  d)  = F(b, d) − [F(a, d) + F(b, c) − F(a, c)] 
       = F(b, d) − F(a, d) − F(b, c) + F(a, c)
    ñpcm 
 
4. Hàm mật ñộ phân ph ối xác su ất 
 
• ðịnh nghĩa. Hàm mật ñộ phân phối xác suất của vectơ ngẫu nhiên liên tục (X,Y) là 
ñạo hàm hỗn hợp cấp 2 của hàm phân phối F(x,y) 
 

f(x,y) = 
yx

yxF

∂∂
∂ ),(2

  ∀ (x,y) ∈ R2 

• Tính chất.  
(i) Hàm mật ñộ không âm 

f(x,y) ≥  0  ∀ (x,y) ∈ R2 

(ii) Hàm phân phối 

F(x,y) = ∫ ∫
∞− ∞−

x y

dudvvuf ),(   ∀ (x,y) ∈ R2 

(iii)  Tích phân kép 

1),( =∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dxdyyxf  

(iv) Với mọi miền  D ⊂ R2, xác suất 
 

P((x,y) ∈ D) = ∫∫
D

dxdyyxf ),(  

CM. 
 (i) hiển nhiên 
 (ii) ðặt 

G(x,y) = ∫ ∫
∞− ∞−

x y

dudvvuf ),(   ∀ (x,y) ∈ R2 

Suy ra 

 
yx

yxG

∂∂
∂ ),(2

 = f(x,y)   ∀ (x,y) ∈ R2 

và 
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0),(lim =
−∞→
−∞→

yxG
y
x

 

Vậy 
F(x,y) = G(x,y) ∀ (x,y) ∈ R2 

 
 
(iii) suy ra từ (ii). 
(iv) Nếu D là miền chữ nhật thì (iv) suy ra từ (ii). Nếu D là miền bất kỳ ta chia D thành 
các hình chữ nhật nhỏ, và bằng phương pháp giới hạn ta suy ra (iv). 
 
+ Ví dụ. Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có mật ñộ 
 

f(x,y) = ( )( )222 11
1

yx ++π
 ∀ (x,y) ∈ R2 

Ta có 

F(x,y) = ( )( ) 2222

2
arctan

2
arctan

11
1

π

ππ

π








 +






 +
=

++∫ ∫
∞− ∞−

yx
dudv

vu

x y

 

  
 Cho miền chữ nhật 
 

D = {(x,y) | 1 < x < 3  & 0 < y < 1} 
 
ta tính xác suất  (X,Y)  rơi vào  D: 
 
 P((x,y) ∈ D)  = F( 3 ,1) − F(1,1) − F( 3 ,0) + F(1,0)  
     = 



















 ++






 +−






 +−






 +






 +
224223242423

1
2

2

ππππππππππππ
π

 

 
     = 

48
1

48
18202730

2̀4
3.

2.6
5.

16
9.

4.6
3.5.1 2222

2
=+−−=








+−− ππππ

π
 

 
• Hàm mật ñộ của các toạ ñộ. 
 Cho hàm mật ñộ f(x,y) của vectơ ngẫu nhiên (X,Y). Ta xác ñịnh hàm mật ñộ fX 
và fY  của các biến ngẫu nhiên X và Y. 
 Từ mục 2, 3 ta suy ra các hàm phân phối FX  và  FY của X và Y như sau 
 

FX(x) = F(x, +∞) = ∫ ∫
∞−

+∞

∞−







x

dudvvuf ),(  

FY(y) = F(+∞, y) = ∫ ∫
∞−

+∞

∞−







y

dvduvuf ),(  

Vậy 
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fX(x) = )(' xFX  = ∫
+∞

∞−

dyyxf ),(  

và 

fY(y) = )(' yFY  = ∫
+∞

∞−

dxyxf ),(  

 
+ Ví dụ. Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có hàm mật ñộ sau 
 

f(x,y) = 










>+

≤+

1
49

,0

1
49

,
6
1

22

22

yx

yx

π  

Tìm hàm mật ñộ fX   và  fY  của  X  và Y. 
Giải. 

 Khi  |x| ≤  3 ta có 
 

fX(x) = 2
9

12

9
12

9
9
2

6
1

2

2

xdy

x

x

−=∫

−

−−
ππ

 

còn nếu |x| > 3 thì  hiển nhiên  fX(x) = 0. 
 Vậy 
 

fX(x) =  






>

≤−

3||,0

3||,9
9
2 2

x

xx
π  

Tương tự ta có 

fY(y) =  






>

≤−

2||,0

2||,4
2
1 2

y

yy
π  

 
5. Hiệp phương sai  và h ệ số tương quan. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y). Giả sử tồn tại kỳ vọng  
 

a = E(X)  và   b = E(Y). 
 
• Hiệp phương sai  của X và Y , ký hiệu  µX,Y , là trị 
 

µX,Y = cov(X,Y) = E[(X − a).(Y − b)] 
 

nếu kỳ vọng ở vế phải tồn tại. 
 
 
• Trường hợp  (X,Y)  là vectơ ngẫu nhiên rời rạc với luật phân phối: 
 

{[(xi, yj), pij ] | i ∈ I, j ∈ J } 
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ta có 

( )( )∑∑
∈ ∈

−−=
Ii Jj

ijjiYX pbyax,µ  

 
• Trường hợp  (X,Y)  là vectơ ngẫu nhiên liên tục với hàm mật ñộ f(x,y) ta có 
 

( )( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−= dxdyyxfbyaxYX ),(,µ  

� Ghi chú: xem bài Hàm biến ngẫu nhiên. 
 
• Công thức Koenig−Huyghens: 
 

µX,Y = E(X.Y) − E(X).E(Y) 
CM. 

µX,Y = E[(X − a).(Y − b)] = E(X.Y) − bE(X) − aE(Y) + a.b = E(X.Y) − E(X).E(Y) 
 
• Bổ ñề. Cho  biến ngẫu nhiên X và Y có ñộ lệch quân phương  σX và σY . Khi ñó 
hiệp phương sai  µX,Y  tồn tại và  

|µX,Y| ≤  σX.σY 
 
CM. 
 Sử dụng bất ñẳng thức 

x.y ≤  
2

22 yx +
 

và các công thức tính hiệp phương sai  ở trên ta suy ra sự tồn tại của  µX,Y . 
 Bây giờ ta xét biểu thức không âm 
 

0 ≤  g(λ ) = D(λ .X + Y) = cov(λ .X + Y, λ .X + Y) = λ 2σX
2 + 2.λ.µX,Y + σY

2 

 
 - Trường hợp σX = 0: 
 

g(λ) = 2.λ.µX,Y + σY
2 ≥  0 ∀λ ⇒ µX,Y = 0  ⇒ |µX,Y| ≤  σX.σY 

 

 - Trường hợp σX > 0: Tam thức  g(λ) ≥  0  ∀λ nên 
 

∆’ =  0222
, ≤− YXYX σσµ  ⇒ |µX,Y| ≤  σX.σY 

 
 
• Hệ số tương quan  của X và Y , ký hiệu  ρX,Y , là trị 
 

ρX,Y  =  
YX

YX

σσ
µ ,  

 
trong ñó  σX và  σY  ( ≠ 0) là ñộ lệch quân phương của X và Y. 
 Từ bổ ñề suy ra 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


|ρX,Y| ≤  1 
 
� Hai biến ngẫu nhiên X và Y gọi là tương quan nếu  ρX,Y ≠ 0, ngược lại, nếu ρX,Y =0 
ta nói X và Y không tương quan. 
 Nếu  ρX,Y > 0 thì biến này “tăng” kéo theo biến kia  “tăng”. 
 Nếu  ρX,Y < 0 thì biến này “tăng” kéo theo biến kia “giảm”. 
 
� Ta xét trường hợp σX ≠ 0 và  |µX,Y| = σX.σY . 
 Khi ñó, theo chứng minh bổ ñề, ∆’ = 0, tức g(λ) có nghiệm kép λ0. Như vậy 
biến ngẫu nhiên λ0X + Y có phương sai  bằng 0. Từ ñó suy ra λ0X + Y = C (hằng) 
hầu như khắp nơi (trừ vùng có xác suất bằng 0). Vậy có thể viết 

Y = −λ0.X + C 
tức Y là hàm tuyến tính của X. 
 Như vậy,  σX ≠ 0, σY ≠ 0 và |ρX,Y| = 1 thì ta nói X và Y tương quan tuyến tính. 
 
+ Ví dụ 1.  Trở lại ví dụ 1 mục 1. Một thùng có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Rút 
liên tiếp 2 quả cầu (không trả lại vào thùng). Ký hiệu Xi, i=1,2, là các biến ngẫu nhiên 
nhận giá trị 1 nếu lần rút i ñược quả cầu trắng, nhận giá trị 0 nếu lần rút i ñược quả 
cầu ñen. Khi ñó cặp  (X1, X2)  tạo thành biến ngẫu nhiên 2 chiều. 
 Ta có 

E(X1) = 
ba

a

+
 , E(X2) = 

ba

a

+
 , E(X1.X2) = 

)1)((
)1(

−++
−

baba

aa
 

 ⇒ 
21 ,XXµ  = E(X1.X2)  − E(X1).E(X2)  =  

)1)((
)1(

−++
−

baba

aa
 −

 
2










+ ba

a
 

    = 
)1()()1()(

)1())(1(
22

2

−++
−=

−++
−+−+−

baba

ab

baba

baabaaa
 

Mặt khác 

D(X1) = D(X2) = 
2)( ba

ab

+
 

  ⇒    
1

1
.

21

21

21

,
, −+

−==
baXX

XX
XX σσ

µ
ρ  

 
+ Ví dụ 2. Luật phân phối chính qui hai chiều. 
 Vectơ ngẫu nhiên (X,Y) gọi là tuân theo luật phân phối chính qui 2 chiều nếu 
có hàm mật ñộ dạng 
 

f(x,y) = 












 −−−






 −+






 −
−

−

−
YXYX

byaxbyax

YX

e
σσ

ρ
σσρ

ρσπσ

))((
.2

)1(2

1

2

22

2

.
12

1
 

trong ñó 
 a, b  là kỳ vọng của X, Y 
 σX , σY là ñộ lệch quân phương của  X, Y 
 ρ  là hệ số tương quan của X và Y 
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� Ghi chú: Nếu ρ = 0 thì  
 

f(x,y) = 

22

2

1

2

1

.
.2

1
..

.2

1 






 −−






 −−
YX

by

Y

ax

X

ee σσ

σπσπ
 = fX(x).fY(y) 

với fX , fY là các hàm mật ñộ của  X, Y có phân phối chuẩn N(a,σX), N(b,σY). 
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II. PHÂN PHỐI CÓ ðIỀU KIỆN - BIẾN NGẪU NHIÊN ðỘC LẬP 
 
1. Trường hợp vect ơ ngẫu nhiên  rời rạc. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên rời rạc (X,Y) với luật phân phối 
 

{[(xi, yj), pij ] | i ∈ I, j ∈ J } 
  
 Với mọi xi, yj , i ∈ I và j ∈ J, xác suất ñể X = xi  với giả thiết  Y = yj  gọi là xác 
suất có ñiều kiện ñiều kiện P(xi / yj). 
 Xác suất ñể    Y = yj   với giả thiết X = xi   gọi là xác suất có ñiều kiện ñiều kiện 
P(yj / xi). 
 Cố ñịnh  yj , j ∈ J, phân phối 
 

{(xi, P(xi / yj)) | i ∈ I} 
 
gọi là phân phối có ñiều kiện của biến ngẫu nhiên X với ñiều kiện Y = yj. 
 
 Cố ñịnh  xi , i ∈ I, phân phối 
 

{(yj, P(yj / xi)) | j ∈ J} 
 
gọi là phân phối có ñiều kiện của biến ngẫu nhiên Y với ñiều kiện X = xi. 
 
 Ta có 
 

P(xi / yj) = 
∑
∈

=
=

==

Ii
ij

ij

j

ji

p

p

yYP

yYxXP

)(

);(
 

P(yj / xi ) = 
∑
∈

=
=

==

Jj
ij

ij

i

ji

p

p

xXP

yYxXP

)(

);(
 

 
� Ghi chú: Hiển nhiên ta có 
 

1)/( ==
∑

∑
∑

∈

∈

∈
Ii

ij

Ii
ij

Ii
ji p

p
yxP  

1)/( ==
∑

∑
∑

∈

∈

∈
Jj

ij

Jj
ij

Jj
ij p

p

xyP  

• Kỳ vọng có ñiều kiện   
 Kỳ vọng có ñiều kiện của X với ñiều kiện Y = yj, j ∈ J, là ñại lượng 
 

E(X / yj) = ∑
∈Ii

jii yxPx )/(  

 
 Kỳ vọng có ñiều kiện của Y với ñiều kiện  X = xi, i ∈ I, là ñại lượng 
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E(Y / xi) = ∑

∈Jj
ijj xyPy )/(  

 
• Biến ngẫu nhiên ñộc lập. 
 Hai biến ngẫu nhiên X và Y gọi là ñộc lập với nhau nếu luật phân phối có ñiều 
kiện của mỗi biến trùng với luật phân phối (không ñiều kiện) của nó, tức là 

P(xi / yj ) = P(X = xi) = pi  ∀i ∈ I, j ∈ J 
P(yj / xi ) = P(Y = yj) = qj  ∀i ∈ I, j ∈ J 

 
 Từ ñịnh nghĩa ta thấy  biến ngẫu nhiên X và Y ñộc lập khi và chỉ khi 
 

pij = pi.qj ∀ i ∈ I, j ∈ J 
 
+ Ví dụ 1.  Một thùng có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Rút ngẫu nhiên 1 quả 
cầu, trả lại vào thùng, sau ñó rút 1 quả nữa. Ký hiệu Xi, i=1,2, là các biến ngẫu nhiên 
nhận giá trị 1 nếu lần rút i ñược quả cầu trắng, nhận giá trị 0 nếu lần rút i ñược quả 
cầu ñen. Khi ñó cặp  (X1, X2)  tạo thành biến ngẫu nhiên 2 chiều và ta dễ dàng thấy 
rằng X1 và X2  ñộc lập với nhau. 
 
+ Ví dụ 2.  Trở lại ví dụ 1 mục 1. Một thùng có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Rút 
liên tiếp 2 quả cầu (không trả lại vào thùng). Ký hiệu Xi, i=1,2, là các biến ngẫu nhiên 
nhận giá trị 1 nếu lần rút i ñược quả cầu trắng, nhận giá trị 0 nếu lần rút i ñược quả 
cầu ñen. Khi ñó cặp  (X1, X2)  tạo thành biến ngẫu nhiên 2 chiều. 
 Hãy xác ñịnh luật phân phối có ñiều kiện của X2  ñối với  X1 =1. 
 Ta có 
 

P(X2 = 1 / X1 = 1) = 
1

1)1)((
)1(

1

11

−+
−=

+

−++
−

=
ba

a

ba

a
baba

aa

p

p
 

 

P(X2 = 0 / X1 = 1) = 
1

)1)((
.

1

01

−+
=

+

−++=
ba

b

ba

a
baba

ba

p

p
 

 
 Ta thấy phân phối có ñiều kiện của X2  ñối với X1 = 1 khác phân phối không 
ñiều kiện của X2. Vậy  X1  và  X2  không ñộc lập. 
 Kỳ vọng có ñiều kiện của X2 ñối vơi  X1 = 1 là 
 

E(X2 / X1 = 1) = 
1

1
−+

−
ba

a
 

Trong khi ñó 

E(X2) = 
ba

a

+
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2. Trường hợp vect ơ ngẫu nhiên liên t ục 
 Cho vectơ ngẫu nhiên liên tục (X, Y) có mật ñộ f(x,y).  
 Với mọi y ∈ R thoả fY(y) ≠ 0, hàm 

fX(x/y) = 
)(
),(

yf

yxf

Y

  , x ∈ R, 

gọi là hàm mật ñộ phân phối có ñiều kiện của X với ñiều kiện Y = y. 
  
 Tương tự, với mọi x ∈ R thoả fX(x) ≠ 0, hàm 

fY(y/x) = 
)(
),(

xf

yxf

X

  , y ∈ R, 

gọi là hàm mật ñộ phân phối có ñiều kiện của Y với ñiều kiện X = x. 
 
 Hiển nhiên ta có 
 

fX(x/y) ≥  0 ∀ x∈ R ,  1)/( =∫
+∞

∞−

dtytfX  

fY(y/x) ≥  0 ∀ y∈ R ,  1)/( =∫
+∞

∞−

dtxtfY  

 
 
• Biến ngẫu nhiên X và Y gọi là ñộc lập với nhau nếu 

fX(x/y) = fX(x) ∀ y ∈ R , fY(y) ≠ 0, ∀ x ∈ R 
hoặc 

fY(y/x) = fY(y) ∀ x ∈ R , fX(x) ≠ 0, ∀ y ∈ R 
 
 Suy ra X và Y gọi là ñộc lập với nhau nếu 

f(x,y) = fX(x).fY(y) ∀ (x, y) ∈ R 
 
• Kỳ vọng có ñiều kiện của X với ñiều kiện Y = y, fY(y) ≠ 0 , là giá trị 
 

E(X / y) = ∫
+∞

∞−

dtytft X )/(.  

 Và kỳ vọng có ñiều kiện của Y với ñiều kiện X = x, fX(x) ≠ 0 , là giá trị 
 

E(Y / x) = ∫
+∞

∞−

dtxtft Y )/(.  

 
 
 
+ Ví dụ. Cho r > 0 và vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có mật ñộ 
 

f(x,y) = 







>+

≤+
222

222
2

,0

,
.
1

ryx

ryx
rπ  

 Với  |y| < r ta có 
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fY(y) = 2

22

2 .

2

.

1
),(

22

22 r

yr
dx

r
dxyxf

yr

yr
ππ

−
== ∫∫

−+

−−

∞+

∞−

 

 Với |y| ≥  r ta có fY(y) = 0. 
 Vậy, với |y| < r, ta có 

fX(x/y) =  
)(
),(

yf

yxf

Y

 = 








−>

−≤
−

222

222

22

,0

,
.2

1

yrx

yrx
yr  

 
 Suy ra fX(./y) ≠ fX(.), vậy X và Y không ñộc lập với nhau. 
 Vì hàm mật ñộ chẵn, nên kỳ vọng có ñiều kiện 
 

E(X / y) = 0.

22

22

=∫
−+

−−

yr

yr

dxx  
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III. HÀM ðỐI SỐ NGẪU NHIÊN 
 
1. Hàm 1 ñối số ngẫu nhiên. 

Y = ϕ(X) 
a) Trường hợp X là biến ngẫu nhiên rời rạc. 
 Cho X có luật phân phối 

{(xi, pi) | i ∈ I} 
 Ký hiệu 

{yj | j ∈ J } 
 

là tập hợp các trị khác nhau của ϕ(xi), i ∈ I. 
 ðặt 

qj = ∑
= ji yx

ip
)(ϕ

 ∀ j ∈ J 

 Khi ñó  biến ngẫu nhiên Y = ϕ(X)  có luật phân phối 
 

{(yj, qj) | j ∈ J} 
 
+ Ví dụ. 
 Cho n ∈ N, n > 0, X là biến ngẫu nhiên có phân phối 
 









−−−−−=








+
nnnnk

nn

k
),1(,...,1,0,1),...,1(,

12
1

,  

 
 Khi ñó  biến ngẫu nhiên  Y = |X| có phân phối 









−=






 nnkp
n

k
k ),1(,...,1,0,  

với 
p0 = 1/(2n+1) và pk = 2/(2n+1) ∀k = 1, 2, …, n 

 
 
b) Trường hợp X là biến ngẫu nhiên liên tục. 
 Cho X có hàm mật ñộ f(x). 
 (i) Giả thiết ϕ(x) khả vi ñơn ñiệu tăng trong (a,b) chứa các giá trị của X. Ta có 

FY(y) = P(Y ≤  y) = P(ϕ(X) ≤  y) = P(X ≤  ϕ−1(y)) = FX(ϕ−1(y)) 
 Suy ra 
 

dy

yd
yf

dy

yd

dx

ydF

dy

ydF
X

XY )(
)).((

)(
.

))(()( 1
1

11 −
−

−−

== ϕϕϕϕ
 

⇒ 

dy

yd
yfyf XY

)(
)).(()(

1
1

−
−= ϕϕ  

 
 (ii) Giả thiết ϕ(x) khả vi, ñơn ñiệu giảm trong (a,b) chứa các giá trị của X. Ta 
có 
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FY(y) = P(Y ≤  y) = P(ϕ(X) ≤  y) = P(X ≥ ϕ−1(y)) = 1 − FX(ϕ−1(y)) 
 Suy ra 
 

dy

yd
yf

dy

yd

dx

ydF

dy

ydF
X

XY )(
)).((

)(
.

))(()( 1
1

11 −
−

−−

−=−= ϕϕϕϕ
 

⇒ 

dy

yd
yfyf XY

)(
)).(()(

1
1

−
−= ϕϕ  

 Hợp nhất cả hai trường hợp ta có 

dy

yd
yfyf XY

)(
)).(()(

1
1

−
−= ϕϕ  

 
+ Ví dụ 1. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(0,1). Tìm luật phân phối của 
Y = X3. 
Giải. 
 Hàm mật ñộ phân phối của X là 

f(x) = 
2

2

1

2

1 x
e

−

π
 

 Hàm y = ϕ(x) = x3  là hàm ñơn ñiệu tăng và khả vi trong (−∞, +∞). Ta có  

x = ϕ−1(y) = 3 y   ⇒ 
3 2

1

3

1)(

ydy

yd

dy

dx ==
−ϕ

 

Vậy hàm mật ñộ của Y là 
 

g(y) = .
1

23

1

3

1
.

2

1 3 23 2

2

1

3 23 2

2

1
yy

e
yy

e
−−

=
ππ

 

 
+ Ví dụ 2. Cho biến ngẫu nhiên X có hàm mật ñộ f(x). Tìm hàm mật ñộ của biến ngẫu 
nhiên  Y = a.X + b, a, b ∈ R, a ≠ 0. 
Giải. 
 Hàm y = ϕ(x) = a.x + b ñơn ñiệu. Ta có 

x = ϕ−1(y) = 
a

by −
  ⇒ 

ady

yd

dy

dx 1)(1

==
−ϕ

 

Vậy hàm mật ñộ của Y là 

g(y) = 
||

1
.

aa

by
f 







 −
 

 
(iii) Trường hợp hàm ϕ(x) không ñơn ñiệu. 
 Giả sử biến ngẫu nhiên X lấy giá trị thuộc khoảng (a,b), còn ϕ(x) ñơn ñiệu 
từng khúc trên (a,b), nghĩa là có thể chia (a,b) thành n khoảng con Ji, i=1, 2,…,n, rời 
nhau sao cho ϕ(x) ñơn ñiệu trên mỗi khoảng con ñó.  
 Ký hiệu  ϕi : Ji → (a,b), ϕi(x) = ϕ(x) ∀ x ∈ Ji , i=1, 2, …,n. 
 Cho khoảng (y,y+∆y) ⊂ (a,b). Ký hiệu  

 
(xi, xi + ∆xi) = ϕi

−1((y,y+∆y)) ∀ i = 1, 2, …, n. 
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(có thể  ∆xi có dấu bất kỳ). Ta có 
 

P(y < Y < y + ∆y)  =  ∑
=

∆+∈
n

i
iii xxxXP

1

),((  

Vậy, hàm mật ñộ của Y là 
 

 g(y)  = 
y

xxxXP

y

yyYyP

n

i
iii

yy ∆

∆+∈
=

∆
∆+<< ∑

=
→∆→∆

1

00

),((
lim

)(
lim  

   =  ∑
= →∆










∆
∆

∆
∆+∈n

i

i

i

iii

y y

x

x

xxxXP

1
0

.
),((

lim  

   =  ( )
dy

yd
yf

dy

yd
xf i

n

i
i

n

i

i
i

)(
.)(

)(
).(

1

1

1

1

1 −

=

−

=

−

∑∑ = ϕϕϕ
 

 
+ Ví dụ.  Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(0,1). Tìm hàm mật ñộ của 
biến ngẫu nhiên  Y = X2. 
Giải. 
 Hàm  y = ϕ(x) = x2  có hai nhánh ñơn ñiệu trên J1 = (0, +∞) và J2 = (−∞, 0). 
Các hàm 

ϕ1 : J1→R+, ϕ1(x) = x2 và  ϕ2 : J2→R+, ϕ2(x) = x2 
có các hàm ngược tương ứng là   x = yy =− )(1

1ϕ  trên R+ và  x = yy −=− )(1
2ϕ   trên 

R+. Hàm mật ñộ của X là 

f(x) = 
2

2

1

2

1 x
e

−

π
 

 
 Áp dụng công thức trên ta nhận ñược 
 

 g(y)  = ( ) ( )
dy

yd
yf

dy

yd
yf

)(
.)(

)(
.)(

1
21

2

1
11

1

−
−

−
− + ϕϕϕϕ  

   =  
( ) ( ) yyy

e
yy

e
y

e 2

1

2

1

2

1

.2

1

2

1
.

2

1

2

1
.

2

1 22
−−−−

=−+
πππ

 ∀ y > 0 

 
2. Hàm nhi ều ñối số ngẫu nhiên r ời rạc. 
 
a) Cho (X, Y) là vectơ ngẫu nhiên với luật phân phối 

 
{((xi,yj), pij) | i ∈ I, j ∈ J } 

  
 Cho ϕ(x,y) là hàm hai biến. Xét biến ngẫu nhiên Z = ϕ(X,Y). 
 Ký hiệu 
 

{ zk  | k ∈ K } 
 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


là tập hợp các giá trị khác nhau của tập 
 

{ϕ(xi,yj) | i ∈ I, j ∈ J } 
 
 Với mỗi k ∈ K, ký hiệu 
 

rk =  ij
zyxIxJji

p
kji =∈

∑
),(,),( ϕ

 

 Khi ñó Z có luật phân phối 
 

{(zk, rk) | k ∈ K } 
 
 Cho X và Y có luật phân phối tương ứng 
 

{(xi, pi) | i ∈ I } 
và 

{(yj, qj) | j ∈ J } 
 
 Nếu X và Y ñộc lập với nhau thì 

rk =  ji
zyxIxJji

qp
kji =∈

∑
),(,),( ϕ

 

 
+ Ví dụ. Một thùng chứa n quả cầu ñánh số từ 1 ñến n. Rút ngẫu nhiên quả cầu thứ 
nhất, không bỏ lại thùng, sau ñó rút quả thứ hai. Gọi X và Y là số của quả cầu thứ 
nhất và số của quả cầu thứ hai. Hãy tìm luật phân phối của X+Y. 
Giải. 
 Ta dễ dàng tính ñược xác suất 
 

pij = P(X = i, Y = j) = 







≠
−

=

ji
nn

ji

,
)1(

1
,0

 

 
 Hiển nhiên là X+Y nhận các giá trị từ 3 ñến 2n−1. Cho k ∈ {3, 4, …, 2n−1}. 
Xét các trường hợp sau: 

(i) 3 ≤  k ≤  n  và  k lẻ. Ta có 
 

P(X+Y = k) = 
)1(

11

1
, −

−==∑∑
−

=
−

=+ nn

k
pp

k

i
iki

kji
ij  

(vì k lẻ nên không thể xảy ra i=k−i ⇒ pi,k−1 = 1/n(n−1)   ∀ i = 1, 2, …, k−1) 
 

(ii) 3 ≤  k ≤  n  và  k  chẵn. Ta có 
 

P(X+Y = k) = 
)1(

21

1
, −

−==∑∑
−

=
−

=+ nn

k
pp

k

i
iki

kji
ij  

 
(vì k chẵn nên  pi,k−1 = 1/n(n−1)   ∀ i = 1, 2, …, k−1 & i ≠ k/2) 
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(iii) n + 1 ≤  k ≤  2n − 1  và  k lẻ.  
 Xét cặp (i, j), i + j = k. Ta có j = k − i , và 
 

1 ≤  i ≤  n & 1 ≤  k − i ≤  n ⇒ k − n ≤  i ≤  n 
 
Từ ñó suy ra 

P(X+Y = k) = 
)1(
12

, −
+−== ∑∑

−=
−

=+ nn

kn
pp

n

nki
iki

kji
ij  

 

(iv) n + 1 ≤  k ≤  2n − 1  và  k chẵn.  
 Với  i = k/2, pi,k−i = 0. Suy ra 

P(X+Y = k) = 
)1(

2
, −

−== ∑∑
−=

−
=+ nn

kn
pp

n

nki
iki

kji
ij  

 
b) Tính ổn ñịnh của phân phối nhị thức và phân phối Poisson. 
 
• ðịnh lý 1. Cho các  biến ngẫu nhiên X và Y ñộc lập, tuân theo luật phân phối nhị 
thức B(m,p) và B(n,p), 0<p<1. Khi ñó tổng  X+Y có phân phối nhị thức B(m+n,p). 
CM. 

 Miền giá trị của X+Y là  0, 1, 2, …, m+n. Cho k ∈ N, 0 ≤  k ≤  m+n, ký hiệu 
q=1−p, ta có 

P(X+Y = k)  = ∑∑
=

+−−−

=+

−===
k

i

iknikimi

kji

qpiknCqpimCjYPiXP
0

.).,(.).,()().(  

   = ),(..),().,(.
1

knmCqpiknCimCqp knmk
k

i

knmk +=− −+

=

−+ ∑  

 
 Vậy X+Y có phân phối nhị thức B(m+n,p). 
 
• ðịnh lý 2. Cho các  biến ngẫu nhiên X và Y ñộc lập, tuân theo luật phân phối 
Poisson  P(λ)  và  P(µ), λ>0 và µ>0. Khi ñó tổng  X+Y có phân phối Poisson P(λ+µ). 
CM. 
 Miền giá trị của X+Y là N. Cho n ∈ N, ta có 
 

P(X+Y = n)  = ∑∑
=

−
−−

=+ −
===

n

i

ini

nji in
e

i
ejYPiXP

0 )!(!
)().(

µλ µλ  

 

   = 
!

)(
..

)!!.(
!

!
)(

0

)(

n
e

ini

n

n

e nn

i

ini µλµλ µλ
µλ +=

−
+−

=

−
+−

∑  

 
 Vậy X+Y có phân phối Poisson P(λ+µ). 
 
 
3. Hàm nhi ều ñối số ngẫu nhiên liên t ục. 
 
a) Tổng hai biến ngẫu nhiên. 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có hàm mật ñộ f(x,y). Xét biến ngẫu nhiên Z = 
X+Y. 
 Gọi G(z) là hàm phân phối của Z.  Ký hiệu    
  

Dz = {(x,y) | x+y ≤  z }.  
Ta có 

G(z) = P(Z ≤  z) = P(X+Y ≤  z) = P((X,Y) ∈ Dz )  
 

     = ∫ ∫∫∫
∞

∞−

−

∞−








= dxdyyxfdxdyyxf

xz

Dz

),(),(   ∀ z 

∈ R 
 
 Lấy ñạo hàm G(z) ta nhận ñược hàm mật ñộ g(z) của Z. 
 

g(z) = G’(z) = ∫
∞

∞−

− dxxzxf ),(  

 Tương tự ta có 

g(z) = ∫
∞

∞−

− dyyyzf ),(  

 
• Trường hợp X và Y ñộc lập ta có 

g(z) = ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−=− dyyfyzfdxxzfxf YXYX )().()().(  

 
trong ñó fX và fY  là các hàm mật ñộ của X và Y. 
 
� Ghi chú: Các phép toán với fX và fY như trên gọi là tích chập và ký hiệu là 

fX * fY 
 
+ Ví dụ 1. Cho X và Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, phân phối ñều trên [0, 1]. Tìm 
phân phối của X+Y. 
Giải. 
 Hàm mật ñộ fX  và  fY của X và Y như sau: 
 

fX(t) = fY(t) = 
[ ]
[ ]




∉
∈

1;0,0

1;0,1

t

t
 

 
 Suy ra hàm mật ñộ g(z) , z∈R, theo công thức 

g(z) = ∫∫ −=−
∞

∞−

1

0

)()().( dxxzfdxxzfxf YYX  

 Ta xét các trường hợp sau. 
 

(i) z ≤  0: Ta có 

z - x < 0 ∀x∈(0; 1) ⇒  fY(z-x) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
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(ii) z > 2: Ta có 

z - x > 1 ∀x∈(0; 1) ⇒  fY(z-x) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
 

(iii) 0 < z ≤  1: Ta có 
 

fY(z-x) = 




<<
≤≤

1,0

0,1

xz

zx
 ⇒ g(z) = zdx

z

=∫
0

 

 

(iv) 1 < z ≤  2: Ta có 
 

fY(z-x) = 




−≤<
≤≤−

10,0

11,1

zx

xz
 ⇒ g(z) = zzdx

z

−=−−=∫
−

2)1(1
1

1

 

 
 Cuối cùng ta có 
 

g(z) = 













<
≤<−
≤<

≤

z

zz

zz

z

2,0

21,2

10,

0,0

  và ñồ thị:   

 
 
 
+ Ví dụ 2. Cho X và Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, có phân phối mũ  E(λ), λ>0. 
Khi ñó  X+Y  có phân phối Gamma  Γ(b,τ) với b=1/λ và τ=2. 
 
� Ghi chú: Luật phân phối Gamma Γ(b,τ) có hàm mật ñộ  

f(t) = 







≤

>
Γ

−−

0,0

0,
)(

1 1

t

tet
b

b

t
τ

τ τ  

trong ñó hàm Gamma  Γ(τ) = ∫
∞

−−

0

1. dxex xτ  (có tính chất Γ(τ+1) = τ.Γ(τ)). 

Giải. 
 Hàm mật ñộ fX  và  fY của X và Y như sau: 
 

fX(t) = fY(t) = 




≤
<−

0,0

0,.

t

te tλλ
 

 
 Suy ra hàm mật ñộ g(z) , z∈R, theo công thức 
 

g(z) = 








≤

>−=− ∫∫
∞

∞− 0,0

0,)().(
)().(

0

z

zdxxzfxf
dxxzfxf

z

YX
YX  

1 

1 2 0 
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 Ta có 

z
z

xzx
z

YX ezdxeedxxzfxf .2

0

).(.

0

.....)().( λλλ λλλ −−−− ==− ∫∫  

 Vậy 

g(z) =




≤
>−

0,0

0,.. .2

z

zez zλλ
 

 
+ Ví dụ 3.  Cho X1 và X2 là các biến ngẫu nhiên ñộc lập có phân phối chính qui 
N(m1,σ1) và  N(m2,σ2) . Hãy chứng minh rằng X1+ X2  có phân phối chính qui 
 

N(m, σ) với m = m1 + m2  và  σ2 = σ1
2 + σ2

2 . 
CM. 
 Ta biểu diễn các biến ngẫu nhiên X1 và X2  như sau 
 

X1 = σ1.N1 + m1  và  X2 = σ2.N2 + m2 
 
trong ñó N1 và N2  là các biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn N(0, 1). 
 Suy ra 
 

X1 + X2  = σ1.N1 + σ2.N2  + m1 + m2 
⇒ 

aNN
mm

NN
XX ++=

+
++

+
+

+
=

+
+

212
2

2
1

21
22

2
2
1

2
12

2
2
1

1

2
2

2
1

21 .. βα
σσσσ

σ
σσ

σ
σσ

 

với 
 

2
2

2
1

21

2
2

2
1

2

2
2

2
1

1 ;;
σσσσ

σβ
σσ

σα
+

+=
+

=
+

= mm
a  

 
 
 Bây giờ ta chứng minh rằng Y = α.N1 + β.N2  có phân phối chuẩn N(0, 1).  
 Hàm mật ñộ của α.N1 và β.N2  tương ứng là 
 

f1(t) = 

2

2

1

2

1 






−
α

πα

t

e   và  f2(t) = 

2

2

1

2

1 







−

β

πβ

t

e  

 
 Gọi g là hàm mật ñộ của Y. Ta có 
 

g(x) = ∫∫
∞

∞−









−







 −−∞

∞−

=− dtedttftxf
ttx

22

2

1

2

1

21 2.
1

)().( βα

παβ  

 
 Biến ñổi biểu thức 

Q(t)  = 
2

2

222

2

2

2

22

2

2

222

222222
1

2
1

ααβαβαααβα
xxtttxttxttx +−=+−+=







+






 −
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 = ( ) ( )
2

.
2

1
22

.2
2

1 2
2

222

2

2

22
4222

22

x
xt

xx
xxtt +−=+−+− β

βααα
βββ

βα
 

 Suy ra 
 

g(x) = 
2

22

2

2

1.

2

1

2

1
)(

2

1

2

1

2

1
2.

1 x
xt

xtQ edteedte
−∞

∞−










 −−−∞

∞−

− == ∫∫ ππαβππαβ
αβ

β

 

 
là mật ñộ của phân phối chuẩn N(0, 1). 
 Cuối cùng từ 
 

X1 + X2 = 21
2
2

2
1 . mmY +++ σσ  

suy ra ñpcm. 
 
b) Hiệu hai biến ngẫu nhiên. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có hàm mật ñộ f(x,y). Xét biến ngẫu nhiên Z = 
X−Y. 
 Gọi G(z) là hàm phân phối của Z.  Ký hiệu     
 

Dz = {(x,y) | x−y ≤  z }.  
Ta có 

G(z) = P(Z ≤  z) = P(X−Y ≤  z) = P((X,Y) ∈ Dz )  
 

     = ∫ ∫∫∫
∞

∞−

∞

−








= dxdyyxfdxdyyxf

zxDz

),(),(   ∀ z 

∈ R 
 
 Lấy ñạo hàm G(z) ta nhận ñược hàm mật ñộ g(z) của Z. 
 

g(z) = G’(z) = ∫
∞

∞−

− dxzxxf ),(  

 Tương tự ta có 

g(z) = ∫
∞

∞−

+ dyyzyf ),(  

 
• Trường hợp X và Y ñộc lập ta có 

g(z) = ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+=− dyyfzyfdxzxfxf YXYX )().()().(  

 
trong ñó fX và fY  là các hàm mật ñộ của X và Y. 
 
+ Ví dụ . Cho X và Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, phân phối ñều trên [0, 1]. Tìm 
phân phối của X−Y. 
Giải. 
 Hàm mật ñộ fX  và  fY của X và Y như sau: 
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fX(t) = fY(t) = 
[ ]
[ ]




∉
∈

1;0,0

1;0,1

t

t
 

 
 Suy ra hàm mật ñộ g(z) , z∈R, theo công thức 
 

g(z) = ∫∫ −=−
∞

∞−

1

0

)()().( dxzxfdxzxfxf YYX  

 Ta xét các trường hợp sau. 
 
(i) z < −1: Ta có 

x - z > 1 ∀x∈(0; 1) ⇒  fY(x-z) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
 
(ii) z > 1: Ta có 

x - z < 0 ∀x∈(0; 1) ⇒  fY(x-z) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
 

(iii) −1 ≤  z ≤  0: Ta có 
 

fY(x-z) = 




<<+
+≤≤

11,0

10,1

xz

zx
 ⇒ g(z) = zdx

z

+=∫
+

1
1

0

 

 

(iv) 0 < z ≤  1: Ta có 
 

fY(x-z) = 




<<
≤≤

zx

xz

0,0

1,1
 ⇒ g(z) = zdx

z

−=∫ 1
1

 

 
 Cuối cùng ta có 
 

g(z) = 













<
≤<−
≤<−+

−≤

z

zz

zz

z

1,0

10,1

01,1

1,0

  và ñồ thị:   

 
 
 
c) Tích hai biến ngẫu nhiên. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có hàm mật ñộ f(x,y). Xét biến ngẫu nhiên Z = 
X.Y. 
 Gọi G(z) là hàm phân phối của Z.  Ký hiệu     
 

Dz = {(x,y) | x.y ≤  z }.  
Ta có 

G(z) = P(Z ≤  z) = P(X.Y ≤  z) = P((X,Y) ∈ Dz )  
 

1 

0 1 -1 
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    = ∫ ∫∫ ∫∫∫
∞−

∞∞

∞− 















+
















=
0

0

),(),(),( dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

x

z

x

z

Dz

 

 ∀ z ∈ R 
 
 Lấy ñạo hàm G(z) ta nhận ñược hàm mật ñộ g(z) của Z. 
 

g(z) = G’(z) = ∫∫∫
∞

∞−∞−

∞








=






−+







dx

xx

z
xfdx

xx

z
xfdx

xx

z
xf

||
1

.,
1

.,
1

.,
0

0

 

 Tương tự ta có 

g(z) = ∫
∞

∞−








dy

y
y

y

z
f

||
1

.,  

 
• Trường hợp X và Y ñộc lập ta có 
 

g(z) = ∫∫
∞

∞−

∞

∞−







=






 dy
y

yf
y

z
fdx

xx

z
fxf YXYX ||

1
).(.

||
1

.).(  

 
trong ñó fX và fY  là các hàm mật ñộ của X và Y. 
+ Ví dụ . Cho X và Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, phân phối ñều trên [0, 1]. Tìm 
phân phối của X.Y. 
Giải. 
 Hàm mật ñộ fX  và  fY của X và Y như sau: 
 

fX(t) = fY(t) = 
[ ]
[ ]




∉
∈

1;0,0

1;0,1

t

t
 

 
 Suy ra hàm mật ñộ g(z) của X.Y, z∈R, theo công thức 
 

g(z) = ∫∫ 






=







∞

∞−

1

0 ||
1

||
1

).( dx
xx

z
fdx

xx

z
fxf YYX  

 Ta xét các trường hợp sau. 
 
(i) z < 0: Ta có 

z/x < 0 ∀x∈(0; 1) ⇒  fY(z/x) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
 
(ii) z > 1: Ta có 

z/x > 1 ∀x∈(0; 1) ⇒  fY(z/x) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
 

(iii) 0 ≤  z ≤  1: Ta có 
 

fY(z/x) = 




<<
≤≤

zx

xz

0,0

1,1
 ⇒ g(z) = zdx

xz

ln
11

−=∫  
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 Cuối cùng ta có 
 

g(z) = 








<
≤<−

≤

z

zz

z

1,0

10,ln

0,0

  và ñồ thị:   

 
 
 
 
c) Thương hai biến ngẫu nhiên. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên (X,Y) có hàm mật ñộ f(x,y). Xét biến ngẫu nhiên Z = 
X/Y. 
 Gọi G(z) là hàm phân phối của Z.  Ký hiệu     
 

Dz = {(x,y) | x/y ≤  z }.  
Ta có 

G(z) = P(Z ≤  z) = P(X/Y ≤  z) = P((X,Y) ∈ Dz )  
 

    = ∫ ∫∫ ∫∫∫
∞−

∞∞

∞− 










+












=

0

.0

.

),(),(),( dxdyyxfdydxyxfdxdyyxf
yz

yz

Dz

 

 ∀ z ∈ R 
 
 Lấy ñạo hàm G(z) ta nhận ñược hàm mật ñộ g(z) của Z. 
 

g(z) = G’(z) = ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞

∞−∞−

∞

=−+ dyyyyzfydyyyzfydyyyzf ||.,..,..,.
0

0

 

 Tương tự ta có 

g(z) = ∫
∞

∞−









dx

z

x

z

x
xf

2

||
.,  

 
• Trường hợp X và Y ñộc lập ta có 

 

g(z) = ( ) ∫∫
∞

∞−

∞

∞−








= dx
z

x

z

x
fxfdyyyfyzf YXYX 2

||
.).(||.)..(  

 
trong ñó fX và fY  là các hàm mật ñộ của X và Y. 
 
+ Ví dụ . Cho X và Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập, phân phối ñều trên [0, 1]. Tìm 
phân phối của X/Y. 
Giải. 
 Hàm mật ñộ fX  và  fY của X và Y như sau: 
 

1 

0 1 
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fX(t) = fY(t) = 
[ ]
[ ]




∉
∈

1;0,0

1;0,1

t

t
 

 
 Suy ra hàm mật ñộ g(z) của X.Y, z∈R, theo công thức 

 

g(z) = ( ) ( )∫∫ =
∞

∞−

1

0

.||)..( ydyyzfdyyyfyzf XYX  

 Ta xét các trường hợp sau. 
 
(i) z < 0: Ta có 

z.y < 0 ∀y∈(0; 1) ⇒  fY(z.y) = 0  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 0 
 

(ii) 0 ≤  z ≤  1: Ta có 

0 ≤  z.y ≤  1 ∀y∈(0; 1) ⇒  fY(z.y) = 1  ∀x∈(0; 1)  ⇒ g(z) = 

2
1

2

1

0

21

0

=







=

=
∫

y

y
ydy  

(iii) 1 < z : Ta có 
 

fY(z.y) = 








≤<

≤≤

1
1

,0

1
0,1

y
z

z
y

 ⇒ g(z) = 
2

1

0 .2
1
z

ydy
z

=∫  

 
 
 Cuối cùng ta có 
 

g(z) = 














<

≤<

≤

z
z

z

z

1,
.2
1

10,
2
1

0,0

2

  và ñồ thị:   

 
 

1/2 

0 1 
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IV. BIẾN NGẪU NHIÊN n CHIỀU 
 
1. Khái ni ệm. 
 
• ðịnh nghĩa. Cho không gian xác suất (Ω, B, P), n ∈ N, n > 1. Ánh xạ   

 
X: Ω→Rn, X(ω) = (X1(ω), X2(ω), … , Xn(ω) ) 

  
gọi là biến ngẫu nhiên n chiều hay vectơ ngẫu nhiên n chiều , nếu X1, X2, …, Xn  là 
các biến ngẫu nhiên trên không gian (Ω, B, P). Ký hiệu 
 

X = ( X1, X2, …, Xn ) 
 
 Hàm phân phối của vectơ ngẫu nhiên (X1, X2, …, Xn) là hàm n biến 
 

F(x1, x2, …, xn) = P(X1 ≤  x1, X2 ≤  x2, …, Xn ≤  xn) 
 
• Trường hợp X1, X2, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên rời rạc: 
 Luật phân phối của  (X1, X2, …, Xn ) như sau 
 

( )( ){ }nniiii IiIipxx
nn

∈∈ ,...,,,..., 11,...,11
 

với 
( )

nn iniii xXxXPp === ,...,
11 1,...,  ∀ (i1, …, in) ∈ I1 x … x In 

 
trong ñó  I1, …, In  là các tập chỉ số ñếm ñược hữu hạn hoặc vô hạn. 
 
• Trường hợp X1, X2, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên liên tục: 
 Hàm mật ñộ phân phối của  (X1, X2, …, Xn ) là ñạo hàm riêng hỗn hợp 
 

f(x1, x2, …, xn) = 
( )

n

n
n

xx

xxF

∂∂
∂

...
,...,

1

1  

 
 Cho D ∈ Rn. Xác suất  ( X1, X2, …, Xn ) ∈ D  ñược tính theo công thức 
 

P( ( X1, X2, …, Xn ) ∈ D ) = ( )∫ ∫ nn
D

dtdtttf ...,...,..... 11  

 
2. Luật phân ph ối của các bi ến ngẫu nhiên thành ph ần. 
 
a) Vectơ ngẫu nhiên rời rạc. 

• Xác suất của biến ngẫu nhiên thành phần Xk , 1 ≤  k ≤  n. 
 

pk = P(Xk = xk) = ∑ ∑ ∑ ∑
∈ ∈ ∈ ∈−− ++

+−

11 11 11

111 ,...,,,,...,......
Ii Ii Ii Ii

iikii

kk kk nn

nkk
p  

 

• Xác suất của vectơ ngẫu nhiên thành phần (X1, …, Xk ), 1 < k ≤  n. 
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( ) ∑ ∑
++

+−
∈ ∈

====
11

11111 ,...,,,,...,1,..., ...,...,
kk nn

nkkkkk
Ii Ii

iiiiiikiii pxXxXPp  

 
b) Vectơ ngẫu nhiên liên tục. 

• Mật ñộ của biến ngẫu nhiên thành phần Xk , 1 ≤  k ≤  n. 

fk(t) = ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
+−+− nkknkk dtdtdtdttttttf ......,...,,,,...,... 111111  

 

• Mật ñộ của vectơ ngẫu nhiên thành phần (X1, …, Xk ), 1 < k ≤  n. 

f1,…,k(t1, …, tk) = ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
++ nknkk dtdtttttf ...,...,,,...,... 111  

 
3. Phân ph ối có ñiều kiện. 
 
a) Vectơ ngẫu nhiên rời rạc. 
  
 Cho vectơ ngẫu nhiên (X1, X2, …, Xn), n ∈ N, n > 1,  với luật phân phối 
 

( )( ){ }nniiii IiIipxx
nn

∈∈ ,...,,,..., 11,...,11
 

với 
( )

nn iniii xXxXPp === ,...,
11 1,...,   ∀ (i1, …, in) ∈ I1 x … x In 

 
trong ñó  I1, …, In  là các tập chỉ số ñếm ñược hữu hạn hoặc vô hạn. 
 

 Luật phân phối có ñiều kiện của  (X1, X2, …, Xk ), 1 ≤  k ≤  n, với ñiều kiện 
Xk+1=xk+1, …, Xn=xn  là phân phối 
 

( )( ){ }kkxxiiii IiIipxx
nkkk

∈∈
+

,...,,,..., 11,...,/,..., 111
 

với 

nk

nkk

nkk

ii

iiii
xxii p

p
p

,...,

,...,,,...,
,...,/,...,

1

11

11

+

+

+
=  ∀ (i1, …, ik) ∈ I1 x … x Ik 

 
 
b) Vectơ ngẫu nhiên liên tục. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên liên tục (X1, X2, …, Xn), n ∈ N, n > 1,  với hàm mật ñộ 
 

f(x1, x2, …, xn) 
 

 Hàm mật ñộ có ñiều kiện của  (X1, X2, …, Xk ), 1 ≤  k ≤  n, với ñiều kiện 
Xk+1=xk+1, …, Xn=xn , fk+1,…,n(xk+1, …, xn) ≠ 0, là  
 

( )( ){ }kkxxiiii IiIipxx
nkkk

∈∈
+

,...,,,..., 11,...,/,..., 111
 

với 
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( ) ( )
( )nknk

nkk
nkk xxf

xxttf
xxttf

,...,
,...,,,...,

,...,/,...,
1,...,1

11
11

++

+
+ =   

 
4. Biến ng ẫu nhiên ñộc lập. 
 
• ðịnh nghĩa. Các biến ngẫu nhiên  X1, X2, …, Xn  gọi là ñộc lập với nhau nếu luật 
phân phối của mỗi hệ con trích từ  ( X1, X2, …, Xn)  không phụ thuộc vào giá trị các 
biến ngẫu nhiên còn lại. 
 
• ðịnh lý 1. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên rời rạc  (X1, X2, …, Xn), n ∈ N, n > 1,  với luật phân phối 
 

( )( ){ }nniiii IiIipxx
nn

∈∈ ,...,,,..., 11,...,11
 

với 
( )

nn iniii xXxXPp === ,...,
11 1,...,   ∀ (i1, …, in) ∈ I1 x … x In 

 
trong ñó  I1, …, In  là các tập chỉ số ñếm ñược hữu hạn hoặc vô hạn. 
 
 Các biến ngẫu nhiên  X1, X2, …, Xn  ñộc lập với nhau khi và chỉ khi 
 

( ) ( )
nn iniii xXPxXPp === .....

11 1,...,   ∀ (i1, …, in) ∈ I1 x … x In 

 
• ðịnh lý 2.  
 Cho vectơ ngẫu nhiên liên tục (X1, X2, …, Xn), n ∈ N, n > 1,  với hàm mật ñộ 
 

f(x1, x2, …, xn) 
 
 Các biến ngẫu nhiên  X1, X2, …, Xn  ñộc lập với nhau khi và chỉ khi 
 

f(x1, x2, …, xn) = f1(x1). …. fn(xn) ∀ (x1, …, xn) ∈ Rn 
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V. KỲ VỌNG VÀ PHƯƠNG SAI 
 
• ðịnh lý 1. 
 Cho vectơ ngẫu nhiên rời rạc  Z = (X1, X2, …, Xn), n ∈ N, n > 1,  với luật phân 
phối 
 

( )( ){ }nniiii IiIipxx
nn

∈∈ ,...,,,..., 11,...,11
 

với 
( )

nn iniii xXxXPp === ,...,
11 1,...,   ∀ (i1, …, in) ∈ I1 x … x In 

 
trong ñó  I1, …, In  là các tập chỉ số ñếm ñược hữu hạn hoặc vô hạn. 
 Cho ánh xạ  ϕ: Rn→R sao cho ϕ(Z) là biến ngẫu nhiên. 
 Khi ñó kỳ vọng E[ϕ(Z)] của ϕ(Z) là 
 

E[ϕ(Z)] = ( )∑ ∑
∈ ∈Ii Ii

iiii

nn

nn
pxx

1

11 ,...,.,...,... ϕ  

với ñiều kiện chuỗi hội tụ tuyệt ñối. 
CM. 
 Ta chứng minh cho trường hợp n=2. Trường hợp n > 2 chứng minh tương tự. 
 
 Ký hiệu lại Z = (X, Y) là vectơ ngẫu nhiên với luật phân phối  
 

{[(xi, yj), pij ] | i ∈ I, j ∈ J } 
 

với  I, J  là các tập chỉ số dạng hữu hạn {1,2,…,n} hoặc vô hạn {1,2,…, ∞}. 
 Ký hiệu 

V = { zk | k ∈ K }, 
 
trong ñó K là tập chỉ số ñếm ñược, là tập giá trị khác nhau của ϕ(Z). 
 Khi ñó, với mọi k ∈ K ta ñặt 
 

rk = P(ϕ(Z) = zk ) = ∑
∈ kIji

ijp
),(

 

trong ñó   
Ik = { (i, j) ∈ I x J | ϕ(xi, yj) = zk } 

 
 Ta thấy Ik, k ∈ K, rời nhau từng cặp và 
 

∪
Kk

kI
∈

 = I x J 

 Suy ra 
 

E[ϕ(Z)] = ( ) ( ) ( )∑∑∑∑ ∑∑
∈ ∈∈∈ ∈∈

===
Ii Jj

ijji
IxJji

ijji
Kk Iji

ijji
Kk

kk pyxpyxpyxrz
k

.,.,.,.
),(),(

ϕϕϕ  

• ðịnh lý 2.  
 Cho vectơ ngẫu nhiên liên tục (X1, X2, …, Xn), n ∈ N, n > 1,  với hàm mật ñộ 
 

f(x1, x2, …, xn) 
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 Cho ánh xạ  ϕ: Rn→R sao cho ϕ(Z) là biến ngẫu nhiên. 
 Khi ñó kỳ vọng E[ϕ(Z)] của ϕ(Z) là 
 

E[ϕ(Z)] =  ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
nnn dtdtttftt ....,...,.,...,... 111ϕ  

 
với ñiều kiện tích phân hội tụ tuyệt ñối. 
CM. 
 Suy ra từ ñịnh nghĩa và phép ñổi biến của tích phân Lebesgue (công nhận). 
 
 Các ñịnh lý sau là hệ quả của 2 ñịnh lý trên. 
 
• ðịnh lý 3. Nếu  X1, X2, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên có kỳ vọng thì  

 
X1 + X2 + …+ Xn 

 
có kỳ vọng và 

E(X1 + X2 + …+ Xn) = E(X1) + E(X2) + …+ E(Xn)  
 
• ðịnh lý 4. Nếu  X1, X2, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên ñộc lập có kỳ vọng thì  

 
X1.X2 …. Xn 

 
có kỳ vọng và 

E(X1.X2 …. Xn) = E(X1).E(X2)…E(Xn)  
 
• Hệ quả. Nếu X , Y ñộc lập và có phương sai  thì 
 

cov(X,Y) = 0 
 
 
• ðịnh lý 5. Nếu  X1, X2, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên có phương sai  thì  

 
X1 + X2 + …+ Xn 

 
có phương sai  và 
 

D(X1 + X2 + …+ Xn) = ∑∑
≤≤≤=

+
nji

ji

n

i
i XXXD

11

),cov(.2)(  

 
 
• Hệ quả. Nếu  X1, X2, …, Xn  là các biến ngẫu nhiên ñộc lập có phương sai  thì  

 
X1 + X2 + …+ Xn 

 
có phương sai  và 
 

D(X1 + X2 + …+ Xn) = D(X1) + D(X2) + …+ D(Xn)  
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+ Ví dụ 1. Một thùng có a quả cầu trắng và b quả cầu ñen. Rút liên tiếp 2 quả cầu 
(không trả lại vào thùng). Ký hiệu Xi, i=1,2, là các biến ngẫu nhiên nhận giá trị 1 nếu 
lần rút i ñược quả cầu trắng, nhận giá trị 0 nếu lần rút i ñược quả cầu ñen. Khi ñó 
cặp  (X1, X2)  tạo thành biến ngẫu nhiên 2 chiều. 
 
 Theo ví dụ 1, mục 5, bài I, ta có bảng phân phối của  vectơ ngẫu nhiên (X1, 
X2)  
 
 

X2

X1 
1 0 

1 
1

1
−+

−
+ ba

a

ba

a
 

1−++ ba

b

ba

a
 

0 
1−++ ba

a

ba

b
 

1
1
−+

−
+ ba

b

ba

b
 

 
luật phân phối của X1 và X2 

 

p1 = P(X1 = 1) = p11 + p10 = 
ba

a

+
 

p0 = P(X1 = 0) = p01 + p00 = 
ba

b

+
 

q1 = P(X2 = 1) = p11 + p01 = 
ba

a

+
 

q0 = P(X2 = 0) = p10 + p00 = 
ba

b

+
 

 
kỳ vọng, phương sai  và hiệp phương sai 
 

E(X1) = E(X2) = 
ba

a

+
 & D(X1) = D(X2) = 

2)(
.
ba

ba

+
 

 
  cov(X1, X2) = E(X1.X2) − E(X1).E(X2) 

 

     = 
)1()(

.
)(1

1
22

2

−++
−=

+
−

−+
−

+ baba

ba

ba

a

ba

a

ba

a
 

Suy ra 

  D(X1 + X2)  = 
)1()(

)2.(..2
)1()(

..2
)(

..2
222 −++

−+=
−++

−
+ baba

baba

baba

ba

ba

ba
 

 

  D(X1 − X2)  = 
)1()(

).(..2
)1()(

..2
)(

..2
222 −++

+=
−++

+
+ baba

baba

baba

ba

ba

ba
 

 
+ Ví dụ 2.  Cho bảng phân phối xác suất của vectơ ngẫu nhiên (X, Y) như sau 
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Y
X 

−1 0 1 

−1 p/4 q/4 p/4 

0 q/4 0 q/4 

1 p/4 q/4 p/4 

 
với  0 < p < 1 và q = 1 − p. 
 Ta có 

E(X.Y) = p/2 − p/2 = 0 
 
 Suy ra  X và Y không tương quan. 
 Mặt khác vì 

P(X = 0; Y = 0) = 0 ≠ P(X = 0).P(Y = 0) = q2/4 
 
nên X và Y không ñộc lập. 
 
+ Ví dụ 3.  Cho  vectơ ngẫu nhiên (X, Y)  có phân phối ñều trên hình tròn bán kính R 
> 0, tức (X, Y) có hàm mật ñộ 
 

f(x,y) = 







>+

≤+
222

222
2

,0

,
.
1

ryx

ryx
rπ  

 
 Ta có  

cov(X,Y) = E(X.Y) − E(X).E(Y)  
 

= ∫∫∫∫∫∫
≤+≤+≤+

−
222222222

.....
ryxryxryx

dxdyydxdyxdxdyyx  = 0 , 

 
vì các hàm dưới dấu tích phân ñều ñối xúng qua gốc toạ ñọ trên miền lấy tích phân. 
 Suy ra X và Y không tương quan. 
 Mặt khác, theo ví dụ ở mục 2, bài II, X và Y không ñộc lập. 
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CHƯƠNG 4 
HỘI TỤ NGẪU NHIÊN 

 
I. HỘI TỤ XÁC SUẤT 
 
1. Khái ni ệm hội tụ xác su ất. 
 

• ðịnh nghĩa.  Cho X là biến ngẫu nhiên và (Xn)n≥ 1 là dãy biến ngẫu nhiên trên không 

gian xác suất (Ω, B, P). Ta nói rằng (Xn)n≥ 1  hội tụ xác suất ñến X, ký hiệu 
 

XX
P

n
n ∞→

→  

 nếu 
 

∀ ε > 0, P(|Xn − X| ≥  ε) → 0 khi n → ∞ 

⇔ 
∀ ε > 0, P(|Xn − X| < ε) → 1 khi n → ∞ 

  
+ Ví dụ. Người ta cho vô số quả cầu vào 3 thùng với xác suất như nhau. Với mọi n > 
0, gọi Yn là tần số và Xn  là tần suất quả cầu rơi vào thùng thứ nhất trong số n quả 
cầu thả vào ba thùng. Chứng minh rằng 
 

3
1P

n
nX

∞→
→  

Giải. 
 Với mọi n > 0, Yn  có phân phối nhị thức  B(n,1/3) với  
 

E(Yn) =  
3
1

.n  và  D(Yn) = 
9
2

.n  

 
 Với  ε > 0 bất kỳ ta có 
 

( )∑
≥−

==






 ≥−=






 ≥−
ε

εε
.

3

.
3

1
.

3

1

n
n

k

nnn kYPnnYPXP  ≤  

 

≤  ( ) ( )∑∑
=≥−

=






 −≤=
















 − n

k
n

n
n

k

n kYP
n

k
n

kYP
n

n
k

0

2

2

.
3

2

3).(
1

.
3

εε
ε

 

 

= 
22 ..9

2
)(

).(
1

εε n
YD

n n =  

Từ ñó suy ra 
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0
3
1  →







 ≥− ∞→nnXP ε   ⇒ 
3
1P

n
nX

∞→
→  

 

+ Ví dụ 2. Cho dãy biến ngẫu nhiên  (Xn)n≥ 1, λ > 0, Xn có phân phối mũ  E(n.λ) với 

mọi n ≥  1. Chứng minh rằng  0
P

n
nX

∞→
→ . 

Giải. 
 Với  ε > 0 bất kỳ ta có 
 

( ) [ ] ελ
ε

λ

ε

λλε ........0 ntntn
n eedtenXP −∞−

∞
− =−==≥− ∫   

Từ ñó suy ra 

( ) 00  →≥− ∞→nnXP ε   ⇒ 0
P

n
nX

∞→
→  

 
2. Bất ñẳng th ức Trebưsep. 
 
 Cho biến ngẫu nhiên X có phương sai  D(X). Khi ñó 
 

∀ ε > 0, P(|X − E(X)| ≥  ε) ≤  2

)(
ε

XD
 

CM. 
 (i) Trường hợp  X  là biến ngẫu nhiên rời rạc với luật phân phối 
 

{ (xi, pi) | i ∈ I }. 
Với  ε > 0, ta có 

P(|X − E(X)| ≥  ε) = ∑∑
≥−≥−








 −≤
εε ε)(

2

)(

)(

XEx
i

i

XEx
i

ii

p
XEx

p  

≤  ( )
2

2

2

)(
.)(

1
εε

XD
pXEx

Ii
ii∑

∈

=−  

 
 (ii) Trường hợp  X  là biến ngẫu nhiên liên tục với hàm mật ñộ f(t). 
 Với  ε > 0, ta có 

P(|X − E(X)| ≥  ε) = ∫∫
≥−≥−








 −≤
εε ε|)(|

2

|)(|

)(
)(

)(
XEtXEt

dttf
XEt

dttf  

≤  
2

2
2

)(
)(.))((

1

εε
XD

dttfXEt =−∫
∞

∞−

 

 
3. Luật số lớn yếu. 
a) ðịnh lý Trebưsep. 
 Cho X1, X2, …, Xn , …  là dãy biến ngẫu nhiên không tương quan từng ñôi và 
có phương sai bị chặn bởi hằng số C nào ñó. Ký hiệu 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Yn = 
( )

n

XEX
n

i
ii∑

=

−
1

)(
  ∀ n = 1, 2, … 

 
Khi ñó 

0
P

n
nY

∞→
→  

CM. 
 Ta có 

E(Yn) = [ ] 0)(
1

1

=−∑
=

n

i
ii XEXE

n
 và D(Yn) =   

n

C

n

Cn
XD

n

n

i
i =≤∑

=
2

1
2

.
)(

1
 

 Theo bất ñẳng thức Trebưsep suy ra: với mọi ε > 0 
 

P(|Yn| ≥  ε ) ≤  2.εn

C
 

và từ ñó ta có 

( ) 0 →≥ ∞→nnYP ε   ⇒ 0
P

n
nY

∞→
→  

ñpcm 
 Sau ñây là các trường hợp riêng của ñịnh lý Trebưsep. 
 
b) ðịnh lý Khin-Chin. 
 Cho X1, X2, …, Xn , …  là dãy biến ngẫu nhiên không tương quan từng ñôi, có 
phương sai bị chặn và có cùng kỳ vọng a. Ký hiệu 

Yn = 
n

X
n

i
i∑

=1   ∀ n = 1, 2, … 

 
Khi ñó 

aY
P

n
n ∞→

→  

 
b) ðịnh lý Bernoulli. 
 Cho X1, X2, …, Xn , …  là dãy biến ngẫu nhiên ñộc lập có phân phối Bernoulli 
tham số p, 0 < p < 1. Ký hiệu 

Yn = 
n

X
n

i
i∑

=1   ∀ n = 1, 2, … 

 
Khi ñó 

pY
P

n
n ∞→

→  

� Ghi chú: Trong trường hợp này ta có 
 

P(|Yn − p| ≥  ε ) ≤   22 ..4
1

.
)1(

εε nn

pp ≤−
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 Bất ñẳng thức này có thể ñược sử dụng ñể tìm khoảng tin cậy của tham số p. 
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II. HỘI TỤ THEO LUẬT 
 
1. Khái ni ệm hội tụ theo lu ật. 
 

• ðịnh nghĩa.  Cho X là biến ngẫu nhiên và (Xn)n≥ 1 là dãy biến ngẫu nhiên trên không 

gian xác suất (Ω, B, P). Ta nói rằng (Xn)n≥ 1  hội tụ theo luật  ñến X, ký hiệu 
 

XX
F

n
n ∞→

→  

 nếu 
 

∀ x ∈ R, FX liên tục tại x ⇒ FXn(x) → FX(x) khi n → ∞, 
 
trong ñó  FX , FXn  là các hàm phân phối của X , Xn , n=1, 2, … 
 
� Từ ñịnh nghĩa suy ra: 

 Nếu XX
F

n
n ∞→

→   và  a, b  là các ñiểm liên tục của FX  thì 

 

P(a < Xn ≤  b) → P(a < X ≤  b)  khi  n → ∞. 
  

+ Ví dụ. Cho Xn, n≥ 1,  có phân phối 
 









=








+
nk

nn

k
,...,1,0

1
1

,  

 Chứng minh rằng dãy  (Xn)n≥ 1  hội tụ theo luật tới biến ngẫu nhiên X có phân 
phối ñều trên [0; 1]. 
CM. 
 Ta có 
 

1
.

1
].[

)(
1
1.

+
≤

+
=≤

+
−

n

xn

n

xn
xF

n

xn
nX   ∀ x ∈ (0; 1) 

và 
 

FXn(0) = 1/(n+1), FXn(x) = 0 ∀ x < 0  và FXn(x) = 1 ∀ x ≥  1 
 
 Từ ñó suy ra 

∀ x ∈ R, FXn(x) → FX(x) khi n → ∞, 
⇒ 

XX
F

n
n ∞→

→  
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• ðịnh lý 1. Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc và (Xn)n≥ 1 là dãy biến ngẫu nhiên rời rạc 

trên không gian xác suất (Ω, B, P). Giả sử X và dãy (Xn)n≥ 1  có cùng miền giá trị rời 

rạc  { vk | k ∈ K }, K là tập chỉ số ñếm ñược hữu hạn hay vô hạn. Khi ñó 
 

XX
F

n
n ∞→

→  ⇔ ∀ k ∈ K, P(Xn = vk) → P(X = vk )  khi  n → ∞. 

 
� Gợi ý chứng minh. Mệnh ñề suy ra từ ñịnh nghĩa và từ nhận xét rằng với mọi k∈K 
ta có 

P(X = vk ) = FX(b) − FX(a) ∀ a, b thoả  (a; b) ∩ { vk | k ∈ K } = { vk } 
 

• ðịnh lý 2. Cho X là biến ngẫu nhiên và (Xn)n≥ 1 là dãy biến ngẫu nhiên trên không 

gian xác suất (Ω, B, P). Khi ñó 

XX
P

n
n ∞→

→  ⇒ XX
F

n
n ∞→

→  

 
2. Hội tụ theo lu ật của phân ph ối nh ị thức ñến phân ph ối Poisson.  

• ðịnh lý. Cho dãy biến ngẫu nhiên (Xn)n≥ 1 có phân phối nhị thức B(n, pn) thoả  

n.pn→ λ > 0 khi n → ∞. Khi ñó  XX
F

n
n ∞→

→ , trong ñó X có phân phối Poisson P(λ). 

 
� Ứng dụng.  

 Trong thực tế, khi  n ≥  30 ,  p ≤  0.1 và  n.p < 10,  thì ta có thể coi  B(n, p) xấp 
xỉ phân phối Poisson P(n.p). 
 
+ Ví dụ. Cho phép thử α có sự kiện A với xác suất P(A) = 0.05. Thực hiện phép thử 
100 lần. Tính xác suất sự kiện A xảy ra 2 lần. 
Giải. 
 Ký hiệu Y là biến ngẫu nhiên chỉ tần số xuất hiện A trong 100 phép thử. Y tuân 
theo luật phân phối nhị thức B(100, 0.05). 
 (i) Tính chính xác: 

P(Y = 2) = C(100, 2) * 0.052 * 0.9598  ≈  0.081 
 
 (ii) Tính xấp xỉ:  
 Vì số lần thử 100 > 30 và xác suất p = 0.05 < 0.1 và n.p = 5 < 10, nên có thể 
coi Y tuân theo luật phân phối Poisson P(λ) với λ = n.p = 5. Vậy 

P(Y = 2) ≈ 
!2

52
5−e  ≈  0.084. 

 
 Như vậy có thể coi ñây là xấp xỉ không tồi. 
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III. ðỊNH LÝ GIỚI HẠN TRUNG TÂM 
 
1. ðịnh lý. 

 Cho  (Xn)n≥ 1  là dãy biến ngẫu nhiên ñộc lập tương hỗ và có cùng luật phân 

phối với kỳ vọng a và phương sai  σ2 > 0. ðặt 
 

Mn
* = 

σ
)( aMn n −
 với  Mn =  ( )nXXX

n
+++ ...

1
21  

 
 Khi ñó dãy (Mn

*)  hội tụ theo luật ñến biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn 
N(0,1). 
CM. Công nhận. 
 
� Ghi chú: So sánh với luật số lớn yếu: Giả thiết của luật số lớn yếu yếu hơn giả 
thiết của ñịnh lý giới hạn trung tâm, nhưng kết luận của ñịnh lý giới hạn trung tâm 
mạnh hơn. 
 
 
2. Hội tụ theo lu ật của luật nh ị thức ñến lu ật phân ph ối chu ẩn. 
 
 Ta ñã chỉ ra rằng luật nhị thức B(n, p) là tổng của n luật nhị thức B(1,p) ñộc 
lập. Luật B(1,p) có kỳ vọng  a = p  và phương sai  σ2 = p.(1−p). Như vậy, áp dụng 
ñịnh lý giới hạn trung tâm ta nhận ñược 
 

• ðịnh lý. Cho  (Xn)n≥ 1  là dãy biến ngẫu nhiên có luật phân phối  B(n,p), 0 < p < 1. 
Khi ñó 

)1,0(
)1.(.

.
N

ppn

pnX F

n

n

∞→
→

−
−

 

 

� Ứng dụng. Trên thực tế, khi  n ≥  30  và  p ≈ 0.5  ta có thể coi  luật   
 

B(n, p) ≈ N(np, )1.(. ppn − ). 
 
+ Ví dụ. 
 Cho  X ~ B(100; 0.4). Vì  n = 100 > 30  và  p = 0.4 ≈ 0.5, có thể coi  X  xấp xỉ 
luật 
 

N(100*0.4; 6.0*4.0*100 ) = N(40; 2. 6 ) 
 
 Áp dụng tính xác suất 
 

P(X ≤  50) = 






 ≤−=






 −≤−
04.2

62

40

62

4050

62

40 X
P

X
P   ≈  0.9793 
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3. Hội tụ theo lu ật của luật Poisson ñến luật phân ph ối chu ẩn. 
 
 Ta ñã chỉ ra rằng luật Poisson P(n.λ) là tổng của n luật Poisson P(λ) ñộc lập. 
Luật P(λ) có kỳ vọng  a = λ  và phương sai  σ2 = λ. Như vậy, áp dụng ñịnh lý giới hạn 
trung tâm ta nhận ñược 
 

• ðịnh lý. Cho  (Xn)n≥ 1  là dãy biến ngẫu nhiên có luật phân phối Poisson  P(n.β), 
β>0. Khi ñó 

)1,0(
.

.
N

n

nX F

n

n

∞→
→−

β
β

 

 

� Ứng dụng. Trên thực tế, khi  λ ≥  10 ,  ta có thể xấp xỉ 
 

P(λ) ≈ N(λ, λ ). 
 
+ Ví dụ. Số khách hàng X của một quầy hàng trong 1 giờ tuân theo luật phân phối 
Poisson P(30). Tính xác suất có không quá  20 khách hàng trong 1 giờ. 
Giải. 
 Vì tham số λ = 30 > 10 nên có thể coi X có phân phối chuẩn N(30, 30 ). Từ 
ñó suy ra 

P(X ≤  20) = 






 −≤−=






 −≤−
826.1

30

30

30

3020

30

30 X
P

X
P  

= Φ0,1(−1.826) = 1 − Φ0,1(1.826) = 1 − 0.9661 = 0.0339 
 
 
4. Cách tính xác su ất ñiểm của phân ph ối nh ị thức và phân ph ối Poisson b ằng 
luật phân ph ối chu ẩn. 
 
 Cho X là biến ngẫu nhiên có phân phối nhị thức hoặc phân phối Poisson xấp 
xỉ phân phối chuẩn  N(a, σ). ðể tính xác suất  P(X = k), k ∈ N, ta có thể sử dụng một 
hai công thức xấp xỉ sau. 
 
• Công thức 1. Dùng cho phân phối nhị thức và phân phối Poisson. 
 

P(X = k) = P(X ≤  k) − P(X ≤  k −1) = FX(k) − FX(k−1) = Φa,σ(k) − Φa,σ(k−1) 
 
• Công thức 2: Dùng cho phân phối nhị thức B(n, p), 0 < p <1, n ∈ N. 
 

P(X = k) = 








=−Φ−=−≥
≤≤−Φ−+Φ=+<≤−

=Φ=≤

nknnXP

nkkkkXkP

kXP

a

aa

a

,)5.0(1)5.0(

1,)5.0()5.0()5.05.0(

0,)5.0()5.0(

,

,,

,

σ

σσ

σ

 

 
+ Ví dụ. Cho X có phân phối nhị thức B(n, p), n=30 và p=0.4. Tính P(X = 10). 
Giải. 
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 Vì n ≥  30 và p≈0.5  nên có thể coi X xấp xỉ phân phối N(30*0.4; 

6.0*4.0*30 ) = N(12; 2.68). 
 - Công thức 1: 

P(X = 10) = Φa,σ(10) − Φa,σ(10 − 1) = Φ0,1(
68.2
1210−

) − Φ0,1(
68.2
129 −

) 

= Φ0,1(−0.75) − Φ0,1(−1.12) = 0.0925 
 
 - Công thức 2: 

P(X = 10) = Φa,σ(10 + 0.5) − Φa,σ(10 − 0.5) = Φ0,1(
68.2

125.10 −
) − Φ0,1(

68.2
125.9 −

) 

= Φ0,1(−0.56) − Φ0,1(−0.93) = 0.1115 
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CHƯƠNG 5 
THỐNG KÊ MÔ TẢ 

 
I. KHÔNG GIAN MẪU 
 
 ðể nghiên cứu tính chất nào ñó của các vật thể của một tập hợp lớn, người ta 
thường lấy một số vật thể ñể nghiên cứu, rồi từ ñó rút ra kết luận cho tất cả vật thể 
trong tập hợp. 
 
+ Ví dụ. ðể xác ñịnh tuổi thọ của một loại bóng ñèn, người ta không thể thử nghiệm 
tất cả bóng ñèn, mà chỉ thử nghiệm một số bóng rồi suy ra tuổi thọ chung (tất nhiên 
với ñộ tin cậy nào ñó). 
 
• ðịnh nghĩa. Tập hợp tất cả vật thể ban ñầu gọi là tập tổng thể. Mẫu  là tập con các 
vật thể lấy ra từ tập tổng thể. Số phần tử của mẫu gọi là cỡ mẫu. 
 
 Bằng phương pháp nào ñó có thể lấy ra nhiều mẫu khác nhau cùng cỡ mẫu. 
Tập hợp tất cả các mẫu cùng cỡ mẫu của một tập tổng thể gọi là không gian mẫu , 
và mỗi mẫu ñược coi là một ñiểm của không gian mẫu. 
 
 Muốn cho từ mẫu lấy ñược có thể suy ra chính xác tính chất của tập tổng thể 
thì mẫu phải tiêu biểu. Mẫu ñược coi là tiêu biểu  nếu người ta lấy mấu một cách 
ngẫu nhiên, tức là mọi  phần tử của tập tổng thể có thể rơi vào mẫu với xác suất như 
nhau (có thể chọn hú hoạ hoặc sinh số ngẫu nhiên bằng máy tính). 
 
 Mẫu có hai tính chất: lặp hoặc không lặp và có thứ tự hoặc không có thứ tự. 
Gọi N là số tất cả vật thể, n là cỡ mẫu. 
 
 Mẫu có lặp có thứ tự  là một chỉnh hợp lặp chập n từ N phần tử và số mẫu là  

 
Nn 

 
 Mẫu không lặp có thứ tự là một chỉnh hợp không lặp chập n từ N phần tử và 
số mẫu n là    

A(N, n) = N(N−1) … (N−n+1) 
 
 Mẫu có lặp không thứ tự  là một tổ hợp lặp chập n từ N phần tử và số mẫu là  
 

C(N+n−1, n) 
 
 Mẫu không lặp không thứ tự  là một tổ hợp chập n từ N phần tử và số mẫu là  

 
C(N, n) 

 
 Nếu N lớn và n nhỏ thì tỉ lệ số mẫu lặp và không lặp xấp xỉ 1, như vậy việc lấy 
mẫu lặp và không lặp cũng cho kết quả gần như nhau. 
 
 Bây giờ giả sử tính chất của vật thể cần nghiên cứu là ñại lượng ngẫu nhiên 
X. Khi ñó mỗi mẫu cỡ n sẽ cho kết quả là bộ (X1, X2, …, Xn). Ta nói là ñã lấy mẫu 
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(X1, X2, …, Xn) 

từ ñại lượng ngẫu nhiên X. 
 
 Mẫu (X1, X2, …, Xn)  ñược phân lớp theo một trong hai cách sau: 
(i) Phân lớp ñơn: 
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k } 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n 
 
(ii) Phân lớp ghép: 
 

{([ai, ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k } 
 
với  a1 < a2 < … < ak  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), i=1,…,k, ∑ni = n. 
 
� Ghi chú: Phân lớp ghép chỉ áp dụng cho X là biến ngẫu nhiên liên tục. 
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II. BIỂU DIỄN PHÂN PHỐI MẪU 
 
1. Trường hợp phân l ớp ñơn. 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên X, n ∈ N. Giả sử ta có mẫu cỡ n với phân lớp ñơn  
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n. 
 

• Tần suất của xi là ñại lượng  
n

ni , i=1,…,k. 

 
 Bảng phân phối tần suất của  X có dạng 
 

x1 x2 … xi … xk 

n

n1  
n

n2  … 
n

ni  … 
n

nk  

 
 
• Biểu ñồ tần suất  ñược biểu diễn trên mặt phẳng toạ ñộ bằng các ñoạn thẳng biểu 
diễn tần suất. 
 
 
 
 
 
          
            ni/n 
        . . . . .     . . . 
. . 
 
 
    x1   x2  0  xi-1    xi  xi+1 
  xk-1  xk 

 
• ða giác tần suất là ñường gấp khúc (màu xanh) nối các ñỉnh trên của các ñoạn 
thẳng tần suất. 
 
 
 
 
          
            ni/n 
        . . . . .     . . . 
. . 
 
 
    x1   x2  0  xi-1    xi  xi+1 
  xk-1  xk 
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• Tần suất tích luỹ  là hàm phân phối mẫu sau: 
 

Fn(x) = 










≥

−=<≤

<

+
=
∑

k

jj

j

i

i

xx

kjxxx
n

n
xx

,1

1,...,1,,

,0

1
1

1

 

 
 ðồ thị có dạng bậc thang 
 
 
       1 
 
 
            . . . 
.  
          
             
          . . . .      
 
 
    x1   x2  0  xi-1    xi  xi+1 
  xk-1  xk 

 
 

� Ghi chú: Fn(x) là tần suất sự kiện X ≤  x, còn hàm phân phối F(x) là xác suất sự 

kiện X ≤  x. Vậy theo luật số lớn yếu (ðịnh lý Bernoulli) ta có 
 

)()( xFxF
P

n
n ∞→

→  ∀ x ∈ R, 

tức là 
∀ ε > 0, ∀ x ∈ R, P(|Fn(x) − F(x)| < ε) → 1 khi n → ∞. 

 
 
2. Trường hợp phân l ớp ghép.  
 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên liên tục X, n ∈ N. Giả sử ta có mẫu cỡ n với phân 
lớp ghép  
 

{([ai, ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k } 
 
với  a1 < a2 < … < ak  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), i=1,…,k, ∑ni = n. 
 

• Tần suất của lớp ghép i, tức khoảng  [ai ; ai+1) là ñại lượng  
n

ni , i=1,…,k. 

 Các giá trị trong lớp [ai ; ai+1)  ñược xấp xỉ bằng trị trung bình  
2

1++ ii aa
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 Bảng phân phối tần suất của  X có dạng 
 

[ai; ai+1) 2
1++ ii aa

 ni 
n

ni  

[a1; a2) 
: 
: 
: 

[ak; ak+1) 

2
21 aa +

 

: 
: 

2
1++ kk aa
 

n1 
: 
: 
: 

nk 

n

n1  

: 
: 

n

nk  

 
 
• Tổ chức ñồ tần suất  là cách biểu diễn tần suất trên mặt phẳng toạ ñộ trong ñó tần 

suất  
n

ni   ñược biểu diễn bằng hình chữ nhật ñáy  [ai; ai+1) và chiều cao là  

)( 1 ii

i

aan

n

−+

 , i = 1, …, k. 

 
 
 
 
 
          
             
        . . . . .     . . . 
. . 
 
 
    a1   a2  0  ai-1    ai  ai+1 
  ak-1  ak   ak+1 

 
 
• ða giác tần suất là ñường gấp khúc (màu xanh) nối các trung ñiểm ñáy trên của 
các hình chữ nhật kề nhau trên tổ chức ñồ tần suất.  
 
 ðoạn ngoài cùng bên trái nối trung ñiểm [a1; a2) với ñiểm m0 trên trục hoành 
cách a1 một khoảng bằng nửa ñoạn [a1; a2).  
 
 ðoạn ngoài cùng bên phải nối trung ñiểm [ak; ak+1) với ñiểm mk+1 trên trục 
hoành cách ak+1 một khoảng bằng nửa ñoạn [ak; ak+1).  
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        . . . . .     . . . 
. . 
 
 
   m0 a1   a2  0  ai-1    ai  ai+1 
  ak-1  ak  ak+1  mk+1 

 
 
 
 
• Hàm tần suất tích luỹ  là hàm phân phối mẫu có ñường cong tần suất tích luỹ là 
ñường gấp khúc nối các ñiểm 

(a1, 0), (a2, 
n

n1 ), (a3, 
n

nn 21 +
), . . . , (aj+1, ∑

≤ ji

i

n

n
), . . . , (ak+1, 1) 

 
 ðồ thị có dạng  
 
 
       1 
 
 
 
          
             
        . . . . .     . . . 
. . 
 
 
    a1   a2  0  ai-1    ai  ai+1 
  ak-1  ak  ak+1   
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III. CÁC THAM SỐ ðẶC TRƯNG 
 
1. Các tham s ố vị trí.  
 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên X, n ∈ N, và mẫu cỡ n của X. 
 
a) Trị trung bình mẫu. 
 (i) Trường hợp mẫu phân lớp ñơn 
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n. 

 Ký hiệu tần suất của xi  là  fi = 
n

ni , i=1,…,k. Ta ñịnh nghĩa các trị trung bình 

sau: 
 − Trung bình cộng hay kỳ vọng mẫu: 

     ∑∑
==

===
k

i
ii

k

i
iia xfxn

n
xm

11

1
 

 
 − Trung bình hình học : 

     ∏∏
==

==
k

i

f
i

n

k

i

n
ig

ii xxm
11

 

 
 − Trung bình ñiều hoà: 

     

∑∑
==

== k

i i

i
k

i i

i
h

x

f

x

n

n

m

11

1
1

1
 

   
 − Trung bình bình phương: 

     ∑∑
==

==
k

i
ii

k

i
iiq xfxn

n
m

1

2

1

2 ..
1

 

 
 (i) Trường hợp mẫu phân lớp ghép. 
 

{([ai, ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k } 
 
với  a1 < a2 < … < ak+1  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), i=1,…,k, ∑ni = n. 

 Ký hiệu tần suất của lớp ghép i, tức khoảng  [ai ; ai+1)  là  fi = 
n

ni , i=1,…,k. Ta 

ñịnh nghĩa các trị trung bình tương tự như trường hợp mẫu phân lớp ñơn với xi  thay 

bằng  ci = 
2

1++ ii aa
. 

− Trung bình cộng hay kỳ vọng mẫu: 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


     ∑∑
==

===
k

i
ii

k

i
iia cfcn

n
xm

11

1
 

 
 
b) Trung vị mẫu. 
 (i) Trường hợp mẫu phân lớp ñơn 
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n. 
 
 Trung vị mẫu , ký hiệu  med, là số ñứng giữa dãy x1, x2, …, xk xác ñịnh như 
sau. 
 Xếp n trị xi  theo thứ tự như sau 
 
     x1, x1, …, x1, …, xi, xi, …, xi, …, xk, xk, …, xk 
      n1    ni  
  nk 

 
 Khi ñó, nếu n = 2.m+1 lẻ thì  med là phần tử ở vị trí thứ m+1, nếu n = 2.m 
chẵn thì med là trung bình cộng của phần tử ở vị trí thứ m và  phần tử ở vị trí thứ 
m+1 
 
+ Ví dụ 1: Cho mẫu cỡ 9  sau 
 

3; 4; 4; 5; 6; 8; 8; 10; 11 
 
 Ở ñây n = 9 = 2*4 + 1. Vậy med là phần tử thứ 5 (=4+1), tức med = 6 
 
+ Ví dụ 2: Cho mẫu cỡ  100  sau 
 

171; …; 171; 174; …; 174; 177; …; 177; 180; …; 180; 183; …; 183 
      6    17   41  
  27   9 
 
 Ở ñây n = 100 = 2*50. Vậy med là trung bình cộng của phần tử thứ 50 và 
phần tử thứ 51, tức med = (177+177)/2 = 177. 
 
 
 (ii) Trường hợp mẫu phân lớp ghép 
 

{([ai; ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 

với  a1 < a2 < … < ak+1  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), fi = 
n

ni , i=1,…,k, n = 

∑ni . 
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 Trung vị mẫu , ký hiệu  med, là giá trị mà tại ñó hàm tần suất tích luỹ F bằng 
½, tức F(med) = ½.  
 med ñược xác ñịnh như sau: 
 −   Tìm khoảng  [ah; ah+1)  chứa med  thoả 
 

ph−1 = ∑∑
≤−≤

≤<
hi

i
hi

i ff
2
1

1

 = ph 

 
 − Trung vị med  ñược tính từ phương trình 
 

h

h

hh

h

hh

h

f

p

pp

p

aa

amed 1

1

1

1

5.05.0 −

−

−

+

−=
−
−=

−
−

 

⇒ 

med = ah + ( )hh
h

h aa
f

p −−
+

−
1

15.0
 

 
+ Ví dụ: Cân 100 thanh niên ta có bảng tần suất lớp ghép sau 
 

[ai; ai+1) 59.5 − 62.5 62.5 − 65.5 65.5 − 68.5 68.5 − 71.5 71.5 − 74.5 
fi 5% 18% 42% 27% 8% 

 
 Vì 
 

p2 = 5% + 18% < ½ <  5% + 18% + 42% = 65%  <  p3 

 
nên khoảng chứa med  là khoảng thứ 3 
 

[a3; a4) = [65.5; 68.5). 
 
 Suy ra 
 

med = 65.5 + 
%42

%235.0 −
(68.5 − 65.5) = 65.5 + (27/42).3 = 67.4 (kg) 

 
c) Mode mẫu. 
 (i) Trường hợp mẫu phân lớp ñơn 
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n. 
 

 Mode mẫu  là  xm (1≤ m≤ k) có tần số nm  lớn nhất (có thể có nhiều mode)ẫu 
+ Ví dụ. Mẫu cỡ 13 
 

xi 2 5 7 9 10 11 18 
ni 2 1 1 3 2 3 1 
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có hai mode  là  9  và  11. 
 
 
 
 (ii) Trường hợp mẫu phân lớp ghép 
 

{([ai; ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 

với  a1 < a2 < … < ak+1  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), fi = 
n

ni , i=1,…,k, n = 

∑ni . 
 
 mode  ñược xác ñịnh như sau: 
 −   Tìm khoảng  [ah; ah+1)  có tần số lớn nhất (có thể có nhiều khoảng như 
vậy). 
 
 − mode  ñược tính theo công thức 
 

mode  = ah + ( )hh
hhhh

hh aa
nnnn

nn −
−+−

−
+

+−

−
1

11

1

)()(
 

 
+ Ví dụ: Cân 100 thanh niên ta có bảng tần suất lớp ghép sau 
 

[ai; ai+1) 59.5 − 62.5 62.5 − 65.5 65.5 − 68.5 68.5 − 71.5 71.5 − 74.5 
fi 5% 18% 42% 27% 8% 

 
 Vì lớp [65.5; 68.5) có tần suất lớn nhất nên mode ñược tính như sau 
 

Mode  = 65.5 +  
27421842

1842
−+−

−
(68.5 − 65.5) = 67.34 

 
 
2. Các tham s ố phân tán  
 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên X, n ∈ N. Giả thiết X có mẫu cỡ n hoặc phân lớp 
ñơn 
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n, hoặc phân lớp 
ghép 
 

{([ai; ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 

với  a1 < a2 < … < ak+1  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), ci = 
2

1++ ii aa
, i=1,…,k, 

n = ∑ni . 
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a) ðộ trải rộng. 
 ðộ trải rộng của mẫu là hiệu 
 xk − x1  cho mẫu phân lớp ñơn 
và 
 ak+1 − a1   cho mẫu phân lớp ghép. 
 
b) Phương sai mẫu và ñộ lệch chuẩn 
 

   ( )∑
=

∧
−=

k

i
ii xxn

n
S

1

2
2 1

   cho mẫu phân lớp ñơn 

và 

  ( )∑
=

∧
−=

k

i
ii xcn

n
S

1

2
2 1

   cho mẫu phân lớp ghép. 

 
� Ghi chú: Trong trường hợp phân lớp ghép, nếu các khoảng [ai; ai+1) bằng nhau 
và bằng c, thì có thể sử dụng phương sai  hiệu chỉnh 
 

12

222 c
SShc −=
∧∧

  ( 
12

2c
   gọi là hiệu chỉnh Shepard) 

 

• ðại lượng   
2∧∧

= SS   gọi là ñộ lệch chuẩn. 
 
c) ðộ lệch trung bình 
 

   ∑
=

−=
k

i
ii xxn

n
e

1

.
1

   cho mẫu phân lớp ñơn 

và 

   ∑
=

−=
k

i
ii xcn

n
e

1

.
1

   cho mẫu phân lớp ghép 

 
d)  Momen mẫu 
• Momen mẫu bậc  a (a ∈ N): 
 

   ma = ∑
=

k

i

a
ix

n 1

1
   cho mẫu phân lớp ñơn 

và  
 

   ma = ∑
=

k

i

a
ic

n 1

1
   cho mẫu phân lớp ghép 

• Momen trung tâm mẫu bậc a  (a ∈ N): 
 

   µa = ( )∑
=

−
k

i

a

ii xxn
n 1

.
1

   cho mẫu phân lớp ñơn 

và 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


   µa = ( )∑
=

−
k

i

a

ii xcn
n 1

.
1

   cho mẫu phân lớp ñơn 

 
• Momen trung tâm rút gọn bậc a: 
 

a
a

a

s
∧

= µα  

 
3. Các tham s ố hình d ạng 
a) Hệ số bất ñối xứng mẫu 
 

3
3

31 ∧
==

s

µαγ  

 
b) Hệ số nhọn mẫu 
 

342 −= αγ  
 
 
4. Các ñiểm ph ần tư 
 
a) Trường hợp mẫu phân lớp ñơn 
 

{(xi, ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 
với  x1 < x2 < … < xk  và  ni  là tần số xuất hiện xi , i=1,…,k, ∑ni = n. 

 Ký hiệu tần suất của xi  là  fi = 
n

ni , i=1,…,k. 

• ðiểm phần tư  của mẫu, ký hiệu q1, là trị  xi  nhỏ nhất thoả   
4

1

1

≥∑
=

i

j
jf . 

• ðiểm ba phần tư    của mẫu, ký hiệu q3, là trị  xi  nhỏ nhất thoả   
4
3

1

≥∑
=

i

j
jf . 

• Khoảng  [q1; q3 ]  gọi là khoảng phần tư và trị  δ = q3 − q1  gọi là ñộ lệch phần tư. 
+ Ví dụ. Cho mẫu 
 

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
ni 1 3 8 12 13 16 12 14 9 5 5 2 
fi 0.01 0.03 0.08 0.12 0.13 0.16 0.12 0.14 0.09 0.05 0.05 0.02 
∑fj 0.01 0.04 0.12 0.24 0.37 0.53 0.65 0.79 0.88 0.93 0.98 1 

 

 ðiểm phần tư  q1 = 5, vì  ∑∑
==

=≤≤=
5

1

4

1

37.0
4
1

24.0
j

j
j

j ff . 

 ðiểm ba phần tư  q3 = 8, vì  ∑∑
==

=≤≤=
8

1

7

1

79.0
4
3

65.0
j

j
j

j ff . 
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 Khoảng phần tư là   [q1; q3 ] = [5; 8] 
 ðộ lệch phần tư là   q3 − q1  =  8 − 5 = 3 
 
 
b) Trường hợp mẫu phân lớp ghép 

{([ai; ai+1), ni) | 1 ≤  i ≤  k }, 
 

với  a1 < a2 < … < ak+1  và  ni  là số  xi  rơi vào khoảng [ai; ai+1), fi = 
n

ni , i=1,…,k, n = 

∑ni . 
• Hàm tần suất tích luỹ  là hàm có ñồ thị là ñường gấp khúc nối các ñiểm 

(ai; F(ai)), với F(ai) = ∑
−

=

1

1

i

j
jf ,  i=1,…,k,k+1. 

• ðiểm phần tư là ñiểm q1  thoả  F(q1) = 1/4 
• ðiểm ba phần tư là ñiểm q3  thoả  F(q3) = 3/4 
• Khoảng  [q1; q3 ]  gọi là khoảng phần tư và trị  δ = q3 − q1  gọi là ñộ lệch phần tư. 
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IV. PHÂN TÍCH THỐNG KÊ BIẾN NGẪU NHIÊN 2 CHIỀU 
 
1. Tổng quát 
a) Mẫu phân lớp ñơn 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên hai chiều  (X, Y), n ∈ N. Mẫu phân lớp ñơn cỡ n 
của (X, Y) có dạng như sau 
 

{((xi, yj), nij ) | 1 ≤  i ≤  r  & 1 ≤  j ≤  s } 
 

trong ñó  r, s ∈ N, nij ∈ N, ∑nij = n. 
 
 Mẫu trên có thể biểu diễn dạng bảng như sau 
 

Y 
X y1 y2 … yj … ys 

x1 n11 n12 … n1j … n1s 

x2 n21 n22 … n2j … n2s 

: : : … : … : 

xi ni1 ni2 … nij … nis 

: : : … : … : 

xr nr1 nr2 … nrj … nrs 

 
 

• Tần suất  cặp  (xi, yj)  là ñại lượng  fij = 
n

nij  , 1 ≤  i ≤  r, 1 ≤  j ≤  s. 

 Ký hiệu 

    ni,• =  ∑
=

s

j
ijn

1

 , 1 ≤  i ≤  r 

và 

    n•,j =  ∑
=

r

i
ijn

1

 , 1 ≤  j ≤  s 

 
 Ta có hai mẫu của X và Y là 
 

{(xi , ni,•) | 1 ≤  i ≤  r } 
và 

{(yj , n•,j) | 1 ≤  j ≤  s } 
 

• Tần suất có ñiều kiện  của xi  với ñiều kiện  yj  là ñại lượng  
j

ij

n

n

,•
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• Tần suất có ñiều kiện  của yj  với ñiều kiện  xi  là ñại lượng  
•,i

ij

n

n
 

• Các tham số ñặc trưng. 
 - Trị trung bình mẫu:  

∑
=

•=
r

i
ii xn

n
x

1
, .

1
  và ∑

=
•=

s

j
jj yn

n
y

1
, .

1
 

 - Phương sai mẫu:  
 

( )∑
=

•

∧
−=

r

i
iiX xxn

n
S

1

2

,

2 1
  và ( )∑

=
•

∧
−=

s

j
jjY yyn

n
S

1

2

,

2 1
 

 
 - Hiệp phương sai mẫu:  
 

( )( ) yxyxn
n

yyxxn
n

S
r

i

s

j
jiji

r

i

s

j
jijiXY ...

11

1 1
,

1 1
, −=−−= ∑∑∑∑

= == =

∧
 

 
 - Hệ số tương quan mẫu: 

RXY = 
YX

XY

SS

S
∧∧

∧

.
 

 
b) Mẫu phân lớp ghép 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên hai chiều  (X, Y), n ∈ N. Mẫu phân lớp ghép cỡ n 
của (X, Y) có dạng như sau 
 

{(([ai;ai+1), [bj;bj+1)), nij ) | 1 ≤  i ≤  r  & 1 ≤  j ≤  s } 
 

trong ñó  r, s ∈ N, nij ∈ N, ∑nij = n. 
 
 Mẫu trên có thể biểu diễn dạng bảng như sau 
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Y 
X [b1;b2) [b2;b3) … [bj;bj+1) … [bs;bs+1) 

[a1;a2) n11 n12 … n1j … n1s 

[a2;a3) n21 n22 … n2j … n2s 

: : : … : … : 

[ai;ai+1) ni1 ni2 … nij … nis 

: : : … : … : 

[ar;ar+1) nr1 nr2 … nrj … nrs 

 
 

• Tần suất  cặp lớp  ([ai;ai+1), [bj;bj+1))  là ñại lượng  fij = 
n

nij  , 1 ≤  i ≤  r, 1 ≤  j ≤  s. 

 Ký hiệu 

    ni,• =  ∑
=

s

j
ijn

1

 , 1 ≤  i ≤  r 

và 

    n•,j =  ∑
=

r

i
ijn

1

 , 1 ≤  j ≤  s 

 Ta có hai mẫu của X và Y là 
 

{([ai;ai+1) , ni,•) | 1 ≤  i ≤  r } 
và 

{([bj;bj+1), n•,j) | 1 ≤  j ≤  s } 
 

• Tần suất có ñiều kiện  của [ai;ai+1)  với ñiều kiện  [bj;bj+1)  là ñại lượng  
j

ij

n

n

,•

 

• Tần suất có ñiều kiện  của [bj;bj+1)  với ñiều kiện  [ai;ai+1)  là ñại lượng  
•,i

ij

n

n
. 

 Ký hiệu  xi = (ai + ai+1)/2, i=1,…,r  và yj = (bj + bj+1)/2. Ta ñịnh nghĩa 
các tham số ñặc trưng tương tự như trường hợp phân lớp ñơn. 
 
• Các tham số ñặc trưng. 
 - Trị trung bình mẫu:  

∑
=

•=
r

i
ii xn

n
x

1
, .

1
  và ∑

=
•=

s

j
jj yn

n
y

1
, .

1
 

 - Phương sai mẫu:  
 

( )∑
=

•

∧
−=

r

i
iiX xxn

n
S

1

2

,

2 1
  và ( )∑

=
•

∧
−=

s

j
jjY yyn

n
S

1

2

,

2 1
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 - Hiệp phương sai mẫu:  
 

( )( ) yxyxn
n

yyxxn
n

S
r

i

s

j
jiji

r

i

s

j
jijiXY ...

11

1 1
,

1 1
, −=−−= ∑∑∑∑

= == =

∧
 

 
 - Hệ số tương quan mẫu: 

RXY = 
YX

XY

SS

S
∧∧

∧

.
 

 
+ Ví dụ. 
 ðể xác ñịnh mối quan hệ giữa chi phí quảng cáo và doanh số bán hàng người 
ta thống kê số liệu trong 10 tháng như sau: 
 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
pi 480 450 480 540 570 420 390 520 470 480 
ci 22 18 20 24 24 22 14 22 18 16 

 
 Ở ñây pi và ci tương ứng là số sản phẩm bán ra và chi phí quảng cáo trong 
tháng i, i=1,…,10. 
 
 Từ bảng trên ta suy ra mẫu thống kê của số sản phẩm bán ra X như sau: 
 

xi 390 420 450 470 480 520 540 570 
ni,• 1 1 1 1 3 1 1 1 

 
và mẫu thống kê của chi phí Y như sau: 
 

yj 14 16 18 20 22 24 
n•,j 1 1 2 1 3 2 

 
 Từ ñó ta tính ñược 
 

x  = 480;  y  = 20; 
2

XS
∧

 = 2600;   
2

YS
∧

 = 10.4;  XYS
∧

 = 118;  RXY = 0.72 
 
+ Ví dụ 2. Bảng sau cho mẫu thống kê ñiểm 2 môn toán (X)  và tin (Y) thang ñiểm 20 
của 100 sinh viên 
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Y 
X 

[0;4) [4;8) [8;12) [12;16) [16;20) 

[0;4) 2 5 2   
[4;8) 1 12 10 3  
[8;12)  3 28 12 1 
[12;16)  1 5 10 2 
[16;20)    1 2 

 
 Mẫu thống kê của X  là 
 

[ai;ai+1) [0;4) [4;8) [8;12) [12;16) [16;20) 
ni,• 9 26 44 18 3 

xi=(ai+ai+1)/2 2 6 10 14 18 
 
và Y là 
 
 

[bj;bj+1) [0;4) [4;8) [8;12) [12;16) [16;20) 
n•,j 3 21 45 26 5 

yj =(bj+bj+1)/2 2 6 10 14 18 
 
 Từ ñó ta tính ñược 
 

x  = 9.20;  y  = 10.36; 
2

XS
∧

 = 14.08;   
2

YS
∧

 = 12.5104;  XYS
∧

 = 8.608;  RXY = 0.65 
 
 
c) ðám mây ñiểm 
 
 ðể biểu diễn mẫu 2 chiều người ta dùng khái niệm ñám mây ñiểm.  
 Cho mẫu phân lớp ñơn cỡ n của (X, Y)  
 

{((xi, yj), nij ) | 1 ≤  i ≤  r  & 1 ≤  j ≤  s } 
 

trong ñó  r, s ∈ N, nij ∈ N, ∑nij = n. 
 Mỗi cặp (xi , yj ) với tần suất nij  ñược biểu diễn bằng  nij ñiểm tụ xung quah 
ñiểm Mij(xi, yj)  hoặc bằng hình tròn tâm Mij(xi, yj)  bán kính tỉ lệ thuận với nij. 
 Hình tạo ra gọi là ñám mây ñiểm biểu diễn mẫu 2 chiều. ðiểm G( x , y )  gọi là 
tâm ñiểm của ñám mây ñiểm. 
 
 Khái niệm ñám mây ñiểm biểu diễn mẫu 2 chiều phân lớp ghép cũng ñịnh 
nghĩa tương tự . 
 
 
2. ðiều ch ỉnh tuy ến tính 
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 ðiều chỉnh tuyến tính là tìm ñường thẳng ñiều chỉnh ñám mây ñiểm biểu diễn 
phân phối mẫu của vectơ ngẫu nhiên  (X,Y). 
 Ta áp dụng phương pháp bình phương nhỏ nhất. 
 Ký hiệu  ∆  là ñường thằng có phương trình  y = a.x + b (a≠0). Với mỗi ñiểm  
Mk(xk, yk) trên ñám mây ñiểm ta ký hiệu  Pk(xk, a.xk+b), Qk((yk−b)/a, yk)  là các ñiểm 
chiếu của Mk  lên ∆ theo  Ox  và  Oy. 
 
 
 
         Mk   
 Qk 

          
 
         Pk 

 
 
 
 
a) ðường thẳng hồi qui của y theo x.  
  ðường thẳng hồi qui của y theo x là ñường thẳng có hệ số a, b làm cực tiểu 
tổng 
 

S(a,b)  =  ( )∑∑
==

−−=
n

k
kk

n

k
kk bxayPM

1

2

1

2
.  

 Giải hệ sau theo a và b 
 

( )

( )









=−−=
∂
∂

=−−=
∂
∂

∑

∑∑

=

==

0.22

0.22

1

11
n

k
kk

n

k
kkk

n

k
k

xaynb
b

S

xayxxb
a

S

 

 
 Khử b ta có 
 

2
2

1

2

1

1

.
1

X

XY

n

k
k

n

k
kk

S

S

xx
n

yxyx
na

∧

∧

=

= =
−

−
=

∑

∑
 

 Từ ñó suy ra 
 

x

S

S
yxayb

X

XY

2.
∧

∧

−=−=  

 
 Vì ñây là ñiểm duy nhất có các ñạo hàm triệt tiêu và S(a,b) > 0 bị chặn dưới 
nên nó cũng là ñiểm cực tiểu. Vậy phương trinh ñường thẳng hồi qui ∆  của y theo x 
là 
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( )xx

S

S
yy

X

XY −=−
∧

∧

2  

 
 
b) ðường thẳng hồi qui của x theo y.  
  ðường thẳng hồi qui của x theo y là ñường thẳng có hệ số a, b làm cực tiểu 
tổng 
 

S(a,b)  =  ∑∑
==








 −−=
n

k

k
k

n

k
kk a

by
xQM

1

2

1

2
 

 
 Tương tự như trên ta tính ñược phương trinh ñường thẳng hồi qui  ∆’  của x 
theo y là 

( )yy

S

S
xx

Y

XY −=−
∧

∧

2  

� Ghi chú:  
 - Trong trường hợp phân lớp ñơn ta coi lớp (xij, nij) có nij  ñiểm trùng nhau và 
các phương trình ñường thẳng hồi qui vẫn ñúng. 
 - Các ñường thẳng ∆ và  ∆’  giao nhau tại  ñiểm G( x , y )  và có các hệ số góc 

cùng dấu với  XYS
∧

. 
 - Các ñường thẳng ∆ và  ∆’  trùng nhau khi và chỉ khi 

XY

Y

X

XY

S

S

S

S
∧

∧

∧

∧

=

2

2  ⇔ 
222

. YXXY SSS
∧∧∧

=  ⇔  12 =XYR  

 
 Nếu  RXY  gần 1, thì ta nói  X và Y tương quan tốt. 
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V. PHÂN PHỐI XÁC SUẤT CỦA ðẠI LƯỢNG  
THỐNG KÊ TRÊN KHÔNG GIAN MẪU 
 
1. Khái ni ệm phân ph ối xác su ất của ñại lượng th ống kê 
 
 Cho ñại lượng ngẫu nhiên X có mật ñộ f(x). Giả sử  (x1, x2, …, xn) là mẫu của 
X và có mật ñộ  f(x1). … . f(xn). Một hàm Y = g(x1, x2, …, xn) bất kỳ gọi là ñại lượng 
thống kê trên không gian mẫu. Y = g(x1, x2, …, xn)  cũng là ñại lượng ngẫu nhiên. 

+ Ví dụ. kỳ vọng mẫu  x   và phương sai  mẫu  
2∧

S   là các ñại lượng thống kê. 
  
 Vấn ñề ñặt ra là tìm hàm phân phối H(y)  của Y.  
 Ta có 

H(y) = ∫
yG

nn dxdxxfxf ...)()...( 11  

với 

Gy = { (x1, x2, …, xn) | g(x1, x2, …, xn) ≤  y } 
 
2. Phân ph ối xác su ất của một số ñại lượng th ống kê 
 
a) Phân phối xác suất của kỳ vọng mẫu 
• ðịnh lý 1. Nếu mẫu (x1, x2, …, xn)  ñược lấy từ ñại lượng ngẫu nhiên X có phân 
phối chuẩn  N(θ, σ2), thì 

 (i)  ∑
=

=
n

k
kx

n
x

1

1
   có phân phối chuẩn  N(θ, 

n

2σ
) 

 (ii)  n
x

σ
θ−

     có phân phối chuẩn  N(0, 1) 

  
 
b) Phân phối  χ2 (khi bình) 

• ðịnh nghĩa.  Nếu  Xi , 1 ≤  i ≤  n, là các ñại lượng ngẫu nhiên có cùng phân phối 
chuẩn N(0, 1), thì biến ngẫu nhiên 

U = ∑
=

n

k
kX

1

2  

có phân phối khi bình với n bậc tự do có ký hiệu là  2
nχ . 

 
• ðịnh lý 2.  Cho biến ngẫu nhiên U có phân phối  2

nχ . Khi ñó 
 (i) Hàm mật ñộ của U là 
 

f(u) = 










≤

>







Γ

−−

0,0

0,.

2
2

1 2
1

2

2/

u

ueu
n

un

n  
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 (ii)  E(U) = n;  D(U) = 2.n 
 

� Ghi chú. Γ(a) = ∫
∞

−−

0

1 dxex xa
 (a > 0). 

• ðịnh lý 3.  Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn  N(θ, σ2) và  (x1, x2, …, xn) là 
mẫu của X. Khi ñó ñại lượng thống kê 
 

2
2

1
s

n

σ
−

 

có phân phối  2
1−nχ , trong ñó 

s2 = ( )∑
=

−
−

n

k
k xx

n 1

2

1
1

 

 
 
 
c) Phân phối student 
• ðịnh nghĩa. Cho biến ngẫu nhiên Z có phân phối chuẩn N(0,1) và U có phân phối   

2
nχ   (n≥ 1) ñộc lập với nhau. Khi ñó biến ngẫu nhiên 

t = n
U

Z
 

tuân theo luật phân phối student với n bậc tự do. 
 

• ðịnh lý 4. Cho t  tuân theo luật phân phối student với n bậc tự do (n≥ 1). Khi ñó 
 (i) Hàm mật ñộ của t là 
 

f(t) = 
2

1
2

1

1
.

2
.

2
1

+









+







Γ








 +Γ
n

n

t
n

n

n

π
 ∀t ∈ (-∞, +∞) 

 
 
 (ii)  Với  n > 1:  E(t) = 0   (f(t) là hàm chẵn). 

  Với  n > 2:  D(t) = 
2−n

n
 

 

• ðịnh lý 5. Cho X  tuân theo luật phân phối chuẩn  N(θ, σ2) và  (x1, x2, …, xn) (n≥ 1) 
là mẫu của X. Khi ñó ñại lượng thống kê 

 

t = n
s

x
.

θ−
 

có phân phối  student với n-1 bậc tự do, trong ñó 
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s2 = ( )∑
=

−
−

n

k
k xx

n 1

2

1
1

 

CM. 
 Suy ra từ ñịnh lý 3 và ñịnh nghĩa vì 
 

t = n
s

x
.

θ−
 = 1.

.1
−

−

−

n
sn

n
x

σ

σ
θ

 

 
 
d) Phân phối Fisher 
• ðịnh nghĩa. Cho các biến ngẫu nhiên ñộc lập  U1 có phân phối     2

1nχ   và  U2 có 

phân phối     2
2nχ   (n1, n2 ≥  1). Khi ñó biến ngẫu nhiên 

 

F = 

2

1
2

1

n

U
n

U

 

 
tuân theo luật phân phối Fisher với cặp bậc tự do  (n1, n2), ký hiệu là Fn1,n2. 
 
• ðịnh lý 6.  Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối  Fn1,n2. Khi ñó 
 (i) Hàm mật ñộ của X là 
 

f(t) = 














≤

>






 +







Γ






Γ
















 +Γ +−
−

0,0

0,
2
1

1.

2
2

2
1

2
1

2
21

2

21

1
2

1

2

1

t

tt
n

n
t

nn
n

nnn
nn

n

n

 

 

 (ii)  E(X) = 
22

2

−n

n
   ∀n2 > 2;  D(X) = 

( )
( )( )2

2

22.42.1

221.2.2

−−
−+

nnn

nnn
 ∀n2 > 4 

 
 
 Bây giờ ta cho (x1, x2, …, xn1)  là mẫu của X , (y1, y2, …, yn2)  là mẫu của Y và 
 

∑
=

=
1

11
1 n

i
ix

n
x  ; ( )∑

=

−
−

=
1

1

22
1 11

1 n

k
k xx

n
s  

và 

∑
=

=
2

12

1 n

i
iy

n
y  ; ( )∑

=
−

−
=

2

1

22
2 12

1 n

k
k yy

n
s  
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• ðịnh lý 7. Cho X và Y là các biến ngẫu nhiên ñộc lập có phân phối chuẩn cùng 
phương sai  (D(X) = D(Y)). Khi ñó ñại lượng thống kê 

F = 
2
2

2
1

s

s
 

có phân phối Fisher  Fn1-1,n2-1. 
CM. 
 Suy ra từ ñịnh lý 3 và ñịnh nghĩa. 
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VI. PHÂN PHỐI TIỆM CẬN CHUẨN  
CỦA ðẠI LƯỢNG THỐNG KÊ 
 
 Theo các ñịnh lý giới hạn, khi cỡ mẫu n tăng ñến vô cùng thì có thể chứng 
minh nhiều ñại lượng thống kê có hàm phân phối xác suất tiến tới hàm phân phối 
chuẩn. Các phân phối ñó gọi là phân phối tiệm cận chuẩn. 
 
• ðịnh lý 1. Cho ñại lượng ngẫu nhiên X với E(X) = θ  và  D(X) = σ2  và  (x1, x2, …, xn)  
là mẫu của X. Khi ñó 
 

n
x

.
σ

θ−
 

 
có phân phối tiến tới phân phối chuẩn N(0,1)  khi  n→+∞. 
 
 
 Từ ñịnh lý 1 suy ra 
 

• ðịnh lý 2. Cho sự kiện A của phép thử α có xác suất p  và n ≥  1. Giả sử phép thử  
α ñược thực hiện n lần một cách ñộc lập và sự kiện A xuất hiện m lần. Khi ñó 
 

( ) n
pp

p
n

m

.
1. −

−
 

 
có phân phối tiến tới phân phối chuẩn N(0,1)  khi  n→+∞. 
 
• ðịnh lý 3.  Nếu ñại lượng ngẫu nhiên U  có phân phối  2

nχ  , thì các ñại lượng 
 

n

nU

.2

−
 và ( )1.2.2 −− nU  

 
có phân phối tiến tới phân phối chuẩn N(0,1)  khi  n→+∞. 
 
• ðịnh lý 4.  Nếu ñại lượng ngẫu nhiên  t  có phân phối  student  với n bậc tự do , thì  
phân phối xác suất của t  tiến tới phân phối chuẩn N(0,1)  khi  n→+∞. 
 

� Ghi chú. Với  n ≥  30 phân phối student ñược coi là trùng với phân phối chuẩn 
N(0,1). 
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CHƯƠNG 6 
LÝ THUYẾT ƯỚC LƯỢNG 

 
0. BÀI TOÁN ƯỚC LƯỢNG 
 
 Cho  X  là ñại lượng ngẫu nhiên có luật phân phối  P(x, θ). Giả thiết dạng của 
P ñã biết, nhưng tham số  θ  chưa biết và ta cần tìm cách ước lượng  θ. Có hai 
phương pháp tiếp cận: ước lượng ñiểm và ước lượng khoảng. 
 
1. Ước lượng ñiểm 
 Ước lượng ñiểm là dựa trên mẫu (x1, x2, …, xn)  của X, ta tìm ñại lượng thống 
kê 

∧
θ (x1, x2, …, xn) 

 
thay cho θ  với ñộ chính xác nào ñó. 

 ðại lượng  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  gọi là hàm ước lượng  của  θ. 

 
2. Ước lượng kho ảng 
 Ước lượng khoảng là dựa trên mẫu (x1, x2, …, xn)  của X, ta tìm khoảng 

[
∧
θ 1, 

∧
θ 2 ] 

trong ñó  
∧
θ 1 = 

∧
θ 1(x1, x2, …, xn)   và   

∧
θ 2  =  

∧
θ 2(x1, x2, …, xn),  sao cho  có thể coi  

∧
θ 1 ≤  θ ≤  

∧
θ 2 

 
với ñộ tin cậy nào ñó. 
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1. ƯỚC LƯỢNG ðIỂM 
 
1. Hàm ước lượng của một tham s ố 
 
 Cho biến ngẫu nhiên X với luật phân phối  P(x, θ) và mẫu (x1, x2, …, xn) của X. 

• ðịnh nghĩa 1. ðại lượng thống kê  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  ñược chọn sử dụng thay cho θ  

gọi là hàm ước lượng  của  θ. 
 

+ Ví dụ 1. Giả sử  E(X) = µ  và  D(X) = σ2. Ta có thể coi  ∑
=

=
n

k
kx

n
x

1

1
  là ước lượng 

của µ  và   ( )∑
=

∧
−=

n

i
i xx

n
S

1

2
2 1

   là ước lượng của  σ2. 

  
 Ứng với mỗi tham số θ  có thể có nhiều hàm ước lượng khác nhau. Vấn ñề 
ñặt ra là phải chọn hàm ước lượng theo tiêu chuẩn nào ñể có thể coi là tốt. 
 

• ðịnh nghĩa 2. Hàm ước lượng  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  của  θ  gọi là ước lượng không 

chệch nếu 

E[
∧
θ (x1, x2, …, xn)] = θ 

 
với mọi  θ  trong khoảng xác ñịnh H nào ñó. 
 

 Nếu coi  
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ  là sai số của ước lượng thì ñiều kiện trên chứng 

tỏ kỳ vọng sai số bằng 0. 
 
+ Ví dụ 2.  Kỳ vọng mẫu  x    là ước lượng không chệch của kỳ vọng µ. Thật vậy, ta 
có 

E( x ) =  ( )∑∑
==

=






 n

k
k

n

k
k xE

n
x

n
E

11

11
 =  µ 

 

+ Ví dụ 3.  ñại lượng thống kê   ( )∑
=

∧
−=

n

i
i xx

n
S

1

2
2 1

   là ước lượng chệch của phương 

sai  σ2. Thật vậy, ta có 
 

  ( ) ( ) ( )( )( ) 






 −−−=






 −=







∑∑

==

∧ n

i
i

n

i
i xExxxE

n
xxE

n
SE

1

2

1

2
2 11

 

⇒  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) 






 −−−−+−=







∑

=

∧ n

i
ii xExxxxExxxE

n
SE

1

222
2

..2
1

 

⇒  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) 






 −−−−+−=







∑

=

∧ n

i
ii xExxxExExExxE

n
SE

1

222
2

..2
1
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⇒  22
2

2
2 1 σσσσ ≠−=−=






 ∧

n

n

n
SE  

 
� Ghi chú. Vì  (n−1)/n →1 khi n→+∞, nên với n > 50  ta có thể coi   
 

2∧
S ≈ s2 = ( )∑

=
−

−

n

k
k xx

n 1

2

1

1
 

 
• ðộ chính xác của các ước lượng không chệch. 

 Giả sử  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là ước lượng không chệch của θ và   

D[
∧
θ (x1, x2, …, xn)] = δ2 

 
 Khi ñó,  theo bất ñẳng thức  Trebưsep, với mọi  ε > 0, ta có 
 

P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ | < ε.δ }  ≥   1 − 222

2 1
1

. εδε
δ −=  

 
 Nếu chọn  ε = 3  thì 
 

P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ | < 3.δ }  ≥  1 − 1/9  ≈ 0.889 

 

 Công thức trên ñúng với mọi phân phối xác suất của X. Nếu  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  

có phân phối chuẩn  N(θ, δ2)  thì ta có 

P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ | < 3.δ }   ≈ 0.997 

 
 Trong thực tế người ta viết 

|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ | < 3.δ 

và gọi ñó là công thức 3δ. 
 Ở ước lượng khoảng ta sẽ nghiên cứu ñộ chính xác triệt ñể hơn. 
 

• ðịnh nghĩa 3. Ước lượng không chệch  
∧
θ (x1, x2, …, xn) của θ  gọi là ước lượng 

hiệu quả trên khoảng H của θ, nếu với mọi ước lượng không chệch  T(x1, x2, …, xn) 
của θ ta có 

D[
∧
θ (x1, x2, …, xn)]  ≤   D[T(x1, x2, …, xn)]  ∀ θ ∈ H 

 
• ðịnh lý 1 (bất ñẳng thức Cramer-Rao). Cho biến ngẫu nhiên X có mật ñộ f(x, θ), (x1, 

x2, …, xn) là mẫu cỡ n của X  thoả một số ñiều kiện nhất ñịnh và  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là 

hàm ước lượng không chệch của  θ. Khi ñó 
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D[
∧
θ (x1, x2, …, xn)]  ≥   2

),(ln
.

1








∂
∂

θ
θxf

En

 

 
+ Ví dụ 4. Cho biến ngẫu nhiên  X  có phân phối chuẩn  N(µ, σ2). Ta chỉ ra rằng  x   
là ước lượng hiệu quả của µ. Thật vậy, vì  

 

2

),(ln
σ

µ
µ

µ −=
∂

∂ xxf
 

nên 

2
),(ln

.

1










∂
∂

µ
µxf

En

  =  
( ) nx

En

2

2

4

2

.

1 σ

σ
µ

=








 −
 

 

Mặt khác ta biết rằng  D( x ) = 
n

2σ
. Suy ra  x   thoả bất ñẳng thức Cramer-Rao. Vậy  

x   là ước lượng hiệu quả của µ. 
 

• ðịnh nghĩa 4. Hàm ước lượng 
∧
θ (x1, x2, …, xn)  của θ gọi là ước lượng vững nếu 

∀ε > 0 ∀ θ ∈ H,  limn→+∞ P{ |
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ| < ε } = 1 

 
trong ñó xác suất P  ñược tính theo θ. 
 

• ðịnh lý 2.  Cho  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là hàm ước lượng của θ  thoả 

 (i) 
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là ước lượng không chệch của θ hoặc 

 

limn→+∞ [E(
∧
θ (x1, x2, …, xn)) − θ] = 0 

 

 (ii) limn→+∞D[
∧
θ (x1, x2, …, xn)] = 0 

 

 Khi ñó  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là ước lượng vững của θ. 

CM. 
 Áp dụng bất ñẳng thức Trebưsep ta có 
 

∀ ε > 0, P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − E[

∧
θ (x1, x2, …, xn)] | < ε }  ≥   1 −  

( )
2

1,...,

ε

θ 




 ∧

nxxD
 

Từ ñó, sử dụng (ii), suy ra 

∀ ε > 0, limn→+∞ P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − E[

∧
θ (x1, x2, …, xn)] | < ε }  = 1 (*) 
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 Nếu 
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là ước lượng không chệch, tức  E[

∧
θ (x1, x2, …, xn)] = θ, 

thì theo ñịnh nghĩa nó là ước lượng vững. 
 Ta xét trường hợp  

limn→+∞ [E(
∧
θ (x1, x2, …, xn)) − θ] = 0 

 
 Cho ε  > 0 bất kỳ. Tồn tại  nε  thoả 

|E(
∧
θ (x1, x2, …, xn)) − θ| < ε/2, ∀ n ≥  nε 

 
Mặt khác, từ bất ñẳng thức 

|
∧
θ (x1, x2, …, xn) −θ| ≤  |

∧
θ (x1, x2, …, xn) − E[

∧
θ (x1, x2, …, xn)]| +|E(

∧
θ (x1, x2, …, xn)) − 

θ| 
 

suy ra: Với mọi  n ≥  nε , sự kiện 

|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − E[

∧
θ (x1, x2, …, xn)] | < ε/2 

 
kéo theo sự kiện 
 

|
∧
θ (x1, x2, …, xn) −θ|  ≤   ε/2 + ε/2 = ε 

 
 Vậy 
 

P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) −θ| < ε } ≥  P{|

∧
θ (x1, x2, …, xn) − E[

∧
θ (x1, x2, …, xn)]| < ε/2 } 

 
 Từ ñó, theo (*), suy ra 

limn→+∞ P{|
∧
θ (x1, x2, …, xn) − θ | < ε }  = 1 

 

 Vậy  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  là ước lượng vững của θ. 

 
+ Ví dụ 5. Xét ước lượng  x   của  µ = E(X). Theo ví dụ 1, x   là ước lượng không 
chệch của µ. Tiếp theo 
 

D( x ) = 
n

xD
n

x
n

D
n

i
i

n

i
i

2

1
2

1

)(
11 σ==








∑∑

==

 

 Vậy theo ñịnh lý trên, x   là ước lượng vững của  µ. 
 
+ Ví dụ 6. Trong một lô sản phẩm, cứ lấy 1 sản phẩm thì xác suất lấy phải phế phẩm 
là p. Người ta lấy n sản phẩm, thì có m phế phẩm. Tìm ước lượng không chệch của 
p. 
Giải. 
 Gọi  Xi , i=1, 2, …, n, là số phế phẩm xuất hiện trong lần lấy sản phẩm thứ i. 
Rõ ràng  Xi  là ñại lượng ngẫu nhiên có luật phân phối 
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P(Xi = 1) = p  và  P(Xi = 0) = 1 − p 
 
 Ta có 

E(Xi) = p &  D(Xi) = p(1−p)   ∀ i = 1, …, n 
 
 Như vậy việc lấy n sản phẩm tương ñương với việc lấy mẫu có lặp (x1, x2, …, 
xn). Vậy theo ví dụ 2, 
 

x   =  
n

m
x

n

n

i
i =∑

=1

1
 

là ước lượng không chệch của  p. 
 Theo ví dụ 5, m/n cũng là ước lượng vững của p. 
 
� Ghi chú: m/n  là ước lượng hiệu quả của p. 
 
+ Ví dụ 7. Trong một xí nghiệp, ñể biết số ñơn vị nguyên liệu cần thiết sản xuất ra 1 
thành phẩm người ta lấy mẫu cỡ 20: 
 
3.0; 3.8; 3.1; 3.2; 3.5; 3.2; 3.5; 3.6; 3.3; 3.8 3.5; 3.2; 4.0; 

3.6; 3.4; 3.5; 4.3; 3.5; 3.0; 4.0 
 
 Gọi  X  là ñại lượng ngẫu nhiên chỉ số lượng ñơn vị nguyên liệu cần thiết ñể 
sản xuất 1 thành phẩm. Ta cần ước lượng  µ = E(X). Theo ví dụ 2 và ví dụ 3, ta lấy 

x   = ∑
=

20

120
1

i
ix  = 3.5 

làm ước lượng của  µ  và lấy 
 

s2 = ( )∑
=

−
20

1

2

19
1

i
i xx  

làm ước lượng của  σ2 = D(X). 
 Từ ñó ta có thể xấp xỉ phương sai  của x  

 
D( x ) = σ2/n ≈ s2/n = δ2. 

 

 Ta có  δ = 
n

s
 = 0.8. Vậy theo công thức 3δ ta ñược 

µ = 3.5 ± 3*0.8 = 3.5 ± 0.24 
với xác suất  0.889. 
 
• Kết quả: 
 

Tham số 
Hàm ước lượng 
∧
θ (x1, x2, …, xn) 

E
∧
θ (x1, x2, …, xn) D

∧
θ (x1, x2, …, xn) 

Tính ch ất của 
∧
θ (x1, x2, …, xn) 

Kỳ vọng 
µ = E(X) 

x   = ∑
=

n

i
ix

n 1

1
 µ 

n

2σ
 

- không chệch 
- vững 
- hiệu quả, nếu 
X phân phối 
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chuẩn 

Xác suất p m/n p p(1−p)/n 
- không chệch 
- vững 
- hiệu quả 

Phương sai  σ2 

s2 = 

( )∑
=

−
−

n

i
i xx

n 1

2

1

1
 

 

σ2 








−
−− 4

4 1
31 σµ

n

n

n
 

với µ4=E(X-µ)4 

- không chệch 
- vững 
 

 
 
2. Phương pháp h ợp lý c ực ñại (R.A.Fisher) 
 
 Giả sử ñại lượng ngẫu nhiên  X  có hàm mật ñộ  f(x, θ) với dạng của f ñã biết, 
nhưng θ chưa biết. ðể ước lượng θ ta lấy mẫu  (x1, x2, …, xn)  và lập hàm 
 

L(θ) = f(x1, θ) x . . . . .x f(xn, θ)  (1) 
 
 L(θ)  gọi là hàm hợp lý của mẫu, nó phụ thuộc x1, … , xn  và θ  nhưng coi  x1, 

… , xn  là hằng và θ là biến. Vấn ñề ñặt ra là tìm  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  sao cho 

 

L(
∧
θ (x1, x2, …, xn)) ≥   L(θ) ∀ θ ∈ H  (2) 

 
 ðặt  Ψ(θ) = ln[L(θ)], ñiều kiện trên tương ñương 

Ψ(
∧
θ (x1, x2, …, xn)) ≥   Ψ(θ) ∀ θ ∈ H  (3) 

 

 Ước lượng  
∧
θ (x1, x2, …, xn)  xác ñịnh bởi ñiều kiện trên gọi là ước lượng hợp 

lý cực ñại của  θ. 

 Nếu  Ψ(θ)  khả vi theo θ thì tại  
∧
θ (x1, x2, …, xn) ta có 

 

0=Ψ
θd

d
    (4) 

 Phương trình này gọi là phương trình hợp lý và mọi nghiệm của nó, nếu thoả 
(2) hoặc (3)  ñều là ước lượng hợp lý cực ñại của θ. 
 
+ Ví dụ 1. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn  N(µ, σ2), σ2  ñã biết, µ chưa 
biết và (x1, x2, …, xn)  là mẫu cỡ n của X. Hãy tìm ước lượng hợp lý cực ñại của µ. 
Giải. 
 Ta có 
 

L(µ) = ( )
( )∑

=

−−
n

i
ix

n e 1

2
22

1

2

1 µ
σ

σπ
 

⇒ 

Ψ(µ) = ln[L(µ)] = − n. ( )σπ2ln  − ( )∑ −
=

n

i
ix

1

2

22
1 µ
σ
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⇒ 

µ
µ

d

d )(Ψ
  = ( )∑ −

=

n

i
ix

1
2

1 µ
σ

 

 
 Vậy, phương trình hợp lý là 

( )∑ −
=

n

i
ix

1
µ  = 0 

 
 Giải phương trình này ta ñược ước lượng hợp lý cực ñại của µ là 
 

∧
µ (x1, x2, …, xn) =  xx

n

n

i
i =∑

=1

1
 

(vì  
2

2 )(
µ

µ
d

d Ψ
 = − 

2σ
n

 < 0, nên tại 
∧
µ   hàm Ψ(µ)  ñạt giá trị lớn nhất). 

 
� Ghi chú: Lý thuyết trên có thể mở rộng cho trường hợp  θ = (θ1, …, θk), trong ñó 
hệ phương trình hợp lý là 
 

iθ
θ

∂
Ψ∂ )(

 = 0 , i=1, …, k 

 
+ Ví dụ 2. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn  N(µ, σ2), σ2  và µ  ñều chưa 
biết và (x1, x2, …, xn)  là mẫu cỡ n của X. Hãy tìm ước lượng hợp lý cực ñại của µ. 
Giải. 
 Hệ phương trình hợp lý là 
 

µ
σµ

∂
Ψ∂ ),( 2

  = ( )∑ −
=

n

i
ix

1
2

1 µ
σ

 = 0 

2

2),(
σ

σµ
∂

Ψ∂
  = ( )

2
1

2

4 22
1

σ
µ

σ
n

x
n

i
i −∑ −

=
 = 0 

 
 Giải ra ta có 

∧
µ  =  x    và   ( )∑ −=

=

∧ n

i
ix

n 1

2
2 1 µσ  

 ðạo hàm riêng cấp 2 là 
 

22

22 ),(

σµ
σµ n−=

∂
Ψ∂

 ;   ( )∑
=

−−=
∂∂

Ψ∂ n

i
ix

1
42

22 1),( µ
σσµ

σµ
 

 

( ) ( )∑
=

−−=
∂

Ψ∂ n

i
ix

n

1

2

6422

22 1
2

),( µ
σσσ

σµ
 

 

 Thế  µ = 
∧
µ   và  σ2 = 

2∧
σ   vào các ñạo hàm riêng ta có 
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A = 22

2
2 ),(

∧

∧∧

−=
∂

Ψ∂

σµ
σµ n

 ; B = ∑
=

∧

∧

∧∧








 −−=
∂∂

Ψ∂ n

i
ix

1
42

2
2 1),( µ

σσµ
σµ

 = 0 

C = ( ) 46

2

4
1

2

6422

2
2

2

.

2

1

2

),(
∧∧

∧

∧
=

∧

∧∧

∧∧

−=−=






 −−=
∂

Ψ∂
∑

σσ

σ

σ
µ

σσσ
σµ nnn

x
n n

i
i  

⇒ 
 

B2 − A.C = 6

2

2
∧

−
σ

n
 và  A < 0 

 Vậy  ( 
∧
µ , 

2∧
σ   )   là ước lượng hợp lý cực ñại. 

 
� Ghi chú:  
 - Trường hợp X là biến ngẫu nhiên rời rạc, ta cũng ñịnh nghĩa tương tự khái 
niệm ước lượng hợp lý cực ñại. 
 - Ước lượng hợp lý cực ñại là ước lượng vững (CM). Khi n khá lớn, nó có 
phân phối tiệm cận chuẩn và khá gần ước lượng hiệu quả. 
 -  Khái niệm ước lượng hợp lý cực ñại ñịnh nghĩa theo (2) hoặc (3)  dựa trên 
quan ñiểm “giá trị của θ trong thực tế là giá trị ứng với xác suất xảy ra lớn nhất” (vì 
vậy nó là hợp lý nhất). 
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2. ƯỚC LƯỢNG KHOẢNG 
 
• ðịnh nghĩa.  
 Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối phụ thuộc tham số θ, θ ∈ H, và mẫu (x1, 

x2, …, xn). Khoảng  [
∧
θ 1, 

∧
θ 2 ], trong ñó  

∧
θ 1 = 

∧
θ 1(x1, x2, …, xn)   và   

∧
θ 2  =  

∧
θ 2(x1, x2, 

…, xn), gọi là  khoảng ước lượng (tin cậy)    của tham số  θ  với ñộ tin cậy  γ, 0 < γ < 1 
, nếu  

P{
∧
θ 1 ≤  θ ≤  

∧
θ 2 } = γ 

 
• Bài toán 1. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(µ,σ2) với σ  ñã biết và µ 
chưa biết. Cho mẫu (x1, x2, …, xn) và  γ, 0<γ<1. Hãy xác ñịnh khoảng tin cậy của µ 
với ñộ tin cậy γ. 
Giải. 

 ðại lượng  n
x

σ
µ−

   có phân phối chuẩn  N(0,1). Gọi Φ(u) là hàm phân phối 

chuẩn N(0,1), tức 

Φ(u) = ∫
∞−

−u t

dte 2

2

2

1

π
 

 Ta tìm  uγ > 0  thoả 

γ = P{ − uγ ≤   n
x

σ
µ−

  ≤  uγ }  = Φ(uγ) − Φ(-uγ) =  Φ(uγ) − [1 − Φ(uγ)] = 2.Φ(uγ) − 1 

 Từ ñó suy ra 
 

uγ  =  






 +Φ−

2
11 γ

 

 Với  uγ  ta có 

γ = P{ 
n

ux
σ

γ−   ≤   µ  ≤   
n

ux
σ

γ+ } 

 
 
 Vậy  

[
n

ux
σ

γ−   ,  
n

ux
σ

γ+ ] 

là khoảng ước lượng (tin cậy) của µ với ñộ tin cậy γ. 
 
+ Ví dụ. ðo 25 lần chi tiết máy. Giả sử không có sai số hệ thống và sai số ngẫu nhiên 
có phân phối chuẩn  N(µ,σ2)  với  σ = 10. Biết  x  = 100 , hãy tìm khoảng tin cậy của 
chiều dài chi tiết máy với ñộ tin cậy  γ = 0.99. 
Giải. 
 Ta có 

u0.99 = Φ−1(0.5 + 0.99/2) = Φ−1(0.995) = 2.575 
⇒ 

n
ux

σ
γ−  = 100 − 

25

10
.575.2   = 100 − 5.15 = 94.85 ; 
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n
ux

σ
γ+  = 100 + 

25

10
.575.2   = 100 + 5.15 = 105.15 

 
 Vậy  [94.85 ; 105.15]  là khoảng tin cậy của µ  với ñộ tin cậy 0.99. 
 
• Bài toán 2. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(µ,σ2) với σ  ñã biết và µ 
chưa biết.  Cho d > 0 và γ ∈R, 0<γ<1, phải lấy mẫu cỡ (n) nhỏ nhất là bao nhiêu ñể 

ước lượng x  của µ không sai khác với µ quá d ñơn vị với ñộ tin cậy γ (P{| x  − µ| ≤  

d} ≥  γ) ? 
Giải. 
 Với 

uγ  =  






 +Φ−

2

11 γ
 

ta có 

γ = P{ 
n

ux
σ

γ−   ≤   µ  ≤   
n

ux
σ

γ+ } 

⇒ 

γ = P{ | x  − µ| ≤  
n

u
σ

γ   } 

 Vậy ñể 

P{| x  − µ| ≤  d} ≥  γ 
n phải thoả 

n
u

σ
γ  ≤  d ⇒ n ≥  

2

2
2

d
u

σ
γ  

 Suy ra n nhỏ nhất là 

n = 











2

22

d

u σγ  

trong ñó x  ký hiệu số nguyên nhỏ nhất ≥  x. 
 
+ Ví dụ. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(µ,σ2) với σ2 = 25.  Phải lấy 
mẫu cỡ (n) nhỏ nhất là bao nhiêu ñể ước lượng x  của µ không sai khác với µ quá d 
= 1 ñơn vị với ñộ tin cậy γ = 0.95. 
Giải. 
 Theo trên n nhỏ nhất là 
 

n = 











2

22

d

u σγ  = 








1
25.2

95.0u
 = 1.962.25  = 96.04  = 97 

 
• Bài toán 3. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(µ,σ2) với σ và µ chưa 
biết. Cho mẫu (x1, x2, …, xn) và  γ, 0<γ<1. Hãy xác ñịnh khoảng tin cậy của µ với ñộ 
tin cậy γ. 
Giải. 
 Ta xét ñại lượng thống kê 
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n
S

x µ−
 ( s2 = ( )∑

=
−

−

n

i
i xx

n 1

2

1

1
 ) 

 ðại lượng này có hàm phân phối  Student với n−1 bậc tự do, ký hiệu là  Tk(t). 
Tương tự như bài toán 1, với 
 

tn−1,γ =  






 +−
− 2

11
1

γ
nT  

ta có 

 

γ = P{ 
n

s
tx n γ,1−−   ≤   µ  ≤   

n

s
tx n γ,1−+ } 

 
 
 Vậy  

[
n

s
tx n γ,1−−   ,  

n

s
tx n γ,1−+ ] 

là khoảng tin cậy của µ với ñộ tin cậy γ. 
 
+ Ví dụ. Một giống lúa gieo trên 10 miếng ñất thí nghiệm có ñiều kiện giống nhau, 
cho sản lượng tính theo cùng ñơn vị như sau 
 

25.4; 28.0; 20.1; 27.4; 25.6; 23.9; 24.8; 26.4; 27.0; 25.4 
 
 Hãy xác ñịnh khoảng tin cậy của sản lượng giống lúa với ñộ tin cậy γ = 0.95, 
biết sản lượng lúa là ñại lượng ngẫu nhiên có phân phối chuẩn  N(µ,σ2) với γ và σ2  
chưa biết. 
Giải. 
 Ta tính ñược   

x  = 25.4 và  s = 2.24. 
và tra bảng ta có t9, 0.95 = 2.262. Từ ñó ta tính các cận của khoảng tin cậy 
 

µ1 = 25.4 − 2.262 .
10

24.2
 = 23.8 và  µ1 = 25.4 + 2.262 .

10

24.2
 = 27 

 
 Vậy khoảng tin cậy của sản lượng giống lúa với ñộ tin cậy γ = 0.95  là 

 
[23.8; 27] 

 
• Bài toán 4. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(µ,σ2) với σ và µ chưa 
biết. Cho mẫu (x1, x2, …, xn) và  γ, 0<γ<1. Hãy xác ñịnh khoảng tin cậy của σ2 với ñộ 
tin cậy γ. 
Giải. 
 Theo ðịnh lý 3, bài V, chương  5 (Thống kê mô tả), ñại lượng thống kê 
 

2
2

1
s

n

σ
−
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có phân phối  χ2  với  n − 1  bậc tự do. 
 Ký hiệu  χk(u)  là hàm phân phối của phân phối  χ2  với  k  bậc tự do. Ta tìm 2 
số dương  u1 và u2  sao cho 
 

)()(
1

11212
2

21 uuus
n

uP nn −− −=






 ≤−≤ χχ
σ

 = γ 

 
 Trong các số u1 và u2  thoả ñiều kiện trên, người ta thường chọn sao  cho 
 

2
1

)( 11

γχ −=− un  ⇒ u1 = 






 −−
− 2

11
1

γχn  

và 

1 − 
2

1
)( 21

γχ −=− un  ⇒ u2 = 






 +−
− 2

11
1

γχn  

 Suy ra 








 −≤≤− 2

1

22

2

11
s

u

n
s

u

n
P σ  = γ 

 Vậy khoảng tin cậy của σ2  với ñộ tin cậy  γ  là 








 −− 2

1

2

2

1
;

1
s

u

n
s

u

n
 

 
+ Ví dụ. Xét ví dụ ở bài toán 3. Xác ñịnh khoảng tin cậy của phương sai sản lượng 
lúa σ2  với ñộ tin cậy  γ = 0.9. 
Giải. 
 Ta có s2 = 2.242 = 5.02. Tra bảng hàm phân phối  2

9χ   ta ñược 
 

u1 = )05.0(
2

9.01

2

1 1
9

1
9

1
1

−−−
− =







 −=






 − χχγχn  = 3.33 

và 

u2 = )95.0(
2

9.01

2

1 1
9

1
9

1
1

−−−
− =







 +=






 + χχγχn  = 16.92 

 Từ ñó suy ra 

02.5
92.16

1101 2

2

2
1

−=−= s
u

nσ  = 2.67 

và 

02.5
33.3

1101 2

1

2
2

−=−= s
u

nσ  = 13.57 

 Vậy khoảng tin cậy của phương sai sản lượng lúa σ2  với ñộ tin cậy  γ = 0.9  là 
 

[2.67; 13.57] 
 
• Bài toán 5. Ước lượng tham số với mẫu cỡ lớn. 
 Trong các bài toán trước ta giả thiết X có phân phối chuẩn và sử dụng hàm 
phân phối chính xác của các ñại lượng thống kê. 
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 Tuy nhiên, nếu cỡ mẫu lớn, ta có thể sử dụng phân phối tiệm cận chuẩn ñể 
tìm khoảng tin cậy cho ñơn giản. 
 
+ Ví dụ 1. Giả sử sự kiện A của phép thử α có xác suất p. Thực hiện phép thử α n 
lần với n khá lớn. Giả sử A xuất hiện m lần. Hãy tìm khoảng tin cậy của p với ñộ tin 
cậy γ, 0 < γ < 1. 
Giải. 
 Theo ñịnh lý 2, bài VI, chương 5 (Thống kê mô tả), ta có thể coi ñại lượng 
 

n
pp

p
n

m

)1( −

−
 

có phân phối tiệm cận chuẩn N(0,1).  
 ðể tìm khoảng tin cậy của p ta xấp xỉ  

p(1−p)  ≈ 






 −
n

m

n

m
1  

 Từ ñó suy ra 
 

γγγ =


















≤
−

−
≤− un

n

mnm

p
n

m

uP

2

)(
 

⇔ 
 

γγγ =







 −+≤≤−− 33

)()(
n

mnm
u

n

m
p

n

mnm
u

n

m
P  

 
 Vậy ta có khoảng tin cậy của p với ñộ tin cậy γ là 








 −+−− 33

)(
;

)(
n

mnm
u

n

m

n

mnm
u

n

m
γγ  

 Ví dụ, cho 
 

n = 4000;  m = 3200; γ = 0.95 
 
ta tính ñược 

m/n = 0.8;  
( )

400

4.6

4000

800
8.0 23 ==−

n

mnm
 = 0.0063 

 Tra bảng ta có 
u0.95 = 1.96 

 
 Vậy khoảng tin cậy là 

 
[0.8 − 1.96 x 0.0063; 0.8 + 1.96 x 0.0063] = [0.788 ; 0.812] 
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+ Ví dụ 2. Giả thiết như ở ví dụ 1 và cho d > 0. Hỏi phải thực hiện ít nhất bao nhiêu 

lần ñể m/n không sai khác  p  quá d với ñộ tin cậy γ, tức  P(|m/n − p| ≤  d) = γ. 
Giải. 
 Với n lớn ta có thể coi ñại lượng 
 

n
pp

p
n

m

)1( −

−
 

 
có phân phối tiệm cận chuẩn N(0,1).  
 Ta có 
 



















≤
−

−
≤− γγ un

pp

p
n

m

uP
)1(

 = γ 

⇒ 













 −
≤−

n

ppu
p

n

m
P

)1(γ  = γ 

 Vậy ñể 
 

P(|m/n − p| ≤  d) = γ 
n cần thoả 
 

d
n

ppu
≤

− )1(γ   ⇒ n ≥  ( )pp
d

u
−12

2
γ  

 

 Vì  p(1 − p) ≤  ¼, nên ta chỉ cần lấy n nhỏ nhất  ≥  
2

2

4
1

d

uγ , tức 

n = 







2

2

4d

uγ  

 
 Chẳng hạn, cần ước lượng tỉ lệ phế phẩm p trong lô hàng với ñộ tin cậy γ = 
0.95 và sai số không quá  d = 0.01. Hỏi phải lấy cỡ mẫu ít nhất là bao nhiêu. 
 Ta có u0.95 = 1.96. Vậy cỡ mẫu ít nhất là 
 

n = 







2

2

4d

uγ  = 9604
01.04

96.1
2

2

=








⋅
 

 
 
+ Ví dụ 3. Cho biến ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn N(µ,σ2) với σ và µ chưa biết. 
Cho mẫu (x1, x2, …, xn) với n khá lớn và  γ, 0<γ<1. Hãy xác ñịnh khoảng tin cậy của µ 
với ñộ tin cậy γ. 
Giải. 
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 Với n lớn (n>30), ñại lượng thống kê 
 

n
S

x µ−
 ( s2 = ( )∑

=

−
−

n

i
i xx

n 1

2

1
1

 ) 

có phân phối tiệm cận chuẩn  N(0,1).  
 Ta có 
 









≤−≤− γγ

µ
un

s

x
uP  = γ 

⇒ 








 +≤≤−
n

s
ux

n

s
uxP γγ µ  = γ 

 
 Vậy khoảng tin cậy của µ với ñộ tin cậy γ  là 
 








 +−
n

s
ux

n

s
ux γγ ;  

 
 Chẳng hạn, cho   

n = 1376; x  = 70.4;  s = 0.37;  γ = 0.99. 
 Tra bảng ta có u0.99 = 2.58. Vậy khoảng tin cậy là 
 








 +−
1376

37.0
58.24.70;

1376

37.0
58.24.70   =  [70.375; 70.425] 

 
• Bài toán 6. Ước lượng trong trường hợp tập tổng thể hữu hạn và mẫu không lặp. 
 Cho N phần tử, trong ñó có M phần tử có tính chất α. Hãy ước lượng tỉ lệ   

p = 
N

M
 

với ñộ tin cậy γ. 
Giải. 
 Chọn ngẫu nhiên n phần tử, gọi m  là số phần tử có tính chất α. ñại lượng 
ngẫu nhiên m  có phân phối siêu hình học 
 

P(m = k) =
),(

),().,(
nNC

knMNCkMC −−
, k=0, 1, …, k0 (k0 = min{n,M}) 

với 










n

m
E  = p  và  









n

m
D  = 

n

pp

N

nN )1(
.

1
−

−
−

 

 Vậy   
n

m
p =
∧

   là ước lượng không chệch của p. 

 Nếu  N  và  n  ñủ lớn thì 
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n

pp
N

nN

p
n

m

)1(
1

−
−
−

−
 

 
có phân phối tiệm cận chuẩn N(0,1). 
 Từ ñó suy ra  



















≤
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−
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−
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

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−
−

−
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u
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m
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u
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m
P
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1

)1(
1

γγ  = γ 

trong ñó  uγ = 






 +Φ −

2
11 γ

 =  






Φ −

2
1 γ

L  

 Vì tham số p ở hai cận trên chưa biết nên có thể thay nó bằng giá trị  
n

m
, tức 

là 



























 −
−
−

+≤≤






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−
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−
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n

m

n
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N

nN

u
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m
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n

n

m

n

m

N
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u
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m
P

1
1

1
1

γγ  = γ 

 

 Suy ra khoảng ước lượng [p1; p2 ]  của  p =  
N

M
 với ñộ tin cậy γ có cận dưới 

 

p1 = 
n

n

m

n

m

N

nN

u
n

m







 −
−
−

−
1

1
γ  

và cận trên 

p2 = 
n

n

m

n

m

N

nN

u
n

m







 −
−
−

+
1

1
γ  

 
(i) Trường hợp biết N, ước lượng M: 

 Từ   p1 ≤  
N

M
 ≤  p2  với ñộ tin cậy γ suy ra 
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p1.N ≤  M ≤  p2.N   với ñộ tin cậy γ 
 
+ Ví dụ. Trong lô 3000 hộp thịt lấy ra 200 hộp thì có 40 hộp kém chất lượng. Tìm 
khoảng ước lượng của số hộp kém chất lượng với ñộ tin cậy γ = 90%. 
Giải. 
 Ta có 

N = 3000;  n = 200; m = 40;  γ = 90%; 
Suy ra 

m/n=40/200 = 0.2; uγ = 1.65 ; 
 

045.0
200
1

)2.01(2.0
13000

2003000
.65.1

1
1 =−

−
−=








 −
−
−

n

n

m

n

m

N

nN

uγ  

 
p1 = 0.2 − 0.045 = 0.155; p2 = 0.2 + 0.045 = 0.245; 

và 
p1.N = 0.155 x 3000 = 465; p2.N = 0.245 x 3000 = 735; 

 Vậy 

465 ≤  M ≤  735   với ñộ tin cậy 90%. 
 
(ii) Trường hợp biết M, n không ñáng kể so với N, ước lượng N: 

 Có thể coi  1
1

≈
−
−

N

nN
. Suy ra khoảng ước lượng [p1; p2 ]  của  p =  

N

M
 với ñộ 

tin cậy γ có cận dưới 
 

p1 = 
n

n

m

n

m

u
n

m







 −
−

1

γ  

và cận trên 

p2 = 
n

n

m

n

m

u
n

m







 −
+

1

γ  

 
 

 Từ   p1 ≤  
N

M
 ≤  p2  với ñộ tin cậy γ suy ra 

 

2p

M
 ≤  N ≤    

1p

M
 với ñộ tin cậy γ 

 
+ Ví dụ. ðể ước lượng số cá trong hồ người ta bắt 1000 con ñánh dấu rồi thả lại 
xuống hồ. Sau ñó bắt lần thứ hai 1000 con thì thấy có 100 con ñánh dấu. Hãy tìm 
khoảng ước lượng số cá trong hồ với ñộ tin cậy 0.9. 
Giải. 
 Gọi  N  là số cá trong hồ 
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   M = 1000 là số cá ñánh dấu 
   n = 1000  là số cá bắt lần thứ hai 
   m = 100  là số cá ñánh dấu bắt ñược lần thứ hai. 
 Ta có 

m/n = 100/1000 = 0.1; γ = 90% ; uγ = 1.65 
và 

6.31

495.0

1010

3.065.1

1000

9.01.0
65.1

1

=×=×=







 −

n

n

m

n

m

uγ  = 0.0157 

⇒ 
p1 = 0.1 − 0.0157 = 0.0843;  p2 = 0.1 + 0.0157 = 0.1157; 

 
và 

2p

M
 = 1000/0.1157 = 8643 và 

1p

M
 = 1000/0.0843 = 11862 

 
 Vậy 

8643 ≤  N ≤  11862   với ñộ tin cậy 90%. 
 
 
• Bài toán 7. Ứng dụng bất ñẳng thức Trebưsep. 
 Cho X là biến ngẫu nhiên có phân phối bất kỳ với phương sai σ2  ñã biết, (x1, 
x2, …, xn) là mẫu của X. Tìm khoảng ước lượng của kỳ vọng µ = E(X) với ñộ tin cậy γ 
(0 < γ < 1). 
Giải. 
 Ta ñã biết ñại lượng 

∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1
 

có  E( x ) = µ  và   D(X) = 
n

2σ
.  Theo bất ñẳng thức Trebưsep, với ε > 0 ta có 

P{| x  − µ| ≤  ε } ≥  1 − 2

2

.ε
σ
n

 

 Vậy với hệ số tin cậy γ cho trước ta chỉ cần xác ñịnh εγ > 0 thoả 
 

1 − 2

2

. γε
σ
n

  =  γ ⇒ εγ =  
)1.( γ

σ
−n

 

Khi ñó khoảng ước lượng của µ với ñộ tin cậy γ là 
 

[ x  − εγ ; x  + εγ ] 
 
+ Ví dụ. Cân 100 em bé 18 tháng ta ñược trọng lượng trung bình là 12.8 kg. Biết 
trọng lượng em bé 18 tháng là ñại lượng ngẫu nhiên có ñộ lệch quân phương  σ = 
2.1. Hãy xác ñịnh khoảng ước lượng của kỳ vọng với ñộ tin cậy γ = 0.95. 
Giải. 
 Ta có 
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εγ =  
)1.( γ

σ
−n

 = 
)95.01.(100

1.2

−
 = 0.939 

 Vậy khoảng ước lượng là 
 

[12.8 − 0.939; 12.8 + 0.939] = [11.861 ; 13.739] 
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