LOI NOI PAU

Ly thuyét xac sdt la bd mdn toan hc nghién ¢u tinh qui ldt cia cac hin
tuong ndiu nhién.

Céac khai nim dau tién @ia xac st do cAc nha toanok tén twi Pierre Fermat
(1601-1665) va Blaise Pascal (1623-1662) x@ygivao gira thé ky 17, dra trén véc
nghién dru c&c qui 14t trong cac trd obi may tii. Do sr han ché cua trinhdo toan e
duong thyi, nén st mot thoi gian dai cac tro afi ‘may M van la @ s duy nkit cho
cac khai ném va phrong phap da li thuyét xac sit voi cong @ cha yéu 1a phep tinh
t6 hop va $ hoc o cip. Hién nay, tuy li thuﬁt X4c st da co 1’én tang toan ke d6 9,
nhung cac plrong phap "ngay ' bandau d6 van con tac dng, dac biét d6i voi cac
nganh khoa éc thec nghém.

Viéc giai quyét cac bai toandy sinh trong li thugt sai $ vado luong da dem
lai bugc phét trén msi cho |i thuyét xac siét. Cac nha toande Jacob Bernoulli (1654-
1705), A.Moivre (1667-1754), Laplace (1749-1827)aus (1777-1855), Poisson
(1781-1840)ia c6 cdng laotng dang phat tén Ii thuyét xac sit bing phrong phap
giai tich.

Tu gitta thé ki 19 dén dau thé ki 20, sr phat trén aia |i thuyét xac sit gin lién
Vvéi tén thi cac nha toan dgt Nga niw Bunhiadpxki (1804-1889), Trelsep (1821-
1894), Markov (1856-1922) va Liapunov (1857-1918).

Trong qué trinh phéat &m manh né cia aia li thuyét xac sit, van dé xay ding
mot co s toan toc chit ché tro thanh ép thiét. Sy radoi cua Ii thuyét tap hop vado
do d& cung ép cong @ toan hc giai quyet van dé nay, va vinh quang xayudg i
thuyét xac sit tiéndé thuc vé nha toan be Nga Kolmogorov (1929).

Sy radoi cua thhng ké toan bic bit ngun tir cAc \an dé thyc tién va dra trén
nhirng thanh¢u cia Ii thuyét xac sidt. Cac thi nghim trong cac nganh khoatikhac
nhau nhr vét ly, hoa fc, sinh fc, y hoc, ... pli thuoe vao nhéu yéu t ngau nhién
nhe con ngrdi, Mdi treong, ... Dodd két qua thuc nghém thueong |a caatai lwong ndiu
nhién.

C6 thé dinh ngha thdng ké toan b la nganh khoadt vé cac plwrong phap
tong quat xr Iy cac Kt qua thuc nghim. Cung i sy phat trén cia Ii thuyét xac sit,
théng ké toan bc da cé lrée tién nhanh, ¢i si ddng gop @a cac nha toande nhr
Ganbn (1822-1911), Bcxon (1857-1936), Cramer, Fisher, Von Neuman, .Grifké
toan hyc da cé caarng ding hiéu qua trong nhéu linh wic khoa lc, cong ngh, kinh
té va x& Wi khac nhau ni vat Ii, hda e, a hoc, sinh \it, y hoc, dr béo, khi trong,
thay van, vo tu;én, dién tr, ngdn n@ hoc, xa i hoc, ...

C6 tre ndi li thuyét xac sit va thbng ké toan be da tro thanh kén thic co so
khong ti¢ thiéu cia nbi ky s twong lai.

Gido trinhdugc bién san lan dau nén chic chin con nhiu khiém khuyét. Tac
gia chan thanhm on nhiing y kién d6ng gép quy bauia doc gia dé gido trinh ngay
mot hoan thén.

Xin chuc céc bn thanh céng!

Da ning 1/2005
Tac gh.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

_ CHUONG 0
GIAI TICH KET HOP

l. TAP HOP

1. CAC KHAI NIEM CO BAN
« Dinh ngh 7a: Khai niém tap hop 1a khai niém nén tang cho toan hoc ciing nhw (rng
dung clta n6. Tap hop la khai niém nguyén thuy khéng dinh nghia chinh xac dwa
trén cac khai niém khac. Tap hop dwoc coi la két hop cac dbi twong cé cung ban
chét (thudc tinh, diu hiéu ) chung nao dé.

Tap hop thwéng dwoc ky hiéu bang cac chir cai A, B, C, ... Céac phan ti cla
tap hop ky hiéu bang céc chir thwong a, b, c,...

Dé chi x la phan t&r cha tap hop X ta viét :

x O X (doc: x thuéc X)

DPé chi x khoéng phai la phan t&r cta X ta viét :
x O X (doc: x khong thudc X)

Tap khéng cé phan t& goi la tap réng va ky hiéu 0.
» Biéudiéntap hop:

C6 hai cach biéu dién tap hgp nhw sau
(i) Liét ké cac phan t :

+ Vidu
A={a,b,c}
x:{X11 X2! ---axn}

(i) Biéu dién tap hop bang cach mo ta tinh chét :
+ Vidu
C={n | nlasbéchdn}
Y = {x | x la nghiém phwong trinh x*+2x-5=0}

* Luwec lwong tdp hop:
Sé phan tlr cha tap A, ky hiéu la |A|, goi 1a luc lvong cla tap A.
Néu |A| < o ,tandi A latap hiru han, néu |A| = o , ta n6i A 1a tap vo han.
Trong chwong trinh nay ta gia thiét cac tap hop la hivu han.

* Quan h é~bao ham : Cho hai tap A, B.
Néu moi phan t&r thuéc A cling thudc B ta néi A la tap con cta B va ky hiéu
AOB

Néu A khéng phaitap con cia B ta ky hiéu
A OB

NéuA O B va B O A ta néi A bang B va ky hiéu
A =B

NéuA O B,A#0 va B # A thi ta n6i A latép con thuyc swcia B.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

+ Vidu
(i) Tap réng O ¢6 lwe lweng bang 0, || = 0. V&i moitap A, O O A.
(i) Cho da thire P(x). Ky hiéu S ={x | P(x) = 0}. S la tap hiru han.
(iii) Ky hiéu )
N latap sotwnhién,N={0, 1, 2, ... };
Q latap s6 hiru ty; R la tap so6 thuc.
Taco NOQUOR.
Bay gid ta xét tap hi*u han A. Ky hiéu tap tat ca tap con cha A la P(A)
e Pinhly1. Néu |A]=n ,thi |PA)= 2"
Chdng minh. Quy nap theo n.

2. CAC PHEP TOAN TAP HOP

Cho cac tap A, B, X1, Xz, ..., Xp (n O N) la cac tap con cta tap “va tru” U
nao d6. Ta dinh nghia cac phép toan sau.

+ Phép hiéu: Hiéu cida A va B, ky hiéu A\B la tap:
A\B = {xOx OA & x0O B}
+ Phan bu: Phan bu cia A (trong U ) la tap
A=U\A
+ Phép hop: Hopcda AvaB, ky hiéu A /7 B latép
AUOB = {x|x OA hoac xO B}

Twong tw, hop cha Xi, X, ..., X, latap

UX =fx|k1sk<nxOX,}

i=1
+ Phép giao: Giaocda AvaB, ky hiéu A n B latép
AnB = {xOx OA & x0O B}

Twong ty, giao clta Xi, Xy, ..., Xp latap

(X =fx |Ok1sk<nxOX,}

i=1
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+ Tich Dé-cac

- Tich Dé&-céc cua hai tap A, B la tap

AxB={(ab)dadA & bOB}

- Tich D&-cAc cla cac tap Xi, Xo, ..., Xn la tap

XX X2 X oo X Xn = { (X1, X2,

+ Phan hoach:
-NéuA n B = J,tanéi A va B roi nhau.

- Néu cac tap Xi, X, ..., Xn thod

...,Xn)DX1|:|X1 &XzDXz &...&Xn DXn}

A= X 0O XoO... 0O Xy

va chung roi nhau tirng déi mét, ta néi { Xq, Xo, ...

hop A.

4 D,mh I)'/ 1. Gia s { X1, X2,

, Xn } la mot phan hoach cua tap

..., Xn } la mét phan hoach cuatap S. Khi dé

USO= OX [ OXp CH ...+ DX O

Chdng minh. Hién nhién.

* Dinh ly 2. Cho cac tap A, B, C trong tap vi tru U, khidotacé:

(i) Ludt két hop :
(AOB)OC
(AnB)nC

(i) Luat giao hoan :
U B
N B

AOB
AnB
(iii) Luat phan bé :
AO(B nC)
An (B OC)

(iv) Luat déi ngdu De Morgan:

Chdmg minh. (bai tap).
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« Dinh ly 3 (vé& lwc lwong tap hop).
0] Lwc lwgng tap con:

A OB = |Al< |B|

(i) Lwc lwgng cua hop
A OBIFOALRIBO-UANBO

(iii)  Nguyén ly bu trir Poincaré:

O,Ak :Zn:[(—l)m'l DIANA NN Am‘

=1 1<i; Sip <. Sipsn

(iv) Luc lwong tich Dé-cac
(XX Xo X ... X Xp OE OX O X, O ... DX O
(v) Lwe lvgng twong dwong:
|A| = |B| - Ton tai song anh tir A vao B.

Chdmg minh. (bai tap).
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Il. GIAI TICH KET HOP
1. BAI TOAN Gl Al TICH KET HOP

Trong thyc té ta thuong gap bai toan sau: Cho mét tap hivu han X. Cac phan
ttr cia X dwgc chon va ghép theo quy luat nao d6. Hay tinh so nhém tao thanh.
Nganh toan hoc nghién ctru cac bai toan loai nay goi la Giai tich két hop.

« Vi du: Coéng ty phat hanh sach ban sach théng qua hé thdng hiéu sach. Gia st cé
12 d4u sach va cac dau sach ky hiéu la 1, 2, ..., 12. C6 3 khach hang dén hiéu sach
d&t mua, mdéi nguwdi 1 quyén. Goi X1, X2, X 1an lwot 1a quyén sdch ma khach hang
thtr nhat, thi hai, thir ba d&t mua ( x1, X2, Xs 0 {1, 2, ..., 12 }).

Hai c6 bao nhiéu bd ( X1, X2, X3) ?

Két qua bai toan dém nay phu thudc vao viéc ai giao sach: hiéu sach hay céng
ty.

(i) Trwong hop 1: i
Nguwaoi giao sach la hiéu sach va cac khach hang dat mua cac dau sach khac
nhau.
Khi d6 hiéu sach can biét thir tw ctia bd ( X1, X2, X3 ). S& bd ( X1, X2, X3 ) & |&
12.11.10 = 1320

(i) Trwdng hop 2:
Nguwoi giao sach 1a hiéu sach va cac khach hang co6 thé dat mua cac dau sach
giéng nhau.
Khi d6 hiéu sach can biét thir tw cla bd ( X1, X2, X3) V& X1, Xo, X3 €6 thé gidng
nhau . S6 bd ( X1, X2, X3 ) & |&
12%=1728

(iii) Trwong hop 3: )
Nguwoi giao sach la cong ty va cac khach hang dat mua cac dau sach khac
nhau.
Khi d6 cong ty khdng can biét thir tw cta bd ( X1, Xo, X3 ). S6 bO ( X1, X2, X3 ) S&
la
12.11.10/1.2.3=1320/6 =220

(iv) Trwong hop 4:
Nguoi giao sach la cong ty va cac khach hang cé thé dat mua cac déu sach
giébng nhau.
Khi d6 cong ty khéng can biét thl tw clia bd (X1, X2, X3 ) VA X1, X2, X3 €O thé
giébng nhau. S6 bd ( X1, X2, X3 ) S& gdm cac trwéng hop sau:
+ Trwdng hop 3 nguwdi cung dat mua 1 dau sach:
c6 12 kha nang.

+ Trwdng hop 3 ngwdi cung dat mua 2 dau sach:

c6 C(12,2). 2 =132 kha nang ( C(n, k) la sé td hop chap k cta n phan
@),
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+ Trwdng hop 3 ngwdi cung dat mua 3 dau sach:
c6 220 kha nang.

Téng cong s bd (x1, Xz, X3 ) la

12 + 132 + 220 = 364

2. CACKETHOQP CO BAN
a) Nguyén ly nhan: ] ) ] )

Xét bai toan giai tich két hgp & trén. Ta gia s&r méi nhom két hgp cac phan t
cula tap X dwoc xay dwng qua k buéc:

Buwdc 1 cé n; kha nang
Bwdc 2 cd n, kha nang

Bwéc k ¢6 ng kha nang

Khi d6 sb nhom két hop 1a

b) Chinh hop

+ Bjnh nghfa: M6t chinh hop chap k clia n phan t& 1a mét b c6 thi tw gom k thanh
phan lay tir n phan t&r da cho. Cac thanh phan khéng duwgc lap lai.

M6t chinh hop chap k ciia n cé thé dwoc xdy dwng qua k budc ké tiép nhw
sau :

Chon thanh phan dau :¢6 n kha nang.

Chon thanh phanth&r hai :c6 n-1 kha nang.

Chon thanh phan the k .¢6 n-k+1 kha nang.

~ Nhw vay, theo nguyén Iy nhan, s tat ca chinh hop khong 1ap chap k cda n
phan t& la

nl

A(n,k) =n(n-1)...n-k +1) = (n-K)!

+Vidu 1:
Tinh s6 ham don anh tlrtdp X co k phantl déntap Y cé n phan ti.
Giai : M6i ham don anh tr X vao Y twong (ng véi mét chinh hop khong
lap chap k clan phantl cta Y. Nhw vay sé cantim la

A(n, k) = n.(n-1).....(n-k+1).

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

+ Vi du 2:
Quay lai vi du & muc trwde. Trong treong hop 1, moi bd (X1, X2, X3) la mét
chinh hgp chap 3 cua 12. Vay so bd la

A(12, 3) = 12.11.10 = 1320

¢) Chinh hop lap ) )
+ Dinh nghia: Mot chir]h hop 1dp chap k cda n phan tcr Ig‘i mét b co6 thir tw gom k
thanh phan lay tr n phan tlr da cho. Cac thanh phan c6 thé dwoc Iap lai.

MGt chinh hop lap chap k ctia n c6 thé xem nhw mét phan tir cla tich Dé-cac
XX v&i X latap n phan tr. Nhw vay sb tat ca cac chinh hop 1ap chap k cta n 1a; n*

+Vidy 1: Tinh sb ham t tap X cok phantl déntap Y c6 n phantl.
_ Moiham tr X vao Y twong tng voi mot bo co thr tw k thanh phan cla n
phan tlr clia Y, cac phan tir cé thé 14p lai . Nhw vay s ham tr X vao Y 1a n¥.

+ Vidu 2:
Quay lai vi du & muc truéc. Trong trwdng hop 2, moi bd (X1, X2, X3) la mét
chinh hop lap chap 3 cta 12. Vay s6 b la

12%=1728

d) Hoén vi

+ Pjnh nghia : Mét hoan vi cGa n phan tlr 1a mot cach sép xép thiy tw cac phan tl do.
Hoan vij c6 thé coi nhw trwéng hop riéng cda chinh hop khéng 18p chap k cta n

trong d6 k =n. Ta c6 sb hoan vi la

P(n) =n!

+ Vi du: C6 6 nguoi xép thanh hang ngang dé chup anh. Hai c6 thé bo tri bao nhiéu
kieu khac nhau ? o
Giai: Mobi kieu anh la mét hoan vi ctia 6 ngwdi. Vay sob kiéu anh la 6! = 720.

e) Té hop
+ Pjnh nghia: M6t t6 hop chap k cda n phan ti 1a mot bé khong ké ther tw gébm
thanh phan khac nhau l4y tlr n phan tlr da cho. N6i cach khéac ta c6 thé coi mot t
hop chap k ciia n phan t& 1& mot tap con c6 k phan td cGa n phan ti dé.

Goi sb t6 hop chap k ctia n phan tr 1a C(n,k) ta co :

K
6

A(n,k) = C(n,k) * k!

Suy ra
cinK) n
n, =
kl.(n—k)!

+Vidy 1: C6 n d6i bong thi dau vong tron. Phai td chirc bao nhiéu tran dau béng

tat ca ?
Giai : M®&i tran trng vé&i mot td hop chap 2 cla n. Vay c6 C(n,2) tran dau.
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+ Vi du 2:
Quay lai vi du & muc trugc. Trong tredng hop 3, moi bd (X1, X2, X3) & mot td
hop chap 3 cla 12. Vay s6 bo la

Cl2, 3= 12 121110 ..,
3.(12-3)! 123

+ Hé qua : Tich k sb tw nhién lién tiép chia hét k! ,
Ching minh. Vi C(n,k) = (n-k+1).(n-k+2).....n / k! 1& sO nguyén.

3. CAC KET HOP NANG CAO

a) Hoan vilap

+ Vi du: Co6 3 vién bi dd, 2 vién bi xanh va 4 vién bi tring. Ha&i c6 bao nhiéu cach
sap cac vién bi trén theo hang ngang.

Tacothtcd 9 ché trong dé xép céac vién bi. Ta c6 C(9,3) kha nang xép 3
vién bi do, C(6,2) kha nang xép 2 vién bi xanh, con lai 1 kha nang xép céc vién bi
trdng. Theo nguyén Iy nhan ta c6

o9 6 _ o

C(9,3).C(6,2) = 3.6 2.4 324

cach xép.

+ Dinh nghia: Hoan vj 14p 1a hoan vi trong d6 mdi phan t& dwoc 4n dinh mot sé 1an
lap lai cho trwéece.

+ Dinh ly: Gia st tap S co n phan ttr, trong d6 c6 ny phan t& kiéu 1, n, phan td kiéu
2, ..., N phan tlr kiéu k. Khi d6 sé cac hoan vin phante ctia S la

n!
Gl ) = n!.n,t.n,!
b) Té hop lap
+ Vi du: Gia s ta c6 3 dau sach : Toan, Tin, Ly va méi dau sach c6 it nhat 6 ban
photocopy. Hai cé bao nhiéu cach chon ra 6 quyén.
Giai: Bai toan d&t ra la chon 6 phan ttr, khong ké the tw va cho phép Iap lai.
Mbi cach chon dwoc xac dinh duy nhat béi sb lwong clia mdi loai sach. Nhw vay ta
c6 thé biéu dién mdi cach chon nhw sau
Toan Tin Ly
XXX | xx | X

trong 46 6 dau x chiquyén sach chon va 2 dau | chi phan cach gitra cac loai
sach. Nhw vay moi cach chon twong dwong voi t0 hop chap 2 (dau |) tr 8 phan
ttr. Ta c6 s6 cach chon la C(8,2) = 28.

+ Djnh nghfa: T hop 1dp chap k ti n phan ti 1a mét nhém khong phan biét thir tw
gom k phan t& trich ttr n phan t& da cho, trong d6 cac phan t&r cé thé dworc lap lai.
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+ Dinh ly: Gida sir X c¢6 n phan t&. Khi d6 sb t& hop 1&p chap k t¥ n phan t&r cda X
la:Ck+n-1,n-1)=C(k+n-1,Kk).

+ Vi du:
Quay lai vi dy & muyc 1. Trong treong hop 4, mbi bd (X1, X2, X3) & mét td hop
chap 3 cua 12. Vay so bo la

C(3+12-1,3)=C(14,3)=14.13.12/ 1.2.3 = 364
+ Vidy: Phuong trinh: X3 + X2 + X3+ X4 = 10

€0 bao nhiéu bé nghiém nguyén khéng am ?

Gidi : M®&i bdi nghiém nguyén khdong am cua phwong trinh  twong tng 1-1
véi mot cach chon 10 phan ti, trong d6 phan t kiéu i 13p lai x; 1an, i=1,...,4. Vay
sb bd nghiém 1a sb t6 hop 18p chap 10 cha 4. Vay ta c6 sé nghiém la

C(10+4-1,4-1)=C(13, 3) = 286
c) Té hop lap téng quat

+ Binh nghfa: Té hop lap téng quat chap k tir n phan t& 1a nhom khong phan biét
thi tw gom k phan t& trich tr n phan tl da cho, trong dé phan t&r th i 1ap lai khéng
qua ki 1an (i=1,....n), V6i ki + ... + ko2 k.
+ Cong thirc: Goi Q 1a tap hop tat ca cac té hop lap chap k tv n phan ti. Ta c6

IQ] = C(k + n - 1, k).

‘ Ky hiéu Ai,i=1, ... n, l1asé td hop lap trong Q c6 phan t&r the i 13p lai hon k;

lan.
Nhuw vay tap hop té hop lap tbng quat la
o\ JA

i=1

Suy ra s6 té hop I&p tbng quét |a

DA, NN Am‘

I<ip<.<igsn

C (kyvon k) =Ck+n=1K)+ | (<)

Mat khac méi phan tr cia A n..n A saukhiloai k_+1 phan t& th iy, ...,
k +1 phan tt thi im, 12 mot to hop lap chap k- (k +k +..+k +m).
Nhuw vay ta co

A n..n A |=Cn-1+k=(k +..+k_+m),n-1)
Suy ra
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an(ku---,kn)=C(k+n—Lk)+Zn) D™ > C(n-1+k=(k +..+k +m),n-1)

1<iy<..<ipsn

+ Vi du: Cho 1 bi d3, 2 bi xanh va 3 bi vang. Tinh sé t6 hop chap 3 cla céac vién bi
trén.

MGi to hop la mét t& hop 1ap chap 3 clia 3 phan tir bi dd, bi xanh va bi vang,
trong d6 bi d6 Iap khong qua 1 lan, bi xanh lap khong qua 2 lan, bi vang lap khdng
qua 3 lan. Vay so to hop la
C2(123) =C(3-1+33-1) -
[c(3-1+(3-1-1)3-1)+C@B-1+(3-2-1),3-1)+C(3-1+(3-3-1,3-1)]+0=
C(52)-C(32)-C(22)-C(12)=10-3-1=6

4. HE SO NHI THUC

a) Céc tinh ch at co’ ban
V& moi n,kON, ks n.

0) C(n,k) = C(n,n-k)
C(n,0)=C(nn)=1

(i) Coéng thire tam giac Pascal
C(n,k) = C(n-1,k-1) + C(n-1,k)

(i)  Coéng thirc giam bac
k.C(n,k) = n.C(n-1,k-1)
b) Nhi thirc Newton
Véi nON,x,ydCtacd
(x+y)" = C(n,0).x" + C(n,1).x" "y +...+ C(n,n-1).x.y"* + C(n,n).y"

+ Hé qua nhj thirc Newton:

(i)  C(n0)+C(n1)+..+C(nn) = 2"
(s6 cactap conclanphantrla 2")

()  C(n,0)-C(n1)+..+(-1)"C(n,n) = 0

[2] o2
(i) Y C(n2j)=Y C(n2j+y =2"

(sb tap con chén bang sé tap con 18).

¢) Coéng th c Vandermonde
Choa,b,nON. Taco
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> C(a,k).C(b,n-k) =C(a+h,n)
k=0
- CM. Goi Elatap c6 a+b phan ti, A, B 0 E roi nhau, A c6 a phan t& va B c6
b phan t&. Khi d6 mai to hgp chap n cua cac phan ti trong E la mét ket hop cia mot
t0 hop chap k cda cac phan t&r trong A va t6 hop chap n—k cuda cac phan t& trong B.
Tw d6 suy ra céng thire.

Ap dung céng thirc cho a=b=nsuyra
e Hé qua: VéinON taco

iC(n,k)2 =C(2n,n)
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CHUONG | )
SU KIEN VA XAC SUAT

|. PHEP THU VA SU KIEN

1. Binh ngh Ta
« Phép th & 1a sy thuc hién mot bo diéu kién xac dinh, c6 thé 1a mét thi nghiém cu
thé, quan sat do dac hay thu thap di¥ li€u vé mét hién twong nao do.

« Swrkién cha phép thir 1a mot két cuc xay ra nao dé clta phép thir. Mot phép thir co
thé c6 nhiéu sw kién.

+ Vidu

(i) Gieo mot ddng tién 1a phép thir. Hai sw kién c6 thé xay ra la xuét hién mat
sép, ho&c xuat hién méat nglra.

(i) Gieo mét con xuc sac la phép thir. Cac két cuc sau la cac sw kién cda
phép thir:

- Xuét hién mat 1 chdm

- Xuét hién mat 2 chdm

- Xuét hién mat 3 chdm

- Xuét hién mat 4 chdm

- Xuat hién mat 5 cham

- Xuat hién mat 6 cham

- Xuét hién mat c6 sb chdm 1&

- Xuét hién mat c6 s6 chdm chan

(iii) Quan sat ghi nhan tudi tho ctia mét chi tiét may, hay cta mét loai bong
dén, 1a mot phép ther. Sw kién cta né cé thé la gia tri bat ky trong khodng [0,+),
hoac mét khoang (a,b) O [0,+<) nao d6 ma tudi tho roi vao.
» Swkiénsorcép

Trong céc sw kién ta thay, c6 sw kién |a két hop cla cac sw kién khac, chang
han nhu sy kién xuét hién mat c6 sé chadm 1& & vi du (i) 1a hop cta ba sw kién xuét
hién mat 1 chdm, mat 3 chAm va mat 5 cham.

] Nhirng sw kién khQng thé phan chig ra cac sw kién nho hqn goi la sw kién so
cap, vi du nhw sy kién xuat hién mat 1 cham, 2 cham,..., mat 6 cham & vi du (ii).

« Khong gian cac s kién so' cdp cla phép thi la tAp hop tat ca cac sy kién so cép
cla phép thtr do, thwdng ky hiéu la Q.

+ Vi du. Khéng gian cac sw kién so cap cla phép thtr gieo con xuc s&c la
Q={wli=1,2...,6}
voi W, i=1,...,6, 1a sw kién xuét hién mat c6 i cham.

Bay gid ta cho Q 1a khéng gian sw kién so cap cta phép thtr a. Dé thay rang,
méi sw kién A ctia phép tht a 1a tap con clia Q.
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Céac suw kién cua phép thr tao thanh khéong gian sw kién, dwoc dinh nghia
chinh xac nhuv sau.

« Khong gian st kién. Cho khéng gian sy kién so cdp Q cla phép thir a. Cho B 14
o—dai sb trén Q, ttrc B thoa

()QOB; (i)AOB = AOB; (i)ADOB = |JA OB

Khi dé B goi la mot khdng gian st kién ctia phép th a.

Sw kién O khéng bao gi& xay ra, goi la st kién bat kha.

Sw kién Q Iuén xay ra, goi la st kién tat yéu.

Sw kién ng4u nhién |a sw kién khac O va Q.
2. Quan h é va phép tinh s w kién

Cho phép thr a véi khdng gian sy kién B, A, B [ B.
* Su kién A goi 1a sy kién riéng cla sw kién B, ky hiéu A O B, néu su kién A xuat
hién kéo theo sy kién B cling xuat hién.

« Sw kién A goi la twong duong sw kién B, ky hiéu A=B,néu AOB va B OA.

« S kién téng cua sw kién A va su kién B, ky hiéu A O B, la sw kién xay ra khi va chi
khi xay ra sw kién A hoac sw kién B.

» Sy kién tich clha sw kién A va sy kién B, ky hiéu A n B hay A.B, la sy kién xay ra
khi va chi khi xay ra sy kién A va sy kién B.

Twong ty ta dinh nghia sw kién téng va sw kién tich cGa nhiéu sy kién

« Sy kién hiéu cla sw kién A dbi voi sw kién B, ky hiéu A\ B, la sw kién xay ra khi
va chi khi xay ra sy kién A va khdng xay ra sy kién B.

« Swrkién déilap cua sy kien Alasw kien A =Q\A.
« A va B goi la xung khdc néu A n B = 0.

» Tap hop cac sw kién { Ag, . .., Ay} goi la nhém ddy di cac sw kién néu ching
xung khac tirng cap mét va tong clia ching la sy kién tat yéu Q.

+ Vi du. Xét phép thlr gieo con xic x&c. Cac sw kién xut hién méat i chdm « ,
i=1,...,6, tao thanh nhom day du cac sw kién.

Néu ta ky hiéu A I1a sy kién xuét hién mé&t 1& va B 1a sy kién xuat hién mat
chén thi {A, B} ciing |a nhém day du cac sw kién.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Il. XAC SUAT

1. Khéi ni @m xac su at

Quan sat cac sy kién ngau nhién ta thay kha nang xuét hién cta ching khéng
gibng nhau. T d6 nady sinh van dé do lwdng kha nang xuat hién cta sy kién ngau
nhién. M&i sy kién A dwoc gan mot sd khdong am P(A) dé do kha nang xuét hién
dwoc goi la xac suét cua sw kién.

« Pinh nghia. Cho khéng gian sw kién B cua phép thr a. Anh xa P : B - [0; 1] goi
la xac suét trén B, néu

HPQ)=1

(i) V&i moi tap sw kién {A;|iO1} 0B, | latap chi sd hiru han hodc vo han, tirng doi
mot xung khéc ta co

P(UA] =2 .P(A)
iol iol

Khi dé (Q, B, P) goi la khéng gian xac suét.
s Trvong hop Q ={wy, ..., un } lakhdng gian s kién roi rac hiru han.
+ Ménh de.

Tap hop tat ca tap con cha Q, ky hiéu P(Q), la khdng gian sy kién.

+ Binhly. Cho Q la kh@ng gian sw kién so cap hiru han.
Cho P la xac suat trén P(Q). Ky hiéu p; = P(w), di=1,...,n. Khi do6 ta cé

0 pz 0,0i=1..,n

(i) > p=1
Ngwoc lai, Moitap {pi|i=1,...,n} thod (i), (i) xac dinh mét xac suat trén

P(Q) v6i
P(A =Y p,0AORQ)
UA

+Vidu:ChoQ={w]|i=1, .., 6}lakhéng gian su kién so cap cla phép thir gieo
xdc xac, trong d6 w la sw kién xuét hién mat i. Khi d6 tap { pi= 1/6 | i=1,...,6} xac
dinh mét xac suat trén P(Q).

2. CAc tinh ch at cua xac su at
Cho khéng gian xac suat (Q, B, P) cuta phép thtr nao dé. Khi dé
(i) PU) =0
(i) P(A) = 1- PA)
iy AOB = P(B\A) = P(B) - P(A)
(v), P(AOB) = P(A)+P(B) - P(An B)
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v) (U'Akj Zn; )™ SP(AnA n..nA)

I<i;<Sip<..<ipEn
Ching minh. Cac tinh chat (1)-(iv) suy ra ti dinh nghfa. Tinh chat (v) chirng
minh bang quy nap.

3. CAch tinh xac su at trong tr worng h op dong kh a nang

a) Trwong hop sw kién so cép hitu han

* Binh nghia. Cho khong gian sw kién so cap Q = {ool, Ce oon} cla phép th&r nao
do. Tanéi Q déng kha nang néu cac su kién so cp c6 xac suat nhw nhau:

P(@)=P(@), 0i,j=1,..,n

Khi d6, tr tinh chat xac suét, ta co:

0] P(w) =1/n Oi=1,...,n

(i) P(A) = |Al/n OAOQ
trong do |A] la lyc lwgng cua tap A.

No6i cach khac

S6 klét cuc thuan loi sy kién A
S6 két cuc dong kha nang

P(A) =

+ Vidu
(i) Gieo mot xic xac hoan toan dbi xieng. Tinh xac suét

(a) xuét hién mat 6 chdm

(b) xuét hién mat boi cta 3

Giai

Goi A la sw kién xuat hién méat 6 chdm, B |a sw kién xuét hién mat boi cia 3.

Sb sy kién so cap dong kha nang la 6, sé két cuc thuan loi sy kién A la 1, sb
két cuc thuan loi sy kién B 1a 2. Vay

P(A) = 1/6 va P(B) = 2/6 = 1/3

(i) Trong thiing cé a qua cau trang, b qua cau den gidéng hét nhau. LAy ngau nhién n
qua (n < a+ b). Tinh xac suét rat dwoc k qua cau trang.
Giai. ] , ]
Moi két cuc cla phép the (rat n qua cau) la mot to hop chap n cua (a+b) phan
tee. Nhw vay so két cuc dong kha nang la C(a+b, n). ]
Gpi Ax la sw kién rat duwoc k qua cau trang. Nhw vay nhirng kfét cuc rat dwoc
k qua cau trang va n — k qua cau den la thuan lgi cho sy kién Ax. SO két cuc nay la
C(a,k)*C(b,n-k). o
Vay xac suat cua sy kién rut k qua cau trang la
C(a,k).C(b,n-k
p(ay = C@KCON—K
C(a+b,n)

n
T tinh chét Z P(A)=1 suyra
k=0
& Hé qua: cong thirc de Vandermonde
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> C(a,k).C(b,n-k) =C(a+h,n)
k=0
(iii) Gia thiét gidng vi du (ii). Tinh x&c suét rat dwoc it nhat 1 qua cau trang.
Giai.
Goi A |a sy kién rat dwoc it nhat 1 qua cau trang. Khi d6 sw kién bu cha A, tirc
A, la sy kién ca n qua cau duwoc rat déu den. Sé két cuc thuan loi A 1a C(b, n), nén
xac suat sw kién A 1a C(b,n)/C(a+h,n).
Suy ra xac suat sy kién A la
P(A)=1-P(A)=1- C(b,n)/C(a+b,n).

b) Truong hop sw kién so cép vo han

« Pinh nghfa. Cho khéng gian xac suat (Q, B, P), |Q| = ». Gia thiét m:B -~ R" 1a anh
xa dinh nghia trén B thoa

H0<m(Q) <=

(if) Vi moi tap sy kién {Ai|iD1} 0B, Ilatap chi sb hivu han ho&c vo han, tirng doi

mét xung khac ta co
UA] =2.m(A)

idl idl
Anh xa m goi la dé do trén B.

Tan6i Q ddéng kha ndng néu xac suat ciia mbi sw kién trong B ti 1& v&i d6
do cua noé.

Khi d6, tir tinh chat xac suét, ta co:

P(A) = m(A)/m(Q) OADOQ
No6i cach khéac

D6 do mién két cuc thuan loi sy kién A
D6 do mien két cuc dong kha nang

P(A) =

* D6 do hinh hoc.
- D6 do cha doan thdng hay dwdng cong la d6 dai.
- D6 do ctia mién phang hay mién cong la dién tich.
- D6 do clia vat thé 1a thé tich.

+ Vidy:
(i) Puwérng day dién thoai ngam ndi ba tram A, B va C (xem hinh). Béng nhién lién lac
gitra A va C bi ngat do dit day. Hay tinh xac suét day dut trong doan day tir A dén
B. Biét rang day déng chét, doan AB dai 400 m va doan BC dai 600m.
@ L @
A 400m B 600m

C
Giai.

R6 rang kha nang day dut tai méi diém bat ky 1a nhw nhau. Nhw vay xac suét
day dit trong mot doan ti 1& véi dd dai cia doan day d6. Suy ra xac suat day dit
trong doan AC la
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400/(400 + 600) = 0.4

(if) Hai ngwoi A va B hen gap nhau tai mot dia dlem xac dinh trong khoang tt 0 dén 1
gi&. Nguoi den trvdc sé cho toi da 20 phat, néu nguwoi kia chua dén thi sé bo di.
Tinh xac suat ho gap nhau. Biét rdng mdi ngudi cé thé dén chd hen vao thoi diém
bat ky trong khoang thoi gian trén v&i kha nang nhw nhau.
Giai.

Goi x la thoi diém dén ché hen ctia A va y la thoi diém dén chd hen cua B
(tinh ra phut). Moi két cuc ddng kha nang la mot cdp (x,y), 0 < x,y < 60. Tap khong
gian sy kién so cap Q sé la hinh vudng

A y
Q={(xy)|0< x,y< 60} ‘ 60
_ Mién két cuc thuan lgi cho hai nguoi gap nhau
la phan hinh vuéng chan gitra hai dwdng thang B
y=x+20 va y=x-20 (xem hinh bén) ‘ ‘
2

B={(x,y)|0< x,y< 60va|x-y|< 20} T

v

0 20 60 X
Suy ra xac suét hai ngwdi gap nhau la dién tich B chia cho dién tich Q, tic la

(60? — 40%)/60° = 5/9

4. Tan su at

Trong thwe té c6 nhirtng phép thtr khdng c6 sb sw kién so cap ddng kha nang.
Chang han nhw phép th ban mét vién dan vao bia. Khi d6 sy kién ban tring bia va
sy kién b&n khéng trang bia khdng thé coi la déng kha nang.

Trong nhitng trwdng hop nhw thé nay nguwdi ta stv dung khai niém tén suét.
« Dinh nghia. Cho A 1a sy kién cta phép thir. Gia st phép th&r dwoc 1&p lai n 1an va
sw kién A xuét hién m 1an. Ti s& m/n goi la tan suét xuat hién sy kién A trong loat n
phép thir. Nguwdi ta da chirng minh

%DmaP(A)

Vi vay trong thyc té , khi n dd I&n, ngudi ta coi P(A) = m/n.

+ Vi dy. Nha toan hoc Laplace da thdng ké tan suét sinh con trai & cac thanh phé lon
chau Au la 22/43 = 0.512.
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l1I. XAC SUAT cO DPIEU KIEN

1. Khai ni 8m xac su at co diéu kién

Cho khdng gian xac suét (Q,B,P),BOB coP(B)>0. Voi mdi sw kien A 0 B,
xac suat dé A xuét hién vai gia thiét sw kién B xay ra goi la xac suét cé diéu kién cla
sw kién A véi diéu kién B.

+ Vi dy. Nguoi ta diéu tra cac gia dinh c6 hai con thi thay ti 1& sinh con trai con gai
bang nhau. Vi vay 4 kha nang sau c6 xac suat bang Ya:

(T,T), (T,G), (G,T), (G,G)

trong d6 T ky hiéu con trai, G ky hiéu con géi va trong cac cap trén anh hoac chi
dwng trwdc, em dirng sau.

Gia st nguwoi ta gb clra mot nha céd hai con, va c6 bé gai ra mé clra (tlrc gia
dinh cé bé gai). Hay tinh xac suat d& dra bé con lai 1a con trai.

Khéng gian sy kién so cap la

Q={(TMn, (T.G), (GCT)(GG)}

Goi Ala sy kién giadinhco 1traiva 1 gai. Tacé P(A) =%
Nhwng voi dieu kién gia dinh c6 bé gai thi cac sw kién so cap dong kha nang

BN

la
Q' ={(T,G), (G,T), (G,G)}

va c6 2 két cyc thuan lgi cho A 1a (T,G) va (G,T). Vay véi diéu kién gia dinh c6 bé
gai thi xac suat can tim ctia A la P’'(A) = 2/3.

. Bay gi¢ ta ky hiéu B la s kién gia dinh c6 con gai. Ta noi P’(A) la xac suét co
dieu kién ciia A doi v&i B va ky hiéu la P(A/B).
Ky higu )
n la sO két cuc dong kha nang
nx la so két cuc thuan lgi sw kién X, X O B.
Taco

P(A/B) = Nag _ nAB.: n _ P(AB)
Ng Ng:nN P(B)

Tw d6 ta di dén dinh nghia sau
* Dinh nghra. Cho khéng gian xac suét (Q, B, P), B OB c6 P(B) > 0. V&i méi
sw kién A 0 B, ta dinh nghia x&c suét cé diéu kién cla sw kién A v&i diéu kién B la
dai lwvong
P(AB)
P(B)
Ta dé dang thdy rang dinh nghia nay thod man cAc tién dé xac suét va anh xa.

P(A/B) =

Vay
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P(s, B) : A > P(A/B) ciing la xac suét trén khong gian sw kién B.

Bang qui nap ta d& dang ching minh dinh ly sau
« Dinh ly nhan xac sudt. Cho céac sw kién A, ..., A,. Khi d6

P(ALAs.....An) = P(A1).P(A2/AL).P(AJ/ALA).....P(AWAL..... An1)

2. Sw kién doc lap
Cho khéng gian xac suét (Q, B, P), A, B 0 B.

« Sw kién A goi la doc 14p v&i sw kién B néu két qua cla sy kién B khéng anh hwéng

dén xac suat cla sw kién A.

Hién nhién 1a néu P(A)=0 ho&c P(B)=0 thi sw kién A ddc lap v&i B va B ciling

doc lap voi A.
Néu P(A) # 0 va P(B) # 0 thi, theo dinh nghia,

) A déclapvoiB < P(A/B) =P(A) o P(A.B) = P(A).P(B)
" B doc lap véi A = P(B/A) = P(B) o P(A.B) = P(A).P(B)
Két hop cac két qua trén ta co
Tinh ddc l1ap c6 tinh chét twong hé, tirc 1a A doc lap véi B thi B cling doc 1ap
véi A va

A va B déc lap voinhau < P(A.B) = P(A).P(B)

Bay gi¢ ta cho cac sy kién A O B, i=1,...,n.
e CAc sv kién A4,..., Ay goila déc lap tumg ddi, néu

Oij0{4,...n}, i# = A, A doc lap

« CAac sw kién As,..., Ay goi la déc lap twong hd, néu méi sw kién A, k=1, ...

lap v&i tich nhém bat ky cac sw kién con lai.
T dinh ly nhan xac suét suy ra

* Dinh ly. Cac sw kién Ay, ..., A, ddc lap twong hd khi va chi khi
O10{1,...,n}, P[HAJ =[P

idl 101
+ Ghi chu. V&i n>2, khai niém doc l1ap twong hé manh hon déc 1ap tirng doi.
Xét vi du dieu tra gia dinh hai con & trén. Goi

A la sw kién gia dinh c6 1 trai, 1 gai.
B la sw kién gia dinh c6 con géi dau
C la sw kién gia dinh c6 con trai thir

Tacé: P(A)=P(B) =P(C) =%
Va: P(AB)=P(B.C)=P(C.A) =Y
Vay A, B, C déc lap tirng doi.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Nhwng A, B, C khong doc 1ap twong hé vi
P(A.B.C)=Y # P(A).P(B).P(C) = 1/8

« Dinh ly. Néu A, B doc lap thi cac cap sw kién (A, B), (A,B)va (A,B) ciling doc
lap.

Chdmg minh. Ta co

P(A, B) = P(A\A.B) = P(A) - P(A.B)

= P(A) - P(A).P(B) = P(A).(1 - P(B)) = P(A).P(B)
= Ayé B doc lap.

DOi v&i cac cap con lai cling chirng minh twong tw.

Tw dinh ly trén va bang qui nap suy ra
« Binh ly. Cho Ag,..., A, la cac suw kién ddc lap twong hd. Khi d6 cac sw kién B, ...,
B, , trong d6 B; la A hoac K di=1,...,n, cling doc 1ap twong hé

+ Vi du.
(i) Mot thung dwng n san pham, trong d6 c6 m phé phadm (m<n). Rat ngau nhién 1
san pham, sau d6 rit tiép 1 san pham nira (s&n pham rat 1an dau khong bé lai vao
thung). Tinh xac suat san pham rat dau la phé phdm va san pham rdt sau la chinh
pham.
Giai. Goi
A la sw kién san pham rat dau |a phé pham.
B la sw kién san pham rat sau la chinh pham.
Khi d6 xac suét can tim la
P(A.B) = P(A).P(B/A) = 1 =M
n n-1
(i) Mot cdng nhan dirng 3 may, cac may hoat déng ddc 1ap véi nhau. Xac suét dé
trong thoi gian T may 1, 2, 3 khoéng bi héng twong rng la 0.9 ; 0.8 ; 0.7. Tinh xac
suét c6 it nhat 1 may bi héng trong thoi gian T.
Giai. Goi
A la sw kién may 1 khéng bi héng trong thoi gian T.
B la sy kién may 2 khdng bi héng trong thoi gian T.
C la sw kién may 3 khdng bi héng trong thoi gian T.

X&c suat dé ca ba may khoéng bi hdng trong thdi gian T 1a
P(A.B.C) = P(A).P(B).P(C) = 0.9 * 0.8 * 0.7 = 0.504
Sw kién c6 it nhat 1 may héng dbi lap véi sw kién A.B.C. Vay xac suét can tim |&:
1-P(A.B.C) =1 - 0.504 = 0.496
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IV. CONG THUPC XAC SUAT TOAN PHAN va CONG THU'C BAYES

1. Cong th trc xac su at toan ph an
Cho khong gian xac suat (Q, B, P). Gia st Ay, ..., A, 1a nhom day da sw kién
va B l1a sy kién béat ky trong B.
Bai toan dat ra la: biét xac suat P(A) va P(B/A), i=1,...,n, tinh xac suét P(B).
Taco
B=B.AOA0O...0A)=B.A;0B.A;0... [ 0B.A,

Vi cac svw kicf:n A, ..., An xung khac tlrng d6i nén céac sw kién B.A, . . .,
B.A, cilng xung khac ttrng déi. Suy ra

P(B) = iP(B.A)

Mat khac ta co
P(B.A) =P(A).P(B/A) Oi=1,...,n

T détaco
» CONg thire xac suat toan phan

P(B) = > P(A)P(BA)

+ Vi du.
() Mot nha may san xuat béng dén gédm ba phan xwéng. Phan xwéng 1 san xuét
50%, phan xwéng 2 san xuat 20% va phan xwéng 3 san xuat 30% sb bong déen. Ty
|& phé phdm cla phan xwéng 1, 2 va 3 twong ng la 2%, 3% va 4%. Hay tinh ty 1é
phé pham chung ctia nha may.

Giai.

Ty l&é phé phdm chung clia nha may la xac suit mét béng dén chon ngau
nhién 1a phé phadm. Ta goi

A la sw kién bong déen chon ra thuéc phan xwéng i, i=1,2,3.

B la sw kién bong dén chon ra la phé pham.

Theo cdng thirc xac suét toan phan ta cé

P(B) =P(A).P(B/Ay) + P(A2).P(B/A2) + P(A3).P(B/A3)
= 50%.2% + 20%.3% + 30%.4%
=1% + 0.6% + 1.2% = 2.8%

(ii) Biét xac suat trong khoang thoi gian t c6 k cudc goi dén tong dai la py(k). Gia thiét
rang so cac cudc goi trong cac khoang thoi gian roi nhau la cac sy kién doc 1ap. Hay
tinh xac suat pa(n).

Giai.

Goi

B la sw kién c6 n cudc goi trong khoang th&i gian 2t

Ax, k=0, 1, ...,n, la sy kién c6 k cubc goi trong nira dau thoi giant.
Ta co6

P(AY = pik) va P(BIA) = pn-k)  k=0,1,..., n
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Theo cong thirc xac suét toan phan suy ra
P(B) = px(n) = D’ p(K).p(n—K)
k=0

2. Cong th trc Bayes.

Cho khéng gian xac suét (Q, B, P). Gia st Ay,..., A, 1a nhdm day da sy kién
va B la sw kién bat ky trong B. Biét xac suat P(A) va P(B/A) 0i=1,...,n.
Gia thiét phép thtr dwoc thuc hién va sy kién B xady ra. Hay tinh xac suét
P(A/B) Di=1,...,n.
T cong thirc nhan xac suét
P(A.B) = P(A).P(B/A) = P(B).P(A/B)  [ii=1,....n

p(aB) = DALP(BIA) Oi=1,....n
P(B)
Thé P(B) theo cong thirc xac suét toan phan ta dwoc
» COng thuc Bayes

p(A/B) = —PA-P(B/A) Oi=1,....n
3 P(A)P(BIA)

suy ra

 Xac suat P(A/B) goi la xac sudt hau nghiém, con xac suét P(A) goi la xac
suat tién nghiém.

+ Vi du.
(i) M6t thiét bi gém ba loai linh kién, loai 1 chiém 35%, loai 2 chiém 25%, loai 3 chiém
40% tbng sb linh kién cda thiét bj. Xac suat hw hdng sau khoang thoi gian hoat dong
T cda tirng loai twong rng la 15%, 25% va 5%.

Thiét bi dang hoat dong béng bi hdng. Hay tinh xac suét hw héng cla ting
loai linh kién.

Giai.

Goi

B la sw kién thiét bj bi héng

Ay la sw kién linh kién héng thudc loai k, k=1,2,3.

Theo cong thirc x4c suét toan phan, ta co

P(B) =P(A1).P(B/A1) + P(A2).P(B/A2) + P(A3z).P(B/A3)
= 35%.15% + 25%.25% + 40%.5%
=525% + 6.25% + 2% = 13.5%

- P(A./B) =5.25%/13.5% =7/18
P(A>/ B) = 6.25% / 13.5% = 25/ 54
P(As/ B) = 2% / 13.5% =4/27

(ii) Gia str mot hé thong truyén tin c6 1 may phat va 1 may thu.
Tai may phat cé thé xay ra hai sy kién: phat tin hiéu (sy kién B) va khéng phat
tin hiéu (sy kién B).
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Tai may thu cé thé xay ra hai sw kién: nhan tin hiéu (sw kién A) va khéng nhan
tin hiéu (sy kién A). } .

Vi anh hwédng nhiéu nén c6 thé xay ra hién twgng may thu khéng nhan duwoc
tin hiéu cia may phat, hoac ngwgc lai may phat khong phat tin hiéu nhwng may thu
van nhan tin hiéu gia do tap am.

Gia st biét xac suat P(B), P(A/B) va P(A/B). D& xac dinh do tin cay cia hé
thdng, hay tinh xac suét P(B/A) va P(B/ A).

Giai.

Theo cdng thirc Bayes ta co

P(B)P(A/B)

PO = @) p(are) + P(EP(AE)

s/ .. PEIPAE)
P(BIA)= P(B)P(A/B)+P(B).P(A/B)
trong d6 cac xac suat P(B), P(A/B), P(A/B) tinh nhw sau
P(B)=1-P(B), P(A/B)=1-P(A/B), P(A/B)=1-P(A/B)

Chéng_han, cho P(B) = 5/8, PLA/B) =3/5vaP(A/B) = 1/3_ta_cé: B
P(B)=1-P(B)=3/8, P(A/B)=1-P(A/B)=2/5 P(A/IB)=1-P(A/B)=2/3

Suy ra

5 . 2 1
PB/A)= > 2—-=2=— & P(B/A):—:%:_
5 s 4
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 CHUONG2
BIEN NGAU NHIEN

|. KHAI NIEM BIEN NGAU NHIEN
1.Vidu

() M@t xa tha ban ba phéat dan vao bia véi xac suét trang bia méi phat 1a p. Goi X la
tan suéat ban trang bia. X c6 thé nhan céac gia tri 0, 1/3, 2/3, 1.

Ta théy X ¢6 hai tinh chat: bién thién va ngau nhién. Tinh bién thién Ia hién
nhién vi X c6 thé nhan céac gla tri khac nhau. Tinh ng4u nhién thé hién & chd gia tri
cta X phu thudc vao két cuc cta phép the ban ba phat dan.

Phép thtr c6 cac két cuc so cap sau:

o =(0,0,0);02=(0, 0, 1);ws = (0, 1, 0);04 = (0, 1, 1)
ws = (1,0,0);06 =(1, 0, 1);07 = (1, 1, 0);08 = (1, 1, 1)
trong d6 bd ba (bs, by, bs) véi by =0 hodc 1 twong ng vé&i 1an bén thir i trwot hodc
tring dich. Chéng han, néu w, xay ra thi X = 1/3. Nhw vay c6 thé coi X la ham ti
Q={w|i=1,...,8}vao R.
(i) Tudi tho trung binh cua chi tiét 1a a. Tuy nhién thdi gian lam viéc cla céc chi tiét
khong gibng nhau. Ky hiéu X la d6 léch cta tudi tho chi tiét so véi tudi tho trung
binh:
X=|t-a].
trong do t la tudi tho chi tiét. ) ] ,
Nhw vay X ciing la dai lwgng ngau nhién. O day khéng gian sw kién so cap
la Q = [0; +<).
2. Pinh ngh Ta.
Cho khéng gian xac suét (Q, B, P). Anh xa
X: Q>R
goi 1 bién ng 4u nhién , néu

OxOR, {wIQ | X(w) = x}OB.

« Bién ngau nhién X goi la bién ngdu nhién réi rac, néu X(Q) la hitu han hozc vo
han dém QUJQ’C. ] ) ] )
Chang han, bién ngau nhién & vi du (i) Ia bién ngau nhién r&i rac.

« Bién ngau nhién X goi la bién ngdu nhién lién tuc, néu X(Q) lap day mét khoang

nao day trén tryc s6. S
Chang han, bién ngau nhién & vi du (ii) la bién ngau nhién lién tuc.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Il. BIEN NGAU NHIEN ROl RAC
1. Luat phan ph 6i xac su at rvi rac

« Binh nghia. Cho khong gian xac suat (Q, B, P) va bién ngau nhién r&i rac X. Gia
sty tAp cac gia tri cia X la

X@Q)={x[iDO1}
trong d6 | la tap chi sé hiru han hoéc vd han dém duorc.
Ta goi luat phan phéi xac suét cia X |a tap
{pc|kO1}
trong d6 px, k 01, 1a xac suét sy kién X = Xy :
Pk = PX=xx) =P(wO Q| X(w) = Xk)

Luat phan phdi xac suét cta bién ngau nhién réirac X dwoc biéu dién dang
day

X={(p)|iOl}
hoac dang bang

X X1 X2 c e Xk
P P1 P2 o Px

Vi X, k O 1, khadc nhau tirng d6i nén cac sw kién X = x,, k 01 xung kh&c tirng
doi. Suy ra

Zpk :P(U {CUDQ|X(C¢)):XK}):P(Q):1

kOl kOl

+ Vi du.
() Luat phan ph 6i xac su at nhjthdc B(n,p). Gid s sw kién A cta phép rhr a cé
xac suét 1a p. Thyc hién phép thtr a n (nON) lan mét cach doc 1ap. Goi X 1a bién
ngau nhién co gia tri 1a tan sé xuét hién sy kién A. Hay tim luat xac suét cla X.
Giai.

X ¢6 thé nhan cac giatri 0, 1, 2, ..., n. D& tinh xac suét px = P(X=k) ta lam
nhw sau: .

K)'f hiéu A; la sw kién A & phép thr lanth® i, i=1, ..., n )

Dé X=k thi trong n lan thwc hién phép th a, phai c6 dang k lan sy kién A
xay ra.

Nhw vay , dé X=k thi trong day sw kién (Ay, ..., An) c6 ding k si kién xay ra
va n-k sy kién khong xay ra. Méi kha nang nhw vay c6 xac suét 1a

p“.(1-p)" "
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Mat khac méi kha nang trén (rng vé&i mot td hop chap k cta n phan ti. Vay ta
nhan dwgc cong thirc Bernoulli

Pk = C(n,k).p%.(1-p)" %, k=0, 1, ...,n
Luat phan phéi xac suét
{(k, C(n,k).p*.(1-p)"* | k=0, 1, ..., n}
goi 1a luat phan phdi xac suét nhj thic B(n,p).
X&c suat dé sb 1an xuét hién A ndm trong khoang tv k; dén k. la

P (ki k) = >.C(nK).p* (L= )™

k=k,

(i) C6 n xa tht ban bia. Xac suat ban trang dich cta xa thd k 1a py , k=1,..., n. Goi X
la s6 xa tha ban tring dich. Tim luat phan phdi xac suét cta X.
Giai.

Lap luan twong tw nhw trén ta thay c6 C(n,k) kha nang k xa thu ban tring dich
va n-k xa tha ban trvot. Tuy nhién xac suét moi kha nang khong glong nhau. Vi vay
X4c suat P(X=k) la tbng ctia C(n,k) sd hang, mbi sd hang la tich cla k xac suét p; va
n-k xac suét g;=1-p; dang

R A A PR /LS JARETELS TN
Nhw vay

P(X=k) = ﬂplh |‘|(1 Py
]_|1<|2< <ik<n

JO0{ 1,
trong d6 méi bd {is, ... , ik } 1a td hop chap k ctia n phan tr {1, 2, ..., n}.

Chang han, véi
N=4,p1=01;p2=0.2,;p3=0.3; ps=04

taco
P(X=2) = 0.1x0.2x0.7x06 + 0.1x08x0.3x0.6 + 0.1x0.8x
0.7x0.4
+ 0.9x0.2x0.3x0.6 + 0.9x0.2x0.7x0.4 + 0.9x0.8x
0.3x0.4

= 0.2144
Ta c6 thé tinh xac suat bang ham sinh:

n
$(2) = |—1| (qi + pi'z) zanz"+anz" L radk+ . taiz+ag
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Khi d6
P(X=k) =ax, k=0, 1, ..., n

Quay lai sé liéu trén ta co

$(z) = (0.9 + 0.12)(0.8 + 0.22)(0.7 + 0.32)(0.6 + 0.42) =
=0.302 + 0.440z + 0.215Z% + 0.040Z° + 0.002z*

Suy ra
P(X=0) = 0.302 ; P(X=1) = 0.440 ; P(X=2) = 0.215 ;
P(X=3) = 0.040 ; P(X=4) = 0.002
(iii) Gid str mot phép thtr c6 m sw kién Ag, ..., An hop thanh nhém day du cac sw

kién. Xac suét sy kién Ai 1a p;, i=1,...,m, khong phu thugc vao lan thir. Phép thie
dwoc thye hién n lan. Tinh xac suat A; xuat hién k; lan, i=1,...,m, trong dé

ki+...+kn=n

Giai.
Mai két cuc: A xuét hién ki 1an, i=1,...,m, & mot hoan vi lap va c6 xac suét |a
K, K k
P Psz....pk
Vay xac suét can tim 1a
nl Ky Ak k
- 1 2 m
Polks, - s km) = kK. k! Po-Pe P

(iv) Mot hop kin cé a qué cau trdng va b qua ciu den. LAy ngdu nhién n qua ciu
(n< a+b). Goi X la sé qua cau trdng duoc lay ra. Tim luat phan phdi xac suét cia X.
Giai.
Theo vi du chwong trwéec,
C(a,k).C(b,n-k)
P = P(X =k) =
C(a+b,n)

, 0k=0,1,...,n.

Day la luat phan phdi xac suét siéu hinh hoc H(a+b, n, a/(a+b)).

(v) Trong mét sb ng dung ky thuat, ta thworng gap bién ngdu nhién roi rac vo han cé
luat xac suat

a A

ke’ T lk=012...}

trong d6 A > 0 |a hang sb. ) ]
Luat nay goi la luat phan phdi xac suat Poisson , ky hiéu la P(A).

« Bién ngdu nhién déc I4p. Hai bién ngau nhién X va Y trén ciing khong gian xac suét
goi la déc lap, néu luat phan phdi ctia X khéng phu thudc gia tri cta Y va nguwoc lai.
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2. Ham phan ph 6i xac su at

« Dinh nghfa. Cho bién ngdu nhién X (r&i rac hodc lién tuc) trén khdng gian xac suét
(Q, B, P). Ham phan phdi xac suat ctia X la ham

F(X) =P(X = x), OxOR

Ta xét trwdng hop bién ngdu nhién réi rac.
 Cho bién ngau nhién r&i rac X c6 luat xac suat

{i, p) |i=1, ..., n}

T dinh nghia suy ra ham phan phdi F(x) dwoc xac dinh theo cong thirc sau

Fo)=P(X< x)= 2P

X; X

Nhw vay ham phan phéi la ham gian doan bac thang c6 bwéc nhdy py tai
X=Xk , k=1,...,n, va la ham lién tuc phai.

+ Vi du: Xét luat nhi thirc B(3, ¥2). Ta co
Po=1/8, p1=p2=3/8,p3=1/8

Vay ham phan phéi &

0 ,x<0
s 0=sx<1
F(X)=<2 1sx<2
I 2<x<3
1 3=<X

Dé thi ctia ham phan phéi nhw sau

G
Y

Y

A 4
v
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« Tinh chét. Cho ham phan phdi F(x) cta bién ngau nhién X. Khi d6
() F(x) khéng giam trén R
(i) im F(x)=1 va lim F(x)=0

X — +00

X — —00
(iiif) F(x) lién tuc phai trén R )
(iv) Neu X la bién ngau nhién r&i rac v&i luat xac suat

{(Xi y pl) I i=l, ey n}
thi ham phan phéi F(x) dwoc xac dinh theo coéng thirc sau

F(x) = Z P

X X
va
P(X=x) =F() - lim F(t)

& Ghi chua: Tw (i) va (ii) suy ra
0< Fx)=< 1,0x0OR

3. Cac tham s 6 dac tr wng

a) Ky vong.
Cho bién ngau nhién r&i rac X voi luat xac suat

{(xi, p) |1 001}

Ky vong cua X, ky hiéu E(X), la gia tri xac dinh bé&i cong thirc

E(X) = ZK B

iol

Trong trwdng hop tap chi sb | vo han thi chudi phai hoi tu tuyét déi.
+ Vi du. )
(i) Phé&n phaoi Bernoulli. ) ) 3

Cho A la sy kién cua phép thir a c6 xac suat P(A) = p. Goi X la bién ngau
nhién chi so lan xuat hién sy kién A trong 1 lan thwc hién phép thtr a. Luat phan phoi
cua X la

{(1,p), (0,1-p)}
Vay
E(X)=1.p+0.(1-p)=p

(i) Cho X la bién ngau nhién c6 luat phan phdi nhj thirc B(n,p)
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{(k, C(n,k).p*.(1-p)" ™ | k=0, 1, ..., n}
S dung dang thirc
k.C(n,k) = n.C(n—1,k-1), On,kON, n= k

ta co
E(X) = Y_kC(n,k).p“ @~ p)"™ = > KkC(n,k).p“ (1~ p)"™* =
k=0 k=1

n n-1
=2 nC(n-1k-1.p @-p)"* =n.py C(n-Lh).p"A-p)"" =np
k=1 h=0
(iii) Cho bién ngau nhién X c6 luat phan phdi xac suét Poisson P(A)

k
{(ke“‘|k 012,...}

Taco
k 3] /]k—l

E(X):kzzék. ? => e (k—1)l_)| ‘Z el =)

k=1 h=0

(iv) Cho X la bién ngau nhién c6 luat phan phdi xac suét r&i rac vo han

Taco

nhwng

Chudi trén phan ky nén X khong cé ky vong.

« Dinh ly. Cho X la bién ngau nhién rdi rac ctia phép thtr a cé luat phan phdi xac suét
{Cxi, i) 1001}

Gia str X c6 ky vong E(X) va anh xa ¢:R>R . Khi doé ¢(X) ciing la bién ngau
nhién cGa phép thir a. Néu ¢(X) c6 ky vong thi
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E[pO)] = 2 #(X)-P
idl
CM. Suy ra truc tiép t& dinh nghta.

« Tinh chét. Cho X, Y 1a céc bién ngau nhién, C 14 hang. Khi d6
() E(C)=C
(i) E(C.X) = C.E(X)
(iii) E(X + Y) = E(X) + E(Y)
(iv) Néu X, Y la cac bién ngau nhién déc lap, thi
E(X.Y) = E(X).E(Y)

b) Mode. ] ] ]
« Dinh nghfa. Cho bién ngdu nhién X v&i luat phan phoi xac suat

{Cxi, i) 1001}
Mode ctia X 1a tri ctia X c6 xac suét cwe dai, ky hiéu M(X).
+ Vi du. Cho bién ngdu nhién X c6 luat phan phdi xac suét nhj thirc B(n,p). Ky hiéu

Pa(k) = P(X=K) = C(n,k).p".q"™ (a=1-p)

Taco

P.(k+1) _ C(nk+1).p"g" ™ _ nl K.(n-k)!'p_n-kp
P (k) C(n,k).p*.gq"* (k+Dl.(n-k-1)!' n g k+1gq

Tw d6 suy ra

Pn(k+1) > Pn(k) < (n=k).p > (k+1).q
- n.p - k.p > (k+1)(1-p)
= np-kp>-kp-p+k+1
= k<np-qg

Pn(k+1) = Pn(k) - k=np-q
Pn(k+1) < Pn(K) - k>np-q

Ta thay khi k tang tir 0 dén n, ham P,(k) tang dén cuc dai rdi gidm dan. Vay
Néu n.p—q= 0 lasé nguyén thi P,(k) dat cuc dai tai

ko=np-g va ko+l=np-g+1l=np+p
Néu n.p — q > 0 khéng nguyén thi P,(k) dat cwc dai tai
ko=In.p - ql(x] la s nguyén nhé nhét I&n hon x)
Néu n.p — q <0 thi P,(k) datcwc daitai ko =0.

¢) Phuwong sai va dé !éch quéan phuwong. ] ]
« Dinh nghfa. Cho bién ngdu nhién X v&i luat phan phoi xac suat
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{Oi, pi) 1001}
vaky vong E(X) = a. Gia thiét chudi Y (% —a)°.p, hoi tu. Khi d6 tdng ctia chudi goi

il
la phwong sai cta X va ky hiéu la D(X), tic la

DX) = Y. (% —a)’.p, = E(x-a)?

iol
Néu X c6 phwong sai D(X) thi dai lwong

a(X) =/D(X)

goi la dé 1éch quan phuwong cta bién ngau nhién X.

» Cong thire Koenig—Huyghens.
D(X) = E(X*) - [E(X))*

CM.
D(X) = E(X-a)? = E(X* - 2.a.X + a°)
= E(X?) —2E(X).E(X) + E(X)? = E(X?) - [E(X)]?
+ Vi du. ) ) )
() Tinh phwong sai cia bién ngau nhién X c6 luat phan phdi nhi thirc B(n,p)
(9=1-p).
Taco

EX® = Y k2C(nk).p“.q""
k=0

= > knpC(n-1k-1.p"g" Y @p  dung kC(nk) =
k=1
n.C(n-1,k-1))

n-1
- n p.;(h +1).C(n-1,h).p".g" ™" (h=k-1)

n-1 n-1
= n p_z hC(n-1h). ph'q(n—l)—h N p'z C(n-1h). ph'q(n—l)—h

h=0 h=0
= np.E(X) + np.l
trong d6 X' co6 luat nhj thirc B(n—-1,p). Vay

E(X?) = n.p.(n=1).p + n.p = n.(n-1).p*> + n.p
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Theo cong thirc Koenig—Huyghens suy ra

D(X) = n.(n-1).p?> + n.p - (n.p)> = n.p.q

Do léch quan phwong cua X la

o(X)=4/n.pg

(i) Tinh phwong sai cta bién ngau nhién X cé luat phan phéi Poisson tham sb A > 0,
P(N).
Taco

PRI A
e A. =e’ AN (h+1) = (h=k-1)
k=1 k! i (k-1 ; h

©

h ) h
2> he % + e .Z% = AEX)+Aer e = AN+ A= R+ )
4 h=0 1k

h=0
Theo cbng thirc Koenig—Huyghen suy ra
DIX)= A +A=-AN =]\

Do léch quan phwong cua X la
o(X) =+

« Tinh chét. Cho X, Y 1a céc bién ngau nhién, C 14 hang. Khi d6
() D(C) =0
(i) D(C.X) = C2D(X)
(iii) o(C.X) = |C.a(X)
(iv) Néu X, Y la cac bién ngau nhién déc lap, thi
D(X +Y) = D(X) + D(Y)

CM
(iv) DIX+Y) =EX+Y)?-[EXX+Y)>=EX*+2X.Y + Y% - [E(X) + E(Y)]
= EX) - [EXP + E(Y) - [EMF + 2EXY) -
2.E(X).E(Y)
= D(X) + D(Y) (Vi E(X.Y) = E(X).E(Y))

« Hé qua. Cho X4, ..., X, la céc bién ngdu nhién déc 1ap c6 cung phwong sai D. Ky
hiéu

X =

13y
n=+

i=1

Khi do
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CM

d) MGémen ’ )
Cho bién ngau nhién X, a O R, k O N.
» MAdmen cap k déi véia cua X la gia tri
vi(@) = E[(X - a)']
» Mdmen géc cdp k cla X la gia tri
Vi = Vi(0) = E(XY)
% Mémen géc cdp 1 cla X la ky vong E(X) (néu ton tai).
« Mémen trung tam cdp k cla X, vé&i diéu kién X c6 ky vong, |a gia tri
M = Vi(E(X)) = E[(X = E(X))"]

% Mdmen trung thm cdp 2 cua X la phwong sai D(X) (néu ton tai).

e Dinhly. Chor, s ON, r< s, va bién ngau nhién roi rac X. Khi d6, néu ton tai

mémen gbc cp s cla X, thi tén tai mdmen gbc cap r cla X.
CM
Gia str luat phan phoi xac suat ctia X la

{(i,p) 101}

S

Vivs ton tai nén chudi ' |x

iol
‘Z X.p,
idl

,néu |x|= 1 va

p, hoitu. Taco

<1,néu |x|<1).

o

X X

< S

Vi x|<]% X

Suy ra

XiS

P <o

> Xp

idl

2P+

idl i idl

Cudi cung tasuyra »_|x'|p, hoi tu tuyét doi.

iol

BPpcm
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e« Hé qud. Chor, s O N, r< s, va bién ngau nhién r&i rac X. Khi d6, néu ton tai

moémen gbc cép s cda X, thi tén tai mémen cap r tai a 0 R bat ky cla X.
CM
S& dung dinh ly va dang thirc sau

y.(a) = E[(X -a)] = E{iC(n,k).(-l)r'i.ar"x‘} - ZC(n,k).(-ﬂ-‘ A EX)

« MAémen trung tam cép 3.

Hs = E[X - EX)] = E[X3 - 3.X2.E(X) + 3.X.E(X)* - E(X)*] =
=v3 -3V + 3.v:° —vi¥ = v - 3vpv, + 20,8

Bay gid ta gia thiét rdng X déi xirng qua E(X), trc X ¢6 luat phan phéi
{(Xll pi)li:_w1"'1_21 _ll 1’ 21 ""+w}

trong do
Pi=p-i va Xi—vi=—-X-—-Vvy),0i=1,2, ..,

Khi d6 moi mémen trung tdm cép |& déu bang 0.

Momen ps dac treng cho tinh bat d6i xirng cda bién ngau nhién dbi véi ky
vong. Néu pz > 0 thi phan phai 1éch vé bén phai ky vong, néu pz < 0 thi phan phoi
léch vé bén trai ky vong.

Pai lwvong

_ H
S3 = ;g
goi 1a hé sé bét déi ximg cla bién ngau nhién X.

« Mdmen trung tam cép 4.

Hs = E[X - EX)]* = E[X* - 4.X3.E(X) + 6.X2.E(X)? - 4. X.E(X)® + E(X)*] =
=V4—4.Vv3vq + 6.V12.V2 - 4.V13.V1 + V14 =vV4—4.V3vq + 6.V12.V2 - 3.V14

4. M6t s6 luat phan ph 6i quan tr ong

a) Luéat phan phdi déu roi rac U(1,n).
« Pinh nghfa. Bién ngau nhién X goi 1a tuan theo luat phan phdi déu U(1,n) néu cé
phan phdi

{(, /) | k=1, 2, ..., n}

» Ky vong va phwong sai:

n+1 n*-1
E(X)= — & D(X) =
X) 5 X) 5

CM
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1 1 In(n+l) n+1
E(X)_Zk nkzlk-——- >

Zkz (n+1)* _1n(n+])(2n+1) (n+1)* _n’°-1

_ 2y _ 2 _
DEO = EXY ~ (0= 4 n 6 4 12

+ Vi dy. Trong thiing ¢6 n qua cau, trong d6 c6 1 qua cau den. Nguoi ta lay ngéu
nhién tlrng qua cau ra khoi thung (khong bo lai vao thung) cho dén khi l1ay dwoc qua
cau den. Goi X la bién ngau nhién c6 gia tri bang sbé qua cau lay ra. Xac dinh luat
phan phéi cla X.
Giai.

Mién giatrictaXlai1,2,...,n

Goi A 1a sy kién quad ciu den dwoc rit ra & lan the i, i=1,2,...,n. V&i moi
k=1,2,...,n tacod

px=k) = P(AA...ALA)

P(AP(A /AP(AIAR)...P(ALIAA...ALP(A TAA,...AL)

n-1n-2 n-k+1 1 l
n

n n-1 n-k+2n-k+1
Vay X c6 phan phdi déu U(1,n).
b) Phan phéi Bernoulli B(1,p).
» Dinh nghia. bién ngau nhién X goi la tuan theo luat phan phéi Bernoulli B(1,p),

0<p<1, néu X cé phan phdi xac suét

{1,p), (0,1-p)}

» Ky vong va phwong sai:
EX)=p &  D(X)=p.(1-p)

+ Vi dy. Hai ddi thi ngang strc choi 2.n van c&, véi diéu kién mdi van phai c6 nguoi
thang. Goi X, la bién ngau nhién,

Xn = 1, néu tran dau hoa, ngwoc lai X, = 0.
X&c dinh luat phan phdi cta Xu.
Giai. , - ,
Sy kién X, = 1 xay ra néu ngwoi thr nhat thang n tran. Xac suat mét kha
nang nhw vay la
(]/2) n(]/z) 2n-n — (]/2) 2n
va mdi kha nang &ng véi mot td hop chap n ctia 2n. Vay xac suét

Pn = P(X,=1) = C(2n,n).(%2) *"
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va X, c6 phan phdi B(1,py).
* Ghi chd. bién ngau nhién
X1+ Xo+ ...+ X,
|a s6 théi diém hai ngwdi cé sd van thang thua bang nhau.

c) Phan phéi nhj thic B(n,p).
« Dinh nghfa. bién ngau nhién X goi 1a tuan theo luat phan phai nhj thire B(n,p), nON,
0<p<1, néu X c6 phan phdi xac suat

{(k,C(n,k).p*.(1-p)" ™) | k=0,1,2, ... ,n}

» Ky vong va phwong sai:
E(X)=n.p & D(X) = n.p.(1-p)

+ Vi dy. C6 n khach hang va m quay hang. Méi khach hang chon ngau nhién mét
quay hang v&i xac suat giong nhau va hoan toan doc lap v&i nhau. Goi X la s6 khach
hang chon quay so 1. Xac dinh luat phan phdi cta bién ngau nhién X.
Giai.
Mbi khach hang chon quay sé 1 véi xac suét p = 1/m. Suy ra Xac suét
P(X=k) = C(n,k).(L/m)*.(1-1/m)" ¥

Nhw vay X c6 luat phan phéi B(n,1/m).

d) Phan phdi hinh hoc G(p). ’

* binh nghia. bién ngéu,nhién X goi la tuan theo luat phan phdi hinh hoc G(p),
0<p<1, néu X c6 phan phdi xac suat

{ p.A-p)YH k=12, ...,n, ..., +=}

» Ky vong va phwong sai: Ky hiéug=1-p, tacé

E(X) = 1/p & D(X) = g/p?
CM.
025 I =)
O EX=pikt-ptep— S Lep e P2
(i) Taco
D(X) = p.ZkZ.qk'l—é
1)

Theo (i) ta co
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quk 1_

@- q)2 - q)2 dq dqg
. ikzlqm _(@-9)°+2q-q) _p*+2pq_p+24g
@-a)* p’ p’
Thé vao (1) ta co
+2q 1
Dp = pP S =

+ Vi du. Ba ngwdi choi trd choi gieo xtc sic. M&i van méi ngwoi gieo mot lan, néu cé
ngwoi gieo dugc mat 6 cham thi nguwoi do thang Tro choi ket thac néu co nguoi
thang. Goi X 1a sb van choi. Xac dinh luat phan phéi cia bién ngau nhién X.
Giai.
(i) Trweng hop c6 thé cé nhiéu ngudi thang trong mot van.

Sw kién X =k xay ra néutrong k — 1 van: 1,2,....k-1 khéng c6 ai gieo dwoc
6 chdm va dén van the k thi cé ngudi gieo dwoc 6 cham.

Goi A la sy kién khéng c6 ai thang trong mot van. Ta cé

P(A) = (2)3 &  Pla)= 1—(2)3

5 3 5 3.(k-1)
P(X=k) = |1~ s s L k=1,2,..., +e

3
tic X ¢6 luat phan phéi hinh hoc G(p), v&ip = 1—(§j ~216-125_ 91
6 216 216

(i) Trwdng hop chi cho phep mot ngum thdng trong mot van.

Sy kién X =k xay ra néu & van thtr k cé dang 1 nguoi gieo dugc 6 cham va
trong méi van: 1,2,....k-1 hodc khéng c6 ai gieo dwoc 6 chadm hodc co it nhat 2
nguwdi gieo dwoc 6 cham.

Goi A la sy kién c6 ding 1 ngwdi thang trong mét van. Ta co

1(5) _25 - 25
-3-2 —1-22
P(A) 6(6j = &  Pla)=1

Vay

Vay
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25
tic X c6 luat phan phdi hinh hoc G(p), v&ip = ﬁ
e) Phan phdi siéu hinh hoc H(N,n,p).

« Pinh nghfa. bién ngau nhién X goi la tuan theo luat phan phdi siéu hinh hoc
H(N,n,p) (N, n O N, 0<p<1, g=1-p, N.p O N), néu X c6 phan phéi xac suét

C(N.p,k).C(N.g,n—Kk) _
{(k, CN.) )Ik=0,1,2,...,n}

» Ky vong va phwong sai:

N-n
N-1

E(X)=n.p & D(X) = n.p.q.

CM.
(i) Ky vong: Ta co

_ v, C(N.p,k).C(N.g,n-k)
E(X) = gk cNT)

S dung dang thirc k.C(n,k) = n.C(n-1,k-1), 1< k< n, suy ra

0= 3 np CPLCBOMNe 1l

Tiép theo, ap dung cong thirc Vandermonde, ta ¢

.C(N.p+ Ng-1in-3 _ N pC(N -1n-1)

E(X)= N.p C(N,n) " C(N,n)

(N-1)!  ni(N-n)!
(n=1)!(N —n)! N!

= E(X) = N.p =N.p%=n.p

(i) Phwong sai. Ap dung hai lan céng thirc gidm bac, ta c6

C(N.p,k).C(N.g,n-K)
C(N,n)
=Np.(Np - 1) 3 SRP=2 EES)S(N-q,n— )

Tiép theo, &p dung céng thirc Vandermonde, ta c6

EX(G-1)] = Yk(k-1)

E[X.(X-1)] =N.p.(N.p-1).C(N.p+N.q-2,n-2)/C(N,n)
=N.p.(N.p — 1).C(N -2, n = 2) / C(N,n)
— _ (N=-2)  ni(N-n)!
=N-p(Np-1) (n-2)I(N-n)! N

= N.p.(N.p - 1).%
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T trén suy ra

D(X) = E[X(X-1)] + E(X) - E(X)?
= N.p.(N.p - 1).% +n.p - (n.p)?
_ n.p{(N.p&lz.in—l) +1—n.p}
- n.p.[N +”'£::‘”-p} =n.pq E_—rl]
+ Vi du.

Trong thing c6 a qua cau trdng, b qua cau den. LAy ngdu nhién n qua ciu
(n< a+b). Ky hiéu X la bién ngau nhién chi sb qua cau trang dwoc lay ra. Xac dinh
luat phan phéi cia X.
Giai.
X nhan gia tri nguyén k trong khoang
[max(0, n—-b), min(n,a)]

va Xac suat
_ C@akCbn-k)
C(a+b,n)

P(X = k)

Nhw vay X c6 phan phéi siéu hinh hoc H(a+b, n, a/(a+b)) vé&i ky vong

E(X) = n.a/(a+b)
Va phwong sai

a b a+b-n
at+tba+ba+b-1

D(X)=n

f) Phan phéi Poisson P(A) (A>0). ,
* binh nghia. bién ngau nhién X goi la tuan theo luat phan phoi Poisson P(A), O<A,
neu X cé phan phoi xac suat

/]k
-
Kke-?ﬂlhalﬂwnﬁ“”+w}
» Ky vong va phwong sai:
E(X)=A & D(X) = A

+ Vi du. Luat phan phdi Poisson la luat gi&i han.
Cho day thing (Up)n= 1 , trong d6 thung U, , n= 1, chiva cac qua cau trédng va

cau den theo ti 1& p,.V&in=1,2,... talan lwotldy n qua cau, co tra lai, tir thing Uy, .
Ky hiéu X, la s6 qua cau trang lay ra twr thung Up,.
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Gia thiét n.p, —A khi n- . Ta nghién clru xac suat P(X, =k) khi n- . Ky
hiéu 1 -p,=qn,taco

P(Xn= k) = C(n,K).p.q" " = n(n —1)..l.<(ln -k+1) el

Vi n.p, A khin-, nén p, -»0. Suy ra
lim(n-k)In(q,) = lim(n-k)In(L- p,) = -lim(n-k)p, = -1

kéo theo

lim P(X, =k)=lim n—kp"e‘” _e A
arw v =T T P K

Nhw vay phan phdi ctia X, tiém can dén phan phdi Poisson P(A).
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I1I. BIEN NGAU NHIEN LIEN TUC
1. Ham mat d6 phan ph 6i

« Dinh nghra. Bién ngau nhién X trén khong gian xac suét (Q, B, P) goi la lién tuc
khi va chi khi ton tai ham f:R - R thoa

@  fx)= 0 OxOR

(i)  S6 diém gian doan cla f 1a hivu han

(i)  Tai cac diém gian doan, f c6 gi&¢i han phai va gidi han trai, hiru han hoac vo
han

(v)  Tich phan

Tf(t)dtzl

(v)  Ham phan phdi F(x) thoa
F() = P(X < X) = Tf(t)dt

Ham f(t) goi la ham méat dé phan phdi cia bién ngiu nhién X.

Nguwoc lai, ham f(t) thoa (i)—(iv) & ham mat do cda bién ngau nhién nao do.
T dinh nghia suy ra hé qua

* Hé qua. Cho bién ngau nhién lién tuc X v&i ham mat do f(t). Khi d6

0] P(X=a)=0 [OalR

b
(i)  P(a<X<b) = P(as X< b) = P(a<X< b) = P(as X<b) = If(t)dt Da,bCR,

a<b
(i)  Ham phan phéi F(x) lién tuc trén R va kha vi tai cac diém lién tuc cla f va
F'(t) = f(t) Ot la diém lién tuc cua f

+ Vi du.
0) Cho a,b0R, a<b, va X la diém ngiu nhién chon trong doan [a,b]. Gia thiét
rang xac suat X roi vao cac khoang bang nhau trong [a,b] 1a giong nhau. Xac dinh
ham mat do cda X.
Giai.

Vi x&c suét P(a<X< b) =1, ta c6

Pla<X s B)= 'i:;’ OfaB] O [a,b]

Vay ham phan phéi cta X la

0 ,X<a
F(x) = x-a ,a<x<hb

b-a

1 ,b<x
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Suy ra ham mat d6 f(t) cta X:
1

. _— Oa<t<b
ft)=F'®)={p-a a
0 Ot<alt>b

Db thi cia ham phan phéi va ham mat do nhw sau

1
1/(b-a)
a b a
b
ham phan phéi F(x) ham mat

do f(t)
Bién ngau nhién X goi la tuan theo luat phan phéi déu trén [a,b], U([a,b]).

(i) Mot chat phong xa phan ra. Tudi tho T cta chat phong xa tai thoi diém bét ky
khong phu thudc vao thoi gian song trwdc d6 clia nd. Xac dinh ham mat dé cua T.
Giai.

Theo gia thiét ta co

P(T= t+u/ T2 t) = P(T2 u) Otu >0
Suy ra
PM=2t+u&T=t) _ P(T > u)
P(T =>t)
= P(Tz t+u) = P(T= t).P(T= u)
Otu>0

Ky hiéu F 1a ham phan phéictia TvaH =1 - F. Theo trén ta c6
H(t+u) = H(t).H(u) Otu>0

= Hx)=e** =  Fx)=1-¢&** [x

Vi F(X) > 1 khi x -+, nén a<0.DbatA =-a, taco

Fx)=1-e™ = fX)=FX)=Ae™ Ox= 0
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D6 thi cia ham phan phéi va ham mat dé nhw sau:

\ S~

ham phan phdi F(x) ham
do f(t)

T goi la tuan theo luat phan phéi mad tham sé A, E(N).

(iii) Bién ngau nhién X c6 ham mat do

T T
k.cosx —-—<Xx<—
f(x) = 2 - 2
0 X > 5
a) Timk
b) Tim ham phan phéi F(x).
c) Tinh xac suat P(0 < X < T1/4).
Giai.
a) Tim k.
3
[kcosdt=1=  k2=1 = k=%

NIy

b) Tim ham phan phéi F(x).
V&i xO[-m/2, /2] tacd

F(x) = J' %.costdt = %(sinx+1)
4

Suy ra ham phan phéi

0 ,xs—]—T
2
1, . Vi T
F(X)={=(sinx+1) ,——<X<+—
(X) 2( ) > >
1 ,+7—T<x
2
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c) Tinh x&c suat P(0 < X < T1/4).
P(0 < X < Ti/4) = F(11/4) - F(0) = %(i +1) _% -

-

S

(v) Timk @& ham

1
f(t): km ,0<t<1
0 t0(01)

la ham mat dé cuta bién ngau nhién
Giai.
Taco f(t) ~t khi t-0, va f(t) ~ (1-t)™? khi t-1- kéo theo tich phan
1
[f@adt hoity.
0
Pdi bién t=sin*(u) tacod

2
J Zsmu cosu du=kf2du=kn
0

jf(t)dt=k'1f\/t(ll__

= k=1 = k = 1/1.

0 sm u. 1 sin u)

Vay f(t) 1a ham mat d6 cha bién ngdu nhién khi va chi khi k = 1/

2. Cac tham s 6 dac trwng
a) Ky vong.
Cho bién ngau nhién X lién tuc, v&i ham mat do f(t), trén khéng gian xac suét
(Q,B,P).
« Pinh nghia. Ky vong cta bién ngau nhién lién tuc X |a dai lwong

E(X) = j tf (t)dt
v&i didu kién tich phan hoi tu tuyét déi.
+ Vi du. Cho X |a bién ngau nhién tuan theo luat phan phéi déu trén [a,b]. Ta c6
b

2 b
EX) = [—dt=| 1| =2%P
b-a b-a2|_ 2

* Dinh ly. Cho X la bién ng&u nhién vé&i ham mat do f(t), $:R ~ R la ham sao cho ¢(X)
cling la bien ngau nhién. Khi dé

EOO0T = [4(0).f (el
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néu tich phan hoi tu tuyét doi. i
CM. Xem phan Ham bién ngau nhién.

» Tinh chét. Cho X, Y 1a cac bién ngau nhién lién tuc, C la hang. Khi d6
() E(C)=C
(i) E(C.X) = C.E(X)
(iii) E(X + Y) = E(X) + E(Y)
(iv) Néu X, Y la cac bién ngau nhién déc lap, thi
E(X.Y) = E(X).E(Y)

b) Mode va trung vi.
« Dinh nghia. Cho bién ngau nhién X v&i ham mat do f(t).
Mode cla X la diém M(X) ma tai d6 f(t) dat cuc dai.
Trung vi cla X la diém m(X) thoa
P(X <m(X)) = P(X>m(X)) =%

+ Vi du. Cho X tuan theo luat phan phéi déu trén [a,b]. Khi d6 moi diém xO[a,b] la
mode cua X va trung vi
m(X) = (a+b)/2

¢) Phuwong sai va dé !éch quéan phuwong.
« Dinh nghfa. Cho bién ngdu nhién X v&i ham mat dé f(t) co ky vong E(X) = a.
Phwong sai ctia X va ky hiéu la D(X) la
D(X) = E(X-a)? = j (t-a).f(t)dt

néu tich phan hoi tu.

Néu X c6 phwong sai D(X) thi dai lwong

a(X) =4/D(X)

goi la d6 1éch quan phuwong cua bién ngau nhién X.

» Cong thire Koenig—Huyghens.
D(X) = E(X®) - [EX)I
CM.
D(X) = E(X-a)® = E(X? - 2.a.X + a°)

= E(X?) -2E(X).E(X) + E(X)* = E(X?) - [E(X)]?

+ Vi du. Cho X tuan theo luat phan phédi déu trén [a,b]. Ta c6

o= J;-

a

dt—E(X)2=[ 1 th _(a+bj2_b3—a3_a2+2ab+b2:(b—a)2
a
t=a

b-a3 2 ) " 3b-a) 4 12
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Suy ra
_ _b-a
o(X)=4D(X _575

» Tinh chét. Cho X, Y 1a cac bién ngau nhién lién tuc, C la hang. Khi d6
() D(C) =0
(i) D(C.X) = C%D(X)
(iii) o(C.X) = |C.a(X)
(iv) Néu X, Y la cac bién ngau nhién déc lap, thi
D(X + Y) = D(X) + D(Y)

d) Momen )
Cho bién ngau nhién lién tuc X véi ham mat do f(t), a 0 R, k O N.
» Mdmen cép k déi véi a cla X la gia tri

v(@) = E[(X - a)"] = T(t —a)“.f (t)dt

» Mdmen géc cdp k cla X la gia tri
Vi = Vi(0) = E(XY)
0 Mémen géc cdp 1 cua X la ky vong E(X) (néu ton tai).
« Mémen trung tam cdp k cla X, vé&i diéu kién X c6 ky vong, |a gia tri
M = V(E(X)) = E[(X - E(X))']
0 M&men trung tdm cdp 2 cuta X la phuwong sai D(X) (néu ton tai).
e Dinh ly. Chor, s ON, r < s, va bién ngau nhién lién tuc X. Khi d6, néu ton tai

moémen gbc cp s cla X, thi tén tai mdmen gbc cap r cla X.
CM

VGit|< 1, tacod |t|'s 1,vavoilt>1, tacd |t|'< |tJ°. Suyra

< 1+][t° OtOR.

Twr d6 sw héi tu cta tich phan j f)ydt va j |t]° f(t)dt kéo theo sy hoi tu

cla tich phan j It f(t)dt=v,
e Hé qud. Chor, s ON, r < s, va bién ngau nhién lién tuc X. Khi d6, néu ton tai

moémen gbc cép s cda X, thi tén tai mémen cap r tai a 0 R bat ky cda X.
CM
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S& dung dinh ly va déng thirc sau
Y. (@) =E[(X -a)] = E{ZC(n,k).(—l r".ar"x‘} =Y C(n,k).(-1)".a"" E(X')
i=0 i=0

« Mdmen trung tam cép 3.

Hs = E[X - EX)] = E[X3 - 3.X2.E(X) + 3.X.E(X)* - E(X)*] =
=v3 -3V + 3.v:° —vi¥ = v - 3w, + 20,8

~ Bay gio ta gia thiét réng f(t) d6i xing qua E(X). Khi d6 moi mémen trung tam
cap lé deu bang 0.

« Hé sé bét déi ximg. Pai lwong
S, = 2
Ve Ve 3 0-3 Ve z z Ve ~
dac trwng cho tinh bat ddi xirng cua X, goi la hé sé bat déi ximg cla bién ngau nhién
X.

« Mdmen trung tam cép 4.

Hs = E[X - EX)]* = E[X* - 4.X3.E(X) + 6. X2.E(X)? - 4.X.E(X)® + E(X)*] =
=V — 4.V3V1 + 6.V12V5 — 4912V + vt = v, — 4.v3v; + 6.V12V5 - 3.V,

* Hé sé nhon. Pai lvong
_u
4= Ui -3

d&c trwng cho d6 nhon cla dd thi ham mat dd f(t) so vé&i phan phdi chinh qui, goi la
hé sé nhon cla bién ngau nhién X.

Phan phéi chinh qui c6 d6 nhon N4 = 0. Cac dwdng cong nhon hon phan phi
chinh qui c6 N, > 0, va td hon phan phéi chinh qui c6 N4 < 0.

3. M6t s6 luat phan ph 6i co’ ban

a) Luat phan phéi chinh qui (Laplace-Gauss) N(a,0)

« Dinh nghia. bién ngau nhién X goi la tuan theo luat phan phdéi chinh qui, hay phan
phéi chudn, N(a,o), 6>0, néu n6 c6 ham mat dd dang

_(t-a)?

1 >
f(t) = e 2" [Ot0R
® o2

% Ghi chi: D& chirng minh f(t) 12 ham mat dé, ta siv dung tich phan Euler

t2

Te_zdt =2

+ Ky vong:

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

_(t-a)?

E(X)

—o00

1 ¢ —
= ——— |og(a+ou)e 2du doi
— j (a+ou) (
u=(t-a)/o)
= e 2du+ ue 2du
Sl
= —\/2n+—.0:a
N 2T \/ZT
+ Phuong sai: Ta co
o 1 _(t-a)?
E(X?) = t? e 2 dt
< _-[o o~ 2T
1 2 v
o(a+ou)’e 2du doi
— = j ( )e (
u=(t-a)/o)
a_2 Te 2du+ 2a0 jue u722du+ o’ Te_fdu
N2IT *, N 27T =,
a’ o 2a.0 o’
= 27T+ 0+ N2rr=a‘+o
N2 N 27T N2
Suy ra
D(X) = E(X?) - E(X)? = a’+o0’-a’ =¢°
+ D6 léch quan phwong:
o(X) = JD(X) = o
+ Mode:
M(X) = a
+ Trung vi:
m(X) = a

jt 1 o 20 g
O\ 21T

bién

bién

+ D4 thi ctia ham f(t) goi l1a dwdng cong phan phdi chinh qui. Pwéng cong ¢ dang

hinh chudng dbi xirng qua dwdng x=a, dat cwc dai Yma=

tai 2 diém uén tai x=a-o va x=a+a.

1
Yu= o\2me

Ymax
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VII

ato X

Khi a thay ddi, dwérng cong dich chuyen song song Vv&i truc Ox con dang thi
glw nguyén. Khi o tdng thi dwéng cong dep xuéng, khi o giam thi dwéng cong 16i lén.
Diédu nay hoan toan phu hop véi y nghia cta tham sé o 1a do léch quan phwong,
thwdc do do tan mat cla gia tri cta bién ngdu nhién.

« Dinh ly 1. Moi bién ngau nhién X cé phan phdi chinh qui N(a,0) c6 thé biéu dién
dwéi dang
X = a+oZz

trong d6 Z la bién ngdu nhién cé phan phdi chudn N(0,1).
CM.

D&t Z = (X - a)/o. Hién nhién Z 1a bién ngau nhién va ham phan phdi ®(z),
zOR, c6 dang

ato.z 1 _(t—agz
P(2)=P(Z< 2)=P(X< a+0.2)= e 29 dt
@) =P@Z< 2)=P( ) j Ton
= 1 fe_u:du (ddi bién
Vo ?

u=(t-a)/o)
Suy raham matddcua Z la

¢(2) = ®'(2) = N

Vay Z tuan theo luat phan phéi chuan N(0,1).
dpcm.

« Dinh ly 2. Bién ngau nhién Z c6 phan phdi chudn N(0,1) khi va chi khi bién ngau
nhién —Z c6 phan phdi chuan N(0,1).
CM.

Gia st Z c6 phan phdi chuadn N(0,1) v&i ham phan phdi ®(z) va ham mat do

$(2).
Ta tinh ham phan phédi F(z), z O R, ca bién ngau nhién -Z
F(z2)=P(-2< 2)=P(Zz2 -z2)=1-®(-2)

Suy ra ham mat do f(z) cia -Z la
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fz) =F(@2)=[1-o(-2)] = ¢(-2)
Mat khac, ¢(t) 1a ham déi xtrng qua x=0, tlrc l& ham chan. Vi vay ta c6
fz)=¢(z) 0OzOR,

tirc —Z c6 phan phéi chuan N(0,1).
dpcm.

« Dinh ly 3. Cho bién ngau nhién X cé phan phéi chinh qui N(a,0). Khi d6 v&i moi A,B
0 R (B#0), bién ngau nhién
Y = BX+A

c6 phan phdi chuan N(B.a + A, |B|.0).
CM.
Theo dinh Iy 1 ta c6 thé viét X = 0.Z + a, v&i Z c6 phan phdi chuan N(0,1).
Suy ra
Y = BX+A = BoZ+(Ba+A)
Trwdng hop B > 0: theo dinh Iy 1, Y ¢6 phan phéi chuadn N(B.a + A, B.o).
Trwdng hop B < 0: Ta dat

Y =  |BLo.(-2)+(Ba+A)
Theo dinh ly 2, -Z c6 phan phdi chudn N(0,1) va theo dinh Iy 1, Y c6 phan phdi

chuan N(B.a + A, |B|.0).
dpcm

« Binh ly 4. Cho bién ngdu nhién X cé phan phéi chinh qui N(a,0). Khi d6 v&i moi
a,BOR, a<P, x&c suat X roi vao khoang (a,B) la

o x<m=4 7o)

Trong do

1 f -y
Pd(z)= — |e ?du OzOR
@) ’_277_[0
CM. Suy ra ttr dinh ly 1.
« Phuwong phép tra bang tinh xac suét cda phan phéi chudn N(0,1)

Cho X la bién ngau nhién c6 luat phan phédi chuan N(0,1). Khi d6 X c6
- Ham mat do:

I\J‘NN

e OzOR

0(2) =

5~
N

- Ham phan phdi:
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u2

d(2) = 2du O0zOR

1 Jz-e—
N2 ®,
do ¢(z) 1a ham chan nén ta cé

P(-z)=1-d(z) 0z>0
- Ham Laplace:
1 :-¥
D (z2)= —|e 2du Oz ORY
u)_ﬁﬁg

O Lwuy: Taco
D(Z)=05+P(z) va D (2)= P(@2)-05 0Oz= 0

() Cho x, tra bang ®(x):
+ Truwdong hopx = 0:
- Néu X, 0 Bang, x = %o, thi ta c6 ngay

D(x) = D(Xo)
— Néu x khdng c6 trong Bang, thi ta tim can x4, X, trong bang gan x nhét,
X1 < X < Xz

va tinh ®(x) theo c6ng thirc nodi suy tuyén tinh

M@=¢Wﬂ+@@ﬂ-¢@m;:2

% Lwu y: Néu chi cé bang gia tri ham Laplace ®(x), thi ta tra ham ®.(x) , sau d6 d&t
d(x) = P (x) + 0.5.

+ Trwdng hop x < 0:
Theo trén ta tra bang tim ®(—x). Sau d6 ta c6 P(x) = 1 — P(—x).

(i) Cho y O (0, 1), tra bang tim x thod ®(x) =Y.
+ Trwdong hop y= 0.5:
— Néu xo 0 Bang, ®(xo) =y, thi ta c6 ngay x = Xo.

— Néu y khong c6 trong bang, thi ta tim can yi, y» trong bang gan y nhét,

yi<y<y2

vacod D(x1) = y1, P(x2) = Y2 . Ta tinh x theo céng thirc ndi suy tuyén tinh

x:x1+(X2—X1)u
2~ N

% Lwu y: Néu chi cé bang gia tri ham Laplace @y, thi ta co
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x= & "}y -0.5)

+ Trwong hop y <0.5:
Tra bang tinh z= ®™*(1 - y) nhw trén, sau d6 d&t x = -z.

+ Vi du.
() Tinh ®(0.74): ®(0.75); ®(0.746).
Tra bang ta co
®(0.74) = 0.7704; ®(0.75) = 0.7734;

Vay

®(0.746) = 0.7704 + (0.7734 — 0.7704). 21467 074 _ ) 2904 + 0.0018 = 0.7722

0.75-0.74

(i) Tinh ®7%(0.9128); ®7%(0.9115); ®™1(0.9131);
Tra bang ta c6

®71(0.9115) = 1.35; ®%(0.9131) = 1.36;
Vay

$7(0.9128) = 1.35 + (1.36 — 1.35), 2012870915 _ 4 a5 (5 008 = 1.358

0.9131-0.911¢

» Ménh d&. Cho X la bién ngau nhién c6 luat phan phédi chuan N(a,o). V&ia > 0, ta c
X&c suat
P(X - a] <a) =2.®(a/o) - 1 = 2.9 (a/o)
CM.
Taco
P(X -a| <a) =P(-a/o < (X — a)lo < alo)

= ®(a/o) — ®(-alo) = 2.®d(a/o) — 1 = 2.d (a/0)

+ Vi du. Nguoi ta tién mot loai chi tiét co do dai a. Biét do dai X cla chi tiét tuan theo
luat phan phoi N(a,0) véi o = 0.2cm.
(i) Hay tinh xac suat dé do dai chi tiet khong léch qua a dung saila 0.3cm.
(i) Muon dam bao ti 1é phé pham khéng quéa 5% thi phai chon dung sai a bang bao
nhiéu ?
Giai. o
(1) X&c suat can tinh la
P(IX - a| < 0.3) = 2.¢,(0.3/0.2) = 2., (1.5) = 2 x 0.4332 = 0.8664
Nhw vay ti 1& phé phdm la 1 - 0.8664 = 13%.

(i) Dung sai a phai thoa
P(X-a]<a)= 0.95

o  2.0(a/0.2)2 0.95 -  ®(a/0.2)= 0475 -~ «
&, %(0.475)

v

0.2 ~*
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Trabang tacé @, (0.475) = 1.96. Vay
az 0.2*1.96 = az 0.392

* Qui téc 30
Trong cong thirc
P(X - a] <a) =2.®(a/o) - 1 = 2.9 (a/o)
néu chon a = 3o thi ta c6
P(X -a] <30) = 2.¢,(3) =0.9973

X&c suét nay rat gan 1 nén co thé coi sy kién |X — a|] < 3.0 la hau nhw chac chan.
Vay ta c6 qui téc 3o:

“Néu X c6 phan phdi chudn N(a,0) thi hdu nhw chdc chdn X Iy tri sé trong
khoang (a-3g, a+ 30)”

+ Vi du. Khi do Iwc chju nén ctia mot loai xa ngwdi ta thdy lwc chiu binh quan la
320kg, sai s6 quan phuwong la 5kg. Héi mudn dam bao an toan thi tai trong téi da cho
phép dat Ién xa la bao nhiéu ?
Giai.
Goi X la lwc chiu nén cuta xa thi hau nhw chac chan
IX-320/<3x5=15(kg) = 305 (kg)< X < 335 (kg)

Vay mudn dam bao an toan thi tai trong ti da cho phép dat Ién xa la 305kg.

b) Luat phan ph0| md E(A).

Trong nhiéu &ng ~dung, dac biét trong ly thuyét phuc vy dam dong, ngudi ta
thwong gép cac bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi m.
« Dinh nghia. bién ngau nhién X goi 1a tuan theo luat phan phéi mi E(A), A > 0, néu
né c6 ham mat do

{ fx)= Ae™ voi x= 0
) 0 VoI x<0
+ Ham phéan phoi:

{ F(x) = 1-e™ VGi X2 0
0 véi x<0
+ Ky vong va phwong sai :
1 . 1 1
E(X)= = va D(X)= —,0(X)= =
X) y X) 7 X) y

CM.
E(X) = J‘t/]e—mdt—[ te“]' je“dt—{ ;1 _Mlzoz%

E(X) = j e dt=[-t2e [, + 2] teMdt = o+§ E(X) = /]—22
0 0
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= D(X) = E(X?) = E(X)* = /1—12

+ Do thi:

\ S~

ham phan phéi F(x) ham mat
do f(t)

+ Vi du. Thoi gian hoat déng T clia mét loai bong den dién tr tuan theo luat phan
phdi mi E(A) v&i ky vong E(T) = 400 gi¢. Tinh xac suét sao cho thdi gian hoat déng
cla bong dén khdng dwéi 600 gio.

Giai. Taco

E(T) = 400 = - A = 1/400

x|

Suy ra
P(T= 600)=1-P(T< 600)=1-F(600)=1-(1-e %0 =¢g32-02231

& Ghi chi: Phan phdi mi l1a trwéng hop riéng ctia phan phdi Vaybun V(A, n), A >0
va nO N:

{ f(x) = nAX"te™ véi x2 0
0 voi x<0

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

, _ CHUONG3 )
BIEN NGAU NHIEN NHIEU CHIEU

|. BIEN NGAU NHIEN 2 CHIEU
1. Khéi ni ém.

Tl trvoc dén nay ta maéi chi xét dén cac bién ngéu nhién 1 chiéu, tirc la cac
bién ngau nhién co cac gia tri thiee. Tuy nhién trong thyc té chung ta phai xét dén
c&c hé thong c6 niéu bién ngau nhién.

+ Vi du 1. Mét thung c6 a qua cau trdng va b qua cau den. R0t lién tiép 2 qua cau
(khong tra lai vao thung) Ky hiéu X;, i=1,2, la cac bién ngau nhién nhan gia tri 1 néu
lan rat i dwoc qué cau trang, nhan gia tri 0 néu lan rat i dwoc qua cau den. Khi do
cap (X1, X2) tao thanh bién ngau nhién 2 chiéu.
+Vidu 2. Goi X, Y, Z twong (ng la chiéu dai, chiéu réng, chiéu cao clia mét loai
thung hinh hép ch nhat. Neu X, Y, Z la cac bién ngau nhién thi bo ba (X, Y, Z) tao
thanh mot bien ngau nhién ba chieu.
« Dinh nghia. Cho khéng gian xac suét (Q, B, P), n O N, n > 1. Anh xa

X: Q- R", X(w) = (X1(w), Xo(w), ..., Xn(w))

goi la bién ngéu nhién n chiéu hay vecto ngdu nhién n chiéu , néu Xi, X, ..., X, la
cac bién ngau nhién trén khéng gian (Q, B, P). Ky hiéu

X = (X1, Xz, +oes Xn)

DPé don gian ta chi can xét ky cac bién ngau nhién 2 chiéu, sau d6 m& rong
cho bién ngau nhién n chiéu.

2. Luat phan ph 6i ctia cap bién ng au nhién r &i rac.
« Dinh nghia. Cho bién ngau nhién Z = (X, Y), trong d6 (X, Y) nhan céc cap gia tri
(x,y),i01,j0J

véi I, J la céac tap chi sb dgng hiru han {1,2,...,n} hoac vé han {1,2,..., «}.
Khi d6 luat phan phoi cia Z la day

{{o< y), Pl 1101, jOJ}

trong do
pj = PX=x,Y=y),i0dLLj0J S
Néu Z hiu han, tiec1={1,2,...,m}val={1,2, ..., n} ,taco thé biéu dién
luat phan phéi ctia Z dang bang nhw sau:

N\
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Y .
X Yo | Y2 | .- Yi v | Yn
X1 | P11 | P2 | --- | P1j | --- | P1n
X2 | P21 | P22 | --- | P2j | --- | P2n
Xi | Pin | P2 | -« | Pij| - | Pin
Xm pml pm2 e pmj e pmn
* Dinh ly.
M 22m=1

i jod
(i)  Bién ngau nhién r&i rac X c6 luat phan phi

{Oa, py) [T 1}
trong do
pi=>p Oidl
j0J

(i)  Bién ngau nhién r&irac Y c6 luat phan phbi

{(y, q) |1 O J}

trong dé
a = Z pij Dj N
idl
CM.
@  Tap

{xi, yp), 1 01,j0J}

tao thanh nhém day da cac sw kién, vi vay

2.2.p =1

o jod
iy Taco
pi=P(X=x)= Y P(X=x,Y=Y,) = dop OiOl
j0J j0J
(iii) Taco
g =P(Y=y)= Y P(X=x,Y=y) =>p 0jod
iol iol

+Vidy 1. Trd lai vi du 1 muc 1. Mgt thiing ¢6 a qua cau trang va b qua cau den. Rt
lién tiep 2 qua cau (khdng tra lai vao thung). Ky hiéu X;, i=1,2, la cac bién ngau nhién
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nhan gia tri 1 néu lan rat i dwoc qua cau trang, nhan gia tri 0 néu lan rat i dwoc qua
cau den. Khi d6 cap (Xi, X;) tao thanh bien ngau nhién 2 chiéu.

a a-1

=P(X1=1; X, =1) = P(Xy = 1).P(Xz = 1/X; = 1) =
P11 (X1 2=1) (X1 =1).P(Xz 1=1) atbatb-1
Pro=P(Xe=1; X2 = 0) = P(Xy = 1).P(X2 = 0/Xy = 1) = —2 b
10 1 y N2 1 . 2 1 a+ba+b—1

= P(X1 = 0: Xo= 1) = P(X1 = 0)P(Xa = /X1 = 0) = —2__ 2
Po1 1 ; A2 1 . 2 1 a+batb-1
Poo = P(X1 = 0; Xz = 0) = P(X1 = 0).P(Xz = 0/X1 = 0) = b _b-1
00 1 y N2 1 . 2 1 a+ba+b—1

— Bang phan phéi ctia vecto ngau nhién (X1, X2) c6 dang

X
X, 2 1 0
1 a a-1 a b
atba+b-1ja+ba+b-1
0 b a b b-1
at+tba+b-lla+tba+b-1

T d6 suy ra luat phan phédi ctia X; va X

B L _a
pl—P(Xl-l)—p11+p10-a+b
_ o b
po—P(Xl—O)—p01+poo—a+b
_ _ _ _ a
Q1—P(X2-1)—p11+p01—a+b

Jo = P(X2 =0) = p1o + Poo = 5

+ Vi du 2. M6t thung ¢6 n qua cau danh s tr 1 dénn, n O N, n > 0. Rt lién tiép (c6
tra lai) 2 qua ciu. Goi X 1a s6 nhd, Y 1a sb Ién trong 2 sb rat dwoe. Xac dinh luat
phan phdi ctia vecto ngdu nhién (X,Y), cac bién ngau nhién X vay.
Giai.
Cac cap giatricua (X,Y) la {(i,j) |i,j=1,2,...,n}. Taco
-Tredng hopi>j: PX=i;Y=))=0
-Trwong hopi=j: P(X=i; Y =) = 1/n?
- Tredng hopi<j: Goi
A, Aj twong (ng la sy kién Ian rat the nhat duoc so I, SOJ
Bi, BJ twong rng la sw kién 1an rat the hai dwoc sb i, sb j
Taco
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P(X =i; Y =) = P(A.B)) + P(A;.B)) = 1/n* + 1/n® = 2/n?

Suy ra bang phan phdi xac suét cta (X,Y) nhw sau

Y

" 1 2 i n
1 |1/n?2m?%| ... |2In?| ... | 2In?
2 | 0 |uUn?| ... |2In%| ... |2In?
i 0| 0| .. |1n?% ... |2In?
n| o0 /|..|0/|..|1n?

T d6 suy ra luat phan phdi xac suét cia X va Y nhw sau:

pi:p(x:i):z(n_—z')+l 0i=1,2,...,n
g=p(y=i= 20200 nisy o n

n2

3. Ham phan ph 6i x&c su at
« Dinh nghia. Ham phan phéi xac suét ctia vecto ngau nhién (X,Y) 1a ham 2 bién
F(x,y) = P(X< X, Y<vy) 0 (x,y) OR?
* Tinh chét. ’ ’ i
(1) Ky hiéu Fx va Fy twong &ng la cac ham phan phdi cta bién ngau nhién X va
Y. Taco
Fx(X) = lim F(x,y) = F(X, +=) OxOR
Yy - +oo

Fy(y) = lim F(x,y) =F(+=,y) OyOR

(ii)
Xllrpw F(xy)=1
(iii) o

lim F(x,y) = lim F(x,y) = lim F(x,y) =0
X - —00 y - -0 X — =00

Y- -

(iv) Ham F(x,y) khéng giam theo tirng déi sb

F(x1, Y1) S F(X2, y2) O (X1, Y1), (X2, ¥2) DR, x1< X2 &y1 S Yo
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(v)Choa,b,c,d0R,a<b,c<d. Taco

P@<X<s b;c<Y<s d)=F(b,d)-F(,d) - F(b,c)+F(a,c)
CM. ]
Cac tinh chat (i) - (iv) suy ra ttr dinh nghfa.
Dé ching minh tinh chat (v) ta bieu dién sy kién

@<Xs bc<Y=s d=(X=sb;Y=sd-X=< a;Y<s dOIX< b;Y=< ¢
va tlr d6, &p dung cong thirc tinh xac suét ctia sy kién tdng, suy ra
P@<Xs b;c<Y=s d) =F(b,d)-[F(a d)+F(b,c)-F(a,c)]
= F(b, d) - F(a, d) = F(b, ¢c) + F(a, ¢)
dpcm
4. Ham mat dé phan ph 6i xac su at

« Dinh nghia. Ham mat d6 phan phéi xac suat ctia vecto ngau nhién lién tuc (X,Y) la
dao ham hon hop cap 2 ctia ham phan phdi F(x,y)

2
fixy) = 2EY) 0 (xy) O R?

0xoy
e Tinh chét.
0] Ham mat dé khéng am

f(x,y) 2 0 0 (xy) OR?
(i)  Ham phan phbi
X Yy
F(x,y) = j j f (u,v)dudv 0 (x,y) O R?

(i)  Tich phan kép

j j f (x, y)dxdy=1

—00 —00

(iv)  V&i moi mién D O R?, xAc suét

P((xy) 0 D) = [[ f(x y)dxdy

CM. ,
(i) hién nhién
(ii) Dat
X Yy
G(x,y) = j j f (u,v)dudv O (x,y) O R?
Suy ra
2
CAS ) 0 (xy) OR?
oxoy

va
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lim G(x,y) =0

Y- -

F(xy) = G(x,y) 0 (x,y) OR?

(ii)) suy ra tw (ii). ) o
(iv) Néu D la mién chir nhat thi (iv) suy ra tw (ii). Néu D la mién bat ky ta chia D thanh
cac hinh ch¥ nhat nhé, va bang phwong phap giéi han ta suy ra (iv).

+ Vi du. Cho vecto ngau nhién (X,Y) c6 mat dd

_ 1 2
f(x,y) = 2l fir ) O(xy) OR
Taco
<y L (arctam+727j(arctany+72rj
F(x,y) = _J;_an(1+u2)(1+v2)dUdv_ pe

Cho mién chi¥ nhat

D={(xy)|1<x<+3&0<y<1}

ta tinh xac suét (X,Y) roivao D:

P((x,y) O D) = F(¥/3,1) - F(1,1) - F(+/3,0) + F(1,0)

1 (rr nj(n nj (rr njz (rr njn (77 njn:l
el et e B [Ty I Rl R i R
7I\3 204 2 4 2 3 2)2 4 2)2

1[753_m9_ 1’5, 772.3} _30-27-20+18_ 1

| 64 16 62 42

48 48

» Ham méat do cla céac toa do.

Cho ham mat dé f(x,y) ctia vecto ngau nhién (X,Y). Ta xac dinh ham mat do fx
va fy cla cac bién ngau nhién X va Y.

T muc 2, 3 ta suy ra cac ham phéan phéi Fx va Fycla XvayY nhw sau

Fx(X) = F(x, +=) = Jx.ﬁof (u,v)dv}du

—oo [ —o0

Fy(y) = F(+,y) = J[Tf (u,v)du}dv

—oo [ —o0

Vay
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() = Fe () = [T y)dy
va )

f(y) = Fo(y) = [ f(xy)dx

+ Vi du. Cho vecto ngau nhién (X,Y) c6 ham mat dé sau

2 2
i ,X_+y_51

foxy) =17 5 4
0 ,—+L>1

9 4

Tim ham mat dé fxy va fy cia X vay.
Giai.
Khi |x]< 3taco

2, 1—’(—92
fy(x) = 1 Idy:iq/g—xz
6rr > 9
-2, 1—%
con néu |x| > 3 thi hién nhién fx(x) = 0.

Vay

9
0 JXP>3

o = {iw—xz X3

Twong ty ta co

1 2

—4- <2
fy) = 12047y Y

0 1yP2

5. Hiép phwong sai vah é s6 twong quan._
Cho vecto ngau nhién (X,Y). Gia st ton tai ky vong

a=E(X) va b = E(Y).
* Hiép phuwong sai ctia Xva Y, ky hiéu pxy , la tri
Hxy = cov(X,Y) = E[(X — a).(Y — b)]

néu ky vong & vé phai ton tai.

» Trwong hop (X,Y) la vecto ngau nhién rdi rac véi luat phan phéi:

{06y, Py 1O O}
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ta co

My v :ZZ(Xi _a)(yj _b)pij

ior joJ
» Trwdng hop (X,Y) la vecto ngau nhién lién tuc véi ham mat do f(x,y) ta co

+00 +0o

fy = | [(x=a)(y=b)f (x,y)dxdy

—00 —00

& Ghi ch: xem bai Ham bién ngau nhién.
» Cong thirc Koenig—Huyghens:

Hxy = E(X.Y) = E(X).E(Y)
CM.
Lxy = E[(X — a).(Y = b)] = E(X.Y) = bE(X) — aE(Y) + a.b = E(X.Y) - E(X).E(Y)

« B6 dé. Cho bién ngdu nhién X va Y c6 do léch quan phuong ox va oy . Khi d6
hiép phwong sai pxy ton tai va

|ux,v| £ ox.oy

CM. 110
S dung bat dang thrc

2

X +y
2 Y
va cac cong thre tinh hiép phwong sai & trén ta suy ra sw ton tai cta L,y .
Bay gi0 ta xét bieu thirc khdbng am

2

Xy <

0< gA)=DA X+Y)=cov(A X+Y,A.X+Y)=A %0¢% + 2.Alxy + Oy°
- Trwdng hop ox = O:
gN) =2Auxy+0y’2 0 OA =  pxy=0 = luxy| £ Ox.0v
- Trwong hop ox > 0: Tam thiec g(A) = 0 OA nén

- 2 2 -2
A=y, —0y0,<0 = |uxy| £ oOx.0v

« Hé sé tong quan clia X va Y, ky hiéu pxy , latri

Pxy =
UX JY

trong d6 oxva oy (# 0)lado léch quan phuong cia Xvay.,
Tw bo dé suy ra
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loxy| = 1

& Hai bién ngau nhién X va Y goi la twong quan néu pxy # 0, ngwoc lai, néu pxy =0
ta néi X va Y khéng twong quan.

Néu pxy > 0 thi bién nay “tdng” kéo theo bién kia “tang”.

Néu pxy < 0 thi bién nay “tdng” kéo theo bién kia “giam”.

L Ta xét trwong hop ox # 0 va |uxy| = Ox.Oy .

Khi d6, theo chirng minh bd @&, A’ = 0, tirc g(A) c6 nghiém kép Ao. Nhw vay
bién ngdu nhién AgX + Y c6 phwong sai bang 0. T d6 suy ra AgX + Y = C (hang)
hau nhw khap noi (trir ving c6 xac suat bang 0). Vay c6 thé viét

Y ==AN.X+C
tirc Y la ham tuyén tinh cla X.
Nhw vay, ox # 0, oy # 0 va |pxy| = 1 thi ta ndi X va Y twong quan tuyén tinh.

+Vidy 1. Tro laivi dy 1 myuc 1. MOt thiing c6 a qua cau trang va b qua cau den. Rut
lién tiép 2 qua cau (khdng tra lai vao thung). Ky hiéu X;, i=1,2, la cac bién ngau nhién
nhan gia tri 1 néu lan rat i dwoc qua cau trang, nhan gia tri 0 néu l1an rat i dwoc qua
cau den. Khi d6 cap (X1, X») tao thanh bién ngau nhién 2 chiéu.

Taco
E() = Tb B2 = %b LX) = (a+z§?a_+1)b—l)
_ _ _ a(a-1

= :uxl,x2 - E(X1.X2) E(xl)-E(XZ) (a " b)(a +b _1)
)

atb

_ a(a-)(a+b)-a’(a+b-1) _ ab
(a+b)*(a+b-1) (a+b)*(a+b-1)
Mat khac
_ _ ab
D(X1) = D(X) = (@+b)
Hx x, __ 1

= P = =
wh g 0o, a+b-1

+ Vi dy 2. Luat phan phoi chinh qui hai chiéu. : o
Vecto ngau nhién (X,Y) goi la tuan theo luat phan phoi chinh qui 2 chiéu néu
c6 ham mat dé dang

o= gl (a0
meUy\/l—p

trong do
a,b la ky vong cta X, Y
Ox , Oyla dd léch quan phwong cua X, Y
o la hé sé twong quan ctia X va Y
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% Ghi chi: Néu p = 0 thi

2
1( x-a

f(xy) = \/Z_+ax'e_2[ng .ﬁ.e'z[ﬂv] = KA

Vi fx , fy [& cAc ham mat do cta X, Y cé phan phdi chuan N(a,ox), N(b,oy).
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Il. PHAN PHOI CO PIEU KIEN - BIEN NGAU NHIEN BOC LAP

1. Trwong hop vect o ngau nhién ré&irac. ]
Cho vecto ngau nhién roi rac (X,Y) vai luat phan phoi

{[C< y), il 1O jOJ}
V&I moi xi, v, i O 1vajOdJ, xac sudt dé& X = x; vai gia thiét Y =y, goi la xac
suat c6 diéu kién diéu kién P(xi/ y;).
Xac suadt dé Y =y, v&igiathiét X = x; goi la xac suét co diéu kién diéu kién
Py / xi). ]
Co dinh y;, j O J, phan phoi

{(xi, PO/ yp) 101}
goi 1a phan phdi c6 diéu kién cta bién ngdu nhién X vai diéu kién Y = y;.
Cb dinh x;, i O 1, phan phéi
{(y;, PG /) |10 3}

goi la phan phéi cé diéu kién cta bién ngau nhién Y véi diéu kién X = x;.

Taco
P(X:)Q;Y:y_) p.
PO/ y) = L=
J P(Y = yJ') Z P;
idl
PX=xY=y)_ p
Py / xi) = ==
J P(X =x) Z B;

iy
% Ghi chd: Hién nhién ta c6

zpii
P(x/y)=1L =1
2P(/y) Sh

Zpij
P(y. /x)=12 =1
D P(y;/x) Sh

j0J
j0J

« Ky vong c6 diéu kién
Ky vong c6 diéu kién cla X v&i diéu kién Y = y;, j 0 J, la dai lwgng

E(X7y)= > xP(x/y;)

iol

Ky vong c6 diéu kién cta Y véi diéu kien X = x;, i O 1, la dai lwong
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E(Y/x) =D y;P(y;/x)

j0J

« Bién ng4u nhién déc lap.
Hai bién ngau nhién X va Y goi la doc 1ap v&i nhau néu luat phan phdi cé diéu
kién cua moi bién trung v&i luat phan phoi (khdng diéu kién) cda no, tirc la
P(Xi/yj):P(X:Xi):pi DiDLjDJ
P(yi/xi)=P(Y =y) =g Lo jod

Tw dinh nghia ta thay bién ngau nhién X va Y doc lap khi va chi khi
Pij = Pi.q; giglLjod

+ Vi du 1. M6t thing c6é a qué cau tréng va b qua cau den. Rat ngdu nhién 1 qua
cau, tra lai vao thung, sau do rut 1 qua nia. Ky hiéu X;, i=1,2, la cac bién ngau nhién
nhan gia tri 1 néu lan rat i dwoc qua cau trang, nhan gia tri 0 néu 1an rat i dwoc qua
cau den. Khi d6 cap (X1, X2) tao thanh bién ngau nhién 2 chiéu va ta dé dang thay
rang X; va X, doc lap véi nhau.

+Vidy 2. Tré lai vi du 1 muc 1. M6t thiing ¢6 a qua cau trang va b qua cau den. Rt
lién tiép 2 qua cau (khong tra lai vao thung). Ky hiéu X;, i=1,2, la cac bién ngau nhién
nhan gia tri 1 néu lan rat i dwoc qua ciu trang, nhan gia tri 0 néu 1an rat i dwoc qua
cau den. Khi d6 cap (X1, X2) tao thanh bién ngiu nhién 2 chiéu.

Hay x&c dinh luat phan phdi co diéu kién cta X, dbivei X; =1.

Taco

a(a-1
_(atb)(a+b-1) _ a-1
pl a “a+b-1
atb

P(Xo=1/X;=1)=

ab

P(X,=0/X, = 1) = Pu - (@¥b)@+b=1) _ b
Py a a+b-1

a+b

~ Tathay phan phai c6 diéu kién clia X, ddi v&i X; = 1 khac phan phdi khong
diéu kién cua Xo. Vay Xi va X, khong déc lap.
Ky vong c6 diéu kién cta X, doi voi X;=11la

a-1
+b-1

E(X2/X1 = 1) =
a

Trong khi do
a

E(Xz) = a+b
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2. Trwong hop vect o ng au nhién liént uc
Cho vecto ngau nhién lién tuc (X, Y) c6é mat doé f(x,y).
V&i moiy O R thoa fy(y) # 0, ham

fe(xly) = 6Y) xOR,
f, (y)
goi |a ham mat d6 phan phéi c6 diéu kién cta X véi diéu kién Y = .
Twong tw, v&i moi x [ R thoa fy(x) # 0, ham

fy(y/x) = M , Y OR,
, (¥ ‘
goi la ham mat dé phan phdi co diéu kién cta Y v&i dieu kién X = x.

Hién nhién ta cé
f(xfy)= 0 OxOR , J.fx(t/y)dt =1

fu(y/x)= 0 OyOR , '[fy(t/x)dt:l

« Bién ngau nhién X va Y goi la déc lap véi nhau néu

fx(xty) =fx(x) Oy OR, fy(y) #0, Ox OR
hoac

fv(yX) =fy(y) OxOR,fx(x) #0, Oy IR

Suy ra X va Y goi la déc 1ap véi nhau néu
fx.y) =fx().fv(y) Oy OR

« Ky vong c6 diéu kién ctia X véi diéu kién Y =y, fy(y) # 0, 1a gia tri

E(X/y)= J.t.fx(t/y)dt

Va ky vong c6 diéu kién cta Y véi diéu kién X = x, fx(x) # 0 , 1a gia tri

E(Y/X) = '[t.fY(t/x)dt

+ Vi dy. Cho r > 0 va vecto ngau nhién (X,Y) c6 mat do

1

f(x,y) = § 7zr?
0 ,X+y*>r?

X +yPsr?

Voi Jy|<rtaco
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1 2\r° -
fry) = [ fOoy)dx=— x__zy
s JLr 2 T
00 _Jr _yz
Voily| 2 rtacofy(y) =0
Vay, voi |y| <r, taco

2

o= 160 [

XE>r2 -y

Suy ra fx(./y) # fx(.), vay X va 'Y khong doc lap voi nhau.
Vi ham mat doé chan, nén ky vong c6 diéu kién

EX/y) = Ix.dx:O

_ r2_y2
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1. HAM POI SO NGAU NHIEN

1. Ham 1 déi s6 ngau nhién.
o Y = $(X)
a) Trwong hop X la bién ngau nhién rai rac.
Cho X c6 luat phan phoi
{i p) 101}

{yilioJd}

Ky hiéu

la tap hop céac tri khac nhau cua ¢(x;), i O 1.
bat
g = Z P Ojod
P(X)=Y;
Khi d6 bién ngau nhién Y = ¢(X) c6 luat phan phdi

{(yi, @) [] O J}

+ Vi du. ] ’
Cho n ON, n> 0, X |a bién ngau nhién c6 phan phoi

{(k 1 j‘k =-n—~(n-1),...- ],O,l,...,(n—l)ﬁ}

n'2n+1

Khi d6 bién ngau nhién Y = |X| c6 phan phéi

{(5 pkjk = O,],...,(n—l),n}
n

po = 1/(2n+1) va px = 2/(2n+1) k=1,2,...,n

voi

b) Trwong hop X Ia bién ngéu nhién lién tuc.
Cho X c6 ham mat do f(x).
(i) Gia thiét ¢ (x) kha vi don diéu tang trong (a,b) chlra cac gia tri cia X. Ta co

Fy() =P(Y< y)=P@X) < y)=PX< 07(y) = Fx(07'())

Suy ra
dR,(y) _ dR (67(y)) dg™(y) _ ey 987(Y)
dy | dx  dy fx (@7(y)). dy
=
L) = )L
y

(i) Gia thiét ¢(x) kha vi, don diéu gidm trong (a,b) ch¥ra cac gia tri ctia X. Ta

co
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Fv(y) =P(Y < y) =P(@(X) £ y) =P(X2¢7H(y)) =1 - Fx(®(y))
Suy ra

dR (y) _ _dR(#7(y) dg™(y) _ _; @) dg™(y)
X ) d

dy dx dy
-
b= )2
Hop nhét ca hai trwdng hop ta cé
b= )

+ Vi dsu 1. Cho bién ngau nhién X c6 phan phéi chuan N(0,1). Tim luat phan phéi cta
Y =X,
Giai. ’

Ham mét do phan phdi cia X la

1 e—; :
NP
Hamy = ¢(x) = x* 1& ham don diéu tdng va kha vi trong (-=, +«). Ta c6
. dx _ dg7(y) 1
X=¢ 1(y) = %/; = 28§ = =
dy —dy  F®/y

f(x) =

Vay ham matddé cua Y la

1 1 1 S5

+ Vi du 2. Cho bién ngau nhién X c6 ham mat d6 f(x). Tim ham mat do cta bién ngau
nhién Y=aX+b,a,bOR,a#0.

():Le’%
gy \/ET

Giai.
Hamy = ¢(X) = a.x + b don diéu. Ta co
_ -b dx _dg™ 1
x=¢y)= Y2 S W) 1
a dy dy a
Vay ham matddé cua Y la
-b) 1
a(y) = f[y—}—
a Jlal

(iii) Trwdng hop ham ¢(x) khdng don diéu.

Gia st bién ngdu nhién X lay gia tri thuoc khoang (a,b), con ¢(x) don diéu
ttrng khac trén (a,b), nghia la cé thé chia (a,b) thanh n khoang con Jj, i=1, 2,...,n, r&i
nhau sao cho ¢(x) don diéu trén mdi khoang con do.

Ky hiéu ¢i:J - (a,b), ¢i(x) =d(x) Ox OJ;, =1, 2, ...,n.

Cho khoang (y,y+Ay) O (a,b). Ky hiéu

(i, Xi + &%) = & H((y,y+Ay)Di=1, 2, ..., n.
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(c6 thé Ax; co déu bét ky). Ta co

Py<Y<y+Aay) = ZP(X 0 (%, % +AXx)
i=1
Vay, ham matddé cua Y la

Ay Ay 0 Ay

0, P(xm(x,wa)Iqu
lim )
Z{ TT

dg, (y)| _ < d¢i’1(y)
f(x )‘ ‘ Zl: ¢ ()‘ dy

i=1

+ Vi du. Cho bién ngdu nhién X c6 phan phdi chuan N(0,1). Tim ham mat do clta
bién ngau nhién Y = X2,
Giai.

Ham y = ¢(x) = x*> c6 hai nhanh don diéu trén J; = (0, +) va J, = (-, 0).
Céac ham

01:01-R 100 =% va 921 -RY 92(x) =X

c6 cac ham nguoc twong ing 1 x = @, (y) =4[y trén R*va x = ¢;}(y)=—Jy trén
R*. Ham mat dé clta X la

le
2

f(x) = f

Ap dung céng thirc trén ta nhan dwoc

a(y) = (¢;1(y))‘d¢l D+ 1) ““’2 (y"
e L a2 I S I S
= me e 2\/; \/me Oy>0

2. Ham nhi éu déi s6 ngau nhién r &i rac.
a) Cho (X, Y) la vecto ngau nhién véi luat phan phdi
{(Gay), pp) [101,jOJI}

Cho ¢(x,y) 1a ham hai bién. Xét bién ngiu nhién Z = ¢(X,Y).
Ky hiéu

{z« [kKOK}
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la tap hgp céac gia tri khac nhau cda tap
{oCay) 1101 j0OJ}
V&i mbi k O K, ky hiéu
k= > Pi
, (L, DO (%,Y))=2
Khi d6 Z c6 luat phan phoi
{(z, n) [KOK}
Cho X va Y c6 luat phan phéi twong trng
{a,p) [TD1}
{vi ) 110 J}
Néu X va Y doc lap v&i nhau thi

e = z P.d;

(1,1)0J, (%, Y )=2

va

+ Vi du. Mét thung chira n qua ciu danh sé tlr 1 dén n. RaGt ngdu nhién qué cau thky
nhat, khéng b lai thing, sau d6 rat qua tht hai. Goi X va Y 1a sb cta qua cau th
nhét va s clia qua cau thi hai. Hay tim luat phan phéi ctia X+Y.
Giai.

Ta dé dang tinh dwoc xac suét

= O
1

pj =PX=iY=j)=
n(n-1)

Hién nhién 1& X+Y nhan céc gia tri tir 3 dén 2n-1. Cho k O {3, 4, ..., 2n-1}.
Xét cac trwdong hop sau:

() 3< k< nvaklé Tacé

; S k-1
P(X+Y = = = Flilot =

(vi k 1& nén khong thé xay rai=k—i = pix-1 = 1/n(n-1) 0i=1,2, ..., k-1)

(i) 3< k< nva k chan. Taco

y S k-2
P(X+Y = = = ) =

(vi k chdn nén pjx-1 = 1/n(n-1) Oi=1,2,..,k-1&i#k/2)
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(i) n+1< k< 2n-1 va klé.
Xétcap (i,j),i+j=k. Tacéj=k—-i,va

1 i€ n&lg k-is n> k-n< i< n
T d6 suy ra

PX+Y=K = > p, =

i+j=k i

npi,k—i = n(n-1)

Z”: _2n-k+1
=k-
(v n+1< k< 2n-1 va kchén.

V&i 1=k/2, pik-i = 0. Suy ra

4 2n—-k
POGHY =K = Sp =S p, =207k
( ) i;kp“ i;np|,k—| n(n-1)

b) Tinh 6n dinh cda phan phéi nhj thiéc va phan phéi Poisson.

 Pinh ly 1. Cho cac bién ngau nhién X va Y doc 1ap, tuan theo luat phan phdi nhj
theee B(m,p) va B(n,p), 0<p<l. Khi d6 tong X+Y c6 phan phoi nhj thiec B(m+n,p).
CM.
Mién gia tri cha X+Y 1a 0,1, 2, ..., m+n. Chok O N, 0 £ k £ m+n, ky hiéu
g=1-p, ta co
k
PX+Y=Kk) = Y P(X=i).P(Y=j)=> C(m,i).p'.q"'C(n,k-i).p“".g"*"
0

i+j=k i=

k
= ph g™ Y C(m,i)C(nk-i) = p.g™".C(m+n,k)
i=1

Vay X+Y c6 phan phdi nhj thirc B(m+n,p).

* Dinh ly 2. Cho cac bién ngdu nhién X va Y doc 1ap, tuan theo luat phan phoi
Poisson P(A) va P(u), A>0 va p>0. Khi d6 tong X+Y c6 phan phoi Poisson P(A+p).
CM.

Mién gia tri cia X+Y l1a N. Chon O N, ta co

PO =) = SRR = )= Yo der

i+j=n i=

_ g U+ n n p! ,Un_i :e—(aw).M

n Zil(n-i nl

Vay X+Y c6 phan phdi Poisson P(A+p).

3. Ham nhi éu déi s6 ngau nhién lién t uc.

a) Téng hai bién ngdu nhién.
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Cho vecto ngau nhién (X,Y) c6 ham mat do f(x,y). Xét bién ngau nhién Z =
X+Y.
Goi G(z) la ham phan phéi cua Z. Ky hiéu

D:={(xy) | x+tys z}.
Tacb

G@)=P(Z< 2)=P(X+Y £ 7)=P((X,Y) 0 D,)

j j f (x, y)dxdy= T“f (X, y)dy}dx 0z

—oo| —oo

UR

L4y dao ham G(z) ta nhan dwoc ham mat do g(z) cua Z.

9(2) = G'(2) = j f (x,z— X)dx
Tuwong tw ta co

92) = [f(z-y,y)dy

* Trwdng hop Xva 'Y doc lap ta co

9(2) = [ f,(0.f,(z=Xdx= [ £, (z=y).f, (y)dy

trong do6 fx va fy la cac ham mat dé cia X vay.

% Ghi chi: Cac phép toan véi fx va fy nhw trén goi la tich chép va ky hiéu la
fx * fy

+ Vi du 1. Cho X va Y la cac bién ngdu nhién dac lap, phan phéi déu trén [0, 1]. Tim
phan phdi cta X+Y.
Giai.

Ham méat do fx va fy cia X va Y nhw sau:

tofog]

1
fx(t) = fy(t) = {0 tD[O,’.I.]

Suy ra ham mat d6 g(z) , zOR, theo céng thuc
9(2) = jf (x).f, (2= x)dx= jf (z- X)dx

Ta xét cac trwdng hop sau.

()z< 0:Taco
Z-x<00Ox0O(0; 1) = fy(zx)=0 [OxO(0; 1) = 092 =0
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(i)z>2:Tacd
z-x>10x00; 1) = fy(z-x) =0 Ox0(0; 1) = g(z)=0

(ii)0<z< 1:Taco

1 0<x=<z

0 z<x<l = g(z):ldx:z

fv(z-x) = {

(ivyl<zs< 2:Taco

1 ,z-1<x<1 1
fy(z-x) = ' = 2)= |dx=1-(z-1)=2-2z
v(z-X) {0 D<xez-1 92) = Jdx=1-(2-1
Cuéi cung ta c6
0 ,2<0 1
Z 0<z<1 © R s
g(2) = va do thi:
2-z 1<z<?2
0 2<Z
0 1 2

+ Vi du 2. Cho X va Y 1a cac bién ngau nhién doc l1ap, c6 phan phoi mi E(A), A>0.
Khi dé X+Y c6 phan phoi Gamma [I(b,1) v&i b=1/A va 1=2.
% Ghi chi: Luat phan phéi Gamma I'(b,T) c6 ham mat do
_t
leb t>0

_ 1,
i) = or ()
0 ,1<0

trong d6 ham Gamma I (1) = Jx"l.e'xdx (c6 tinh chét I (t+1) = .1 (1)).
0

Giai.
Ham méat do fx va fy cia X va Y nhw sau:
Ae ™t o<t
fx(t) = fy(t) = '
x(t) = fv(t) { 0 <0

Suy ra ham mat dé g(z) , zOR, theo cong thirc

g(2) = fo(x).fY(z—x)dx: ,([fx(x)-fy(z—x)dx ,z>0

0 ,2<0
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Taco
j f. (X).f, (- X)dx= j Ae XN e N dx= .z
0 0

Vay

o(2) = NPze?* z2>0
0 ,2<0

+ Vi du 3. Cho X; va X, la cac bién ngau nhién doc Iap c6 phan phdi chinh qui
N(my,01) va N(my,02) . Hay chirng minh rang X;+ X, c¢é phan phdi chinh qui

N(m, o) v&im =mi +m, va 0° = 01 + 022 .
CM.
Ta biéu dién céc bién ngau nhién X; va X, nhw sau

X1 =01.Ny+my va Xo=02.No + my

trong d6 Ny va N, 1a cac bién ngau nhién cé phan phédi chuan N(O, 1).

Suy ra
X1+ X, =01.N1 + 02.No +my + mo
=
+ +
X12 x22 = 20-1 - N1+ 20-2 - 2+ rnl.z rnZZ :O'.Nl‘l‘ﬂ.Nz +a
\/01 +0, \/01 t0, \/01 +0, \/01 t0,
VO

=9 5. O . MM
Joi+al " Jot+ai o+

a

Bay gi® ta chirng minh rang Y = a.N; + B.N, c6 phan phdi chuan N(0, 1).
Ham mat dé cltia a.N; va B.N, twong trng la

= —L_oie) va = Lo 45)

a~N2m B2

GoiglahammatddcuayY. Taco

2

g(x) = Io f(x—1).f,(t)dt = aﬁl.zn_]ie_;(x:) -25) ot

Bién dbi biéu thirc

C1x=t) 1ty oxt 2t xt X
QO =3\ *5\ 5|52 57 2 57" 57 25
2\ «a 2\ B 2a° 2a° a° 2B° 2a°B° a® 2a
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1 2 2 o) XB X 1 2}, X
= t°—2xt.5° + x - + = {—Xx0°|+—
20’2,32( ﬁ ﬂ ) 2a2 20,2 20’2,32( l[; ) 2
Suy ra
w w _1ft-xp? : 1
o1 feoeuge Ll o2 1 2[ as J 1
X)= —— |e*Vdt=——e ? | ————e dt=——e ?
9 ap.2m _L N2 _Laﬁ\/ZH 2

la mat d6 ctia phan phéi chuan N(O, 1).
Cudi cung tw

X1+ Xo= o7 +0; Y +m +m,
suy ra dpcm.
b) Hiéu hai bién ngau nhién. , )
Cho vecto ngau nhién (X,Y) c6 ham mat dé f(x,y). Xét bién ngau nhién Z =

X-Y.
Goi G(2) 1a ham phan phéi cta Z. Ky hiéu

D:={(xy) | x-y=s z}
Taco
G(z)=P(@Z< 2)=P(X-Y< 2)=P((X,Y)OD;)

T { T f(x, y)dy}dx 0z

—0o| X—-Z

= ” f(x, y)dxdy=
UR Z

L4y dao ham G(z) ta nhan dwoc ham mat do g(z) cla Z.

9(2) =G'(2) = j f (x,x - Z)dx
Twong ty ta co

6@ = [1(y+zy)dy

» Trwong hop X va Y doc lap ta céd

62 = [ £,00.1, (x=2dx= [ f (y+ 2.4, (Y)dy

trong do fx va fy la cac ham mat do cta X va'y.

+ Vidu . Cho X va Y la cac bién ngau nhién doc lap, phan phdi déu trén [0, 1]. Tim
phan phéi cta X-Y.
Giai.

Ham méat do fx va fy cia X va Y nhw sau:
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1 ,tO]0
fx(t):fv(t)={o :D{Oﬂ

Suy ra ham mat dé g(z) , zOR, theo cong thirc
® 1
9@ = [ f(0.F,(x-Ddx= [ £, (x- 2)dx
—o 0

Ta xét cac trwdng hop sau.

()z<-1:Taco
x-z>10x0(0; 1) = fy(x-z2) =0 0OxO(0; 1) = 09(2)=0
(i)z>1:Taco
X-z<00Ox0O(; 1) = fy(x-2) =0 0OxO(0; 1) = 092 =0
(ii)-1< z< 0:Tacod
1 0<x<l+z bz
fy(x-z) = ’ Z)= |dx=1+z
v(x-2) {O Lezex<i 9@)= |
(ivy0<z< 1:Tacd
z<x<1 t
fv(x-z) = ’ = |dx=1-
v(X-2) {O 0<x<z = 9(2) J;x z
Cudi cung ta c6
0 ,2<-1 1
1+z ,-1<z<0 s
g(2) = va do thi:
1-z 0O<z<1
0 <
1<z 1 0 1

c) Tich hai bién ngau nhién. , )
Cho vecto ngau nhién (X,Y) c6 ham méat dd f(x,y). Xét bién ngau nhién Z =

X.Y.
Goi G(2) 1a ham phan phéi cta Z. Ky hiéu
D:={(xy) [xys z}
Taco
G@) =P@Z< 2)=P(X.Y< 2)=P(XY)OD,)
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z
0

= ” f (X, y)dxdy=]z jf(x, y)dy [dx+ '[ Tf(xv y)dy |dx

—00

X

UzOR

L&y dao ham G(z) ta nhan dwoc ham mat do g(z) cua Z.

o0 0 00
@)= 62) = [ 1 w2 2acr -1 x 2 ) 2ax= ] o{xZ | Lo
0 X)X i X ) X 2 x )| x|
Twong ty ta co

.z 1
9@2) = | f[—,y}—dy
NN
» Trwdng hop X va Y doc lap ta co

— T z) 1 _ < z 1
9(2) = I fx(x)-fy(;j-de— j fx(y}fy(y).mdy

trong do fy va fy la cac ham matdo cta X va'y.
+ Vi du . Cho X va Y la cac bién ngau nhién doc 1ap, phan phéi déu trén [0, 1]. Tim
phan phéi cia X.Y.
Giai.
Ham mat do fx va fy cda X va Y nhw sau:
1 ,tofog]

fx(t) = fy(t) = {O tD[O;l]

Suy ra ham mat dé g(z) cta X.Y, zOR, theo cong thirc
= z) 1 t.(z)1
z)= | f,(X).f,| = |—dx=]|f,| = |—dx
9(2) _meu Y(lexl {Y(xjm
Ta xét cac trwdng hop sau.

()z<0:Taco
z/x <0 0OxOd(0; 1) = fy(z/x) =0 Ox0(0O; 1) = g(z)=0

(i)z>1:Tacd
z/x>10x000; 1) = fy(z/x) =0 [OxO(0; 1) = 092 =0

(i)0< z< 1:Taco

1 ,zsx<1
0 O<x<z

fo(z/x) = { ~ g2 = de:—lnz
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Cuéi cung ta c6

0 ,2<0 1
gz)={-Inz 0<z<1 va db thi:
0 1<z
0 1

c) Thwong hai bién ngau nhién. , )

Cho vecto ngau nhién (X,Y) c6 ham mat dé f(x,y). Xét bién ngau nhién Z =
X/Y.

Goi G(2) l1a ham phan phéi cta Z. Ky hiéu

D:={(x\y) Ixlys z}.
Taco

G(@z)=P(Z< z)=P(XIY< 2)=P((X,Y)OD,)

—00

= j j f (X, y)dxdyzf[zjyf (X, y)dx:ldy+ j ﬁ f(x, y)dy:ldx

zy

UzOR

L4y dao ham G(z) ta nhan dwoc ham mat do g(z) cla Z.

[

9(2) = G'(2) = [ f(zy,y)ydy+ [~ f(zy,y)ydy= [ f(zy.y)]y|dy

0 —0o0
Tuwong tw ta co

g(z) = Tf(x,é}l—ledx
2 z) z

» Trwong hgp X va Y doc lap ta céd

L £ X)X
9(2) = _J;ofx(z.y).fy(y).|y|dy—_£ fx(x).fY(Zj. ~

trong do6 fx va fy la cac ham mat dé cia X vay.
+ Vi dy . Cho X va Y la céac bién ngéu nhién doc lap, phan phdi déu trén [0, 1]. Tim
phan phdi ctia X/Y.
Giai.
Ham mat do fx va fy cda X va Y nhw sau:
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1 ,tO]0
fx(t):fv(t):{o :D{Oﬂ

Suy ra ham mat dé g(z) cta X.Y, zOR, theo cong thirc

9(2) = [t (2y)-f,(V)Iyldy=]f,(zy)ydy

Ta xét cac trwdng hop sau.

(i)z<0:Tacé
zy<00ydo; 1) = fy(zy) =0 [OxO(@©; 1) = 0g(2)=0
(i)0< z< 1:Tacd
0< zy< 10y0(@0;1) = fy(zy) =1 OxO(0; 1) = 9(z) =
1 21
1
Jav= 2| =3
0 y=0
(iil<z:Tacod
1 ,Osys1 % 1
M= 4 2 = @)= |ydy=_
0 ,=<ys<l 0 -z
z
Cudi cung ta c6
0 ,2<0
1 © AR 172
9(z) = 2 0<z<1 va do thi:
12 1<z 0 1
z
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IV. BIEN NGAU NHIEN n CHIEU
1. Khai ni ém.
« Dinh nghia. Cho khong gian xac suét (Q, B, P), n 0N, n> 1. Anh xa

X: Q=R X(0) = (Xo(w), X2(0), ..., Xn(0) )

goi la bién ngéu nhién n chiéu hay vecto ngdu nhién n chiéu , néu Xy, X,, ..

céac bién ngau nhién trén khéng gian (Q, B, P). Ky hiéu
X = (X1, X2, ooy Xn)
Ham phan phéi cta vecto ngau nhién (Xg, Xy, ..., X,) la ham n bién
F(X1, X2, ..., Xn) = P(X1 £ X1, X2 X2, ...y, Xn S Xp)

* Trwdng hop X, X2, .oy Xn la cac bién ngau nhién rdi rac:
Luat phan phdi cia (Xi, X, ..., X, ) nhw sau

VOi
P =P(X, =% .. X, =% ) O (g, .oy in) O 12 X . X Iy
trong d6 1y, ..., In 1a céc tap chi s dém dwoc hiru han hoac vo han.

o Trwdng hop X1, Xz, ..., Xn ,Ié cac bién ngau nhién lién tuc: .
Ham mat dé phan phdi cta (Xi, Xz, ..., Xy ) la dao ham riéng hén hop

0"F(x,,....x,)
0X,.. 0X,

f(X1, X2, ..y Xn) =
Cho D O R". Xac suat ( Xy, X, ..., Xn) 0D duwoc tinh theo céng thirc
P( (X1, X2, ..., Xn)OD) = J..D...ff(tl,...,tn)dtl...dtn

2. Luat phan ph i ctia c4c bi én ng au nhién thanh ph an.

a) Vecto ngdu nhién roi rac.
* XAc suét cua bién ngdu nhién thanh phédn X, 1 < k < n.

Pk = P(Xk = Xk) = Z Z Z Z By i Ky

i15|1 ik—ID| k—1ik+1D| k+1 inDln

* XAc suét cua vecto ngau nhién thanh phan (Xy, ..., Xk), 1<k = n.
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ik+1D|k+1 inDln

b) Vecto ngau nhién lién tuc.
« Mé&t dé cua bién ngdu nhién thanh phan X, 1 = k s n.

f(®) = [ (b bt ot )t dt_dt . dt,

« Méat do cua vecto ngdu nhién thanh phan (Xy, ..., Xk ), 1<k < n.

© ©

foktn oo 8= [ [ ettty ).t

3. Phan ph 6i c6 diéu kién.
a) Vecto ng4u nhién roi rac.
Cho vecto ngau nhién (X1, Xz, ..., Xn), n ON, n> 1, v&iluat phan phéi
voi
P =PX =% X, =x ) O (g, ..oy in) Ol X . Xy
trong d6 1, ..., I, 1a céc tap chi sé dém dwoc hiru han hodc vd han.

Luat phan phéi cé diéu kién cia (X1, Xz, ..., Xk ), 1 £ k £ n, v&i diéu kién
Xi#1=Xis1, ---5 Xn=Xn l& phan phéi

voi

= Pt 0G0 i) Ol x . X

b) Vecto ng4u nhién lién tuc.
Cho vecto ngdu nhién lién tuc (X1, Xz, ..., Xn), N O N, n > 1, véi ham mat do

f(X1, X2, ..., Xn)

Ham mat doé c6 diéu kién cia (X1, Xz, ..., Xk ), 1 £ k < n, vé&i diéu kién
Xk+1:Xk+l’ LER Xn:Xn ’ fk+l ..... I’I(Xk+ll ey Xn) # O, Ié

voi
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f(tl,...,tk/Xkﬂ,.._’xn): f(t1a---,tk,Xk+l,___,xn)

4. Bién ng au nhién déc |ap.

« Djnh nghfa. Cac bién ngau nhién X, Xy, ..., Xn goi la déc Iap v&i nhau néu luat
phan phoi cia moi hé con trich tv ( Xy, Xz, ..., Xn) khdng phu thudc vao gia tri cac
bién ngau nhién con lai.

* Dinh ly 1. ]
Cho vecto ngau nhién réirac (Xq, Xo, ..., Xn), n O N, n > 1, v&i luat phan phoi

voi
By, = P(Xl:xl,...,xn =Xin) O (igy ooy in) Ol X ... X g
trong d6 1y, ..., I, 1a céc tap chi sé dém dwoc hivu han hodc vd han.
CAc bién ngau nhién X, Xy, ..., Xn ddc lap véi nhau khi va chi khi
p, s, =P(X, =x )}..P(X, =x ) O Gy oo in) Ol X oo X
« Dinh Iy 2.

Cho vecto ngau nhién lién tuc (X1, X, ..., X), n O N, n > 1, v&i ham méat dé
f(X1, X2, ..., Xn)
C4c bién ngau nhién X, Xy, ..., Xn ddc lap véi nhau khi va chi khi

f(X1, X2, ...y Xn) = f1(X2). ... fu(Xn) O (X1, ..., Xp) OR"
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V. KY VONG VA PHUONG SAl

« Dinh Iy 1.
~ Cho vecto ngau nhién réirac Z = (Xq, Xa, ..., Xp), n O N, n > 1, véiluat phan
phéi
{(()glx) P, .. ) ‘I Ol O1 }
VoI
P =PX =% X, =x ) O (ig, ..., in) D11 X ... X In
trong d6 1y, ..., In 1a céc tap chi s dém dwoc hiru han hoac vo han.

Cho anh xa ¢: R" - R sao cho ¢(2) la bién ngau nhién.
Khi d6 ky vong E[¢(2)] ciia $(Z) 1a

EQ@]= 3. (% % Jp

iLori,0n,
v&i diéu kién chudi hoi tu tuyét dbi.
CM.
Ta ching minh cho trwdng hop n=2. Trwdng hgp n > 2 chirng minh twong tw.

Ky hiéu lai Z = (X, Y) la vecto ngau nhién vé&i luat phan phéi

{[ vy, Pyl [P0 0T}
v&i 1, J 1a céc tap chi sé dang hiru han {1,2,...,n} ho&c v6 han {1,2,..., «}.
Ky hiéu
V={z|kOK}

trong d6 K la tap chi sé dém duorc, 1a tap gia tri khac nhau cia ¢(2).
Khi d6, v&i moi k O K ta dat

n=PO@)=2z)= 2 n

(i, oy
trong do
e={(0 ) 0OIXI[OMX,Y) =2z}

Ta thay Iy, k O K, r&i nhau tirng cap va

Ut =1x3

Suy ra -
ED@)]= Yz =Y Yolxv)p = z¢(x v =33 olx. v )p,
kOK KOK (i, )01 )0IxJ ior jod
« Dinh ly 2.

Cho vecto ngdu nhién lién tuc (X1, X, ..., X), n ON, n>1, vé&i ham mat dod

f(X1, X2, ..., Xn)
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Cho anh xa ¢: R"- R sao cho ¢(2) la bién ngau nhién.
Khi d6 ky vong E[¢(2)] cia $(Z) 1a

EO@N= [ [t M (Gt )l

v&i diéu kién tich phan héi tu tuyét déi.

oM Suy ra tir dinh nghia va phép dbi bién cta tich phan Lebesgue (c6ng nhan).
Céc dinh ly sau la hé qua cua 2 dinh ly trén.

« Dinh ly 3. Néu Xy, X», ..., X, |& cac bién ngdu nhién cé ky vong thi

X1+ Xo+ ...+ Xy

c6 ky vong va
E(X1 + X+ ...+ Xp) = E(Xy) + E(X2) + ...+ E(Xp)

« Dinh Iy 4. Néu X1, X, ..., X, la c&c bién ngau nhién doc 1ap co ky vong thi
X1. X5 ... Xj

c6 ky vong va
E(X1.Xz .... Xpn) = E(X1).E(X2)...E(Xp)

» Hé qua. Néu X , Y doc lap va cé phwong sai thi

cov(X,Y)=0

« Dinh Iy 5. Néu Xy, Xz, ..., Xn l& cac bién ngdu nhién c6 phwong sai thi
X1+ X+ ...+ X,

cO phwong sai va

D(X1 + Xo + ...+ Xp) = D D(X;)+2. > cov(X;, X,)
i=1 1<i<j<n
« Hé qua. Néu Xy, Xy, ..., Xn la céc bién ngau nhién déc 1ap c6 phwong sai thi
X1+ Xo+ ...+ X,
cO phwong sai va

DXy + Xz + ...+ Xn) = D(X1) + D(X2) + ...+ D(Xn)
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+ Vi du 1. Mét thung ¢c6 a qua cau trdng va b qua cau den. Rut lién tiép 2 qua cau
(khdng tra lai vao thung) Ky hiéu X;, i=1,2, la cac bién ngau nhién nhan gia tri 1 néu
lan rat i dwoc quéa cau trang, nhan gia tri 0 néu lan rat | dwoc qua cau den. Khi d6
cap (Xi, X2) tao thanh bién ngau nhién 2 chiéu.

Theo vi du 1, muyc 5, bai I, ta c6 bang phan phdi cia vecto ngau nhién (X,

X3
Xl\ 1 0

1 a a-1 a b
atba+b-1ja+ba+b-1
b a b b-1
at+tba+b-ljla+tba+b-1

X2)

luat phan phéi ctia X; va X,

p1=P(X1=1) =pu1+p1o = aib
Po = P(X1 = 0) = po1 + poo = aE)rb
01 =P(X2=1) = pa1 + po1 = aib
o = P(X2=0) = p1o + Poo = a?-b

ky vong, phwong sai va hiép phuong sai

a ab
E(X;) = E(X,) = —— & D(Xy) =D(X5) = ——
(X1) = E(X2) 2+b (X1) = D(X2) (@+D)?
Cov(Xy, X2) = E(X1.X2) = E(X1).E(X2)
_a a-1 a __ ab
a+ba+b-1 (a+b)® (a+b)’(a+b-1)
Suy ra
D(X1 + X;) = 2.a.b2 3 f.a.b _ 2.a.b.(2a+b—2)
(a+b)? (a+b)*(a+b-1) (a+b)*(a+b-1)
D(X; — Xo) 2ab N 2ab _ 2ab.(a+h)

T (@a+b)y (a+b)’(a+b-1) (a+b)’(a+b-1)

+ Vidu 2. Cho bang phan phédi xac suat cia vecto ngiu nhién (X, Y) nhw sau
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-1 | p/d|qgld| pld

O |g4| 0 |g/4

voi O<p<lvaqg=1-p.
Tacé
EXX.Y)=p/l2-p/l2=0

Suy ra X va'Y khdéng twong quan.
Mat khac vi
P(X=0;Y=0)=0#P(X=0).P(Y =0) = g%/4

nén X va 'Y khéng déc lap.

+ Vi du 3. Cho vecto ngau nhién (X, Y) c6 phan phéi déu trén hinh tron ban kinh R
>0, tre (X, Y) c6 ham mat dé

1

f(xy) = { mzr2
0 ,X+y*>r?

X+ y?<r?

Taco
cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

= ”x.y.dxdy— Hx.dxdy H y.dxdy =0,

x2+y?<r xZ+y?<r xZ+y?<r
vi cac ham dwéi dau tich phan déu déi xing qua gbc toa do trén mién lay tich phan.

Suy ra X va Y khoéng twong quan.
Mat khac, theo vi du & muc 2, bai Il, X va Y khong déc lap.
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CHUONG4
HOI TU NGAU NHIEN

|. HOI TU XAC SUAT

1. Khai ni ém héi tu xac su at.

« Pinh nghia. Cho X la bién ngdu nhién va (X,)n> 1 1 ddy bién ngau nhién trén khéng
gian xac suét (Q, B, P). Ta n6i rang (Xn)n= 1 héi tu xac suat dén X, ky hiéu

P
X, - X

n- o

O0e>0, P(Xa-X|2 €) — Okhin —

O0e>0,P(Xn—X| <€) - 1khin - «
+ Vi dy. Ngwoi ta cho vo sé qua cau vao 3 thiing voi xac suét nhw nhau. V&i moi n >
0, goi Yn la tan so va X, la tan suat qua cau roi vao thang thir nhat trong so n qua
cau tha vao ba thung. Chirng minh rang

P 1

X, - =

n-e 3
Giai. ]
V&imoin>0,Y, céphan phoi nhj thiec B(n,1/3) voi

1 . 2
E(Y,) = n= va D(Y,) = n—
(Yn) 3 (Yn) 5

V6&i € >0 bat ky ta co

P(xn—lzejzp(vn—n.lznng > Py, =k) <
3 3 ‘k—%zn.e
n 2
k‘g 1 n n 2
< —2 | PlY, =k)< k-—| PlY =k
[ oo gl e
3
1 2
= Y)=
(ne)’ (%) an.e?

T d6 suy ra
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{

+ Vi du 2. Cho day bién ngau nhién (Xi)n= 1, A > 0, X, c6 phan phéi mi E(n.\) voi

x,-3s
3

P
sJDnEgﬁo > X, - =

. P
moin 2 1. Chitng minhrang X, - O.

n- oo

Giai.
V6&i € >0 bat ky ta co
qun _ J'n/] e n/ltdt_[ —n/lt] =g e
Tw dé suy ra
P(X,-0=2¢)0] -0 = xnn;o

2. B4t dang th trc Treb wsep.
Cho bién ngau nhién X c6 phwong sai D(X). Khi d6

0e>0 P(X-EX)[2 5 2X)

CM.
(i) Trwéng hop X 1a bién ngau nhién roi rac véi luat phan phbi

{ G p) [TO1}
V&i €>0,tacod

PIX-EX)|2 8= Yps 3 (“—E(X’j o

[x ~E(X)[ze |%-E(X)2¢ &

D(X)

< 2Z(x E(X)f.p =
il
(ii) Trwéng hop X 1a bién ngau nhién lién tuc véi ham mat dé f(t).
Voi €>0, taco
2
PIX-EX)|2 &= [f)dts | (ﬂ) f (t)dt
t-E(X)ze t-E(X)pe &

D(X)

= J.(t—E(X)) f(t)dt=

3. Luat sé lén yéu.
a) Binh ly Trebusep.

Cho X1, Xa, ..., Xn, ... la ddy bién ngdu nhién khéng twong quan tirng doi va
c6 phwong sai bi chén béi hang sé C nao dé. Ky hiéu
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(X, —E(X))
Y, = 42 On=1,2, ...
n
Khi 6
P
Y, -0
CM.
Taco
19 . 1L nC_C
E(Yn) = =) E[X, -E(X)]=0 v& D(Yn)= D> D(X)s—F=—
ni= n" iz n n

Theo bét déng thirc Trebwsep suy ra: véi moi € > 0

C
P(Yol 2 £)S —
ne
va tlr do ta co
P
P(v,|2 )0 -0 = Y, -0

dpcm
Sau day la cac treong hop riéng claa dinh ly Trebwsep.

b) Hinh ly Khin-Chin. 1 .
Cho Xy, Xz, ..., Xn, ... la da@y bién ngau nhién khéng twong quan tirng doi, co
phwong sai bi chan va c6 cung ky vong a. Ky hiéu

>

Y,= & On=1,2, ..
n

Khi dé
Y - a

n- o

b) Binh ly Bernoulli. ] ) ]
Cho X, Xz, ..., Xn, ... la day bién ngau nhién déc lap cé phan phdi Bernoulli
tham so p, 0 < p < 1. Ky hiéu
2%

Yn:i:lT On=1,2,..

Khi dé
P
Y, - p

% Ghi cha: Trong trwdng hop nay ta cé

pl-p) 1
P(Y,-p|l= €)< <
(¥n = pl ) n.e? 4.n.e?
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Bét déng thirc nay co thé dwoc siv dung dé tim khoang tin cay cda tham sé p.
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Il. HOI TU THEO LUAT

1. Khai ni @ém héi tu theo lu at.

« Dinh nghia. Cho X la bién ngdu nhién va (X,)n= 1 1 dy bién ngau nhién trén khéng

gian xac suét (Q, B, P). Ta noi rang (Xn)n= 1 héi tu theo luat dén X, ky hiéu

F
X, - X
Ox OR, Fxlién tuc tai X = Fxn(X) - Fx(X) khin - «,
trong d6 Fx, Fx, la cac ham phan phéi cta X, X,,n=1, 2, ...
% Tw dinh nghta suy ra:
F

Néu X - X va a, b lacac diém lién tuc cia Fx thi

P@a<X,< b) » P@a<X< b) khi n - .
+ Vi du. Cho Xn, n= 1, c6 phan phéi

=

Ching minh rang day (X.)n=1 hdi tu theo luat t&i bién ngau nhién X c6 phan
phdi déu trén [0; 1].

k:O,],...,n}

CM.
Taco
n.x—lS Fo (%)= [n.x] < X Ox0(0: 1)
n+1 " n+l n+1
va
Fxn(0) = 1/(n+1), Fxn(x) =00 x <0 va Fp(X)=1 [Ox=1
Tw dé suy ra
OXx OR, Fxn(X) » Fx(X) khin - o,
=

F
X, - X

n- oo
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« Dinh Iy 1. Cho X la bién ngAu nhién r&i rac va (X,),= 1 la day bién ngdu nhién rdi rac
trén khong gian xac suéat (Q, B, P). Gia st X va day (X,)n= 1 €6 clung mién gia tri roi
rac {vx |k 0K}, Klatap chi s dém dwoc hiru han hay vo han. Khi d6

=
X, - X = OkOKPXi=v) - P(X=v) khi n - .

n- oo

% Goi y chirng minh. Ménh dé suy ra tr dinh nghia va tlr nhan xét rang véi moi kOK
taco
P(X=vk)=Fx(b) - Fx(@) Oa,bthoad (a;b) n {vk |k OK}={w}

« Pinh ly 2. Cho X 1a bién ngau nhién va (X,)n= 1 1a day bién ngau nhién trén khéng
gian xac suét (Q, B, P). Khi d6

P F
Xn - X = Xn - X
2. Héi tu theo lu at cta phan ph i nhi thiec dén phan ph 6i Poisson.
« Pinh ly. Cho day bién ngau nhién (X,)n= 1 c6 phan phdi nhj thiec B(n, pn) thod
F e

N.pn— A>0khin - « Khido X, - X, trong d6 X cé phan phoi Poisson P(A).
% ng dung.

Trong thwc té, khi n= 30, p< 0.1va n.p <10, thitacdthé coi B(n, p) xap
xi phan phéi Poisson P(n.p).

+ Vi du. Cho phép thir a c6 su kién A v&i xac suat P(A) = 0.05. Thyc hién phép thir
100 lan. Tinh xac suét sy kién A xay ra 2 lan.
Giai.
Ky hiéu Y la bién ngau nhién chi tan sb xuét hién A trong 100 phép thd. Y tuan
theo luat phan phéi nhj thirc B(100, 0.05).
(i) Tinh chinh xéac:
P(Y = 2) = C(100, 2) * 0.05° * 0.95® = 0.081

(ii) Tinh xap xi: , ]
Vi s0 lan thr 100 > 30 va xac suat p = 0.05 < 0.1 va n.p =5 < 10, nén co thé
coi Y tuan theo luat phan phoi Poisson P(A) v&i A = n.p = 5. Vay

2
P(Y=2)= e‘S% ~ 0.084.

Nhw vay c6 thé coi day la xap xi khong toi.
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1I. PINH LY GIOT HAN TRUNG TAM

1. Binh ly.
Cho (Xn)nz1 la day bién ngau nhién déc lap twong hd va co cung luat phan
phéi vé&i ky vong a va phwong sai ¢ > 0. Dat

vt = Yn(M, =2)
g

VoI M, = %(X1+ X, +..+X,)

Khi d6 day (M,) hoi tu theo luat dén bién ngau nhién cé phan phdi chuan
N(0,1).
CM. Cong nhan.

% Ghi chii: So sanh voi luat s6 lon yéu: Gia thiét cua luat s6 Ion yéu yéu hon gia
thiét cta dinh ly gi¢i han trung tam, nhwng két luan cda dinh ly gi¢i han trung tam
manh hon.
2. Hoi tu theo lu at cta luat nhj thrc dén lu at phan ph 6i chu an.

Ta da chi ra rang luat nhj thtec B(n, p) & tdng cla n luat nhj thiec B(1,p) doc

lap. Luat B(1,p) c6 ky vong a = p va phwong sai o> = p.(1-p). Nhw vay, ap dung
dinh ly gi¢i han trung tam ta nhan dwoc

« Dinh ly. Cho (Xn)n=1 la day bién ngau nhién cé luat phan phéi B(n,p), 0 < p < 1.
Khi do
X,—np

L N
yn.p.ad-p)n-= oD

% Png dung. Trén thwc té, khi n= 30 va p=0.5 tacé thé coi luat

B(n, p) = N(np, 4/n.p.(L- p) ).
+ Vi du. )
Cho X ~B(100; 0.4). Vi n=100>30 va p=0.4=0.5, c6thé coi X xap xi
luat

N(100%0.4; 100* 0.4* 06 ) = N(40; 2. /6 )

Ap dung tinh xac suét

P(X < 50) = F,(x—4o 50—40}_ (x—4o

< = < 204| = 0.9793
26 ~ 26 j

2J6
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3. Héi tu theo lu at cua luat Poisson dén lu at phan ph 6i chu an.

Ta da chi ra rang luat Poisson P(n.A) & tdng cta n luat Poisson P(\) doc lap.
Luat P(A) c6 ky vong a=A va phwong sai o® = A. Nhw vay, ap dung dinh Iy gi®i han
trung tdm ta nhan dwoc

« Pinh ly. Cho (Xy)n=1 la ddy bién ngau nhién c6 luat phan phéi Poisson P(n.p),
B>0. Khi do

X.-ng F

X —np -~ N (03

N

% (Png dung. Trén thwc té, khi A= 10, ta c6 thé xap xi

P(A) = N(A, VA).

+ Vi dy. S6 khach hang X ctia mét quay hang trong 1 gio tuan theo luat phan phdi
Poisson P(30). Tinh xac suat co6 khdng qua 20 khach hang trong 1 gio.
Giai.

Vi tham sé A = 30 > 10 nén c6 thé coi X ¢ phan phdi chuan N(30, +/30 ). T
do suy ra

X -30 _20-30 X -30
P(X< 20)= P < =P 2 =<-1826
( ) ( J30 ~ 430 j ( J30 j

= (0 1(~1.826) = 1 — ¥ 4(1.826) = 1 - 0.9661 = 0.0339
4. Cach tinh xac su at diém cta phan ph 6i nhj thirc va phan ph 6i Poisson b ang
luat phan ph 6i chu an.

Cho X la bién ngau nhién cé phan phdi nhj thirc hodc phan phoi Poisson xap
xi phan phéi chudn N(a, o). Dé tinh xac suat P(X = k), k O N, ta c6 thé s& dung mot
hai cong thirc xap xi sau.
« Cong thirc 1. Dung cho phan phdi nhi thirc va phan phbi Poisson.

PX=K) =P(X< k) - P(X< k-1) = Fx(k) - Fx(k-1) = ®ao(K) - Pao(k-1)

« COng thirc 2: Dung cho phan phéi nhj thire B(n, p), 0 < p <1, n O N.

P(X<05=o,,(05) k=0
P(X=k)=1P(k-05< X <k+05=®_  (k+05-®_  (k-05 Jl<k<n
P(Xzn-05=1-o,_,(n-05) k=n

+ Vi du. Cho X cé phan phéi nhj thtrc B(n, p), n=30 va p=0.4. Tinh P(X = 10).
Giai.
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Vin= 30 va p=0.5 nén co thé coi X x&p xi phan phdi N(30*0.4;
J30* 04* 06) = N(12; 2.68).
- Cbng thure 1:

10-12 9-12
P(X = 10) = ®,5(10) = ®,,(10 = 1) = P (

~®
R

= ¢0,1(—O.75) - ¢0‘1(—1.12) = 0.0925

)

- Cbng thure 2:

P(X = 10) = ®ao(10 + 0.5) - B, o(10 - 0.5) = o302 —12 95-12

—®
2ee ) P Tgg

= q)01(—056) - q)01(—093) =0.1115

)
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_CHUONG5
THONG KE MO TA

|. KHONG GIAN MAU

Dé nghién ctru tinh chat nao d6 clia cac vat thé ctia mot tap hop Ién, nguoi ta
thwong 14y mot sb vat thé dé nghién clru, réi tir d6 rat ra két luan cho tat ca vat thé
trong tap hop.

+ Vi du. D& xéc dinh tudi tho ctia mét loai bong dén, nguoi ta khéng thé thir nghiém
tat c& bong dén, ma chi thir nghiém mét sb bong rdi suy ra tudi tho chung (tat nhién
v&i do tin cay nao do).

* binh nghia. Tap hop tAt ca vat thé ban dau goi la tap téng the MA&u la tap con cac
vat thé |4y ra tlr tap téng thé. Sé phan tt cia mau goi la cé mau.

Bang phuong phap nao d6 cé thé 14y ra nhiéu mau khac nhau cung c& mau
Tap hop tat cé cac mau cing c& mau cla mét tap tong thé goi la khéng gian méu ,
va mbéi mau dwoc coi la mét diém cuta khdng gian mau.

Muén cho tir mau 14y dwoc c6 thé suy ra chinh xac tinh chét cla tap tbng thé
thi mau phai tiéu biéu. Mau dwoc coi 1a tiéu biéu néu nguoi ta ldy mau mét cach
ngau nhién, tlc la moi phan ti cha tap tdng thé cé thé roi vao mau véi xac suat nhw
nhau (cé thé chon ha hoa hodc sinh sé ngau nhién bang may tinh).

Még co hai tinh ghét: lap hodc khong lap va c6 thr tw hoac khong co ther tw.
Goi N la sé tat ca vat thé, n la c&@ mau.

M4u c6 |dp c6 ther tr 1a mdt chinh hop 1&p chap n tir N phan t&r va sé mau la
Nn
o M&u khéng 1dp co ther tr & mdt chinh hop khong I&p chap n tie N phan tir va
sO maun la
AN, n) = N(N-1) ... (N-n+1)
M4u c6 |1&p khodng ther tir 1& mot td hop 1&p chap n tir N phan t&r va sé mau la
C(N+n-1, n)
M4u khéng I&p khong thir ter 1a mét td hop chap n tir N phan td va sé mau la
C(N, n)

_ NéuN lon van nhd thi ti 1é s6 mau lap va khong lap x&p xi 1, nhw vay viéc lay
mau lap va khéng lap cling cho két qua gan nhw nhau.

Bay gio' gia str tinh chat cda vat thé can nghién ctu la dai lvong ngau nhién
X. Khi d6 m6i mau c& n sé cho két qua la bd (Xi, Xz, ..., X;). Tandi la da lay mau
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i (X1, X2, vy Xn)
tr dai lwgng ngau nhién X.

Mau (X1, Xs, ..., Xn) dwoc phan I&p theo mét trong hai cach sau:
(i) Phéan lop don:

{x,n)|1=< i< k}
VO X1 < X2 <...<X¢ VA N latan sé xuét hién x; , i=1,....k, Xni=n
(if) Phan 1op ghep:
{(lai, ai+1), m) [ 1< i< k}

VO ap<a<..<ac va n lasbd x roivaokhoang [a; ai+1), i=1,....k, Xni=n.

% Ghi chi: Phan I&p ghép chi &p dung cho X 1a bién ngAu nhién lién tuc.
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Il. BIEU DIEN PHAN PHOI MAU

1. Trweng hop phan | &p don.
Cho dai lwgng ngau nhién X, n O N. Gia st ta c6 mau c& n voi phan Iop don

{x,n)|1< i< k},

VOI X3 < X2 < ...<X¢ va n; latan sd xuat hién x;, i=1,....k, ¥n; = n.
2 Py 5 N . ni .
e Tan suét cua x; la dai lwgng —, i=1,...,k.
n

Bang phan phdi tan suét ctia X c6 dang

X1 X2 Xj Xk
nn n N
n n n

« Biéu do tan sudt dwoc biéu dién trén mat phang toa do bang cac doan thang biéu
dién tan suat.

ni/n

X1 X2 0 Xi-1 Xi Xi+1
Xk-1 Xk

« Da giac tép suét la dwong gap khac (mau xanh) néi cac dinh trén clta cac doan
thang tan suat.

ni/n

X1 X2 0 Xi-1 Xi Xi+1
Xk-1 Xk
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« Tan suét tich luy la ham phan phéi mau sau:

0 X< X

j

n .
Fo(X) = ZFI X S X< X, =1 k-1

i=1

1 X2 X
Dé thi c6 dang bac thang
1
X1 X2 0 Xi-1 Xi Xi+1

Xk-1 Xk

& Ghi chl: Fn(x) la tAn sudt sy kién X < x, con ham phan phéi F(x) 1a xac suat sw

kién X < x. Vay theo luat sé I1&n yéu (Binh ly Bernoulli) ta c6

P
F.(X) - F(X) Ox OR,

tlre la
O0e>0,0x0OR, P(JFa(X) - F(X)| <€) - 1khin - .
2. Trwwong h op phén | &p ghép.

Cho dai lwong ngau nhién lién tuc X, n O N. Gia st ta c6 mau ¢& n v&i phan
l&p ghép

{([a;, as1), M) | 1= i< k}
VoI a;<a;<..<a va n lasd x roivao khoang [a; ai1), i=1,....k, Xn = n.
« Tan suét cta Iop ghép i, tirc khoang [a; ; 1) 1a dai lwong % i=1,... k.

Céc gia tri trong 16p [a ; aws) duoc xAp Xi bang tri trung binh 373w +Za"+1
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Bang phan phdi tan suét ctia X c6 dang

[a;; ai+1) 4 +231+1 n; %
+

[al;_ ao) % 232 n_l %

[a; ;’ik+1) G * & Nk N
2 n

* T chure db tén suét la cach biéu dién tan suét trén méat phang toa do trong d6 tan
sudt X dwoc bidu didn bing hinh chir nhat day [a; aw) va chidu cao 1a

n
n

—r i=1,..,k
n@,, -a)

ai ap 0 aj.1 a Ai+1
ak-1 ag Ak+1

« Pa giac tan suat la dwong gap khic (mau xanh) ndi cac trung diém day trén cla
cac hinh chir nhat ké nhau trén t6 chirc d6 tan suat.

Doan ngoai ciing bén trai néi trung diém [ay; az) voi diém mo trén tryc hoanh
cach a; mét khoang bang nira doan [ay; ay).

DPoan ngoai cung bén phai nbi trung diém [ag; aw:1) v&i diém my. trén truc
hoanh cach ax+1 mét khoang bang ntra doan [ax; ax+1)-
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Mo @& az 0 aj.1 a ai+1
k-1 ag Ax+1 Myt

« Ham tan suét tich luy 12 ham phan phéi mau c6 duong cong tan suét tich luy la
dwong gap khac ndi cac dieém

(a1, 0), (@ ), (a5, 2"2), @, Y0, L @ 1)
n n n

i<

Db thi c6 dang

v~

a; az 0 aj-1 ai Adi+1
Ak-1 ak Ak+1
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lIl. CAC THAM SO PAC TRUNG
1. Cac tham s 6 vij tri.
Cho dai lwgng ngau nhién X, n O N, va mau c& n cla X.

a) Trj trung binh mau.
() Trwdng hop mau phan I&6p don

{(Xi, ni)IlS i < k}1

VOI X1 < X2 <...<Xx va n; latan sd xuat hién x;, i=1,....k, ¥n; = n.
Ky hiéu tan suét cta x; 1a fi = N i=1,... k. Ta dinh nghia cac tri trung binh
n

sau:

— Trung binh céng hay ky vong méu:
[

- 1&
m =x=-D3 nx =) fx
i=1 i=1

— Trung binh hinh hoc :
k

m, =[] =[]’

k
1=1 1=1

— Trung binh diéu hoa:
ARSI

N X = X

- Trung binh binh phwong:

1& ) k )
m, = Ezni')ﬁ = Zfi-)ﬁ
i=1 i=1
(i) Trwéng hop mau phan I&p ghép.
{([ai, @is1), m) |1 = is Kk}

VO ap<ap<..<aw va n lasd x; roivao khodng [a;; ai), i=1,....k, Xni=n.

Ky hiéu tan suat cla I&p ghép i, tirc khodng [ai; ai) 1a fi= % i=1,...k. Ta
dinh nghfa cac tri trung binh twong tw nhw trwéng hop mau phan I&p don véi x; thay
_ata,

2
— Trung binh cdng hay ky vong mau:

bang c;
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b) Trung vi m4u.
(i) Trwdng hop mau phan Iép don

{x,m)|1= is k},

VOI X1 <X2<...<Xx va n; latan sd xuat hién x;, i=1,....k, ¥n; = n.

Trung vi mau , ky hiéu med, la sb dirng gilra day Xxq, Xz, ..., Xk Xac dinh nhw
sau. ]
Xép n tri x; theo th& tw nhw sau

\ ) Xla Xla ey Xla}--a Xilxia sty Xia R Xka Xka ey Xk
Y Y

ng N;

Nk
_ Khi d6, néu n =2m+11é thi med la phan t& & vi tri thir m+1, néu n = 2.m
chan thi med la trung binh céng cta phan t& & vi tri thir m va phan t& & vi tri thi
m+1
+Vidu 1: Cho mau c& 9 sau
3;4;4,5;6;8;8;10; 11
O day n = 9 = 2*4 + 1. Vay med l1a phan t& th(r 5 (=4+1), tt/c med = 6

+ Vidu 2: Cho mau c& 100 sau

d71; ...,17),374; ... 174,177, ...; 177, 180; ...; 180; 183; ...; 183
6 Y17 Y 4Y

27 9

- O day n =100 = 2*50. Vay med la trung binh céng ctia phan td thir 50 va
phan t& thr 51, t&rc med = (177+177)/2 = 177.

(i) Trwdng hop mau phan I&p ghép

{([a; @+1), M) 1= i< Kk},

L. N . X N > n .
VOI a;<ay<...<aw1 va n lasd x roivao khoang [a; ai+1), fi= —, i=1,....K, n =
n

Zni .
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Trung vi m4u , ky hiéu med, 1a gia tri ma tai d6 ham tan suét tich luy F bang
Y, trc F(med) = %.

med dwoc xac dinh nhw sau:

— Tim khoang [an; an+1) chlra med thoa

Ph-1= Zfi<%szfi = Pn

ish-1 i<h
- Trung vi med duoc tinh tir phwong trinh

med-a, _ 05-p,, _ 05-p,,
&7 PhT P fi

med = ay + %(am-ah)

h

+ Vi du: Can 100 thanh nién ta c6 bang tan suét Iép ghép sau

[a; @i+1) | 59.5-62.5 | 62.5-655 | 65.5-68.5 | 685-71.5 | 71.5-745
fi 5% 18% 42% 27% 8%

Vi
P2 = 5% + 18% < Y5 < 5% + 18% + 42% = 65% < ps
nén khoang chira med la khoang tht 3
[as; a4) = [65.5; 68.5).
Suy ra

med = 65.5 + % (68.5 — 65.5) = 65.5 + (27/42).3 = 67.4 (Kg)
0

c) Mode méu. )
(i) Trwdng hgp mau phan Iép don

{x,n)[1=s is k}
VOI X1 < X2 < ...<Xx va n latan sd xuat hién x;, i=1,....k, Xn; = n.

Mode méu 1a Xm (1 m< k) cé tAn sb ny, 1&n nhét (c6 thé cé nhiéu mode)au
+ Vi du. Mau c& 13

N
6]
\l
©
=
o
[EE
=
=
[e¢]

Xi
N;

N
=
=
w
N
w
=
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c6 hai mode la 9 va 11.

(i) Trwong hop mau phan I6p ghép
{([a; @), M) [ 1= i< Kk},

n

VO a1 <ap<..<aw va n lasd x; roivao khoang [a; ai), fi= —, i=1,....k, n =
n
Zni .
mode dwoc xac dinh nhw sau:
- Tim khoang [an. an+1) €O tan so lén nhat (c6 thé co nhieu khoang nhw
vay).

- mode dwoc tinh theo céng thirc

N, — Ny
(N, —n,_) +(n, —n.,)

mode = ay + (@ - a,)

+ Vi du: Can 100 thanh nién ta c6 bang tan suét I&p ghép sau

[a; aw.1) | 59.5 - 62.5 | 62.5-65.5 | 65.5-68.5 | 68.5—71.5 | 71.5 - 74.5
f 5% 18% 42% 27% 8%

Vi l&p [65.5; 68.5) c6 tn suét I&n nhat nén mode dwoc tinh nhw sau

Mode =65.5 + 42-18 (68.5 - 65.5) = 67.34
42-18+42-27

2. Cac tham s 6 phan tan

Cho dai lwong ngdu nhién X, n O N. Gia thiét X c6 mau c& n hodc phan I&p
don

{,m) |1 is k},

VO X1 < Xp < ...<X¢ va n; latan sé xuét hién x; , i=1,...,k, >n; = n, hodc phan I&p
ghép

{(ai; a+1), n) |1 i< k},

o N . & . 2 .+ 3, .
VoI ag<ay<..<aw va n lasd x roivao khoang [a;; ai+1), Ci = % i=1,....k,

n=>>n;.
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a) DY trai rong.
D06 trdi rdng ctia mau |a hiéu
Xk — X1 cho mau phan I&p don
va
a1 — a1 cho mau phan I&p ghép.

b) Phurong sai m4u va do léch chuén

N -\ x R

S =—Zq(>g - x) cho mau phan I&p don
ni=

va

02 1 k -\ - " ,
S :EZni (q —x) cho mau phan lop ghép.

i=1

% Ghi chu: Trong trvong hop phan Iép ghép, néu cac khoang [a;; ai+1) bang nhau
va bang c, thi c6 thé s&r dung phwong sai hiéu chinh

02 g2 A2 2

C c L .
Swc=S —— (— goila hiéu chinh Shepard
h o (12 gc . i pard)

0 02 1
* Pailwong S=VS goiladdléch chuan.

c) D6 léch trung binh

1 — .
e:EZni .‘)g —><‘ cho mau phan I&p don
i=1
va

18 . .
e= EZni .‘cl —x‘ cho mau phan 1&p ghép
i=1

d) Momen m4u
« Momen mau bac a (a O N):

m, = iz)@ cho mau phan I6p don

va

k
M, = 1Zcf" cho mau phan 1&6p ghép
ni=

« Momen trung tam mau bac a (a O N):

1 — x
Ha = EZQ.(xi - x)a cho mau phan l&6p don
i=1

va
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Ha = %ini .(c, - x)a cho mau phan I¢p don
i=1

* Momen trung tam rat gon bac a:

O
s
3. Céac tham s 6 hinh d ang
a) Hé so bat doi ximg mau
.,y M
n=a;=3
S
b) Hé sé nhon mau
y,=a,-3

4. Cac diém phan tw
a) Trwong hop méu phan I6p don
{x,n)|1= i< Kk},

VoI X1 <X2<...<Xx va n; latan sd xuat hién x;, i=1,....k, ¥n; = n.

Ky hiéu tAn suét cta x; 1a fi= N o=k
n

« Diém phan tv cia mau, ky hiéu g, latri x; nhé nhatthoa Y f, 2%.
=1

w

i
« Diém ba phan tr  clia mau, ky hiéu g, latri x; nhé nhatthoa > f ==,

ER

« Khodng [q:; g3] goi la khodng phan twvatri = s — g1 goi la dé 1éch phén tuw.

+ Vi du. Cho mau

X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n; 1 3 8 12 13 16 12 14 9 5 5 2
fi 0.01 |0.03 10.080.12 |0.13|0.16 |0.12|0.14 | 0.09 | 0.05 | 0.05 | 0.02
>fi 10.01,0.04]0.12|0.24|0.37|0.53|0.65|0.79 | 0.88 | 0.93 | 0.98 1
.z s 4 1 5
bBiémphantw g =5vi ) f, = 024323 037=>f,.
j=1 i=1

7

3

8
Biém baphantw qz=8,vi Y f, = 065< 7 < 079=>f,.
i=1
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Khoang phan tw 13 [q1; gs]
Do léchphantwla g3 —-qx

b) Trwong hop mau phan 16p ghép
{([a; @), M) [ 1= i< Kk},

.. N . X N > n .
VOI a;<ay<...<aw1 va n lasd x roivao khoang [a; ais1), fi= —,i=1,....K, n =

n

an : Y Ve b re re >
* Ham tan suét tich luy 1a ham c6 do thi la dwdng gap khic ndi cac diém

i-1

(ai; F(a)), voi F(a) = D f,, i=1,... kk+1.

=1
« Piém phén tw 1a diém q; thod F(gy) = 1/4
« Diém ba phén tw 1a diém qg; thod F(gs) = 3/4
» Khodng [q:; 9z ] goi la khodng phén twvatri &= s - g1 goi la dé l1éch phan tuw.
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IV. PHAN TiCH THONG KE BIEN NGAU NHIEN 2 CHIEU
1. Téng quat
a) Mau phan Iop don )
Cho dai lwgng ngau nhién hai chiéu (X, Y), n O N. Mau phan I&p don c& n
cla (X, Y) cé dang nhu sau
{6 y).nj)|l<sisr&ls js s}
trong dé r,s ON, nj ON, 2n;=n.

MAu trén c6 thé biéu dién dang bang nhu sau

Y
X Y1 Y2 e Yi e Ys
X1 Nz | N2 Ny; N1s
X2 Noq Noo . Ny cen Nog
Xi Ni1 Ni2 Njj Nis
Xy N1 Nr2 Nyj Nys

» Tan suét cap (x,y;) ladailwong fj= ﬁ , 1< i< r1< j< s.
Ky hiéu

S
Ni. = Znij 1< isr
j=1

va
r
nj= >n ,1< j< s
i=1
Taco haimaucuaXvayla
{Xi,n)|1s i< r}
va

{i,np)l1ls js s}

2 £ s A . 5 L e h  a < . n.
* Tan suét cé diéu kién cla x; v&i dieu kién y; la dai lwong —-
n

*]
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A X L 2 A . Y i a R . n.
e Tan suét cé diéu kién clay; voi dieu kién x; la dai lwgng —

n.
» Céc tham s6 dac trung.
- Tri trung binh mau:
;(:Ernx va glzlsny
n — 10" n = IR
- Phuwong sai mau:
02 1< _ . 02 1S —\2
Sx :EZW-(‘_X)Z va SY:EZn,'j(yj—y)
i=1 j

- Hiép phwong sai mau:
. 1o _ _ 1S _—
Se =233, by 3= 233, 0y, -y
i=1 j=
- Hé sb twong quan mau:
]
Sxy

Rxy = =——

Sx .Sy
b) M&u phan 16p ghép

Cho dai lwong ngau nhién hai chiéu (X, Y), n O N. M3u phan I&p ghép c& n
cua (X, Y) c6 dang nhw sau

{(([ai;ai+1), [bjbj+1)), Nj) 1< i< r &1< j< s}

trong dé r,s ON, nj ON, 2n;=n.

MAu trén c6 thé biéu dién dang bang nhw sau

CuuDuongThanCong.com

https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Y
N [b1;02) | [b2;ba) | ... | [bjibjra) | ... | [Dsibs+1)
[a;a2) N11 Ni2 e Nyj N1s
[32;8.3) No1 N2 . N2 s Nog
[aiai+) | N Ni2 o Nj Nis
[ar;ar+1) nrl nr2 nrj nrs

s . n
* Tan suat cap lop ([aiai+1), [b;bj+1)) l1a dai lwgng f;= ﬁ ,1<isrl1<j< s
Ky hiéu

S
n.= >n ,1<isr
=1

va
nj= >n ,1<j< s
i=1
Tacé hai mau cia X va Y la
{(aiai1) , M) |1 i< r}
va

{(ojbj+a), n.j) [ 1= j< s}

BN
|

i
n .

* Tén suét co didu kién cla [a;air1) Vv&i diéu kién [bj;bj1) 1a dai lwong

* Tan suét co diéu kién cla [bj;bj1) voi diéu kién [a;ai1) 1a dai lwong
Ky hiéu xi = (a + ai1)/2, i=1,...,r va y; = (bj + bj+1)/2. Ta dinh nghia
cac tham so dac trwng twong tw nhw trweong hop phén 16p don.

» Céc tham s6 dac trung.
- Tri trung binh mau:

_ r . _ 1 S
X==>"n..x va y==>n.y,
i=1 n=
- Phwong sai mau:
02 14 _ . 0?2 18 _
Sx :—Zn,,(x—x)z va y:—Zn.,j(yj—y
n= N =
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- Hiép phwong sai mau:

S :%iinu()ﬁ _;()(yj -9):1223“@’1,&% -xy

i=1 j=1 i=1 j=1

- Hé sb twong quan mau:
O
S
Rxy = 0 Xg
Sx .Sy

+ Vi du.
~ Dé xac dinh mdi quan hé gitra chi phi quang cao va doanh sb ban hang nguoi
ta thong ké so liéu trong 10 thang nhw sau:

[ 1 2 3 4 5 6 I 8 9 10
pi | 480 | 450 | 480 540 570 | 420 | 390 520 | 470 | 480
Ci 22 18 20 24 24 22 14 22 18 16

O day pi va ¢ twong (rng 1a sbé san phdm ban ra va chi phi quang céo trong
thang i, i=1,...,10.

T bang trén ta suy ra mau thdng ké cla sd san phdm ban ra X nhw sau:

Xi | 390 | 420 | 450 | 470 | 480 | 520 | 540 | 570
n.| 1 1 1 1 3 1 1 1

va mau théng ké cta chi phi Y nhuw sau:

yi |14]16]18[20] 2224
nil1|1]2]1]3]2

Tt d6 ta tinh dwoc

_ _ 02 02 u]
X =480; y =20; Sx =2600; Sy =10.4; Sxy =118; Rxy =0.72

+ Vi du 2. Bang sau cho méau théng ké diém 2 mén toan (X) va tin (Y) thang diém 20
clia 100 sinh vién
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Y| [0:4) [4:8) | [8:12) | [12;16) | [16;20)
X
[0;4) 2 5 2
[4,8) 1 12 10 3
[8;12) 3 28 12 1
[12;16) 1 5 10 2
[16;20) 1 2
MA&u théng ké cta X 1a
[a;a41) [0:4) [4:8) | [812) | [12;16) | [16;20)
Ni. 9 26 44 18 3
xi:(ai+ai+1)/2 2 6 10 14 18
vayla
[b;;bi1) [0;4) [4;8) | [8;12) [ [12;16) | [16;20)
n. | 3 21 45 26 5
yi =(b+bj:1)/2 2 6 10 14 18

Tt d6 ta tinh dwoc
_ _ o2 02
x =9.20; y =10.36; Sx =14.08;, Sy =12.5104, va—8608 Rxy = 0.65
c) DAm may diém

Dé biéu dién mau 2 chiéu nguoi ta ding khai niém dam may diém.
Cho mau phéan I&p don c& n cia (X, Y)

{6, y),m)|1<s isr&ls<js s}
trong dé r,s ON, nj ON, Zn”_n

Mb&i cap (Xi , Y ) voi tan suat n; dwoc biéu dién bang n; diém ty xung quah
diém M;(x;, y;) hodc bang hinh tron tam M(xi, y;) ban kinh ti 1& thuan véi .

Hinh tao ra goi la ddm may diém biéu di&n mau 2 chiéu. Diém G(x, y) goi la
tam diém cla dam may diém.

Khai niém dam may diém biéu dién mau 2 chiéu phan I&p ghép ciing dinh

nghia twong tw .

2. Diéu chinh tuy én tinh
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Diéu chinh tuyén tinh la tim dwdng thdng diéu chinh dam may diém biéu dién
phan phdi mau cla vecto ngau nhién (X,Y).

Ta ap dung phwong phap binh phwong nhé nhét.

Ky hiéu A 1a dwdng thang c6 phuong trinh y = a.x + b (a#0). V&i mbi diém
Mi(Xk, Yi) trén dam may diém ta ky hiéu Py(xk, a.xc+b), Qk((yk=b)/a, yx) la cac diém
chiéu ctia My 1én Atheo Ox va Oy.

e

a) Puwong thdng héi qui cda y theo x.
) Puong thdng héi qui cda y theo x la dwéng thang cé hé sb a, b 1am cyc tiéu
tong

S(a,b) = ZM Zn: Y, —ax -

k=1
Gidi hé sautheoavab

=2bek -ZZxk(yk -ax,) =0

68
=2nb-2 -a =0
& Z( X)
Khtr b ta co
1ZH:XkYk_Xy =
Nz _ Sxvy
a= =
lzn“ 2 ;(2 gz
nk1xk £
Tw dé suy ra
O
= _—_= Sxyz
b—y—a.X—y—D—zx
Sx

Vi day la diém duy nhét c6 cac dao ham triét tiéu va S(a,b) > 0 bi chan dudi
nén né ciing la diém cwec tiéu. Vay phwong trinh dwong thang hoi qui A clia y theo x
)
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b) Puwong thang héi qui cda x theo y.
. Puong thdng héi qui cda x theo y la dwéng thang cé hé sb a, b 1am cuc tiéu
tong

S(ab) = ZMka Z(xk—yk—_bj

k=1 a

Twong tw nhw trén ta tinh dwoc phwong trinh dwéng thang hdi qui A’ cla x
theoy la

X=X= _Su = y-y)
SY

% Ghi cha:

- Trong trwdng hop phan Iop don ta coi I&p (xj, nj) o n; diém tring nhau va
cac phuwong trinh dwéong thang héi qui van dang.

- Cac dwong thdng A va A’ giao nhau tai diém G(x, y) va c6 cac hé sb goc
cung dau véi Sy

- Cac dworng thang A va A’ tring nhau khi va chi khi

0 02

2 2 2
SXY _ SY 0 _ = o 2
D_Z_D_ And SXY—SX.SY And RXY_
Sx  Sxv

Néu Rxy gan 1, thitanoi X vaY twong quan tét.
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V. PHAN PHOI XAC SUAT CUA DAl LUQONG
THONG KE TREN KHONG GIAN M AU

1. Khai ni ém phan ph 6i xac su at cta dai lwong th éng ké

Cho dai lwgng ngau nhién X c6 mat do f(x). Gia st (X1, Xz, ..., Xn) 1& mau cta
Xvacéd matdd f(xi). ....f(xn). M6t ham Y = g(xi, Xz, ..., Xn) bat ky goi la dai lwong

thdng ké trén khéng gian mau. Y = g(xa, X, ..., X») clng la dai lwong ngau nhién.
2

~ - x O 4
+ Vidu. ky vong mau x vaphwong sai mau S Ila cac dai lwgng thong ké.

Van dé dat ra 1a tim ham phan phdi H(y) cua Y.
Taco

HY) = [ £00)...F (x)dx..dx,

voi
Gy:{(xla X2! neey Xn) I g(X11 X21 ey Xn) S y}

2. Phan ph 6i xac su at cia mot sé dai lwong th 6ng ké

a) Phan phdi xac suét cda ky vong mau ’
* Dinh Iy 1. Néu mau (x, X2, ..., Xn) duoc lay tir dai lwgng ngau nhién X c6 phan
phdi chudn N(8, ¢?), thi

— n , 5 2
(1) xz%Zxk cO phan phoi chuan N(6, %)

k=1

(ii) %9\/5 c6 phan phéi chuadn N(0, 1)

b) Phan phdi 42 (khi binh)
» Dinh nghfa. Néu X;, 1< i< n, la cac dai lwong ngdu nhién c6 cing phan phdi
chuén N(0, 1), thi bién ngau nhién

U= ixf
k=1

c6 phan phéi khi binh véi n bac tw do c6 ky higu 1a x?2.

* Djnh ly 2. Cho bién ngéu nhién U c6 phan phbi x?. Khi d6
() Ham mat dé caa U la

f(u) = 2”’%(”)
0 ,us<0
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(i) E(U)=n; D(U) =2.n

Y Ghi chd. [(a) = fXa_le‘XdX (a>0).
0

« Binh Iy 3. Cho bién ngau nhién X c6 phan phbi chuan N(©, 0°) va (X1, Xz, ..., Xn) 1a
mau ctia X. Khi d6 dai lwvong thong ké

c6 phan phdi x2.,, trong d6

c) Phan phéi student
« Dinh nghfa. Cho bién ngau nhién Z c6 phan phdi chuan N(0,1) va U c6 phan phi
X2 (nz 1) doc lap véi nhau. Khi d6 bién ngau nhién

t=%\/ﬁ

tuan theo luat phan phéi student véi n bac tw do.

« Dinh Iy 4. Cho t tuan theo luat phan phéi student véi n bac tw do (n= 1). Khi d6
() Ham mat dd ctatla

fr2)
f)=—22 1 00 (o, +e0)

n+l

x/%r(g) (1+ij2

(i) V& n>1 E()=0 (f(t) 1a ham chan).
VoI n>2: D(t) = ——
n-2

« Pinh ly 5. Cho X tuan theo luat phan phéi chudn N(B, 6%) va (X1, Xz, ..., Xn) (N2 1)
la mau cha X. Khi d6 dai lwong théng ké

t:%é’,\/ﬁ

c6 phan phéi student v&i n-1 bac tw do, trong d6
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CM.

d) Phan phéi Fisher
+ Dinh nghia. Cho céac bién ngdu nhién déc lap U; c6 phan phdi  x% va U, co

phan phdi  x2, (n1,n2 = 1). Khi d6 bién ngau nhién
n2

ﬂ
I
A

tuan theo luat phan phdi Fisher véi cdp bac twdo (n1, n2), ky hiéu la Fnyno.

« Dinh Iy 6. Cho bién ngau nhién X c6 phan phdi Fpy 2. Khi do
(i) Ham mat d6 cda X la

nl

r( nl+ nzj(nljz n _nl+n2
2 n2 tz—l.(l_'_ﬂt 2

oy
2 2

0 <0

2 -
2 oso p = 202 (nL+n2 2)2
n2 - nL(n2-4)(n2-2)

(i) E(X) = 0n2 > 4

Bay gi® ta cho (X1, X2, ..., Xn1) 1& mau cda X, (Y1, Y2, ..., Yn2) |& mau cda Y va

__i nl ) - 1 nl __2
X‘mZ}‘ ’ Sl_nl—lé(xk X)

va

__i n2 o 1 n2 __
y—nzgyi ;S ——nz_lé(yk i
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* Dinh ly 7. Cho X va Y la cac bién ngau nhién doc lap c6 phan phdi chuan ciing
phuong sai (D(X) = D(Y)). Khi d6 dai lwong thong ké
2

N

F=

|

c6 phan phédi Fisher Fni.1n2.1.
CM.
Suy ra ttr dinh ly 3 va dinh nghia.
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VI. PHAN PHOI TIEM CAN CHUAN
CUA PAI LWONG THONG KE

Theo cac dinh ly gi¢i han, khi c& mau n tang dén vo cung thi co thé chirng
minh nhiéu dai lwong thdng ké& cd ham phan phdi xac suét tién téi ham phan phdi
chuén. Cac phan phéi d6 goi 1a phan phéi tiém can chuan.

« Binh Iy 1. Cho dai lwgng ngdu nhién X véi E(X) =6 va D(X) = 6® va (X1, X2, ..., Xn)
la mau clia X. Khi do

c6 phan phéi tién t&i phan phdi chuan N(0,1) khi n— +.

Tw dinh ly 1 suy ra

« Binh ly 2. Cho s kién A cla phép thir a c6 xac suat p van = 1. Gia st phép the
a dwoc thwe hién n 1an mot cach doc 1ap va sw kién A xuéat hién m 1an. Khi d6

>3

P M

©

=
|
©

c6 phan phéi tién t&i phan phdi chuan N(0,1) khi n— +e.

« Djnh ly 3. Néu dai lwgng ngdu nhién U co6 phan phdi x? , thi cac dai lwong

lf/z__: va  (V2u -v2n-1)

c6 phan phéi tién t&i phan phdi chuan N(0,1) khi n— +.

* Dinh ly 4. Néu dai lwong ngau nhién t cé phan phéi student véin bac tw do , thi
phan phdi xac suét cha t tién t&i phan phdi chuan N(0,1) khi n +eo,

% Ghi chi. V&i n = 30 phan phdi student dwoc coi la trung véi phan phdi chuan
N(0,1).
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) CHU'ONG 6
LY THUYET UOC LUONG

0. BAI TOAN UOC LUONG

Cho X la dai lwgng ngau nhién c6 luat phan phéi P(x, 8). Gia thiét dang cda
P da biét, nhung tham s6 6 chwa biét va ta can tim cach wéc lugng 6. C6 hai
phwong phap tiép can: woéc luong diém va woéc lwong khoang.

1. Uéc lwong diém i ,
U'éc lvgng diém la dwa trén mau (Xg, X2, ..., Xn) cla X, ta tim dai lwong thong
ké

[}
6 (X1, X2, ..., Xn)
thay cho 6 vé&i dd chinh xac nao 4do.

O
Dai lwvong &(xy, Xo, ..., Xn) goi la ham woéc lwong cua 6.

2. Uéc lwong kho ang .
U'éc lwvong khoang la dwa trén mau (xi, X, ..., X,) cua X, ta tim khoang

O ]
[01, 2]
0 0 0 0 . )
trong d6 61 = G1(X1, X2, ..., Xn) V& B2 = B2(X1, X2, ..., Xn), Sa0 cho cb thé coi
O O
6:< 6 6,

v&i do tin cay nao do.
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1. OC LUONG PIEM
1. Ham wéc lwong cta mdt tham s 6

Cho bién ngau nhién X v&i luat phan phdi P(x, 8) va mau (X1, Xo, ..., Xn) cla X.

i O
* Dinh nghia 1. Pai lwgng thong ké 8(x1, Xz, ..., Xn) dwoc chon st dung thay cho 6
goi la ham wérc lwong cua 6.

+Vidul Giast E(X)=p va D(X) =0 Tacéthé coi x==3x Iawoc luong
Ni=

clap va S = (>g —3()2 la woc lwong cia o2,

02 18
ni=

Ung voi méi tham s6 6 ¢ thé c6 nhiéu ham woc lwong khac nhau. Van dé
dat ra la phai chon ham wéc lwgng theo ti€u chuan nao dé co thé coi la tot.

O
* binh nghia 2. Ham wéc lwgng  (x1, X2, ..., Xn) cia 0 goi la woc lvong khéng
chéch néu

E[O(, Xz, ..., Xo)] = 6

v&i moi 6 trong khoang xac dinh H nao do.

£ . o N - X > ’ ~ N A A ’
Néu coi 8(xy, X2, ..., Xn) — 0 la sai sO cla wéc lwong thi diéu kién trén chirng
té ky vong sai s6 bang 0.

+Vidu 2. Kyvong mdu x la woc lwong khdng chéch cia ky vong p. That vay, ta
co

E(X) = E(%ixkaliE(xk) = n

k=1 nN'a

. o2 n _
+ Vi du 3. dai lwgng thong ké S :E (>g —x)2 la wéc lwong chéch cla phuwong
ni=

sai 0°. Thatvay, ta c

m
0]
1

U
m
n
1

m
wno
N
1
Sl Sk S|k
m
s 1 1
>
X
|
x|
N—
+
x|
|
/n:l\ )
1
~—
|
N
X
|
x|
~—
x|
|
JLR
x|
=
| I |

e -5 el -2l s il
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» D¢ chinh xac cda cac wéc lwong khdng chéch.
O
Giastr G(xa, Xz, ..., Xn) la wéc lwong khéng chéch cda 6 va
O
D[H(X]_, X2! ey Xn)] = 62

Khi d6, theo bat déng thirc Trebwsep, v&i moi € > 0, ta co

=1-
£2.0° £

o 2
P{&(x1, X2, ..., Xn) — 0| <€d} =2 1- 9 iz

Néu chon € =3 thi

)
P{O(X1, X2, ..., Xn) —0]< 3.8} = 1-1/9 =0.889

. . . U

Cong thirc trén dung véi moi phan phdi xac suat cta X. Neu 8(xg, X2, ..., Xn)
c6 phan phdi chudn N(8, 3) thitacé

]
P{| 6 (X1, X2, ..., Xn) — 0] <3.0} =0.997
Trong thyc té nguoi ta viét
O
| € (X1, X2, ..., Xn) — 0 < 3.0

va goi do la cong thirc 3d. .

O wéce lwgng khodng ta sé nghién clru d6 chinh xac triét dé hon.

]
e Dinh nghia 3. Wéc lwvgng khdng chéch  6(x1, Xo, ..., X,) cla 6 goi la woc lwong
hiéu qua trén khodng H cta 6, néu vé&i moi wéc lwong khong chéch T(xa, Xo, ..., Xn)
clabtaco
O
D[ (X1, X2, ..., Xn)] S D[T(X1, X2, ..., Xn)] O60H

« Dinh ly 1 (b4t dang thirc Cramer-Rao). Cho bién ngdu nhién X cé mat do f(x, 0), (X,

= ~ > > ~ X - A s X . BN g N
X2, ..., Xn) la mau c& n cda X thoa mét so dieu kién nhat dinh va 8(Xq, X2, ..., Xn) &

ham wéc lwong khéng chéch cta 6. Khi dé
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1

H%Mnux@T
06

D[g(xl, X2, vouy Xn)] 2

+ Vi du 4. Cho bién ngau nhién X c6 phan phdi chudn N(u, 6®). Ta chirarang x
la wée lwgng hiéu qua cda p. That vay, vi

dIn f(x, 1) _X-H

ou o’
nén
1 B 1 _ 0’
2 2 T
n.E oInf(x4) n.E (X_ﬂ)z "
ou o’

— 2 — 1 2
M3t khac ta biét ring D(x) = <. Suyra x thoa bat déng thirc Cramer-Rao. Vay
n

X la woce lwong hiéu qua cla p.

O .
e Djinh nghia 4. Ham wéc lwong 8 (xy, Xz, ..., Xn) cUa 6 goi la wéc lwong ving néu

[}
Oe>008 0H, limy.vw P{|O(X1, X2, ..., Xn) — 0] <€}=1

trong d6 xac suat P dwoc tinh theo 6.

O
e Dinhly 2. Cho &(x1, X2, ..., Xn) la ham wéc lwgng cia 6 thoa

[}
() (X1, X2, ..., Xn) la wéc lwgng khéng chéch cla 6 hoac
. [}
limn_ 4+ [E(@ (X1, X2, ..., Xn)) = 6] =0
e - D
(i) imp_ +=D[ 8 (X1, X2, ..., X7)] =0

O
Khi d6 6&(xa, Xz, ..., Xn) la wéc lwong virng cua 6.
CM.
Ap dung bat dang thirc Trebusep ta c6

i
O O
0e>0, P{|8(X1, X2, ..., Xn) — E[@(X1, X2, ..., Xn)] | <€} = 1-
Tw d6, st dung (i), suy ra
O O
0e>0, limy_ 4w P{8(X1, X2, ..., Xn) = E[@(X1, X2, ..., Xn)] | <€} =1 (¥
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. U O
Néeu 8 (xi, X2, ..., Xn) la wéc lwgng khéng chéch, tec E[O (X1, X2, ..., Xn)] = 6,
thi theo dinh nghia né 1& wéc lvgng vikng.
Ta xét trwdng hop

My e [E(O (X0, X, ... X0)) — 8] = O

Cho € >0 batky. Tdn tai n. thoa
[}
IE(6(xs, Xa, ..., %) — 6| <&/2,  Onz n,

Mat khéc, tir bat dang thirc

O O O O
[6(X1, X2, ...y Xn) =0] £ |6 (X1, X2, ..., Xn) = E[O (X1, X2, ..., Xn)]| +|E(E (X1, X2, ..., Xn)) —
Sl

suy ra: V&I moi n = ng, s kién
1000, Xo -, Xa) = E[O(X0, Xar oors X0)] | < €12
kéo theo s kién
|5(x1, X2, ..., Xn) —O] £ €/2+¢€l2=¢

Vay

PO Xor oo Xe) =8| <€} 2 P{O( Xor s Xe) = E[O(X0, Yo, -.., X)]| < €12}

Tw do, theo (*), suy ra

[}
liMy . vw P{O(X1, X2y .y X) =B <€} =1

O
Vay 6(Xi, X2, ..., Xn) la wéc lwong vikng cla 6.

+ Vi dy 5. Xét woc lwgng x cda = E(X). Theo vi du 1, x la wéc lwgng khong
chéch cta . Tiép theo

- LI 13 o’
D(x)= D|= == D(x)=—
(%) LZ&} F2 D)=
Vay theo dinh Iy trén, x la wéc lwong vivng cla .

+ Vi du 6. Trong mét 16 san pham, ct 1dy 1 san pham thi xac suét lay phai phé phadm
la p. Nguoi ta lay n san pham, thi c6 m phé phdm. Tim wéc lwong khéng chéch cha
P.
Giai.

Goi Xi,i=1, 2, ..., n, 1a s phé pham xuét hién trong 1an 14y sadn pham th i.
R® rang X; la dai lwong ngau nhién co luat phan phdi
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PXi=1)=p va P(X;=0)=1-p

Taco
EX)=p& D(X)=p(1-p) Oi=1,...,n

Nhw vay viéc lay n san pham twong dwong véi viéc ldy mau co 1&p (xi, X2, ...,
Xn). Vay theo vi du 2,

Xi:

i=1

Sk

'y =M

n
la wéc lwgng khdong chéch cua p.

Theo vi du 5, m/n ciing la wéc lwgng virng clta p.
% Ghi chd: m/n la wéce lwgng hiéu qua cla p.

+ Vi dy 7. Trong mét xi nghiép, dé biét s6 don vi nguyén liéu can thiét san xuét ra 1
thanh phadm nguwdi ta 1y mau c& 20:

30, 38 31, 32; 35 32, 35 36; 33 38 3.5, 3.2, 4.:;
36; 34, 35 43 35 30 40

Goi X la dai lwong ngau nhién chi so lwgng don vi nguyén liéu can thiét dé
san xuat 1 thanh pham. Ta can wéc lwgng W = E(X). Theo vi du 2 va vi du 3, ta lay

_ 1 20
X = — . =35
202"
lam wéc lwong cla u va lay

» izo
$= :1(‘ -xf

lam wéc lwong clia o = D(X).
Tw d6 ta c6 thé xap xi phwong sai clia x

D(x) = 6°/n = s%n = &°.

Tac 0.8. Vay theo cbng thirc 36 ta dwoc

ﬁl

] u=35+3*0.8=35+0.24
v&i xac suat 0.889.

« Két qua:
] Ham wéc lweng | . Tinh ch at caa
Tham s o6 O 0
0(X1, Xz’ e Xn) EH(X]_, X2, seey Xn) De(Xl, X2, seey Xn) e(xl, X2’ . Xn)

- khéng chéch

Ky vong _ 19 a’ - virng

u=E(X) n;:xu H n - hiéu qua, neu
X phéan phoi
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chuan

- khéng chéch

X&c suét p m/n P p(1-p)n |- vitng
- hiéu qua
s” =
n 1 n-3 - khdéng chéch
1 - =y -2 g che
Phwong sai 0° n—_12(>§ —X)2 o° n(’u“ n-1° j - virng
i=1

V&I a=E(X-p)*

2. Phwong phdp h op ly c we dai (R.A.Fisher)

Gia st da[ lwong ngau nhién X pé ham mat do f(x, 6) véi dang cla f da biét,
nhwng 6 chuwa biét. D& wéc lwong 0 ta ldy mau (x4, Xo, ..., Xn) va lap ham

L(B) = f(xs, ) X . . . . . X f(Xn, 6) 1)

L(8) goi la ham hop ly ctia mau, né phu thudc X, ... , X, va 8 nhwng coi Xy,

N - X X A 1% SR 0
..., Xn lahang va 6 la bien. Van de dat rala tim 8(xi, X2, ..., X,) sao cho

L(B(x1, Xor ... X)) = L(6) 0O H )

pat W(®) = In[L(8)], didu kién trén twong dwong
0
W(O (X1, X2, ..., Xn)) = W(6) Oe0H 3)

O 3
Uéc lwong 6(x1, X2, ..., Xn) Xac dinh bdi diéu kién trén goi la wéc lwong hop
ly cuc dai cha 6.

7 [}
Néu W(B) kha vitheo 8 thitai 8(xy, Xa, ..., Xn) ta c6

dv

—=0 4

5 @ |
Phuwong trinh nay goi la phwong trinh hop ly va moi nghiém cla né, néu thoa

(2) hodc (3) déu la wéce lwong hop ly cuc dai cia 6.

+ Vi du 1. Cho bién ngau nhién X c6 phan phdi chuadn N(u, 0%, o®> da biét, p chua
biét va (X1, X2, ..., Xn) 1& mau c& n cta X. Hay tim wéc lwong hop Iy cwe dai cta .
Giai.

Taco

1
1 _?Z(Xi -u)?
L(W) = e
\ 270

2

L (x - )

W() = In[L (W] = - n.In{y270) - 207 =
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(vi

avl) - 1o -
Vay, phwong trinh hop ly la
Y(x-p)=0

i=1

Giai phwong trinh nay ta duwgc wéc lwong hop ly cwe dai cda p la

[} 1 n —
(X1, X2, oy Xn) = =3 % =X
Ni=1

2 O ]
d :J(z’u) =- _n2 <0,néntai ¢ ham Y(u) dat gia tri I&n nhat).
W o

& Ghi cha: Ly thuyét trén c6 thé mé réng cho truéng hop 6 = (6,
hé phuwong trinh hop ly 1a

MO _o,i=1, ...k
08 I

..., 6y, trong do

+ Vi du 2. Cho bién ngau nhién X cé phan phdi chudn N(u, 0%, 0> va p déu chuwa

biét va (X1, X2, ..

Giai.

Hé phuwong trinh hop ly la
oW(u,o? 10
o) = L Sl-u) =0
oW (u,0% 1 n > N
= - - =0
do’ 20" E()ﬁ #) 20°

Gidirataco

DPao ham riéng cap 2 1a

oW (u,o?) n oW (u,0%) 13
—_— = I Vo e = U
oL’ o? oo’ o’ ;()ﬂ )

oV (u,o0? n 18
6((0/2)2 ):204‘FZ:1:(>§‘#)2

i n] 02
Thé p= x4 va o= o vao cac dao ham riéng ta cé
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oV (u,o n oV (u,o 1 & 0
A a(;/;[ S a/faﬂaz)‘ FZ(“"’)ZO
o o i=1
2 ) 02
owv(u,o n 13 O n no n
C (('Liz ) o4 b ()g_'uj o4 g6 4
60) i=1
20 O 20 o 20
=
2
B2-AC=-——- va A<O
20
o 02 N . )
vVay (u, o ) lawdc lwong hop ly cwe dai.
% Ghi chu:

- Trwng hop X 1a bién ngau nhién roi rac, ta ciing dinh nghia twong tw khai
niém wéc lwgng hop ly cuc dai.

- Uéc lwgng hop ly cwe dai la wéc lwong virng (CM) Khi n kh& I&n, n6 co
phan phéi tiém can chuan va kha gan wéc lwong hiéu qua.

- Khéi niém wéc lwong hop Iy cwc dai dinh nghia theo (2) hodc (3) dwa trén
quan diém “gia tri ctia 0 trong thyc té 1a gia tri (’ng v&i xac suét xay ra Ién nhat” (vi
vay no la hop ly nhét).
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2. UOC LUPONG KHOANG

* Dinh nghia.
Cho bién ngdu nhién X cé phan phéi phu thudéc tham sé 6, 6 O H, va mau (x4,
] ] ] ] ] ]
X2, ..., Xn). Khodng [61, 82 ], trong d6 1= 61(X1, X2, ..., Xn) Va B2 = B2(X1, Xz,
.-, Xn), 0i la khoang woc lupng (tin cdy) cua tham sb 0 voidotincgy y,0<y<1
, Néu

D O
P{:1< 6= O2}=y

« Bai toan 1. Cho bién ngau nhién X cé phan phdi chuin N(u,0%) voi o da biét va p
chwa biét. Cho mau (X1, X, ..., Xn) V& Y, 0<y<1. Hay xac dinh khoang tin cay cua p
V@i dé tin cay y.
Giai. ~
. X_:L[ , A X )3 . ~ ~ A e
Pai lvong 2 En ¢ phan phoi chuan N(0,1). Goi ®(u) la ham phan phoi
o
chuén N(0,1), tirc
uq _t?
du) = | ——e 2dt
(u) j o
Tatim u,>0 thoa
X_
y=P{-us TN s ) = o) - OCu) = o) - [1- Ou)] = 2.0(u) - 1

Tw d6 suy ra

Uy = m"l(H_J/j

Vé&i uy taco

Vay

[x-u-L | x+u-L]
"Jn "JIn

la khoang wéc lwgng (tin cay) cha p véi do tin cay .

+ Vi du. Do 25 Ian chi tiét may. Gia st khdng c6 sai s hé théng va sai sé ngau nhién
c6 phan phdi chudn N(u,0%) véi o= 10. Biét x = 100, hay tim khoang tin cay cla
chiéu dai chi tiét may véi do tin cay y = 0.99.
Giai.
Taco
Uo.ge = (0.5 + 0.99/2) = ~(0.995) = 2.575

=100 - 2.575£ =100 - 5.15=94.85;

ag
u PR
Y In J25

X -
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X+ uy% =100 + 2.575% =100 + 5.15 = 105.15
n

Vay [94.85; 105.15] la khoang tin cay cta p v&i do tin cay 0.99.

« Bai toan 2. Cho bién ngau nhién X cé phan phdi chuin N(u,0%) voi o da biét va p
chwa biét. Cho d > 0 va y OR, 0<y<1, phai &y mau c& (n) nhd nhét 1a bao nhiéu dé
wéce lwong x cta p khdng sai khac véi p qua d don vi véi d6 tin cay y (P{|x — | <

d=zy?
Giai.
V&i
Uy = cp"l(“_yj
2
taco
— o — o
=P{ x-u— < s X+u,——
y { y n p y\/ﬁ}
=
— o
=P{|x-H|s u,—
y=P{|x -y v In }
Vay dé

P{Ix -ul< d}z vy
n phai thoa
o
uyﬁ <d = nz u, FE
Suy ra n nhd nhét la

trong d6 [x] ky hiéu sé nguyén nhé nhét > x.

+ Vi du. Cho bién ngau nhién X cé phan phdi chudn N(u,0%) véi 0% = 25. Phai lay
mau c& (n) nhé nhat la bao nhiéu dé wéc lwong x clia p khdng sai khac vai p qua d
=1 don vi v&i dod tin cay y = 0.95.
Giai.

Theo trén n nhd nhét |a

2_2 2
n= {uyd;' 1 = {“0%25} =[1.96°.25] =[96.04] = 97

« Bai toan 3. Cho bién ngiu nhién X c6 phan phdi chudn N(u,0%) véi o va p chua
biét. Cho mau (X1, X, ..., Xn) Va Y, 0<y<1. Hay xac dinh khodng tin cay cta p v&i do
tin cay .
Giai.

Ta xét dai lwong théng ké
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;(;,U\/ﬁ (Szzni_izzll()ﬁ _;()2 )

Pai lwong nay c6 ham phan phdi Student v&i n—1 bac tw do, ky hiéu 1a Ti(t).
Twong tw nhw bai toan 1, voi

a1+
tn_lvy: Tn—]i(TJ/j

ta co

<

S — S
L Ty S ps X+tn—Lyﬁ}

Vay
- S - S
[X_tn—l,y /n J X+tn—ly /_n ]

la khoang tin cay cla p v&i do tin cay .

+ Vi du. M6t gibng IGa gieo trén 10 miéng dat thi nghiém cé diéu kién gidng nhau,
cho san Iwgng tinh theo cung don vi nhw sau

25.4; 28.0; 20.1, 27.4; 25.6; 23.9; 24.8; 26.4, 27.0; 25.4
Hay xac dinh khoéng tin cay cta san lwong gidng lta véi do tin cay y = 0.95,

biét san lwgng lda la dai lwgng ngdu nhién c6 phan phéi chudn N(u,0%) v&i y va o
chuwa biét.

Giai.
Ta tinh dwoc
x =254  va s =224
va tra bang ta c0 tg 095 = 2.262. Tt d6 ta tinh cac can cua khoang tin cay
224 R 224
=254-2262.— =23.8 va =254+ 2262 .— =27
H1 \/1—0 H1 \/E

Vay khodng tin cay ctia san lwong giéng lia véi dé tin cay y = 0.95 la
[23.8; 27]

« Bai toan 4. Cho bién ngau nhién X c6 phan phdi chuan N(u,0%) véi o va p chwa
biét. Cho mau (x1, Xo, ..., Xn) V& Y, 0<y<1. Hay x&c dinh khoang tin cay cta o® v&i do
tin cay v.
Giai.
Theo Pinh ly 3, bai V, chwong 5 (Théng ké mé ta), dai lwong thdng ké
n-1,

S
o2
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c6 phan phdi x? véi n-1 bac tw do.
Ky hiéu x(u) 1a ham phan phéi ctia phan phéi x* voi k bac tw do. Ta tim 2
sO dwong u; va u, sao cho

n-1
P(ul = p s°< uzj = Xoa(Up) = X (W) =Y

Trong céac sb u; va u, thoa diéu kién trén, ngudi ta thwdng chon sao cho

_1-y 1-y
Xooa (W) _2 = = Xn 1( > j
va
1- 4 (1+
1- x,4(U,) :Ty = anl( ZVJ

Suy ra

P(n 1SZ<0' < n_lszj :y
u2 ul

Vay khoang tin cay clia o va&i do tin cay y la
|:n_1$2, n_lsz:|
uZ ul
+ Vi dy. Xét vi du & bai toan 3. Xac dinh khoang tin cay cla phwong sai san lvgng
la 6® v&i dd tin cay y=0.9.

Giai.
Ta c6 s® = 2.24° = 5.02. Tra bang ham phan phéi ¢ ta dwoc
1- 4(1-09
= X 1( £ ) Xgl(—j ;' (005) =3.33
2 2
va
Uz = )(n‘il(l%yj = Xe 1(“—20'9) = X," (095) = 16.92
Tw do suy ra
g2=1"1e 107150, - 567
u, 1692
va
02=1"1e 1071545 _ 1357
U 333

Vay khoang tin cay cla phwong sai san lwong lta 6® véi do tin cay y=0.9 la
[2.67; 13.57]
« Bai toan 5. U¢c lwong tham sb véi mau c& lon.

Trong cac bai toan trdc ta gia thiét X c6 phan phdi chuan va s dung ham
phén phdi chinh xac cua céac dai lwgng thong ké.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Tuy nhién, néu c¢& mau Ién, ta c6 thé st dung phan phdi tiém can chuan dé
tim khoang tin cay cho don gian.

+ Vi du 1. Gia st sw kién A cta phép thtr a cé xac suat p. Thwc hién phép thtr a n
lan v&i n kha I&n. Gia st A xuét hién m lan. Hay tim khoang tin cay clta p v&i do tin
cayy, 0<y<L.
Giai.

Theo dinh ly 2, bai VI, chwong 5 (Théng ké mb ta), ta c6 thé coi dai lwong

—~P
n

—n___n
VPaA-p)
c6 phan phéi tiém can chuan N(0,1).

Dé tim khodang tin cay cla p ta xap xi
m(, m
p(1-p) = F(l__j

T d6 suy ra

m /m(n—m) m /m(n—m) _
P(F_Uy TSpSF"‘Uy T]—y
Vay ta c6 khoang tin cay cta p v&i do tin cay y la

m_, /m(n—m)_eru /m(n—m)
n 7 n ‘n 7 n’

n = 4000; m =3200; y=0.95

Vi du, cho

ta tinh dwoc

m/n = 0.8; \/m(”;m) =\/0.8 800 _ V64 _ 5 0063
n 4000 400

Tra bang ta c6
Uo.os = 1.96
Vay khoang tin cay la

[0.8 —1.96 x 0.0063; 0.8 + 1.96 x 0.0063] = [0.788 ; 0.812]
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+ Vi du 2. Gia thiét nhw & vi du 1 va cho d > 0. Hai phai thwc hién it nhat bao nhiéu
lan d& m/n khong sai khac p qua d véi dé tin cay y, tiec P(Im/n—p| < d) =.
Giai. ]

V&i n Ién ta c6 thé coi dai lwong

c6 phan phéi tiém can chuan N(0,1).

Taco
m
n P Jn
—u, s—"— _\n<u |=y
" {p@-p) g
=
P[m ‘ uy\/p(l-p)J_
—-ps A =y
n Jn
Vay dé
P(Im/n-p|< d)=vy
n can thoa
/ l_ 2
L\/(ﬁp)sd = nz %p(l—p)

Vi p(1-p) < Y, nén ta chican lay n nhé nhat = %—V tire

u2
= | X

Chang han, can uoc lwong ti 16 phé pham p trong 16 hang voi d6 tin cay y =
0.95 va sai so khdng qua d = 0.01. Hdi phai lay c& mau it nhat la bao nhiéu.
Ta c6 upgs = 1.96. Vay c& mau it nhat la

2 2
n= U_y2 = L62 =9604
4d 4[DOx

+ Vi du 3. Cho bién ngdu nhién X c6 phan phdi chudn N(u,0%) véi o va p chwa biét.
Cho mau (X1, X2, ..., Xn) V&I n kha I&n va vy, 0<y<1. Hay xac dinh khoang tin cay cla p
v&i do tin cay .

Giai.
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V&i n lén (n>30), dai lwong théng ké

X- U 2_ 1 3 2
n s°= —Y(x —x
SV n—1§(" )
c6 phan phéi tiém can chuan N(0,1).
Taco

Vay khodng tin cdy ctia p v&i dé tincay y la

= s
X+u
ugiEeu ]
Chéng han, cho
n=1376; x =70.4; s=0.37; y=0.99.
Tra bang ta c6 ugg9 = 2.58. Vay khoang tin cay la

037 037
704- 258 L 704+ 258 —-_ | = [70.375; 70.425
{ V1376’ \/1376} [ ]

« Bai toan 6. U'éc lwong trong truéng hop tap téng thé hiru han va mau khéng lap.
Cho N phan tl, trong d6 ¢ M phan t& cé tinh chat a. Hay wéc lwong ti 1é
M
P N
V@i dé tin cay .
Giai.
Chon ngau nhién n phan t&, goi m & sé phan t&r cé tinh chét a. dai lwong
ngau nhién m cé phan phéi siéu hinh hoc

C(M,k).C(N-M,n-k)
C(N,n)

E(m):p va D(mj N=n p@-p)
n n N 1" n

la wéc lwong khdng chéch cua p.

P(m=kK) = ] k=0, 1, ..., ko (ko = min{n,M})

voi

O
Vay p=

513

Néu N va n dulén thi
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m_p
N ; Jﬁ
-n
1_
\/N_lp( p)
c6 phan phéi tiém can chuan N(0,1).
Tw d6 suy ra
m
—=Pp
Pl-u, < n Jns<u, | =y
\/N "pa-p
N-1
N-n N-n
1- 1-
am_ N —1 P |0)SIOSm+u N1 PdP) _,
n ”’ Jn n ”’ Jn

.1+
trong d6 u,= P 1( 2}/] = d)[{%j

Vi tham sé p & hai can trén chua biét nén c6 thé thay né bing gia tri =, tic
n

la
I =
Pm—u N-1n n Spsm+u N-1n n -y
n Jn n 7/ Jn
Suy ra khoang wéc luvong [p1; p2] cla p = % v&i d6 tin cdy y c6 can duoi
R
D1 = m_u N-1n n
n ”’ Jn
va can trén
JN—nm ~m
0= My N—1n( nj
n "’/ Jn

() Trwdng hop biét N, wéc lwong M:

Tw p;< % < p2 v&idoé tin cay ysuy ra
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pi.N< M< po.N voidétincayy

+ Vi du. Trong 16 3000 hép thit lay ra 200 hop thi c6 40 hop kém chat lwong. Tim
khoang wéc lwgng clia s6 hop kém chat lwgng véi db tin cay y = 90%.
Giai.

Taco
N = 3000; n = 200; m = 40; y = 90%;
Suy ra
m/n=40/200 = 0.2; uy,=1.65;
J'\'—nm( _mj
y WNZENL N 1.65.\/M 02(1- 02— = 0045
Jn 3000-1 200
pp = 0.2 - 0.045 = 0.155; p, = 0.2 + 0.045 = 0.245;
va
p1.N = 0.155 x 3000 = 465;p,.N = 0.245 x 3000 = 735;
Vay

465 < M< 735 v@idotin cay 90%.

(i) Trweng hop biét M, n khdng dang ké so véi N, wéce lwong N:
C6 thé coi H =1. Suy ra khoang wé&c lvgng [p1; p2] cla p = % véi do

tin cay y c6 can dudi

m(l_mj
o= Moy ¥nl n)
1 n y \/ﬁ
va can trén
m(l_mj
ooz My AL nJ
2 n v \/ﬁ
. M NA T W A
Ty p1= N < p2 vOidd tincay ysuy ra
M<cns M isidgstincayy
P, B

+ Vi du. P& wéc lwgng sb ca trong hd ngudi ta bat 1000 con danh dau réi tha lai
xudng hé. Sau do6 bét 1an thé hai 1000 con thi thy c¢6 100 con danh diu. Hay tim
khoang wéc lwong sb ca trong hd véi dd tin cay 0.9.
Giai.

Goi N lasé catrong hd
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M = 1000 la s6 ca danh dau
n=1000 la slé ca bat Iénlthu’,hai )
m = 100 la sb6 ca danh dau bat dwoc lan thi hai.

Taco
m/n = 100/1000 = 0.1; y=90% ; uy=1.65
va
m(l_mj
, n n _ 1.65\/ 01x0.9 _ 165x% 0.3 _ 0.495 - 00157
Jn J1000  10/10 316
=
p1=0.1-0.0157 = 0.0843; p.=0.1+0.0157 = 0.1157,
va
M . M
— =1000/0.1157 = 8643 va — =1000/0.0843 = 11862
P, P
Vay

8643 < N <= 11862 vo&ido tin cay 90%.

« Bai toan 7. Ung dung bat ddng thic Trebusep.

Cho X la bién ngau nhién c6 phan phdi bat ky véi phwong sai 0® da biét, (x4,
X2, ..., Xn) l& m3u cta X. Tim khoang wéc lwgng cta ky vong p = E(X) véi dd tin cay y
(O<y<1).
Giai.

Ta d4 biét dai lwong

2

c6 E(x)=pn va D(X)= %. Theo béat dang thirc Trebusep, v&i € > 0 ta co
_ 2
Px —p< e} 1- L
ne

Vay vai hé sb tin cay y cho trwdc ta chi can xac dinh g, > 0 thoa
2
1019 o

=y gy S e
ne Y o nd-y)

Khi d6 khoang wéc lwgng cia p véi do tin cay y la

[Xx —g; X +&]

+ Vi du. Can 100 em bé 18 thang ta dwoc trong lwong trung binh 1a 12.8 kg. Biét
trong lwong em bé 18 thang la dai lwong ngdu nhién cé dé léch quan phwong o =
2.1. Hay xac dinh khoang wéc lwgng cda ky vong v&i do tin cay y = 0.95.
Giai.

Taco
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o 21

- Jn@-y J100(@- 095
Vay khoang wéc luvong la

g = 0.939

[12.8 - 0.939; 12.8 + 0.939] = [11.861 ; 13.739]

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

