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1l

LGi gidi thiéu

X4c suat va thdng ké dong vai tro rat quan trong trong hau hét moi linh vuc ctia thé
giéi hien dai, tit khoa hoc, cong nghe, dén kinh té, chinh tri, dén siic khde, moi truong,
v.v. Ngay nay, may tinh gitp cho viéc tinh toan cac van dé xac suat thong ké ngay cang
trd nén dé dang, mot khi da c6 céac s6 lieu ding dan va mo hinh hgp ly. Thé nhung, ban
than mdy tinh khong biét mo hinh nao 1d hop 1y. Day 1a van dé clia nguoi stt dung: can
phai hiéu dugc ban chat clia cac khai niem va mo hinh xac suat théng ke, thi méi c6 thé
dung dugc chiung.

Muc dich ctia quyén sach nay chinh la nhim gitp ban doc hiéu ding ban chat cta
nhitng khai niém vad phuong phap co ban nhat clia xac suat va thong ke, va qua dé co
thé 4p dung dudc ching, tim dude phuong phap thich hop cho nhitng tinh huéng cu thé.
Mot s6 diém ma cac tac gia ¢d gang dua vao trong sach nay la:

- Giai thich ban chat cac khai niem mot cach trice gidce, dé hiéu nhat trong chimng mic
c6 thé, dong thoi ddm bao do chat ché nhat dinh vé mit toan hoc.

- Cho nhiéu vi du va bai tap vé nhitng tinh hudng c6 that, véi s6 lieu c6 that, nham
gitip ban doc cadm nhan dudgc cac ing dung thuec té clia xac suat va thong ke.

Quyén sach nay c6 5 chuong. Chuong 1 gom mot s6 khai niem co s6 ciia Iy thuyét
xac suat. Chuong nay khong doi hoi kién thiic dic biét gi vé toan, va hoc sinh pho thong
ciing ¢6 thé doc va hiéu duge phan 16n. Tuy nhien, kién thic ctia Chuong 1 khong hoan
toan hién nhién, ké ca déi v6i nhitng ngusi da hoc dai hoc. Trong qué trinh soan thio, cac
tac gia c6 dem mot s6 bai tap hoi kho ctia Chuong 1 d6 céc hoc sinh dai hoc va cao hoc
nganh toan, va phan 16n ho lam sai! Cac bai tap dé khong phai 1a khé vé mit toan hoc
(dé giai chiing chi can lam vai phép tinh s6 hoc don gian), ma la kho vi chiing chita dung
nhitng sir té nhi vé ban chat ciia xac suat. Hy vong rang, ban doc sé thay dugc nhiing sy
té nhi do, va tranh duge cic sai lam ma nhiéu ngudi khac hay mac phéi.

Tit Chuong 2 dén Chuong 4 clia quyén sach 1a 1y thuyét xéc sudt clia cac bién ngau
nhién. Chuong 2 1a vé cac bién ngau nhién nhan gia tri thic. Chuong 3 13 vé cidc bo nhiéu
bién ngau nhién, hay con goi la cac vector ngau nhién. Chuong 4 1a vé cac dinh ly gi6i
han, trong do6 c6 dinh 1y gi6i han trung tam, duge coi 1a dinh 1§ quan trong nhat cta ly
thuyét xac suat va la hon déa tang clia théng ké toan hoc. Chuong 5 ciia quyén séach 1a
gi6i thieu vé théng ké. Ban doc sé tim thay trong chuong nay nhitng van dé c6 thé giai
quyét bang théng ke nhu uéc lugng, kiem dinh, du bao, nhitng nguyén tic co ban nhéat

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

iv

ctia thong ke, va mot s6 phuong phap thong ké nay da tré thanh kinh dién.

D@ hiéu t6t cac van dé duge ban t6i trong Chuong 2 va cac chuong tiép theo, ban doc
can c¢6 mot sé kién thiic chuan bi vé giai tich toan hoc, nhu phép tinh vi tich phan va
khai trién Taylor-Lagrange, cong v6i mot it kién thiic vé dai s6 tuyén tinh. Néu c6 them
mot it kién thitc vé topo va gidi tich ham thi cang tot. Trong sach c6 dua ra dinh nghia
va tinh chat ctia mot s6 khai niém toan hoc can diing, vi du nhu tich phan Lebesgue trén
khong gian xéc suat, bién doi Fourier, hai tu yéu, v.v.

Quyén sach nay c6 thé diing lam sach gido khoa hay sach tham khao cho mén xac suat
thong ke 6 bac dai hoc hoiic cao hoc nhiéu nganh khac nhau. Sinh vién cidc nganh khong
phéi todn c6 thé bd qua cac phan chitng minh cac dinh I tuong déi phiic tap trong sach,
ma chi can hiéu ding phét biéu ctia céc dinh 1y quan trong nhat va cach ap dung ching.
Céc sinh vién nganh toan thi nén tim hiéu ca cach chitng minh céc dinh ly.

Do khuon kho ciia quyén sach ¢6 han, nén con rat nhiéu khéi niem quan trong ciia xac
suat va thong ke khong xuat hién trong sach, vi du nhu qua trinh ngau nhién. Hy vong
rang quyen sach nay cung cap dudc tuong doi day du cac kién thiic co s8, dé ban doc co
thé hiéu dugc cac tai lieu chuyen sau hon vé xac suat va théng ke khi can thiét.

Dé bién soan quyén sach nay, cac tac gia c6 tham khao nhiéu sach béo lien quan dén
xac suat thong ké, va c6 trich lai nhiéu bai tap va vi du tit cac tai lieu d6. Nhitng sach ma
cac cac tac gid tham khao nhiéu duge liet ké 6 phan “Tai lieu tham khao”. Trong d6 c6
nhitng séch “nang”, c6 nhiéu ching minh chit ché va khéa nang vé toan, vi du nhu quyén
“Theory of probability and random processes” ctia Koralev va Sinai [5], va ¢6 nhiing sach
“nhe”, d& doc dé c6 thé nim duge nhitng ¥ tudng chinh, nhung khong c¢é chitng minh, tieu
biéu nhut quyén “The cartoon guide to statistics” ciia Gonick va Smith [2].

Nhitng ban thao dau tién ctia quyén sach nay c6 duge mot sé6 dong nghiép, ban be va
sinh vien doc va goép ¥ stta 16i va trinh bay lai cho tot len. Cac tac gid xin chan thanh
cam on sy quan tam va gitp dd ctia ho. Tat nhién, moi 16i con lai trong sach 1a thuoc vé
trach nhiém cta cac tac gia.

Quyén sach nay la mot san pham ctia Trung Tam Toan Tai Chinh va Cong Nghiép
Ha Noi (do céc tac gid thanh lap vao dau nam 2009), duge viét véi muc dich trude hét 1a
dé phuc vu cho nhu cau ctia ban than Trung Tam. Céc téc gid hy vong riang, quyén sach
nay sé c6 ich, khong chi cho Trung Tam, méa con cho mot lugng rat 16n cac doc gia khac
dang hodc sé quan tam vé xac suat va thong ke.

Ha Noi — Toulouse, 2009
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Chuong 1
Xac suat 1a gi

1.1 Xac suat lagi ?

Hau nhu moi ngudi déu biét dén khai niém xac suat. Tuy nhién khong phai ai cling
hiéu r6 nhing tinh chat co ban ctia né. Vi du nhu sy phu thudc vao thong tin clia xac
suat (mdi khi c6 thém thong tin méi thi xac suat thay doi) hay bi bé qua. Va c6 nhiing
bai toan tinh toan xac suat tudng chiing nhu rat don gidn, nhung c¢6 hon mot nita sd
ngudi da timg hoc xac suat lam sai khi dugc héi, ké ca céc thac si nganh toan. Béi vay,
trong chuong nay, ching ta sé nhan manh nhitng sy té nhi trong xac suat, dic biét 1a véi
xac suat c6 diéu kien, ma ban doc can biét dén, dé tranh duge nhitng 16i co ban hay gap
nhat.

Trude khi di vao 1y thuyét, c6 mot cau doé lien quan dén xac suat sau day danh cho
ban doc. Gia st ¢6 mot tro choi tréen TV nhu sau: ¢6 3 canh cita, ding sau 1 trong 3
canh ctta do la 1 moén qua 16n, con sau 2 cita con lai khong cé gi. Ngudsi choi duge chon
1 trong 3 canh ctta, néu chon dung cita c6 qua thi dude nhan qua. Sau khi ngusi choi da
chon 1 ctta, ngusi huéng dan chuong trinh md mot trong hai ctta con lai ra, nhung sé chi
md ctra khong c¢6 qua. Sau d6 nguoi choi duge quyen chon, hosic 1a gitt cai ctta minh chon
ban dau, hodc la doi lay cai ctra chua duge mé con lai. Theo ban thi ngudi choi nén chon

phuong an nao? Vi sao ? Hay thit nghi vé n6é mot chit trude khi tiép tuc doc.
1.1.1 XAc suat ciia mét su kién

Xac suat cia mot sy kien (hay tinh huéng gia dinh) 1a khé niang xdy ra sy kién (hay

tinh hudng gid dinh) d6, duge danh gia dudi dang mot s6 thyc ndm gitta 0 va 1.
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9 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

Khi mot su kieén khong thé x4y ra thi xac suat ctia né bang 0. Vi du nhu x4c suat ctia
sut kién “cé nguoi song trén sao Tho” bing 0.

Khi mot sy kién chic chan da hofic sé x4y ra thi xac suat clia n6 bang 1 (hay con viét
14 100%). Vi du nhu sy kien “toi duge sinh ra tit trong bung me” ¢6 xac suat bang 1.

Khi mot su kién c6 thé x4y ra va ciing c6 thé khong xay ra, va chiing ta khong biét no
c6 chan chin xay ra hay khong, thi ching ta c¢6 thé coi xac suat ctia né 1én hon 0 va nhd
hon 1. Sy kién nao dugce coi 1a cang dé xdy ra thi ¢6 xac suat cang 16n (cang gan 1), va
ngugc lai néu cang kho xdy ra thi xac suat cang nhé (cang gan 0). Vi du t6i mua mot vé
x0 s6. Toi khong biét né sé tring giai hay khong, c6 thé c6 ma ciing c6 thé khong. Néu
nhut ¢t 100 vé x6 s6 chi ¢6 1 vé tring giai, thi toi sé coi xac suat tring giai clia vé clia toi
12 1%. Con s6 1% ¢ day chinh la tan suét, hay ty 1é tring giai ciia cac vé x0 s6: né bang
s6 cac vé tring gidi chia cho tong sé cac vé.

Khoéng nhiing chi cac sy kién trong tuong lai, ma ca cac sy kién trong qua khit, ma
chiing ta thiéu thong tin dé c6 thé biét chic la ching da thyuc su xay ra hay khong, thi
chiing ta van c6 thé gan cho cac su kien dé mot xéc suat nao do, ing véi do tin tudng clia
chiing ta vé viéc sy kien d6 da thyc sy xay ra hay khong. Vi du nhu, nit hoang Cleopatra
ctia Ai Cap c6 tu tit biang cach dé cho rdn doc cdn khong ? Day la mot gia thuyét, ma

theo cac nha st hoc thi ¢6 nhiéu kha ning xay ra, nhung khong chac chan.

1.1.2 Ba tién dé vé sy nhat quan cta xac suat

Tien dé 1. Nhu da viét phia trén, néu A 1a mot sy kien (gia dinh) va ky higu P(A) 1a
xAac suit cta A thi

0<PA) <1 (1.1)
Tien dé 2. Néu A la mot su kien, va ky hieu A 1a su kién phid dinh cia A thi

P(A)+ P(A) =1 (1.2)

Y nghia triét hoc clia tien dé 2 tuong déi hién nhien: Trong hai su kien “A” va “phi
dinh ctia A” ¢6 1 va chi 1 sy kién x4y ra. Néu “A” cang c6 nhiéu kha nang x4 ra thi “phu

dinh cia A” cang c6 it kha nang xay ra, va ngudc lai.

Vi du 1.1. Mot hoc sinh di thi vao mot truong dai hoc. Néu xac suat thi do 1a 80% thi
x4c suat thi trugt 1a 20% (= 100% - 80%), chtt khong the 1a 30%, vi néu xac suat thi dd
12 80% va xac suat thi truct 1a 30% thi khong nhat quan.
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1.1. XAC SUAT LA GI 7 3

Vi du 1.2. Toi tung mot dong tien, khi né roi xubng thi c6 thé hien mat sap hoic mit
ngiia. Téng xac suat ctia hai su kién “méat sdp” va “mat ngita” bang 1. Néu toi khong cé
Iy do dac biét gi dé nghi ring mat nao dé hién lén hon mat nao, thi t6i coi rang hai mit
c6 xac suat hién lén bang nhau. Khi dé sy kién “mat ngita” c6 xac suat bang su kién “mit
sap” va bang 1/2.

Tién dé 3. V6i hai sut kien A va B, ta sé ky hiéu su kién “ca A va B déu xay ra” bang
AN B va sy kién “it nhat mot trong hai sy kién A hosic B xiy ra” bang A U B. Khi d6
néu hai sy kien A va B khong thé cling x4y ra, thi xac suat cta sy kién “xdy ra A hoic

B” biang tong cac xac suat ctia A va ctia B:
P(ANB)=0= P(AUB) = P(A) + P(B) (1.3)

Vi du 1.3. Mot hoc sinh duge cho diém mot bai kiém tra. Cé thé duce 7 diem, c6 the
dugc 8 diém, hoic c6 thé duge diém khac, nhung khong thé vita duge 7 diem vira dude 8
diém. Béi vay P((7d) U (8d)) = P(7d) + P(8d)

Tien dé 3 c¢6 thé phat biéu mot cach tong quat hon nhu sau:

Tién dé 3’. Néu X va Y 1a hai sy kién bat ky thi

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B). (1.4)

Bai tap 1.1. Chiing minh rang tién dé 3 tuong duong véi tien de 3.

1.1.3 Xac suat phu thuéc vao nhing gi ?

Xac suat ctia mot sy kien khong nhat thiét phai 1a mot hing s6, ma né co thé thay
ddi, phu thuoce vao nhidu yéu t6. (Tt su kién & day hiéu theo nghia thong thuong, chit
khong phai theo nghia “mot tap hop trong mot khong gian xac suat véi 1 do do xac suat

da ¢ dinh” trong mo hinh toan hoc)

Xac suat thay doi theo thoi gian. Vi du, ong Obama duge bau lam téng thong My vao

thang 11/2008. Tu trude ltc bau ¢t may thang, ¢6 su canh tranh &c liet gitta ong ta va
déi thi chinh clia 6ng ta la 6ng McCain, va mot ngudi quan sat bén ngoai c6 thé nhan
dinh 1a hai 6ng c¢6 kha nang duge bau ¢t ngang nhau (tiic 1a xac suat duge bau ctia moi
ong quing 50%). Nhung khi két qua bau clt dugc cong bd tron ven, thi xdc suat duge
bau ciia Obama chuyén thanh 100% (ttc la ong ta da chac chan duge bau). Trude dé 1
nam, ong Obama 1a mot nguoi chua duge nhiéu ngudi biét dén va con phai tranh cit véi

ba Clinton va cac ting ctt vién khac trong Dang cia minh, va khi d6, d6i véi quan sat vien
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4 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

bén ngoai, xac suat duge bau lam tong thong ciia Obama khong phéi 100%, ciing khong
phai 50%, ma nhé hon thé nhieu.

X4c suat phy thudc vao thong tin. Lay bai toan dd vé tro choi trén TV viét phia trén

lam vi du. Goi tén ctta ma nguoi choi chon luc dau 14 A, clta khong c6 qua ma nguoi
huéng dan chuong trinh md ra la B, va cita con lai 1a C. Vao thoi diém ban dau, khong
c6 thong tin gi vé cita nao phia sau c6 qua, thong tin duy nhat 1a 1 trong 3 ciia c6 qua.
Khong c¢6 co s6 gi dé cho ring cita nao c6 nhiéu kha ning c6 qua hon cita nao, béi vay
vao thoi diém ban dau ta coi P(A) = P(B) = P(C) = 1/3. Nhung sau khi ctta B dugc
md ra, thi ta c6 thém mot thong tin mdéi, la cita B khong c6 qua. Nhu vay thong tin méi
nay lam thay doi x4c suat ctia B: bay gio ta ¢6 P(B) = 0. Khong chi xac suat ctia B thay
ddi, ma tong xac suat clia A va O bay git cling thay doi: P(A) 4+ P(C) = 1 thay vi bing
2/3 nhu truée. Nhu vay it ra mot trong hai s6 P(A) hodc P(C) thay ddi, hodc 1a ca hai.
Xac suat P(A) c6 thay doi vi thong tin mdi nay khong ? Cau tra 10i 1a khong (Giai thich
vi sao khong ?). Chi c6 P(C) la thay doi: sau khi ngusi huéng dan chuong trinh mé ctia
B, thi ta c6 P(A) = 1/3 va P(C) = 2/3. Nhu vay ngusi choi nén doi cita A lay ctia C
thi dé thang hon. Dé thay 16 hon viéc canh cita con lai ¢6 nhiéu kha nang c6 qua hon la
canh ctta ma nguoi choi chon ban dau, thay vi chi ¢6 3 ciia, ta hdy hinh dung c6 100 ciia.
Sau khi ban chon 1 cita, nguoi dan chuong trinh mé 98 cita khong ¢6 qua trong s6 99 ciia
con lai, chi dé lai 1 ctra thoi. Khi d6, néu dude doi, ban sé giit nguyén ctta clia minh, hay
la doi 14y cai ciia con lai kia ?

X4c suat phu thuoc vao dieu kién. Ching ta sé ban vé xac suat c¢6 dieu kién va cong

thitc tinh xac suat c6 dicu kién 6 mot phan sau. Diéu dang cha v ¢ day 14, moi xac suat
déu c6 thé coi la xac suat c6 diéu kien, va déu phu thudc vao nhing diéu kién nao do,
c¢6 thé duge néi ra hodc khong noi ra (didu kién hiéu ngam). Vi du, khi chiing ta néi “khi
tung cai xtc sic S, xac suat dé hien len mat c6 3 cham la 1/6”, ching ta hi¢u ngam S la
mot cai xtc sac déu dan, cic mat déu c6 kha nang xuat hién nhu nhau. Nhung néu S 1a
mot cai xic sdc méo mo, nhe bén nay niang bén no (diéu kién khac di), thi hoan toan c¢6
thé 1a xac suat dé khi tung hién len mit c6 3 cham sé khac 1/6. Mot vi du khéc 1a x4c
suat xay ra tai nan khi 14i 6 to: khi ngusi 14i xe khoe manh tinh tao, thi xac suat xay ra
tai nan thap, con khi van ngudi 1ai dé bi say rugu hosic buon ngt gat, thi xac suat xay
ra tai nan cao hon, v.v. Khi ching ta biét them mot dieu kién mdi, titc 1a c6 thém mot
thong tin mdi, bdi vay sy phu thudc vao diéu kién clia xéc suat ciing c6 thé coi la st phu
thudc vao thong tin.

X4c suat phu thudc vao ngudi quan sat, hay 1a tinh chii quan ciia xac suat. Cung la
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1.1. XAC SUAT LA GI 7 5

mot s kien, nhung hai ngudi quan sat khac nhau c6 thé tinh ra hai két qua xac suat khéc
nhau, va ca hai déu “c6 1y”, béi vi ho dya trén nhitng thong tin va phan tich khac nhau.
Vi du nhu, c¢6 chuyén gia tai chinh danh gia rang co phiéu ctia hang Vinamilk c6 nhiéu
kha ning di lén trong thaoi gian t6i, trong khi lai ¢6 chuyén gia tai chinh khac danh gia
rang co phiéu ctia hing d6 c6 nhiéu kha nang di xudng it kha nang di lén trong thoi gian
t6i. Quay lai tro choi truyén hinh: v6i nguoi choi thi P(A) = 1/3, nhung ddi véi nguoi
dan chuong trinh thi P(A) khong phéi 1a 1/3, ma la 0 hodc 1, vi nguoi dé biét ¢ dang
sau ctta A ¢6 qua hay khong.

1.1.4 Tinh xac suat bang théng ké

D6i v6i nhitng hien tuong xay ra nhiéu lan, thi ngusi ta c6 thé ding théng ké dé tinh
x4c suat clia sy kién xay ra hién tugng d6. Cong thic sé 1a

p(a) =

~ N(total) (1.5)

O day N(total) 1a téng sb céc truong hop duge khio sat, va N(A) 1a sb cac truong hop
duge khao sat thoa man diéu kien zdy ra A.
Co s6 toan hoc cho viec diing thong ke dé tinh xac suat, 1a luat s6 16n va cac dinh ly

gi6i han, ma ching ta sé tim hiéu & phia sau trong sach nay.

Vi du 1.4. C6 mot s6 s6 lieu sau day vé tai tan 6 to va may bay. Trong nhitng nam
1989-1999, trén toan thé gidi, trung binh mdi nam c6 khoang 18 triéu chuyén bay, 24 tai
nan may bay chét nguoi, va 750 nguoi chét trong tai nan may bay. Cing trong khoang
thoi gian d6, & nude Phap, trung binh mdi ndm c6 khodng 8000 ngudi chét vi tai nan 6 to,
trén tong s6 60 tricu dan. Tit cac s6 lieu nay, ching ta c6 thé tinh: Xac suat dé mot ngusi
& Phap bi chét vi tai nan 6 to trong mot nam 1a 8000/60000000 = 0,0133%. Xac suat dé
di mot chuyén bay gip tai nan chét ngusi 1a 24/18000000 = 0,000133%, chi bang 1/100
xac suat bi chét vi tai nan 6 t6 trong 1 ndm. Néu mot ngudi mot nam bay 20 chuyén, thi
xac suat bi chét vi tai nan may bay trong nam bang quang 20 x 0,000133% = 0, 00266%,
ttic 1a chi bang 1/5 x4c suét bi chét vi tai nan 6 to trong nam.

Vi du 1.5. Ong Gregor Mendel (1822-1884) 1a mot tu si ngudi Ao (Austria) thich nghien
cttu sinh vat. Ong ta trong nhiéu gidng dau khac nhau trong vuon cta tu vien, va ghi
chép ti man vé cac tinh chét di truyen va lai giéng ctia ching. Nam 1866 Mendel cong bd
mot bai bdo vé cac hién tugng ma ong ta qua sat duge, va 1y thuyét ciia ong ta dé giai

thich cac hién tuong. Mot trong nhitng quan sat trong dé 1a vé mau sac: Khi lai dau hat
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6 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

vang véi dau hat xanh (thé he thit nhat) thi cac cay lai (thé he thit hai) déu ra dau hat
vang, nhung tiép tuc lai cidc cay dau hat vang thé he thi hai nay véi nhau, thi dén thé
hé thit ba xac suat ra dau hat xanh 13 1/4. Con s6 1/4 13 do Mendel théng ké thay ty 1e

Yy
Pm=12 )/ N\ PY=112
Y y
POYY)=1/4 | P(Yy)=1/4
Pn=12 | :
Ay ~
'l\l__:; Yy

\ P(Yy)=1/4 | Plyy)=1/4
Py)=12 @

Hinh 1.1: Ly thuyét di truyén ctia Mendel va xac suat trong lai giong dau

dau hat xanh ¢ thé he thit ba gan bang 1/4. Tt d6 Mendel xay dung 1y thuyét di truyén
dé giai thich hién tugng nay: mau cia dau duge xac dinh béi 1 gen, va gen gom cé hai
phan. Thé hé dau tién, cay dau hat vang c6 gen thuan ching “YY” con hat xanh c6 gen
“yy” (tén goi “Y” va “y” & day la tuy tién). Khi lai nhau, thi mot nita gen cia cay nay
ghép v6i mot nita gen clia cay kia dé tao thanh gen ciia cay con. Cac cay thé hé thit hai
déu c6 gen “Yy”, va mau hat clia gen “Yy” ciing la vang. Dén thé he thit ba, khi lai “Yy”
v6i “Yy” thi c6 4 kha ning xay ra : “YY”, “Yy”, “yY” va “yy”. (“Yy” va “yY” la giong nhau
vé gen, nhung viét nhu vay la dé phan biét 14 phan “Y” dén tit cay thi nhat hay cay thu
hai trong 2 cay lai v6i nhau). Vé Iy thuyét, c6 thé coi 4 kha nang trén 1a ¢ xac suat xay
ra bang nhau. Béi vay x4c suat dé cay thé hé thit ba c6 gen “yy” (hat mau xanh) 1 1/4.
Trong rat nhiéu nam sau khi cong bd, cong trinh ciia Mendel khong duge cac nha khoa

hoc khac quan tam dén, nhung ngay nay Mendel dudgc coi 1a cha t6 ctia di truyén hoc.

1.2 M6 hinh toan hoc cua xac suat

1.2.1 Khéng gian xac suit

Khong gian xac suat 1a mot khai niem toan hoc nham tritu tuong hoa 3 tien deé phia

trén ve sy nhat quan clia xac suat.

Dinh nghia 1.1. Mot khéng gian xac suat la mot tap hop Q, cung vdi:
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1.2. MO HINH TOAN HOC CUA XAC SUAT 7

1) Mot ho S cdc tap con ciia S, théa man cdc tinh chat sau: Q € S, va néu A,B € S
thhAUBeS, ANB €S v A := Q\AeS. Mot ho nhu vay duge goi la mot dai sb
cdc tap con ciia Q. Trong truong hop Q la mot tap cé vo han cdc phan ti, thi ching ta sé
doi hoi thém diéu kien sau: Néu A;i = 1,2,3,... la mot day vo han cdc phan ti cia S,
thi hop Ufil A; ciing thuoc ho S. Vai thém dieu kién nay, S dude goi la mot sigma-dai
s6. Cdc phan ti cia S duge goi la la tap hop con do dudce cia khong gian xdc sudt.

2) Mot ham sé thuc P : S — R trén S, dugc goi la phan bd xac suat hay do do
xac suat tren Q, théa man cdc tinh chit sau:

i) Vdi moi A €S, ta co

0< P(A) < 1. (1.6)
i)
P@) =0, P(Q)=1. (1.7)
i) New AN B =0 th
P(AUB) = P(A) + P(B). (1.8)

Tong qudt hon, néu A;,i =1,2,3,... la mot day cdc tap hop con do duoc khong giao nhau
thi
P(JA) =D P(4A). (1.9)

Ghi chi 1.1. 1) Khong gian x4c suat Q con duge goi 1a khong gian mau (sample space),
va 1n6 13 mo6 hinh toan hoc tritu tugng cho van dé tinh toan xac suat dang duge quan tam.
M&i phan tit ctia 2 ¢6 thé duge goi 1a mot sy kién thanh phan (elementary event). Néu
A la mot phan tii ciia Q thi ta ciing c6 thé viét P(A) va hiéu 1a P({A}), trong d6 {A}
14 tap con clia ) chita duy nhat mot phan tit A. Mai sy kién 1a mot tap con ciia Q, va co
thé gom nhiéu (tham chi vo han) sy kién thanh phan. Khong nhat thiét tap con nao ctia
Q ciing do duge (tic 1a ndm trong ho S), va ching ta sé chi quan tam dén nhitng tap con
do duge.

2) Trong toan hoc, mot dai s6 1a mot tap hop véi cac phép tinh cong, trir, va phép nhan
(khong nhat thiét phai ¢6 phép chia). Céc tinh chat ctia ho S trong dinh nghia khong
gian xac suat khién né 1a mot dai s6 theo nghia nhu vay: Phan tit 0 trong S 1a tap rong,
phan tit don vi trong S 1a tap Q, phép nhan trong S 1a phép giao: A x B := AN B, va
phép cong trong S la phép A+ B := (AUB)\ (AN B) = (A\ B)U(B\ A). Dai s6 nay
6 sb dac trung bang 2, tic 1a 24 = A+ A = 0 v6i moi A (va béi vay phép cong va phép
trit chang qua la mot). Ching ta mudn S 1a mot dai s6 chinh 1a dé cho viéc lam cac phép

tinh s6 hoc véi xac suat duge thuan tien.
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8 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

Hinh 1.2: A. N. Kolmogorov

3) Dang thiic 1} duge goi la tinh chat sigma ciia xac suat. Trong toan, chit cai hy
lap sigma thuong ding dé ky hieu tong, véi hitu han hay vo han cac thanh phan. Tinh
chat sigma 1a tinh chdt cong tinh vé han: khi c6 mot day vo han céc tap con khong giao
nhau, xac suat ctia hgp clia chiing ciing bing tdng vo han clia cc xac suat ciia cac tap
con. Tinh chét sigma chinh 1& tinh chat cho phép chung ta lday gidi han trong viéc tinh
toan xac suat. Chang han nhu, néu A; C A, C ... 1a mot day tang cac tap con cia €, va
A =1limy, 0o A, = 27| Ap, thi ta c6 thé viét P(A) = lim,_ P(A,), bdi vi

P(A4) = P4 U (A \ A) = P(4) + 3 P(Ani |\ An)

n=1 n=1

= P(A) + JLTEOZP(Ak+1 \Ap) = A+ T}LIEO(P(A"H) — P(A1)) (1.10)
k=1
Phép toan lay gidi han 1a phép toan co ban nhat ctia giai tich toan hoc, v moi phép toan
giai tich khac nhu dao ham, tich phan, v.v. déu c¢6 thé duge dinh nghia qua phép lay gisi
han. Béi vay, tinh chat sigma chinh 1a tinh chat cho phép chung ta sit dung giai tich toan
hoc trong viéc nghién citu xac suat. Cac nha toan hoc co dién trong thé ky 18 va 19 da
dung cac phép tinh vi tich phan trong xac suat, tic 1a da dung tinh chat sigma. Vé mit
truc giac, tinh chat sigma 1a ma rong hién nhién ctia tinh chat cong tinh . Tuy nhién,
néi mot cach chit ché toan hoc, dang thiic khong suy ra dugc tit dang thiic ,
va phai dugc coi 1a mot tien dé trong xac suat. Tién dé nay dugc du ra bdi nha toan hoc
nguoi Nga Andrei Nikolaievitch Kolmogorov (1903-1987), ngusi xay dung nén tang cho

Iy thuyét xéc suat hien dai.

Bai tap 1.2. Chitng minh rang, véi 3 tap con A, B, C' (do dugc) bat ky trong mot khong
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1.2. MO HINH TOAN HOC CUA XAC SUAT 9

gian xac suat, ta co:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(CNA)+P(ANBNC).

1.2.2 Phan bd xac suiat Bernoulli

Hinh 1.3: Bia mo cta “mathematicus incomparabilis” J. Bernoulli 6 Basel

Khong gian xac suat don gidan nhat ma khong tam thuong 14 khong gian sinh béi ding
1 sy kien A va pht dinh A ctia né: Q = {A, A}. Phan b xéc suat trén Q trong trudng
hgp nay duge xac dinh bdi diing mot s6 p = P(A). Phan b nay duge goi 1a phan bé
Bernoulli, theo tén ctia Jacob Bernoulli (1654-1705), mot nha toédn hoc ngusi Thu Si.
Vi du 1.6. Mot van dong vieén ban stng, nham vao dich ban 1 phat sting. C6 hai sy kién
déi lap nhau c6 thé xay ra la A = “ban tring” va A = “ban trugt”. Gia st xac suat ban
tring 14 95%. Khi d6 ta c6 khong gian xéc suat = {A, A} v6i phan bo xac suat Bernoulli
v6i p = P(A) = 95%. Xac suat ctia A (su kien “ban trugt”) bing 1 —p = 1 — 95% = 5%.
Vi du 1.7. (Céi kim ctia Buffon). Ba tuéc George-Louis Leclerc de Buffon (1707-1788)
14 mot nha khoa hoc tu nhién 16n, nghién cttu vé thuc vat, dong vat, trai dat, lich si
tu nhién, v.v. Thaoi tré, ong ta dac biét thich toan hoc, va vao nam 1733 ¢6 trinh lén
Vién Ham lam Phap mot cong trinh nhan dé “Sur le jeu du franc-carreau” (vé cho troi

franc-careau, 14 mot tro choi ca cude thinh hanh thoi dé: ngudi ta tung 1 dong tién vao 1
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10 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

0 vuong va ca cuge nhau xem vi tri n sé ndm chd nao). Trong cong trinh nay, cidc phép
toan vi tich phan duge Buffon dua vao 1y thuyét x4c suat. Buffon con 1a ngudi nghi ra
phuong phép sau day dé tinh s6 7: Ly 1 t0 gidy to va 1 cai kim. Ké cac duong thang
song song trén to gidy, cach déu nhau mot khoang cach ding bang chiéu dai cia cai kim.
Tung cai kim mot cdch ngau nhién lén trén to gidy. C6 hai kha nang x4y ra: 1) kim nam
de len 1 dudng thing trong cac duong duge ké; 2) kim niam lot vio giita hai dudng thang.
Buffon tinh ra ring, sy kién “kim nim deé lén 1 duong thing” c6 xac suat bang 1/7. Nhu
vay hai su kien “ndm de len 1 dudng thang” va “nam lot vao giita hai dudng thang” hop
thanh mot khong gian xac suat Bernoulli v6i p = 1/7. Tung kim n 1an, va goi s6 1an kim
nam de len 1 duong thang trong s6 n lan tung 1a b,. Khi d6, theo luat s6 16n, b, /n tién t6i
p = 1/7 khi n tién t6i vo cting. Béi vay dé xap xi tinh s6 7, c6 thé lam nhu sau: tung kim
that nhiéu lan, dém s6 lan kim de lén trén 1 duong thang, r6i lay sb lan tung chia cho s
d6. Phuong phap tung kim ctia Buffon chinh 1 tién than ctia phuong phap Monte-Carlo

trong toan hoc.

V207 S 66

Hinh 1.4: Tugng cta Buffon 6 Jardin des Plantes, Paris
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1.2.3 Phan bd xac suit déu

Dinh nghia 1.2. Phan b6 xdc sudat P trén khong gian zdc suat hiu han véi N phan ti
Q={A, ..., Ay} dugc goi la phan bd xac suat déu néu nhu P(A)) = ... = P(Ay) =
1/N.

Tat nhién, moéi khong gian xac suat véi mot sé hitu han cac phan tit chi c6 duy nhat

mot phan bd xic suat déu trén do.

Ghi chi 1.2. Khai niem phan bd déu khong mé rong dude lén cac khong gian xac suat
c6 s6 phan tit 1a vo han va dém dugc, bdi vi 1 chia cho v6 ciing biang 0, nhung ma tong

clia mot chudi vo han s6 0 van bang 0 chi khong bang 1.

Cac phan bd xac suat déu la cac phan bo quan trong hay gip trong thuyc té. Ly do
chinh dan dén phan bd xac suat déu 1a tinh doi xiing, can bang, hay hodn vi duge ciia cac

sy kién thanh phan.

Vi du 1.8. Lay mot bo bai ti lo kho méi c6 52 quan, dat nim sap. Khi dé xéc suat dé
rit mot con bai trong d6 ra mot cach tuy y duge con “2 Co” (hay bat ky “s6” nao khac)
biang 1/52. Vi sao vay ? Vi cac con bai khi dit nam sap thi giéng hét nhau, khong the
phan biét duge con nao véi con nao, sé6 nao ciing c6 the dude viét dudi bat ky con bai
nio, va néu chuyén chd 2 con bai trong bo bai véi nhau thi trong bo bai vAn hét nhu cit
(ddy chinh la tinh “d6i xiing”, “hoan vi dugc”). Ngusi quan sit khong c6 thong tin gi dé
c6 thé nhan biét dude s6 nao dé ndm & phia dudi con bai nao hon trong céc con bai dang
nam sap, va khi d6 thi phai coi rang xac suat ctia cac s6 1a nhu nhau. Néu nhu c¢6 nhiing
con bai “dugc danh dau” (choi &n gian), thi tat nhién d6i v6i ngudi biét chuyén danh dau,

khong con phan bé xac suat déu nita.

Cong thiic dé tinh xac suat clia mot sy kién trong mot phan b xac suat déu rat don
gian: Néu nhu khong gian xac suat  véi phan b xac suat déu c6 N phan tit, va sy kién

dugc biéu dién bing mot tap con A ctia  v6i k phan ti, thi xdc suat ctia A bing k/N:

4A
PA) = —=— 1.11
=tk (L)
Vi du 1.9. Gia sit mot gia dinh ¢6 3 con. Khi d6 xé4c suat dé gia dinh d6 c¢6 2 con trai 1
con géi la bao nhiéu. Chiing ta cé thé lap mo hinh xac suat véi 4 sy kien thanh phan: 3
trai, 2 trai 1 gai, 1 trai 2 gai, 3 gai. Thé nhung 4 sy kién thanh phan d6 khong “can bang”
v6i nhau, vd bdi vay khong két luan duge rang xac suat clia “2 trai 1 gai” 1a 1/4. Dé ¢6

khong gian xac suat véi phan bé déu, ta c6 thé lap mo hinh xac suat véi 8 sy kien thanh
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12 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

phan nhu sau:
O = {TTT,TTG, TGT,TGG,GTT, GTG, GGT, GGG).

(Chéng han, GGT c6 nghia la con thit nhat 14 con gai, con thit hai 14 con gai, con thit ba
la con trai). Sy kién “2 trai moi gai” 1a hgp ctia 3 sy kién thanh phan trong mo hinh xéc
suat nay: TTG, TGT,GTT. Nhu vay x4c suat ctia n6 bang 3/8.

Bai tap 1.3. C6 mot nhom n ban, trong d6 c6 hai ban Vova va Lily. Xép cac ban trong
nhém thanh mot hang doc mot cach ngdu nhien. Hoi xéc sudt dé Vova & vi tri ngay sau

Lily trong hang la bao nhiéu ?

Bai tap 1.4. Mot nhom c6 5 ngudi, véi 5 tén khac nhau. Mdi nguoi viét tén clia mot ngudi
khéc trong nhom mot cach ngau nhién vao gidy. Tinh xac suat dé c6 2 ngudi trong nhém

viét tén ctia nhau.

Bai tap 1.5. Gia st trong mot gidi bong da dau loai tric tiép c6 8 doi A,B,C,D.E,F,G,H
tham gia: vong 1 ¢6 4 tran, vong 2 ¢6 2 tran, vong 3 (vong cudi cuing) c¢6 1 tran. Gia st
xac suat dé mdi doi thing mdi tran déu 1a 1/2, va cac doi bat tham dé xem doi nao dau
v6i doi nao & vong dau, cac vong sau thi duge xép theo két qua vong trude. Tinh xac suat

dé doi A c6 dau vé6i doi B trong giai.

1.2.4 Mob hinh xAac suat véi vo han cac su kién

Moi van dé xuat phat tit thuc té déu chi c6 mot sd hitu han cac sy kién thanh phan.
Nhung khi ma s6 su kien thanh phan dé6 16n, thi ngudi ta ¢ thé diing cac mo hinh toan

hoc v6i vo han phan ti dé biéu dién, cho dé& hinh dung va tién tinh toan.

Vi du 1.10. Néu ta quan tam dén lugng khach hang trong mot ngay ctia mot siéu thi,

thi c¢6 thé dung tap hgp cac sé nguyen khong am Z, lam khong gian xac suat: mdi sb

n € Z, tng véi mot sy kien “so6 khach trong ngay 14 n”. Van dé tiép theo 1a chon phan

b6 xac sudt nao trén Z, cho hop 1y (phan anh kha chinh xac thuyc té xay ra, dong thoi

lai tien cho viéc tinh toan) ? Vi du ngudi ta c6 the dﬁn/\gnphan b6 xac suat sau trén Z,,
A

goi la phan bo Poisson (doc la Poa-Song): P(n) = e "— véi moi n € Z,. (Cht ¥ rdng
n!

A" A™
_ - — oA AN ~ 3 N PN P
E P(n) = E ety =e E q=ee 1, nhu vay céc tién de ve xac suat duge
n n n

théa man). Phan b6 Poisson ting véi hai gid thuyét: lugng khach hang trung binh trong
mot ngay 1a A\, va cdc khach hang di dén siéu thi mot cach ngau nhién va doc lap véi

nhau. Ching ta sé tim hiéu k§ hon vé phan bd Poisson trong nhitng phan sau.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

1.2. MO HINH TOAN HOC CUA XAC SUAT 13

Vi du 1.11. Ta biét rang c6 mot xe 6 t6 X dang dau & trén mot khic phd Z, va ta quan
tam dén vi trf ctia X trén phd dé. Ta c6 thé mo hinh X bing 1 diém, Z bing mot doan
thang va liy doan thang d6 lam khong gian xac suat: Q = [a,b], a,b € R, a < b. (Mo
hinh xac suat lien tuc nay c6 sd phan ti 1a continuum, khong dém duge). Sy kien “0
to6 dd & chd nao do trén khic phd” chuyen thanh su kieén “diém z nim trong mot doan
thang con nao dé trén doan thang Q = [a, b]”. Ta c6 thé chon phan bd x4c suat déu trén
Q = [a, b] theo nghia sau: xac suit ciia mdi doan thing con trén  ty lé thuan véi do dai
ctia doan thing con dé, va bing chiéu dai clia doan théng con dé chia cho chiéu dai clia
Q: P([e,d]) =(d—¢)/(b—a).

1.2.5 Anh xa giita cac khong gian xac suét

Ciing mot van dé tinh toan xac sudt, ta c6 thé lap nhidu mo hinh khong gian xac suét
khac nhau. Vi dy, mo6 hinh x4c suat don gidn nhat cho sy kién “bi 6m” sé 1a mo hinh
Bernoulli Q; = {S, H} v6i 2 sy kien S = “bi 6m” (sick) va H = “khong bi 6m” (healthy).
Nhu ta cling ¢6 thé chia nhé sy kien bi 6m ra thanh rat nhiéu sy kién con, vi du nhu
“6m beénh A7, “6m bénh B”, “6m ca bénh A 1an bénh B”, v.v. va sy kién “khong bi 6m”
ciing c6 thé chia thanh nhiéu sy kién con, vi du nhu “rat khoe”, “khong 6m nhung ma
yéu”, v.v. Khi chia nhé nhu vay, ta dude mo hinh xac suat v6i mot khong gian xac suat
Qy = {S,5,,...,Hy, Hy,...} v6i nhicu phan tit hon. Hai khong gian d6 lién quan véi
nhau bdi mot anh xa ¢ : Q; — Qo, ¢(S;) = S, ¢(H;) = H. Tat nhien, khi ta chia nho sy
kién S ra thanh nhiéu sy kién (khong giao nhau) Sy, S, . . ., thi khong phéi vi thé ma xéac

suat ctia n6 thay doi. Néi cach khac, ta phai co

P(S) = P(671(5)) = P(U:S) = 3 P(S)) (1.12)

Tinh chat trén la tinh chat bao toan xac suat clia anh xa ¢. N6i mot cach tong quat,

ta c¢6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.3. Mot dnh za ¢ : (1, P1) — (Qa, Po) ti mot khong gian zdc suat (2, Pp)
vao mot khong gian wdc sudt (Qa, Py) dugc goi la mot anh xa bao toan xac suit néu

né bao toan do do wdc sudt, cé nghia la véi moi tap con B C Qs do duoc, ta co
Py(¢~'(B)) = P»(B) (1.13)

Néu hon nita, ¢ la mot song dnh modulo nhing tap cé xdc suat bing 0, cé nghia la ton
tai cdc tap con A € Qq, B € Qs sao cho Pi(A) = Po(B) =0wva ¢: Q \A— Q\ B la

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

14 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

song dnh bdo toan zdc suat), thi ¢ dugc goi la mot dang cau xac suat , va ta ndi ring

(4, P) dang ciu zdc sudt vdi (Qg, Py).

Vi du 1.12. Dat 4 ban Al, Ben, Cam, Don ngdi vao 4 ghé A, B, C, D mot cach hoan
toan ngau nhien. Tinh xac suat dé Al duge dit ngodi vao ghé A. C6 4 ghé, va xac suat dé
Al ngdi vaio mdi nghé trong 4 ghé d6 coi la bing nhau (vi khong c6 ¢ gi dé coi 1a khéc
nhau), bdi vay xac suat dé Al ngdi vio ghé A 1a 1/4. Nhung ciing ¢6 thé ly luan ty man
hon nhu sau: ¢6 tong cong 4! = 24 cach dat 4 ban ngdi vao 4 ghé, trong dé c6 3! = 6 cach
c6 Al ngoi vio ghé A. Bdi vay xac suat dé Al ngdi vio ghé A 1a 6/24 = 4. Hai cach giai
cho cting mot dap s6, nhung sit dung hai khong gian x4c suat khac nhau: khong gian thit
nhat c6 4 phan tit, con khong gian thi hai c6 24 phan tit. C6 mot phép chiéu ty nhién

bao toan xéic suat tit khong gian thit hai len khong gian thi nhat.

Dinh 1y 1.1. Néu (4, P\) la mot khong gian xdc sudt, va ¢ : Qy — Qo la mot dnh za
tuy 1, thi ton tai mot do do zdc suat Py trén Qy, sao cho dnh za ¢ : (Q, P) — (Qy, P)

la dnh xa bdo toan zdc suat.

Chitng minh. C6 thé xay dung P, theo cong thitc sau: véi mdi tap con B C €y, néu
ton tai Pi(¢~1(B)) thi ta dat

Py(B) := Pi(¢'(B)) (1.14)

Do do xac suat P, dinh nghia theo cong thiic trén dude goi la push-forward ctia P; qua

anh xa ¢, hay con goi 1a phan bd xac suat cam sinh tit P, qua anh xa ¢. O

Bai tap 1.6. Chiing minh ring quan hé ding cau xac suat gita cac khong gian xac suat

la mot quan hé tuong duong.

1.2.6 Tich cuia cac khong gian xac suat

Néu M va N 1a hai tap hop, thi tich ctia ching (hay con goi la tich tryc tiép, hay tich
Descartes), ky hiéu 1a M x N, 1a tap hop cac cap phan ti (z,y), z € M,y € N. Trong
truong hop M = (Qy, P1) va N = (Qy, P») la hai khong gian xac suat, thi tich Q; x Q,
ciing c6 mot do do xac suat P, duge xac dinh mot cach ty nhién béi Py va P, bang cong
thitc sau: Néu A; C Q; va Ay C €, nam trong cic sigma-dai s6 tuong tng ctia P, va P
thi:

P(A; x Ay) = Pi(Ay) X Py(As). (1.15)
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1.2. MO HINH TOAN HOC CUA XAC SUAT 15

Sigma-dai s6 ctia P chinh la sigma dai s6 sinh béi cac tap con ciia ) x Qy c6 dang
Ay x A, nhu trén. Khi ta néi dén tich truc tiép ctia hai khong gian xéc suét, ta sé hiéu
14 n6 di kem do do xac suat duge xac dinh nhu trén.

Tuong tu nhu vay, ta c6 thé dinh nghia tich truc tiép ciia n khong gian xac suat, hay

tham chi tich tryc tiép ctia mot diy vo han cic khong gian xac suat.

Dinh 1y 1.2. Hai phép chiéu ty nhién tu tich (Q1, Py) x (Qa, P») clia hai khong gian xdc

suat zuong (1, Py) va (Qq, ) la hai dnh xa bdo toan zdc sudt.

Vi dy 1.13. Lay 1 dong xu tung 3 lan, mdi lan hién lén S (sap) hosic N (ngita). Khong gian
xac suat cac sy kien ¢ day 1a khong gian cac ddy 3 chit caAi ma mdi chit cai 1a S hay N:
0 = {59, SSN,SNS, SNN,NSS, NSN, NNS, NNN}. Ky hieu (Q = {Sk, No}, )
13 khong gian xac suat clia mat hién lén trong lan tung thi k. Ta gid st cac két qua
clia cac lan tung 1a doc lap v6i nhau (tic 1a két qué lan trude khong anh hudng dén két
qua clia cac lan sau), khi d6 © c6 thé coi la tich truc tiép ctia cac khong gian xac suat
(% = {Sk, N1}, By). Gia stt dong xu 1a “can bang”, hai miit sip ngita ¢6 x4c suat hién len
gidng nhau trong méi lan tung. Khi d6 cac khong gian (€, = {Sk, Ni}, P) la ding cau
v6i nhau va véi mot khong gian xac suat Bernoulli véi tham s6 p = 1/2. Ta c6 thé viét:
Q={9 N}

Vi du 1.14. Trong vi du trén, néu thay vi chi tung dong xic sic c¢6 3 lan, ta hinh dung
la ta tung vo han lan (trong thuyc té khong lam duge nhu vay, nhung cit gid st ta ¢6 vo
han thdi gian va lam duge nhu vay). Khi d6 mdi sy kién duge c6 thé duge danh dau bing

mot day vo han cac chit cdi ma moi chit 1a S hosic N, va khong gian xac suat 1
Q={39, NI

Ta c¢6 thé xay dung mot anh xa béo toan xac suat sau tit {S, N} vio doan thang [0, 1]

v6i phan bo xac suat déu trén do:
P((M;)ien) = Z X(Mi)/Qi
i=1

O day mdi M; 1a S hodc N, va x(N) = 0, x(S) = 1. Anh xa
¢ {S,N}" —[0,1]

xay dung nhu trén khong phai 1a mot song 4nh, nhung noé la mot ding cdu xac suat !
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16 CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

Hinh 1.5: Blaise Pascal (1623-1662)

Vi du 1.15. Bai toan Méré. Hiép si de Méré (tén khai sinh 1a Antoine Gombaud (1607-
1684), 1a nha van va nha triét hoc ngusi Phap) 13 mot nhan vat lich stt nghién danh bac.
Ong ta hay choi xtic sic, va nhan thiy ring trong hai sy kien sau:

A = “Tung mot con xic sac 4 lan, ¢6 it nhat 1 lan hién lén 67, va

B = “Tung mot doi xic siac 24 1an, c¢6 it nhat 1 lan hién lén mot doi 67,

thi B it xay ra hon A. Tuy nhién ong ta khong giai thich dugc tai sao. Theo ong ta thi
dang nhé hai su kien d6 phai c6 kha niang xay ra biang nhau, vi 24 = 6 x 4. Ong ta bén hoi
ban minh 14 nha todn hoc va triét hoc Blaise Pascal (1623-1662), vao nam 1654. Pascal
lac d6 da “tit bé toan”, nhung c¢6 nhan 16i suy nghi vé cau héi ciia de Méré. Sau dé Pascal
viét thu trao ddi véi Pierre de Fermat (1597-1665), mot luat su dong thoi 1a nha toan hoc
& ving Toulouse (Phap). Hai ngusi cling nhau phét minh ra I thuyét xdc suat co dién, va
gidi duge bai toan ctia de Méré. Két qua la: P(A) =1— P(A) =1—(1-1/6)* = 0,5177,
vi P(B)=1—P(B)=1—(1—-(1/6)%)* ~0,4914.

Bai tdp 1.7. Chimg minh dinh 1y

1.2.7 Phan bd nhi thiic

Phan b6 nhi thic 13 mot trong nhitng phan bd hay gap nhat, va né 1a mot vi du ve

sit xuat hién cac phép toan t6 hop trong xac suat théng ke.

Dinh nghia 1.4. Phan bé nhi thic vdi cic tham s6 n,p (n € N,0 < p < 1) la phdn
bo zdc sudt
P(k) = Chp*(1 —p)"~* (1.16)
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Hinh 1.6: Fermat va “nang toan”. Tugng 6 Toulouse

trén tap hop Q=4{0,1,2,...,n}.

2 ' 7, 2 A
O day, C* = ﬁ 14 nhi thitc Newton. Y nghia to hgp ctia C* 1a: né 1a sb cac
I(n —k)!

tap con c6 ding k phan tit trong mot tap hgp c6 n phan tit, hay néi cach khac, no 1a sé
cach chon ra mot nhém con v6i k phan ti, tit mot nhém cé n phan ti.

Nhéc lai rang ta c6 cong thitc dai s6 quen thudc sau:

n

(x+y)" = Z CFalyn=, (1.17)

k=0

Néu thay x béng p va y béng 1—p trong cong thiic trén, thi ta cé > ,_, C*pF(1—p)"=F =1,
chiing t6 dinh nghia phan bd xac suat nhi thiic trén phit hgp véi cac tién dé vé xac suat.

Y nghia ctia phan bd nhi thic nhu sau: Khi ta lam n 1an mot phép thit ndo do, va
mdi 1an thi xac suat xay ra két qua A nao do6 1a p (vi du: mot ngudi ban sing n lan, xac
suat trang dich méi lan 13 p), va gid st 1a két qua clia cac lan thit khac nhau doc lap véi
nhau (1an thit nay khong anh huéng dén lan thit khac), thi tong s6 lan xay ra két qua A
trong s6 n lan d6 13 mot s6 nguyén nam gitta 0 va n, va véi mdi k = 0,1,2,...,n, Xac sat
clia sy kien "s6 1an ra két qua A la k" bang C*p*(1 — p)n~*.

That vay, néu ta lay khong gian xéac suat cho mdi phép thit 1a khong gian {A, A}, thi
khong gian xac suat cac truong hop ciia n lan thit 1a {4, A}" (céc phan tit clia khong
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gian nay la cac diy n két qua, ma mdi két qua 1a A hoic A. C6 CF phan tit ciia khong
gian {4, A}" c6 chita ding k két qua A va (n — k) két qua A. Xac suat clia mdi phan ti
do 1a p*(1 — p)* theo cong thiic tich ctia xac suat. Bdi vay xdc suit clia su kien "két qua
A x4y ra k 1an" s6 phan t1t clia su kién nay (hiéu nhu 1a mot tap con clia khong gian xAc
suat) nhan véi x4c suat cia mot phan ti (vi cdc phan ti nay c6 cling x4c suat), va bang
Cap*(1 —p)* "

Bai tap 1.8. Hai van dong vien Nam va Tién choi mot tran tennis. Ai thang duge 3 set
trude thi thing ca tran. Gia sit xac suat dé Nam thing mdi set 1a 40% (dé Tién thing
mdi set 1a 60%, va két qua clia set nay khong anh hudng dén set khéc). Hoi xac suat dé

Nam thang tran tennis 134 bao nhieu ?

1.3 Xac suat c6 diéu kién

1.3.1 Dinh nghia xac suat c6 dieu kién

Nhu ching ta da biét, xac suat ctia mot su kien cé thé phu thuoc vao nhiéu yéu t6,
diéu kien khac nhau. Dé chi ra mot cach cu thé hon vé viéc xac suat clia mot sy kien A
nao d6 phu thudc vao mot diéu kien B ndo dé ra sao, ngudi ta dua ra khai niém xac suat

c6 diéu kien. Diéu kien B ciing c6 thé hiéu la mot sy kién, tic la su kien “c6 B”.

Dinh nghia 1.5. Gid st (trong mot khong gian zdc sudt nao dé) dieu kien B c6 wdc
sudt khdac khong, P(B) > 0, thi xac suat ctia su kién A duéi diéu kién B, ky hicu la
P(A|B), dugc dinh nghia nhu sau:

P(ANB)

(1.18)

Mot hé qua tryc tiép ciia dinh nghia xac suat c6 dieu kién 1a cong thic tich sau day:

P(AN B) = P(A|B).P(B). (1.19)

Tét nhién, ta ciing c6 thé coi B la sy kien, A la diéu kién, va khi d6 ta c6 P(AN B) =
P(B|A).P(A)

Vi du 1.16. Mot 16p hoc ¢6 30 ban, trong d6 ¢6 17 ban nit va 13 ban nam. C6 3 ban tén
1a Thanh, trong d6 c6 1 ban nit va 2 ban nam. Thay gido goi ngdu nhién 1 ban lén bang.
Xac suat dé ban do c6 tén 1a Thanh sé 14 1/10. Nhung véi diéu kien “d6 14 ban nit” thi
x4c sudt dé ban dé ten la Thanh 1a 1/17. Sy kién 6 day 1a A = “tén 1a Thanh”, va diéu
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kien 1a B = “n@”. Khong gian xac suat Q c6 30 phan tit, véi phan bd xac suat déu. A co6
3 phan tt, B ¢6 17 phan tit, va AN B ¢6 1 phan tit. Bdi vay: P(A) = % = 3/30 = 1/10;
P(A|B) = P(AN B)/P(B) = (1/30)/(17/30) = 1/17. Cha ¥ rang, trong vi du nay ta c6
P(A|B) # P(A). Van vi du nay, néu thay giao goi 1 ban c6 tén 1a Thanh lén bang, thi
xéac suat dé ban dé la ban nit 1a bao nhieu ? Loi giai: trong 3 ban Thanh c¢6 1 ban la ni,
bdi vay xac suat la 1/3. Sit dung cong thic P(AN B) = P(B|A).P(A) v6i xac suat c¢6
diéu kién, ta ciing c6 P(BJ]A) = P(AN B)/P(A) = (1/30)/(1/10) = 1/3. (Cau hoéi: Vi

sao hai cach giai khac nhau lai ra két qua giéng nhau ?)

Ghi chii 1.3. C6 thé giai thich y nghia triét Iy va toan hoc clia dinh nghia xac suat co
diéu kien nhu sau: Sy kién A ciing v6i diéu kien B chinh 13 sy kien A N B, tic 1a “ca A
va B cling xay ra”. Ta c6 thé coi A va B la hai tap con ctia mot khong gian xac suét
Q) ban dau. Cac tap con ciia B chinh la cac sy kien véi dieu kien B dudc théa man.
Khi ching ta dat dieu kien B, thi titc 1a ching ta da han ché khong gian xac suat tir €
xuong con B, va han ché céc st kien A xuéng con A N B. Xac suat ctia A vé6i dieu kien
B chinh 1a xac suat ciia A N B trong khong gian xac suat méi B véi mot do do xéac suat
Py: P(A|B) = Pi(AN B). Do do xéac suat P; khong tuy ¥, ma n6 duge sinh ra béi do do
xac suat P ban dau, theo nguyén tic “binh quan”: néu C' va D 1a hai tap con cia B (ttc
la 2 sy kién thoa méan diéu kien B) véi cung xac suat, P(C) = P(D), thi ta ciing phai
coi rang chiing c6 cling xac suat ¢ dieu kien: P (C) = Pi(D). Mot cach tdng quat hon,
ta c6 cong thitc ty 1¢ thuan: P(C)/P(D) = P,(C)/P;(D) néu C va D la hai tap con cta
B. Tit d6 suy ra: P(AN B)/P(B) = P,(AN B)/P(B) = P,(AN B) = P(A|B) (béi vi
P (B)=1).

Vi du 1.17. Theo mot con s6 thong ké & My nam 2007, c¢6 khodng 40% cac vu tai nan
xe ¢ gay chét ngudi 1a c6 ngudi lai say rucu. Gia sit ty e s6 ngudi say rugu khi lai xe 1a
4%. Héi viec xay rugu khi lai xe lam tang kha nang gay tai nan chét ngudi len bao nhiéu
lan ? No6i cach khéc, chung ta mudn tinh ty le P(A|S)/P(A), é day A la sy kien “lai xe
x4y ra tai nan chét nguoi”, S 1a dicu kién “ngudi lai say rugu”. Tit cong thitc P(ANS) =
P(A|S).P(S) = P(S|A).P(A) ta co P(A|S)/P(A) = P(S|A)/P(S) = 40%/4% = 10, tiic
la viéc say rugu khi lai xe c6 thé lam ting kha ning gay tai nan xe ¢ chét ngudi len 10

X

lan.

Bai tap 1.9. C6 hai su kien A vad B v6i xac suat 16n hon 0. Khi nao thi ta ¢6 P(A|B) =
P(BJA) ?

Bai tap 1.10. Ta biét rang mot nha no c6 3 con meo, trong dé cé it nhat 1 con la meo

cai. Héi rang xac suat de ca 3 con meo deu la meo cai la bao nhiéu 7
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1.3.2 Su do6c lap va phu thudc cta cac su kién

Thé nao 1a hai sy kién doc lap véi nhau ? Vé mat triét ly, hai sy kien doc lap 1a
hai sy kién khong lien quan gi dén nhau. Vi du, toi khong lién quan gi dén doi bong da
Barcelona. Doi d6 da thang hay thua toi cling khong quan tam, khong anh hudéng gi dén
viéc toi ¢6 phai di chg hay khong. Hai sy kién “toi di chg” va “doi Barcelona thang” c6
thé coi la doc lap v6i nhau. Néu hai su kien A va B doc lap véi nhau, thi viéc ¢ xay ra
hay khong sy kien B khong anh hudng gi dén viéc c6 xdy ra hay khong sy kien A. No6i
cach khéc, xac suat clia A véi dieu kien B khong khac gi xac suat ctia A khi khong tinh
dén diéu kien B. Day chinh la dinh nghia trong 1y thuyét xac suat vé sy doc lap ctia hai

su kién:
Dinh nghia 1.6. Su kién A dugc goi la doc 1ap vdi su kién B néu nhu
P(A) = P(A|B) = P(AN B)/P(B), (1.20)

hay viét cach khdc:
P(AN B) = P(A).P(B) (1.21)

Ghi chi 1.4. Cong thic P(A|B) = P(A) tuong duong vé6i cong thic P(AN B) =
P(A).P(B) va tuong duong véi P(B|A) = P(B). Diéu d6 c¢6 nghia la quan he doc lap 1a
mot quan hé doéi xing: néu A doc lap véi B thi B doc lap v6i A, va ching ta cé thé néi la
A va B doc lap v6i nhau. Trong cong thic P(A|B) = P(A) ta phai gia si la P(B) # 0.
Ké c& khi P(B) = 0 thi cong thic P(AN B) = P(A).P(B) van c¢6 thé dimng lam dinh
nghia duge, va khi d6 né hién nhién ding: mot su kieén c6 xac suat bang 0 thi doc lap véi

moi su kién khac.

Tong quat hon, gid si ta c6 mot ho M (httu han hoac v6 han) cac su kién.

Dinh nghia 1.7. Ho M duoc goi la mot ho cac su kién doc lap, néu nhu vdi bat ky

50 tu nhien k nao va bat ky k su kién Ay, ..., Ay khdc nhau nao trong ho M ta ciing co:

P ((k] Ai) - ﬁP(Ai). (1.22)

Néu nhu P(AN B) = P(A).P(B) véi bat ky hai su kién khac nhau nao trong ho M
(tiic 1a dang ta chi yéu cau dang thiic trén ding trong trusng hop k = 2, thi ho M duge

goi la ho cac sy kién doc lap ting doi mot.
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Ghi chi 1.5. Tat nhién néu ta c6 mot ho cac su kien doc lap, thi cac su kién trong ho
doc lap tung doi mot véi nhau. Nhung diéu nguge lai khong dung: Cé nhiing ho khong

doc lap, ma trong do6 céac sy kién doc lap tung doi mot v6i nhau !

Vi du 1.18. Tung 1 xic sic 2 lan, dugc 2 s6 ky hiéu 1a a,b. Xét 3 sy kién sau: X 1a sy
kien “a + b 1& s6 chan”, Y la su kién “a = 1”7 va Z 1a su kién “b = 47. o) day khong gian
xac suat 1a khong gian c6 62 = 36 phan tit, mdi phan tit 12 mot cap s6 (a, b), mdi s6 c6
thé nhan 1 trong 6 gia tri 1,2,3,4,5,6. Ta c6 thé gia sit khong gian x4c suat nay co6 phan
b6 xac suat déu (2 lan tung doc lap v6i nhau). Khi d6 dé dang kiém tra ring cic sy kién
X,Y,Z doc lap timg doi mot v6i nhau, thé nhung ho 3 sy kien {X,Y, Z} khong phéi 1
mot ho doc lap: P(X NY N Z) =0 trong khi P(X).P(Y).P(Z) = (1/2).(1/6).(1/6) # 0

Néu nhu hai syt kien khong doc 1ap véi nhau, thi ngudi ta noéi 1a ching phu thuoc vao
nhau. Do tinh chat déi xing, néu sy kien A phu thuoc vao si kien B thi B ciing phu
thuoc vao A. Néu nhu P(A|B) > P(B) thi ta c6 thé noéi la diéu kien B thudgn lgi cho sut
kien A, va ngugc lai néu P(A) < P(A|B) thi diéu kien B khong thudn lgi cho su kien A.

Cong thic P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) tuong duong véi cong thic

P(A|B)/P(A) = P(B|A)/P(B), (1.23)

c6 thé duge suy dién nhu sau: B thuan 1gi cho A (tic 1a P(A|B)/P(B) > 1) thi A cling

thuan 1gi cho B va ngudgc lai.

Vi du 1.19. Gia st ¢t 5 hoc sinh thi ¢6 1 hoc sinh gidi toan, ctt 3 hoc sinh thi ¢6 1 hoc
sinh giéi ngoai ngit, va trong s6 cac hoc sinh gidi toan thi ctt 2 hoc sinh ¢6 1 hoc sinh gioi
ngoai ngit (16n hon ty lé trung binh). Khi d6 trong s céc hoc sinh gidi ngoai ngt, ty le
hoc sinh gidi toan 1a 30% (cting 16n hon ty 1é trung binh): (1/2)/(1/3) = 30%/(1/5).

Bai tap 1.11. Chitng minh rang néu mot sy kien A doc lap vdéi sy kién B, thi né ciing doc
lap v6i su kién B.

Bai tap 1.12. Tim mot vi du véi 3 sy kien A, B, C' sao cho A doc lap véi hai sy kiéen B
va ', nhung khong doc lap véi BN C.

Bai tap 1.13. Lay mot bo bai ti 1o kho 52 quan, va rat ra tit d6 2 1an méi lan 1 quan, dé
dugce 2 quan. Goi A la sy kién “quan rat ra dau tién 1a quan nhép” va B 1a su kién “quan

rat ra thi hai 1a quan co”. Hoi hai st kién A va B ¢6 doc lap v6i nhau khong ?
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1.3.3 Coéng thic xac suat toan phan

Dinh nghia 1.8. Mot ho cdc tap con By, ..., B, ctua khong gian zdc suat ) la mot phan
hoach (partition) ciia Q0 néu nhu cac tap B; doi mot khong giao nhau, va hop clia ching
bing :

B,NB;j=0Yi#j, U B =. (1.24)

Néu nhu ta chua biét xac suat P(A) cia mot sy kien A nao d6, nhung biét cac xat
suat P(B;) ciia mot phan hoach (By, ..., B,) cla khong gian xac suat, va biét cac xac
suat c6 diéu kien P(A|B;), thi ta c6 thé dung cong thiic sau, goi 1a cong thidc xac suat

toan phan (total probability formula), dé tinh xac suat clia A:
P(A)=) P(ANB;) =Y _ P(A|B).P(B)). (1.25)
i=1 i=1

Truong hgp riéng clia cong thic trén 1a khi ta c6 hai sy kien A, B, c6 thé st dung
phan hoach (B, B = Q\ B) hai thanh phan ciia Q dé tinh xac suat ciia A:

P(A) = P(ANB) + P(AN B) = P(A|B).P(B) + P(A|B).P(B). (1.26)

Bai tap 1.14. Theo mot s6 lieu thong ke, nam 2004 6 Canada c6 65,0% dan ong 1a thita
can, va 53,4% dan ba thita can. S6 dan ong va dan ba ¢ Canada coi nhu bing nhau.
Héi rang, trong nam 2004, xac suat dé mot ngusi Canada duge chon ngdu nhién 1a nguoi

thita can bang bao nhiéu ?

1.3.4 Cong thic Bayes

Cong thic Bayes, mang tén ctia linh muc va nha toan hoc ngusi Anh Thomas Bayes
(1702-1761), 1a cong thiic nguge, cho phép tinh xac suat c¢o diéu kien P(B|A) khi biét xac
suat c6 dieu kien P(A|B) va mot s6 thong tin khac. Dang don gian nhat clia cong thiic
nay la: Néu A, B 1a hai sy kién bat ky véi xac suat khéac 0 thi ta co:

P(A|B).P(B)

(1.27)

(U Theo dinh nghia ciia cac t6 chiic y té, nhimg ngusi c6 chi sé trong luong co thé (body mass index)
> 25 dugce goi 1a thita can (overweight or obese), trén 30 duge goi 1a béo phi (obese), trén 40 14 béo bénh
hoan (morbidly obese). Chi s6 trong lugng co thé duge tinh ra tit chidu cao va can niang theo cong thiic:
BMI = trong lugng (tinh theo kg) chia cho chiéu cao (tinh theo mét) binh phuong
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Cong thiic trén la hé qué tryc tiép ctia cong thic P(B|A).P(A) = P(A|B).P(B) =
P(AN B) da dugc ban dén 6 nhiing phan trude. Két hop cong thitc trén véi cong thiic
xéac suat toan phan cho P(A), ta dugc:

Dinh 1y 1.3. Gid st (By, ..., By,) la mot phan hoach cia khong gian xdc suat. Khi dé ta
c6 cong thic Bayes sau:

P(A|Bg).P(Br) _ P(A[Bg).P(B)
P(A) > i P(A|B:).P(By)

P(By]A) = (1.28)

vdi moit k =1,2,...,n.

Hinh 1.7: Thomas Bayes (1702-1761)

Cong thitc Bayes rat don gidan nhung né c6 ¥ nghia rat sau xa. Mot trong nhiing 16
ma rat nhiéu ngudi mic phai, 1a 1an lon gitta P(A|B) va P(B|A), coi hai con s6 d6 nhu
la bing nhau. Nhung cong thitc Bayes cho thay hai con s6 d6 c6 thé chénh lech nhau rat
nhiéu, néu nhu P(A) va P(B) chénh léch nhau rat nhiéu ! Dudi day 1a mot vi du minh

hoa diéu dé.

Vi du 1.20. Day la mot bai toan duge 3 nha toan hoc Cassels, Shoenberger va Grayboys
dem d6 60 sinh vién va can bo y khoa tai Harvard Medical School nam 19783, Gia st ¢6
mot loai bénh ma ty 1é ngudi méac bénh 1a 1 /1000. Gia sit ¢6 mot loai xét nghiém, ma ai
méac bénh khi xét ciing ra phan tng duong tinh, nhung ty lé phan ng duong tinh nham
(false positive) 1a 5% (tiic 1a trong sé nhiing nguoi khong bi benh ¢6 5% s6 ngudi thit ra
phén tng duong tinh). Héi khi mot ngudi xét nghiém bi phan tng duong tinh, thi kha

(2)Nguon: Cassels, Schoenberger and Grayboys, Interpretation by physicians of clinical laboratory re-
sults. New England Journal of Medicine, 299 (1978), 999-1000
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nang mac bénh ctia ngudi d6 1a bao nhiéu ? Theo ban la bao nhiéu ? Hay thit tir tim cau
tra 10i trude khi doc tiép.

Néu ban tra 16i 95% (= 100% - 5%), thi cau tra 10i clia ban ciing giong cau tra 1oi
clia phan 16n nhiing ngudi khac duge héi. Ta hdy thit phan tich ky them vé cau héi nay.
Néu ky hieu K 1a sy kién “khong bi bénh” va D 1a sy kién phan tng duong tinh, thi con
s6 5% la con s6 P(D|K) (xac suat c6 phan ting duong tinh khi ma khong bi bénh) chi
khong phai P(K|D) (xac suat khong bi bénh khi ma c6 phan ting duong tinh). Dé tinh
P(K|D), ta dung cong thiic Bayes P(K|D) = _ P(Q|K)'P(K) :

P(D|K).P(K) + P(D|K).P(K)
P(D|K) = 5/100, P(K) = 1 —1/1000 = 999/1000, va P(D|K).P(K) + P(D|K).P(K) =
(1).(1/1000) + (5/100).(999/1000) = 51/1000 (tinh xap xi), va bdi vay: P(K|D) =
(5/100).(999/1000)/(51/1000) ~ 98%. Nhu vay trong s6 nhitng ngudi xét nghiém ra duong
tinh, c6 khodng 98% s6 nguoi 1a khong bi bénh. Néi cach khac, khi xét nghiém ra duong

a co

tinh, x4c sudt dé thuc su mic bénh chi c6 2% !
Bai tap 1.15. Dude biét ¢6 5% dan ong bi mit mawu, va 0,25% dan ba bi mit mau. Gia st
s6 dan ong bang s6 dan ba. Chon 1 ngudi bi mit mau mot cach ngau nhién. Héi rang xéac

suat dé ngusi dé 1a dan ong la bao nhiéu ?

1.4 Mot sé nghich 1y trong xac suat

Tinh toan xac suat 13 mot van dé nhiéu khi hét sic té nhi. Ké cd trong nhitng bai
toan tudng chimg nhu rat don gidn, ciing c6 thé tinh ra két qua sai ma khé phat hien sai
& dau. Phan nay sé gom mot s6 "nghich 15" trong xac suat dé minh hoa diéu d6 . Nhing
nghich Iy nay cho thay chiing ta can hét siic can than trong lic lap mo hinh tinh toan
xac suat, dic biet 1a xac suat c6 diéu kien, kiém tra lai nhiing diéu tuéng chitng nhu hién

nhién, dé tranh sai lam.

1.4.1 Nghich 1y 1 (Nghich 1y Simpson). Thuéc nao tét hon ?

Mot ngusi nghién citu mudn xéc dinh xem giita 2 loai thudc ciing dé chita 1 bénh, loai
nao tot hon. Két qua théng ké vé lugng ngusi chita dude khéi bénh, phan biét theo gidi
tinh, dugc viét dudi day

Gidi tinh: Na Thudéc I  Thube 11
Chita dugce 150 15
Khong chita duge 850 285
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Gid6i tinh: Nam Thubc I Thube 11
Chita dugce 190 720
Khong chita duge 10 180

Dita vao bang thong ké trén, c6 2 cau tra 10i trai ngude nhau nhu sau cho cau héi
thudc nao tot hon:
1) Thude I dem cho 1200 ngudi dung, chit duge bénh cho 340 ngudi. Thude 1T dem cho
1200 nguoi dung, chita duge 735 ngudi, nhu vay thuoc IT t6t hon.
2) Doi véi nt, ty 1@ chita duge bénh ctia Thude T 1a 15%, ctia Thude 1T 1a 5%. D6i véi
nam, ty 1é chita dugc bénh ctia thuéc I 1a 95%, ctia thude II 1a 80%. Trong ca hai truong
hop thi ty 1é chita duge bénh ciia thude I cao hon, vay nén thude I t6t hon.

Trong hai cau tra 10i trén cau tra 10i nao dang tin? Vi sao ? Nghich Iy ndm & dau ?

1.4.2 Nghich ly 2. Hoang tit c6 chi em gai khong ?

Biét ring cha me ctia 1 hoang tit ¢6 2 con. Hoi xdc suit dé hoang tit d6 c6 sister (chi
gai hodc em gai) la bao nhiéu ? Cé6 2 dap an sau:
1) Hoang t1t ¢6 1 ngudi anh chi em rugt. C6 hai khé nang: hosic ngusi do la con trai, hodc
la con gai. Nhu vay xac suat dé ngudi do 1 con géi (titc 1a hoang tit c6 sister) 1a 1/2.
2) C6 4 kha nang cho 1 gia dinh ¢6 2 con: {B,B}, {B,G}, {G,B}, {G,G}. (B = boy = con
trai, G = girl = con gai, xép theo thit tu con thit nhat - con thit hai). Vi ta biét hoang tit
la con trai (day la diéu kién) nén loai di kha niang {G,G}, con 3 kha nang {B,B}, {B,G},
{G,B}. Trong s6 3 kha nang do thi c6 2 kha nang c6 con gai. Nhu vay xac suat dé hoang
tir c6 sister 1a 2/3.

Trong hai dép &n trén, at han phai c6 (it nhat) 1 ddp &n sai. Thé nhung cai nao sai,

sai & chd nao ?

1.4.3 Nghich ly 3. Van Pham c6 phai la thu pham ?

Mot ngusi dan ong tén la Van Pham bi tinh nghi 1a thu pham trong mot vu an. Canh
sat diéu tra dugce nhiing tin sau day: 1) ngoai nan nhan chi ¢6 2 nguoi c¢6 mat lic xdy ra
vu an, mot trong hai nguoi d6 1a Van Pham, nguoi kia cdnh sat khong hé biét 1a ai, va
mot trong hai nguoi d6 1 thit pham; 2) thit pham phai 14 dan ong. Héi xac suat dé "Van
Pham la tha pham" 1a bao nhiéu ?

Goi ngudi thit hai ma canh sat khong biét 1a ai 1a "X". X ¢6 thé 1a dan ong hosic dan

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

2% CHUONG 1. XAC SUAT LA GI

ba. Ta goi sy kién "Van Pham la tha pham" 1a A, sy kién "X la dan ong" 1a B, "thu
pham la dan ong" la C. Co6 hai cach giai khac nhau nhu sau:

1) Theo cong thitc x4c sudt toan phan ta c6 P(A) = P(A|B).P(B) + P(A|B).P(B)
Néu X la dan ba thi X khong thé 1a thii pham va Van Pham phai 1a thd pham, béi vay
P(A|B) = 1. Néu X la dan ong thi mot trong hai ngudi, X hodac Van Pham, 1a thii pham,
bdi vay P(A|B) = 1/2. X c6 thé 1a dan ong hodc dan ba, va ta coi s6 dan ong bang sb
dan ba, béi vay P(B) = P(B) = 1/2. Tit dé ta c6 P(A) = (1/2).(1/2) + 1.(1/2) = 3/4,
c6 nghia la xac suat dé "Van Pham la thd pham" bing 3/4.

2) Ta coi C la diéu kign, vA muén tinh xac suit cé diéu kien P(A|C) (xac suat dé
Vian Pham 1a thit pham, khi biét ring thi pham 14 dan ong). Theo cong thiic Bayes ta c6

P(A|C) = P(C|A)'P(A)_ —. O trong cong thic tren, P(A) la xéc sudt cla
P(C|A).P(A) 4+ P(C|A).P(A)

sy kien "Van Pham 1a thi pham" néu nhu chua c6 diéu kien "tht pham 1a dan ong". Vi

mot trong hai ngudi Van Pham va X 1 thi pham, nén xac suat P(A) khong c6 diéu kien
§ day la P(A) = 1/2. Ta ¢6 P(C|A) = 1 vi tat nhién néu Van Pham la thi pham thi thi
pham 1 dan ong. Ngugc lai, P(C|A) = 1/2 (néu X la thit pham, thi thit pham c6 thé 1a
dan ong hogc dan ba, khi ma chua dat dicu kien "tht pham la dan ong"). Béi vay ta co:

P(A|C) = 1_(1/2)14((11//22))_(1/2) = % = 2/3, tiic la xac suat dé Van Pham la thit pham bing
2/3.

Hai cach giai trén cho 2 dap sé khac nhau, nhu vay (it nhat) mot trong hai cach giai

trén la sai. Cach giai nao sai va sai 6 chd nao ?

1.4.4 Loi giai cho cac nghich ly

Nghich lij 1. Van dé nam & chdé Thudc I duge dem thit cho qua it nam, qua nhiéu nit
so v6i thube II, nén khi lay tong sb cac két qua ciia cac phép thit thi né thien vi thube II
va khong phan dnh dung ty 1é chita duge benh. Két luan 1) 1a sai va két luan 2) dang tin
hon.

Nghich lyj 2. Nghich 1§ nay c6 trong 1 quyén gido trinh tiéng Anh vé x4c suat. Dieu
dang ngac nhién 1a tac gid cia gido trinh d6 néi rang dap 4n thit hai diung (tic 1a xac
suat = 2/3) va dap an tht nhat sai. Doc k dap an thit 2, ta thay kha nang B,B thuc ra
khong phai 1a mot kha nang don, ma 13 mot kha nang kép gom c6 2 kha nang trong do:
hodng tit dugc néi dén hodc 1a nguoi con trai thit nhat, hodc 13 nguoi con trai thit hai.
Nhu vay phai tinh B,B 14 2 kha nang B=H,B va B, B=H (H 1 hoang t1t). Nhu thé tong

cong van c6 4 kha ning, va x4c suat van 1a 2/4 = 1/2. Sai § day la sai trong cach dém
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s6 kha nang. (C6 cau héi khac: tai sao 4 kha nang nay lai phai c6 x4c suat bang nhau ?
Tai sao lai phai c6 phan bd xac suat déu ? Cau tra 15i danh cho ban doc). Néu ta doi bai
toan di mot chat thanh: Mot gia dinh c¢6 2 con, biét rang it nhat mot trong hai con la
con trai, thit hdi x4c suat dé cé con géi la bao nhiéu ? Trong bai toan nay thi xac suat la
2/3 that. Ban doc thit nghi xem sy khic nhau gitta hai bai toan nidm & chd nao ?

Nghich Iij 8. Van dé & day nam & sy 1an 16n gitta cac khong gian x4c suat trong lac lap
mo6 hinh dé tinh x4c suat. Trong cach gidi thit nhat, khi ta viét P(A) dé tinh xac suat
ctia sy kien "Van Pham 1a tht pham", khong gian xac suat ciia ta phai la khong gian Q¢
tat ca cac kha nang (v6i mot trong 2 nguoi Van Pham va X 14 thi pham) théa méan dieu
kien "tht pham 1 dan ong", chit khong phai 1a khong gian € clia tat ca cac kha ning
c6 thé xay ra (v6i mot trong 2 ngudi Van Pham va X 1 thtt pham), bat ké thii pham
la dan ong hay dan ba. Dé cho khoi 14n 1on, thi trong cach giai tht nhat ta phai viét
Pc(A) = Po(A|B).Po(B) + Po(A|B).Po(B) Trong khong gian  thi ta c6 P(B) = 1/2,
tiic 1a xac suat dé X 1a dan ong 1a 1/2. Nhung trong khong gian ¢ dimng trong cach giai
thit nhat, thi ta phai ding x4c suat Po ctia khong gian d6, va Po(B) khong phai 1a 1/2,
ma thyc ra 1a 2/3, va Po(B) = 1/3. Néi cach khéc, khi biét raing mot trong hai ngusi X
va Van Pham la tht pham, v biét ring thii pham la dan ong, thi xac suat dé X la dan
ong 1a 2/3 chit khong con 1a 1/2 nita ! (Vi sao vay 7). Néu ta st dung cac con s6 xac suat
nay trong cong thic tinh xac suat toan phan ctia A trong khong gian Q¢ thi ta dudc:
po(A) = (1/2).(2/3) + 1.(1/3) = 2/3 Tric la néu ta stta 161 vé xac suat ctia B di, thi cach
giai thit nhat sé cho cing dap s6 2/3 nhu cach gidi thit hai.

1.5 Luat s6 16n

Luat s6 16n 14 mot trong nhiing dinh luat co ban nhat ciia 1y thuyét xac suat va thong
ke. O dang don gian nhat, né c6 thé duge phat biéu mot cach nom na nhu sau: khi mot
phép thit duge lap di lap lai rat nhiéu lan, thi s6 lan cho ra mot két qua nao do6 trong
tong s6 cac lan thit s& phan anh khéa chinh xac xac suat dé xay ra két qua do trong 1
lan thit. Vi dy, gid st ta ¢c6 mot dong tién v6i hai mat sap (S) va ngiia (N) véi xac suat
hién len bang nhau va bang 1/2 khi tung dong tién. Gia st ta tung di tung lai dong tien
nhiéu lan, vd duge mot day cac két qua sap ngtia, vi du nhu: SNSSNSNSNNSS
... Ta goi S(n) la tan s6 xuat hién len mat sdp sau khi tung dong tién n lan, tic 1a s6
lan hién lén mit sap sau khi tung dong tien n lan chia cho n, vi du nhu theo day trén:
S(1)=1,5(2) =1/2,5(3) =2/3,5(4) =3/4,5(5) = 3/5,5(6) =2/3,5(7) =4/7,5(8) =
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5/8,5(9) =5/9,5(10) = 1/2,5(11) = 6/11,5(12) = 7/12, . ... Cac con s6 S(n) ma ching
ta thu dugc néi chung khac 1/2, nhung luat s6 16n néi ring ching ta c6 thé yén tam rang
khi n tién t6i vo cung thi S(n) sé tién t6i 1/2: lim,_, S(n) = 1/2.

Duéi day ching ta sé phat biéu luat s6 16n mot cach chiit ché thanh dinh 1y toan hoc
va chitng minh né, cho phan b6 Bernoulli.

Gia sit ¢6 mot phép thit ndo d6 c6 thé thuc hien duge nhiéu lan, vi xac suat dé xay
ra két qua X trong mot lan thit 1a mot hing s6 p, 0 < p < 1. (Vi du: phép thit 1a “tung
xtc sac”, két qua la “hien len 1 cham”, xac suat 1a p=1/6). Ta goi X, la su kien sau: khi
thite hién n 1an phép thit thi X xuat hién k£ lan trong s6 n lan thit. Ching ta biét rang

xac suat ciia Xj,, tuan theo phan bo nhi thiec:
P(Xpn) = CFpF(1 — p)". (1.29)

Lay mot s6 duong € > 0 tily ¥ sao cho 0 < p—e < p+ e < 1. Goi X¢ 1a sy kién sau: khi
lam phép thit n 1an thi tan suat xuat hien két qua X cheénh léch so v6i xac suat p khong
qué e, tic lap — e < k/n < p+ ¢, trong d6 k 1a s6 1an hién lén két qua X. Sy kien X¢ 1a
hop cta cac su kien X ,, thoa man bat dang thic p — e < k/n <p+e€, do vay:

P(Xp) = Y owt-prh (1.30)

n(p—e)<k<n(p+e)

Dinh ly 1.4. Vi hai s6 duong p, e bat ky théa min 0 <p—e<p+e <1, ta cé

Tlim > ChpF(1 —pnF = 1. (1.31)

n(p—e)<k<n(p+e)

C6 nghia la, zdc suat P(X¢) cla su kién “sau n phép thi thi tan sudt hién két qua X sai

léch so vdi xdac suat p cia X khong qud €” tién tdi 1 khi so phép thi n tién tdi vo cung.

Dinh 1y trén goi la dang yéu ctia luat sé 16n cho phan bé Bernoulli. Dang manh
clia luat sb 16n, sé duge xét t6i trong chuong sau, phat bieu 1a tan suat k/n tién t6i p khi
n tién t6i vo cung hau nhu chdc chdan (tic 1a véi xac suat bang 1: tap nhitng diy vo han
lan thtt ma dicu do6 sai c6 xac suat bang 0 trong khong gian tat ca cac day vo han lan
thit).

Chitng minh. Chiing ta mudn chiing minh rang hieu

1—P(X;)=Uy+ Vp, (1.32)
trong do
U= Y. CHa-p™* va V,= > Cchra-pr (1.33)
0<k<n(p—e) n(p+e)<k<n
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1.5. LUAT SO LON 29

tién t6i 0 khi n tién t6i vo cting. Dé danh gia V,,, ching ta c6 thé dung thi thuat sau day:
Goi A 1a mot s6 duong bat ky, khi dé ta co

V., < Z e)\(kfn(p+e))cspk(1 _p)nfk < Z e/\(kfn(ere))CSpk(l . p)nfk

n(p+e)<k<n 0<k<n
=e N ORI e (L= p))F = e (P p e (1 —p)) (1.34)
0<k<n

= [ (M Pp+ e (L - )" = FO)",

véi f(A) = e (M Pp 4 e7(1 — p)). Chit ¥ ring ham s6 f(\) c6 f(0) = 1 vh dao ham
f(0) = —e < 0. Nhu vay néu ta chon A > 0 di nhé thi ta ¢6 0 < f(\) < 1, dan tdi
lim, o f(A)" = 0. VIV, < f(A)™ nén ta cing c6 lim,, .. V,, = 0. Mot cach hoan toan
tuong tu, ta ¢6 thé ching minh lim,,_.. U, = 0, suy ra lim,_.., U, + V,, = 0. Phan chiing
minh nay la bai tap danh cho ban doc. O

Chiing ta c6 thé md rong luat s6 16n cho phan bé Bernoulli thanh luat sé 16n cho
mot khong gian xac suat bat ky voi hitu han cac phan tit nhu sau. Gid st ¢c6 mot phép
thit, ma cit mot 1lan thit thi hien lén mot trong cac két qua A, ..., A,, v6i cac xac suat
P(A;) =p; tuong tung. (>0 pi=1,vaQ ={A;,..., A} 1ap thanh mot khong gian xéc
suat hitu han véi cac xac suat P(A;) = p;). Lam phép thtt d6 n lan (cac lan thit doc lap
v6i nhau), va goi k; 1a s6 1an hién len két qua A; trong s6 n lan thit d6. Goi By 1a su

ki
kien |— — p;| < e.
n
Dinh ly 1.5. Vgi moi e > 0 ta cé

r}iiﬂlo P(B,,NB,,N...NB, ) =1 (1.35)
Ghi chi 1.6. (Mot chiit lich sit®). Luat s6 16n duge biét dén & dang truc giac, “cang thi
nghiém nhiéu lan thi két quad thong ké cang chinh xac”, tit hang nghin nam truéc day.
Nha toan hoc va thién vin hoc ngusi An D6 Brahmagupta (598-668), va sau dé nha toan
hoc ngusi Italia Gerolamo Cardano (1501-1576), c6 phat biéu né ma khong ching minh.
Nguoi dau tien dua ra ching minh toan hoc cho luat s6 16n c6 1& 1a Jacob Bernoulli ndm
1713, va luat s6 16n con dude goi 1a Dinh 1y Bernoulli. Cai tén ludt so lon (la loi des
grands nombres) duge Siméon Denis Poisson viét ra nam 1835, va ngay nay ngudi ta hay

goi theo tén do.

Bai tap 1.16. Suy ra dinh 1y [L5] tit dinh 1y [1.4]

(3)Xem: http://en.wikipedia.org/wiki/Law of large numbers.
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1.6 Bai tap bd sung cho Chuong 1

Bai tap 1.17. Tung mot dong tien can bang cho dén khi mat ngita hién lén 3 1an. Goi A
1a su kién “can tung 6 lan”. Hay lap mot khong gian xac suat cho van dé xac suat nay, va

tinh xéac suat cta su kien A.

Bai tap 1.18. (Bai tap ctia nganh bao hiém). Mot cong ty bao hiém 6 t6 c6 20000 ngudi
dang ky bao hiém. Nhitng ngusi dang ky bao hiém dude cong ty phan loai theo 3 tiéu
chuan:

i) Tré hay gia,

ii) Dan ong hay dan ba.

iii) C6 vg/chong hay doc than.

Dugc biét, trong s6 nhitng ngudi ding ky bdo hiém, c¢6 6300 ngudi tré, 9600 ngusi 1a dan
ong, 13800 ngudi c6 vg/chong, 2700 dan ong tré, 6400 dan ong c6 vg, 2900 ngudi tré co
vg/chdng, 1100 ngusi 1a dan ong tré c6 vg. Héi xac suat dé mot ngudi dang ky bao hiém o6

t6 ctia hang duge chon mot cach ngau nhién 1a mot phu nit tré doc than bang bao nhiéu?

Bai tap 1.19. Mot anh chang c6 2 c¢o ban gai A va B, va khong biét 1a thich ¢6 nao hon.
Anh ta hay di tham cac co ban mot cach ngau nhién: ra bén xe buyt, néu gip xe buyt
di tuyén duong dén nha co A trude thi di len xe d6 tham co A, con néu gip xe di tuyén
duong dén nha co B truée thi di tham co B. Ca hai tuyén duong déu c6 xe deu dan 10
phit mot xe. Sau mot thoi gian dai, anh ta nhan ra rang minh di tham c6 ban A nhiéu

gap 3 lan co ban B. C6 thé giai thich bang xac suat tai sao ?

Bai tap 1.20. (S6 may 11i). Gia stt c6 mot loai x0 s6 chi c6 100 6, tit 00 dén 99, mdi lan
quay co6 1 s6 tring giai.
i) Tinh xac suat dé sao cho trong 100 lan quay c6 mot so tring gidi it nhat 3 1an.

ii) Tinh xac suat sao cho trong 100 lan quay, khong c6 1an nao s6 68 tring giai.

Bai tap 1.21. Mot 16p hoc c6 36 hoc sinh. Hoi ring xac sudt dé cé hai hoc sinh ctia 16p
c6 cling ngay sinh nhat 1a bao nhiéu ? (Viét cong thiic dé tinh s6 do, va thit wée lugng

xem s6 d6 gan s6 nao hon trong 3 s6 nay: 0, 50%, 17)

Vi du 1.21. C6 n nguoi choi tro tung miing trong mot da hoi: mdi ngudi cam 1 cai mi
clia minh, tung vao gitta phong. Sau dé mdi ngusi nhit 1ay mot cai mii trong sd cac mil
duge tung mot cach ngau nhieén. Chiing minh ring xéac suat dé khong cé ngusi nao nhat
duge ding mi ctia chinh minh la

1 1 1 (=)™

5—54-@—...4- o
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Khi n tién t6i vo cling thi s6 nay tién tdi e L.

Bai tap 1.22. (B dé Borel-Cantelli). Gia st (A, )nen 14 mot diy cac tap con do dugc
trong mot khong gian xac suat (Q, P). Goi By la tap hgp cac phan tii cia  ma nam
trong mot s6 vo han cac tap con A, cia diy. Ching minh rang:

i) Néu Y > P(A,) < oo thi P(By) = 0.

ii) Néu ton tai mot s6 € va vo han cdc tap con A, clia day théa méan dieéu kien P(A,,) > e,
thi P(B.) > .

(Goi y: Dit By, = tap cac phan tit ciia € nam trong it nhat & tap con A, ctia day. Khi d6
P(By) = limy_ By. Trong truong hop thi nhat, ching minh rang k.B, < > >° | P(4,)
v6i moi k. Trong truong hop thit hai, chiing minh ring P(By) > € v6i moi k).

Bai tap 1.23. (T cha Bertrand). C6 3 ngan kéo, 1 ngan ¢6 2 dong tién vang, 1 ngin c¢6
2 dong tién bac, va 1 ngan c6 1 dong tién vang va 1 dong tién bac. Rt ra mot ngan kéo
mot cach ngau nhién, va 16i ra tit ngan kéo d6 mot dong tien mot cach ngau nhién. Gia st
duge 1 dong tién vang. Héi xac suat dé ngan kéo dude rit ra la ngan kéo chita hai dong
tiéen vang bang bao nhiéu?

Bai tap 1.24. C6 ba nguoi A, B, C bi bat vao ti. C6 lenh tha hai trong s6 ba ngudi nay
ra. Cai tit nhan dudgc lenh, nhung dén hom sau méi duge cong bo va thi hanh lenh. Nguoi
tit A bdo cai tli: hiay néi cho toi biét tén 1 nguoi duge tha trong hai nguoi B va C di. Cai
nguc tra 10i: anh dang c6 xac suat duge tha la 2/3. Néu t6i n6i tén mot ngusi duge tha
trong s6 hai ngudi B va C, thi gitta anh va ngudi con lai chi con mot ngudi duge tha nita
thoi, bdi vay xac suat dé anh duge tha sé giam xudng con 1/2. Toi khong mudn xac suat
dé anh dugc tha bi giam di, béi vay toi sé khong néi ten. Héi rang ngudi cai nguc 1y luan
nhw vay ¢6 ding khong 7

Bai tap 1.25. Hai ké trom deo mit na, bi canh sat dudi bit, ben vitt mit na di v tra
tron vao mot dam dong. Canh sat bat giit toan bo dam dong, tong cong 60 ngudi, va diing
may phat hien néi déi (lie detector) dé diéu tra xem ai trong dam dong 1a ké trom. Biét
rang doi v6i ké trom, xac suat bi may nghi la c6 toi 1a 85%, nhung ddi véi nguoi vo toi,
thi xac suat dé bi may nghi nham thanh c6 toi 1a 7%. Gia sit X la mot nhan vat trong
dam dong bi may nghi 1a c6 toi. Tinh xéc suat dé X la ké trom.

Bai tap 1.26. (Bo dién). Nam 2001 Cong Dong Chau Au c6 lam mot dot kiém tra rat rong
rdi cac con bo dé phat hién nhitng con bi bénh bo dién (bovine spongiform encephalopathy).
Khong c6 xét nghiem nao cho két qua chinh xac 100%. Mot loai xét nghiem, ma & day
ta goi 1a xét nghiém A, cho két qua nhu sau: khi con bo bi bénh bo dién, thi xac suat deé

ra phan tng duong tinh trong xét nghiem A 1a 70%, con khi con bo khong bi bénh, thi
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xac suat dé x4y ra phan tng duong tinh trong xét nghiem A la 10%. Biét ring ty 1é bo
bi mac bénh bo dién ¢ Ha Lan 1a 1,3 con trén 100000 con. Héi rang khi mot con bo 6 Ha
Lan phéan tng duong tinh véi xét nghiem A, thi xac sudt dé né bi mac bénh bo dién la

bao nhiéu ?

Bai tap 1.27. (Gia dau hoa). Gia dau hoa c6 nhiing lic dao dong rat manh, c6 khi di len
hon 100% trong vong 1 nam. Gia sit rang, néu tinh gia theo USD ctia nam 2009 (sau khi
da diéu chinh theo ty 1& lam phét), thi gia dau hdéa khong bao gid xudng dusi 10 USD
mot thung (duéi mitc d6 ngudi ta ngling san xuat dau hoa vi khong con 1ai gi nita) va
khong bao gis 1én qua 300 USD mot thung (trén mitc d6 ngusi ta dung céac loai nang
lugng khac ré hon). Héi ho cac su kien Gx sau day (x=0,1,...9) c¢6 thé la mot ho doc lap
cac sit kien duge khong : Gx = “nam 201x gia dau héa tang len it nhat 50% tinh tiu dau

nam dén cudi nam, tinh theo USD ctia nam 2009”. Giai thich tai sao ?

(YET ANOTHER) HISTORY OF LIFE AS WE KNOW IT...

Sy

e

HOHO HOHO HOHO HOHO HOHO
APRIORIUS PRAGHATICUS FREQUERTISTUS SAPIENS BAYESIANIS

Hinh 1.8: Tranh vui vé sy tién héa ctia loai nguoi
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Chuong 2

Bién Ngau Nhién

2.1 Bién ngau nhién va phan b6 xac suat ciia né

2.1.1 Bién ngau nhién 1a gi ?

“Bién” la céi c6 the thay déi. “Ngau nhién” 1a khi ngusi ta chua xac dinh duge cai gi
do6, thi nguoi ta goi né la ngau nhién. Cai gi khi da xac dinh duge, thi thanh “dinh tinh”,
hét ngau nhien. Mot bién c6 thé 1a ngdu nhién véi ngusi nay, nhung khong ngau nhién
v6i nguoi khac, tliy theo Iugng thong tin nhan duge. Vi du, s6 thi tiéng ngoai ngit ma
ong A néi duge 1a mot s6 xac dinh, khong ngau nhién déi véi ong A, nhung né 1la mot s
khong xdc dinh, ngau nhién v6i mot ong B nao do.

Bién ngdu nhién c6 thé nhan gia tri trong moi pham tru (hiéu ti pham tru & day theo
nghia thong thuong chit khong phéi theo nghia pham trut toan hoc), vi du nhu mau sic,
hinh dang, phuong huéng, v.v. Tuy nhién, bing cdc 4nh xa (khong ngiu nhién), ching
ta c6 thé chuyén viéc nghién citu moi bién ngdu nhién vé viéc nghién ctu cac bién ngau
nhién nhan gia tri 14 cic s6. BSi vay & day, khi néi dén mot bién ngau nhién ma khong
né6i cu thé n6é nhan gia tri ¢ dau, ching ta sé hiéu la cac gia tri ctia né 1a cac con sb.

Vi dy 2.1. Tai thoi diém déng cita thi truong chiing khoan My hom 04/09/2009, gia co
phiéu ctia hdng phan mém may tinh Oracle (ma chitng khoan: ORCL) 1a 21,97 USD. N6
da dugc xac dinh va khong con ngdu nhién. Thé nhung tai thoi diém dé, thi gia c6 phiéu
cia Oracle cho lic cudi ngay 18/09/2009 chua duge biét, va né 1a mot biét ngdu nhién
ddi v6i thi truong chitng khoan. Ngudi ta cho ring gid ctia n vao ngay 18/09/2009 c6 thé
len trén 23 USD, ma ciing ¢6 thé xudng duéi 21 USD. Diéu nay thé hién qua viec, tai thoi
diém cudi ngay 04/09/2009 , quyén mua ORCL trudc ngay 19/09/2009 vé6i gia 23 USD

33
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34 CHUONG 2. BIEN NGAU NHIEN

(September 2009 call option at strike price 23) c6 gia 0,25 USD (néu nhu ai ciing biét
chic ring gid ctia ORCL vao thoi diém 18/09/2009 sé khong vugt qua 23 thi cai quyen
mua d6 sé phai ¢6 gid bang 0 vi khong c6 gia tri gi), dong thoi quyén ban (put option)
ORCL véi gia 21 c6 gia 1a 0,30 USD. (Cac thong tin vé gia ca co phiéu va option c6 thé

xem trén rat nhiéu cac trang web vé chitng khoén).

Tuong tu nhu véi cac s6 va cac ham so, ta ¢6 thé lam nhiéu phép toan khac nhau véi
cac bién ngau nhién: cong, trit, nhan, chia, lay gidi han, tich phan, ham hgp, v.v. Qua
cac phép toan nhu vay, ching ta cé thé sinh ra cac bién ngau nhién méi tit cac bién ngiu

nhién cho trude.

Vi du 2.2. Mot hoc sinh thi vao dai hoc phai thi 3 mon. Diém ctia mdi moén c6 thé coi la
1 bién ngau nhién. Téng s6 diém ciing 1a mot bién ngu nhién, va noé la tong ctia 3 bién

ngau nhién phia trude.

Vi du 2.3. Téc do V clia mot xe 6 t6 dang chay trén dudng co thé coi la mot bién ngiu
nhien. Néu xe dang chay ma phai phanh gip lai vi phia truéce c6 nguy hiém, thi tit thoi
diém ngudi l1ai xe bép phanh cho dén thoi diém xe dimg lai, xe phai chay them méat mot
quang dudng c6 do dai D nita. D ciing c6 thé coi 1a mot bién ngau nhién. N6 khong phai
1a ty 1é thuan véi V, ma 1a ty 1é thuan véi binh phuong ctia V. Tic 1a bién ngau nhién
D c6 thé dugc sinh ra tit bién nghu nhién V theo cong thic: D = k. V2. He s6 k ¢ day
phu thudc vao diéu kieén ctia dudong va diéu kién ciia xe; né c6 thé coi la xac dinh néu ta
biét cac diéu kién nay, con néu khong thi c6 thé coi 14 mot bién ngau nhien khéac. Vi duy,
trong diéu kién binh thuong, thi & = 0,08m!.s%: mot xe dang chay véi toc do 36km /h =
10m/s thi tir lac bép phanh dén lic ding lai chay thém mat 0,08 x 10* = 8 mét, nhung
néu xe dang chay véi toc do 108km/h = 3 x 36km/h, thi tit lic bop phanh dén luc ding
lai s& chay théem mat nhing 8 x 3% = 72 mét.

2.1.2 M5 hinh toan hoc ctia bién ngau nhién

Gia st ¢c6 mot bién ngau nhien X. Chung ta gid st 1a ¢6 nhiéu tinh huéng khac nhau
c6 thé xay ra, va trong mdi tinh huéng thi X sé nhan dugc mot gia tri nao dé. Nhu vay
mot bién ngau nhién ¢6 thé duge mo hinh héa bing mot ham sé6 X : Q@ — R. O day Q
12 khong gian dai dién cho cac tinh hudng c6 thé xay ra. Cac tinh hudng, hay cdc nhom
cac tinh hudng (cic tap hop con clia ) 1a céc sy kien, va chiing ta c6 thé gan cho méi
sit kien mot xac suat vé kha nang xay ra. Dicu d6 c6 nghia 1a Q c6 thé coi 1a mot khong

gian xac suat, ky hi¢u 1a (Q, P) véi mot do do xac suat P. Ching ta luon gia st rang, véi
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moi cip s6 a,b € R,a < b, ton tai xac suat P(a < X < b) cia sy kién (a < X < b), hay
no6i cach khéc, tap hop {w € Qa < X(w) < b} 1a tap do duge. Céc ham X : Q — R théa
méan diéu kieén nay duge goi 1a ham do dugc trén (€, P). T d6 ching ta c6 dinh nghia

toan hoc sau:

Dinh nghia 2.1. Mot bién ngau nhién (random variable) véi gid trj thyc la mot ham

56 do dugc trén mot khong gian wdc suat:
X:(Q,P)—R. (2.1)

Dinh nghia 2.2. Néu ta ¢6 hai bién ngdu nhién X, Y (vdi cing mot mo hinh khong gian
zdc sudt), thi ta sé noi ring X =Y theo nghia wdc sudt, hay X =Y hau khap moi noi
, néu nhu sy kien “X =Y ¢6 zdc sudat bang 1 (tic la tap hop cac truong hop ma d do
X £Y ¢6 zdc suat bang 0, cé thé bé qua).

Vi du 2.4. Mot thi sinh di kiém tra tric nghiem, dudc giao 5 cau héi mot cach ngau
nhién. Duge biét 3 cau dau thuoc loai vita, vi xac suat dé thi sinh lam ddng cho méi
cau 1a 80%, 2 cau sau thuoc loai kho, va xac suat lam dung mdi cau la 50%. Mai cau
lam ding thi duge tinh 1 diém. Khong gian  cac tinh hudng & day gom 2° = 32 phan
tt, mdi phan tit c6 thé duge ky hidu bang 1 day 5 chit cai ma mdi chit cai la D (ding)
hoac S (sai). Tt thong tin phia trén c6 thé suy ra xac suat ctia mdi phan ti ctia , vi du
nhu P(DDSSD) = 80%.80%.20%.50%.50% = 4/125 = 3, 2%. Bién ngiu nhien 1a téng s6
diém, titc 1a ham X : Q — {0,1,2,3,4,5}, X ctia mot day chit cai bang s6 lan chit cai D
xuat hién trong day.

Vi du 2.5. Néu A la mot sy kien, thi ta c6 thé dinh nghia ham chi bao X, cua A nhu
sau: y, = 1 khi A x4y ra va x, = 0 khi A khong xdy ra. Néu ta c6 mot sy kién, thi ham
chi bao ctia n6 14 mot bién ngdu nhién chi nhan hai gia tri 0 va 1, va nguge lai, néu ta
c6 mot bién ngau nhien F chi nhan 2 gia tri 0 va 1, thi né 14 ham chi bao ctia sy kién
{F = 1}. Néu ta biéu dién A nhu 13 mot tap con ciia mot khong gian xac suat €2, thi ham
chi bao ctia A duge biéu dién nhu 1d ham chi bao ciia tap A trong 2

(2.2)

1 khiwe A
XA(W):

0 khiwe A=Q\A

2.1.3 Phan bo xac suat ciuia bién ngau nhién

Nh&c lai rdng, néu ta c6 mot khong gian xac suat (Q, P) va mot anh xa X : (Q, P) — A

ti Q lén mot khong gian A nao do, thi phép push-forward theo X sé bién A thanh mot
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khong gian xac suat, véi do do xac suat cdm sinh Px = X*P: theo dinh nghia, néu B 1a
mot tap con ctia A sao cho ton tai P(X!(B)) thi

Px(B) = P(X"'(B))

Trong truong hop X : (Q, P) — R 1a mot bién ngau nhién, tinh chat do duge ctia X
(trong dinh nghia ctia bién ngau nhién) néi rang ton tai P(X'(Ja,b])) = Pla < F < b)
v6i moi doan thang nita md |a,b] trén R. Sigma-dai s6 B sinh bdi cac doan thang niia
mdé trén R dude goi 1a signma-dai s6 Borel ctia R. Khi néi dén mot phan bé xéc suat
tréen R, chiing ta sé coi rang sigma-dai s6 tuong ting chinh 1a sigma-dai s6 Borel, bdi vi
néi chung chiing ta sé chi quan tam dén xac suit ciia cac doan thing, va cac tap con clia
R xay dung dudc tit cac doan thang bang cac phép giao, hap, lay phan bi. Do dé ta c6

dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.3. Phan bé xac suat (hay con goi la phan phdi xac suat) cia mot
bién ngau nhién X (tréen R) la phdan bo zdc sudt Px trén R, vdi sigma-dai so la sigma-dai

s6 Borel B ciia R, cho bdi cong thite sau:
Pr(B) = P(X~(B)) (2.3)
vdi moi tap con B ciia R ndm trong sigma-dai so B.
Dinh 1y sau cho phép hiéu ré hon vé sigma-dai s6 Borel:

Dinh 1y 2.1. i) Moi doan thing md (bi chin hay khong bi chin) déu la phan ti cia
sigma-dai so Borel. Nquoc lai, sigma-dai sé sinh bdi cdc doan thang md cing chinh bing
sigma-dai s6 Borel.

ii) Moi doan thang dong déu la phan ti ciia sigma-dai s6 Borel. Ngugc lgi, sigma-dai so

sinh bdi cdc doan thang dong ciing chinh bang sigma-dai s6 Borel.

Chitng minh. Gi sit ]a, b 13 mot doan thang mé bi chan ciia R, v6i a < b. Khi d6 ton
tai mot day s6 don dieu ting a = by < by < by < ... Vi lim,_o0 b, = b, VA ta c6 thé viét
Ja, b= U~ 1bn—1,by], tit d6 suy ra Ja,ble B, béi vi |b,_1,b,] € B v6i moi n. Trong trudng
hgp b = +00o ta van ¢6 the lam hét nhu trén dé ching minh rang Ja, +ool€ B. Khia = —o0,
thi ton tai mot day s6 don dieu gidm b = by > by > by > ... v6i lim, .o b, = —00, VA ta
c6 thé viét | — oo, b[=]b1, bo[UU;" | ]bnt1, bal, tlt d6 suy ra | — oo, b€ B. Ddi v6i mot doan
théng déng [a,b], ta c6 | — 0o, a[€ B, |b, +oc[€ B, va [a,b] = R\ (] — oo, a[U]b, +00]), tit
dé suy ra [a,b] € B. Cac khang dinh ngugc lai (cac tap dong sinh ra sigma-dai s6 B, va

cac tap md cling sinh ra sigma-dai s6 B) nhudng cho ban doc lam bai tap. O
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Dinh nghia 2.4. Ham phan phdi zdc sudt ciia phan b6 zdic suiat Px trén R cia mot

bién ngau nhién X la ham Fx : R — [0,1] cho bdi cong thiic
Fule) = P(X < 2) = Px(] — o0, 2]). (2.4)
Tat nhién, ham phan phéi duge xac dinh duy nhat bdi phan bé xéac suat. Dicu nguge

lai ciing ding: Néu ta biét ham phan phdi Fx, thi ta co thé tinh duge xac suat Py cla

cac doan thang dong va nita mé ciia R qua céc cong thic sau

Px(]a, b)) = Fx(b) — Fx(a), (2.5)
Px(la,b]) = Fx(b) — im. Fx (@), (2.6)

va tit d6 tinh dude xac suat clia cac tap con khac ctia R.

Dinh 1y 2.2. Ham phan phoi Fx clia mot phan bo zdc sudt tuy 4 trén R théa man 4 tinh
chat sau:

1) Don diéu khong giam: Fx(x) > Fx(y) vdi moi x >y,

2) Lién tuc bén phai: im._oy Fx(x + €) = Fx(x) vdi moi z,

3) lim, .o Fx(x) =0,

) lim,_ oo Fx(y) = 1.

Nguoc lai, moi ham so6 thuc trén R théa man 4 tinh chat trén la ham phan phoi cia mot

phan bo xac suat trén R

Ching minh. Tinh chit tht nhat 1a hién nhién: néu z < y thi Fx(y) — Fx(z) =
P(z < X < g) > 0. Tinh chat thit hai c6 thé phat biéu cach khac nhu sau: néu x; >
Ty > ... la mot day s6 don diéu gidm véi x,, — x khi n tién t6i vo clung thi ta co
lim,, o0 Fx(7,) = Fx (). Dé thay dic¢u do, ta c6 thé viét Fy (z,) —Fx(z) = Px(Jz, 1,]) =
Px(Ue ks, 2k]) = D ope,, Px (|41, 2x]). Chudi s6 duong > ;- Px(|zgs1, xx]) 1a mot
chudi hoi tu, va bdi vay phan duoi >, Px(|zk1,2x]) clia né tién t6i 0 khi n tién t6i vo
cting. Tinh chat thi 3 va tinh chat thi 4 ¢6 thé chiing minh mot cach hoan toan tuong
tu. Khéng dinh ngugc lai 1a bai tap danh cho ban doc. O
Bai tap 2.1. Db thi2.1{1a biéu d6 phan b xac suat (partial histogram, thiéu phan “dusi”)
cia mic nang lugng toa ra, tinh theo don vi ning lugng megaton, ctia cac thién thach
16n dam vao bau khi quyén ctia trai dat(V). Hay tinh xéc sudt dé mot thien thach 16n dam

vao bau khi quyén ctia trai dat c6 mic ning lugng téa ra khong vudt qua 7 megaton.

(186 lieu ctia NASA nam 1994. Mot thién thach 16n 1a mot thien thach toa ra ning lugng it nhit 1

megaton, bing 1 qui bom hat nhan nhé.
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Hinh 2.1: Nang lugng clia cac thieén thach dam vao bau khi quyén trai dat

2.1.4 CAc loai phan bd xac suat trén R

* X ~ [N z 2 P < L = [N 2 2 ~ . ~ .
Trong nhiéu cong viéc tinh toan véi bien ngau nhién, ta c¢6 the quén di khong gian
xac suat ban dau ctia bién ngau nhién d6, ma chi can biét dén phan bo xac suat tréen R
ctia n6. Cac phan bd xac suat trén R ¢6 thée dude chia lam 3 loai sau: rdi rac, lién tuc, va

hon hop (nita rdi rac nia lién tuc).

Dinh nghia 2.5. Mot phan bo zdc suat Px trén R duge goi la lién tuc néu nhu ham
phan phoi xdc suat Fx la ham lién tuc tréen R. N6 duge goi la lién tuc tuyét déi néu
nhw nha ton tai mot ham so px : R — R khd tich va khong am, sao cho vdi moi a € R

ta co
a

Fx(a) = Py(] - co,a) = / px(z)dz

—0o0

Ham px : R — Ry thod man diéu kién nhu trén goi o ham mat do cia Py.

Ghi chii 2.1. Ham mat do clia mot phan bo xac suat lien tuc tuyet déi Py trén R 1a duy
nhat theo nghia xac suat: néu Py c6 hai ham mat do p; va pe, thi p1 = py hau khap moi
noi tréen R, tic 1a tap {z € R, p1(x) # po(z)} c6 do do Lebesgue biang 0. Mot phan b
xac suit ¢ thé 1a lien tuc ma khong lién tuc tuyet déi. (Bai tap: xay dung vi du). Tuy
nhién, trong thyc té, khi nguoi ta n6i dén mot phan bo xac suat lien tuc trén R, thuong
duge hicu 1a né lien tuc tuyet doi, tic 1a duge cho bdi mot ham mat do. Cha ¥ ring ham
mat do chinh bang dao ham ctia ham phan phdi x4c suat (hau khap moi noi). Rat nhicu
van dé trong thuc té c6 thé duge mo hinh héa bing cac bién ngdu nhien véi phan bb xac
suat lien tuc, vi du nhu nhiet do ctia nude bién, gia dau hda, san lugng dien, trong luong

cua tring ga, v.v.

Dinh 1y 2.3. Gid st X c6 phan bo xdc suat lien tuc vdéi ham mat do px, va f : R — R
la mot don dnh khd vi lién tuc tréen R tric mot s6 hitu han cic diém. Khi d6 Y = f(X)
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2.1. BIEN NGAU NHIEN VA PHAN BO XAC SUAT CUA NO 39

ciing c6 phan bo zdc sudt lien tuc, véi ham mat do cho bdi cong thitc sau:

py (y) = tai diem y = f(x) (2.7)

Cong thiic trén chang qua la cong thiic doi bién trong tich phan, va sinh ra tit cong
thic df (z) = f/(x)dx

Mot diém = € R duge goi 1a mot diém hat ctia mot phan bd xac suat Py néu nhu
Px(x) > 0. Bb dé sau cho thiy mot phan bd xéac suat 1a lien tuc khi va chi khi n6 khong

c6 diém hat:

Dinh 1y 2.4. Gid s Fx la ham phan phoi zdc suat cia mot phan bo zdc suat Px trén
R.
i) Vi moi x € R ta co

Px(z) = Fx(z) — lim Fx(y). (2.8)

y—T—

i) Ham Fx la ham lien tuc trén R khi va chi khi Px(x) =0 vdi moi x € R

Chitng minh. i) Néu xy < 71 < 19 < ... 1a mot day s6 don diéu tang c6 gidi han la

x, thi ta co

lim Fx(z,) = Fx(xo) + lim Px(]zo, z,]) = Fx(xo) + lim ZPX T_1, Tk])

n—oo n—oo n—oo

= Fx(xo) +ZPX(]xk7175€k]) Fx(xo) + Px( U T—1, Tk]) = Fx(xo) + Px(|zo, x])
k=1 k=1

= Px(] =00, 2[) = Px(] — 00,2]) = Px(x) = Fx(x) — Px(x),

tit d6 suy ra cong thiic trong boé dé. Dé chiing minh phan tht hai ctia bo dé trén, nhéc
lai rang ham phan phdi xic suat luon luon lien tuc bén phai. Bdi vay né lién tuc khi va
chi khi né lién tuc bén trai, tic la khi va chi khi Py(z) = Fx(z) — limy,_.,— Fx(y) =0
v6i moi x € R.

Trong truong hop phan b xac suat Py khong lien tuc, goi

1a tap hop cac diém hat clia né (tiic 1a tap hgp cac diém gian doan ctia ham phan phdi xac
suat). Khi d6 Kx la tap hitu han hodc cing 1am la dém dugc, vi Px(A) = > wery Px(x) <
1.
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Dinh nghia 2.6. Mot phan bb zdc suat Px duge goi la v&i rac néu nhu né tip trung
trén tip hop cdc diém hat cia noé: Px(Ax) =1, Px(R\ Ax) = 0.

Vi du 2.6. Phan b xéac suat trén R clia bién ngau nhién “diém kiém tra” trong vi du “bai
kiém tra tric nghiem” & muc trudce 1a mot phan bé roi rac tap trung & 6 diém: 0,1,2,3,4,5.

(Bai tap: tinh cac xac suat ciia 6 diém do).

Gia st Px 1a mot phan b xac suat bat ky trén R, v6i ham phan phéi Fx. Khi d6 ta
c6 thé viét:

Fx(z) = Dx(z) + Cx(x) (2.10)
v6i Dx(z) = Px(] — 00, z]N Kx) goi la phan rdi rac ctia Fy, va Cx(z) = Fx(z) — Dx ()
goi la phan lién tuc clia Fy. Phan bé Px dudc goi 1a hén hgp néu nhu ca hai phan
rdi rac va lien tuc déu khac 0. Néu phan lien tuc khong phai 1a lién tuc tuyét doi (khong
viét duge dudi dang tich phan ctia mot ham khong am), thi ta c6 thé tach né tiép thanh
tong ctia phan lien tuc tuyét doi va phan lién tuc ky di, nhung ching ta sé khong di vao
chi tiét & day.

Vi du 2.7. Trong xe 0 t6 thuong c¢6 kim chi mic xdng, dao dong trong khoang tit 0 (0%,
tiic 1a hét xang) dén 1 (100%, binh xi@ng day). Mic xang dudc kim chi vao c¢6 thé coi la
mot bién ngAu nhién nhan gia tri trong doan thang [0, 1] véi phan bd x4c suat lién tuc.
Tuy nhién, d mot sd xe 6 to cii, kim bi héng, ¢ ldc né chi ding mitc xang nhung cé lic
n6 bi tic ¢ chd s6 0 tuy rang xe con xang. Khi d6, phan b xac suat khong con 13 lien
tuc nita ma 14 hén hop, v6i "hat" tai diém 0.

Bai tap 2.2. Gia st bién ngau nhien X c6 phan bd xac suat lién tuc v6i ham mat do px
sau : py(z) = 0 khi |z] > 1 va px(z) =1 — |z| khi || < 1. Tim ham mat do clia phan bd
xac suat ciia bién ngdu nhién Y = arcsin(z).

Bai tap 2.3. Gia st bién ngau nhien X c6 phan bd xac suat lien tuc va déi xing, theo
nghia X va —X c6 cliing phan bo xac suat. Chitng minh rang ham phan phdi xac suat ciia
X thoa man tinh chat Fx(—z) 4+ Fx(z) = 1 v6i moi z € R. Diéu nay con diang khong

néu phan bd xac suat cia X khong lién tuc ?

2.2 Mot so phan bo xac suat thuong gap
Nh#c lai rang, phan bo nhi thic v6i cac tham s6 n,p 1a phan bd xac suat P(k) =

C*p*(1 — p)™. tren khong gian Q = {0,1,...,n}. N6 ciing c¢6 thé dugc coi nhu mot phan

bé rdi rac trén R tap trung tai cac diém 0,1,...,n véi cac xac suat nhu trén. Tuong tu
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nhu vay, phan bé Bernoulli v6i tham s6 p c6 thé dude coi nhu mot phan bd xac suat trén
R tap trung tai hai diém 0,1 (hodc hai diém nao d6 khac), v6i cac xac suat P(1) = p va
P(0) = 1—p. Phan b6 Bernoulli va phan bd nhi thitc 1a nhiing phan bd rat hay gap trong
thuc té. O day, ching ta sé thdo luan them mot s6 phan bé roi rac va lien tuc phd bién
khac trén R.

2.2.1 Phan bd hinh hoc va phan bd nhi thic am

Dinh nghia 2.7. Phan bd hinh hoc vdi tham s6 p (0 < p < 1) la phan b6 wdc suat roi

rac tap trung tai tap hop cdc sé tu nhién, cho bdi cong thic sau:
Pk)=p(1l—-pF ! VEeN (2.11)

Y nghia ctia phan bé hinh hoc 1a: n6 1a phan bd xéc sudt ctia “sé 1an thit cho dén khi
thanh cong”, néu nhu xic suat thanh cong ctia mdi lan thit 1a p.
Vi du 2.8. Mot ngusi choi tro tung vong vao co chai, tung dén bao gio tring thi thai.
Xac suat dé tung tring méi lan 1a p. Goi 7' 1a s6 lan phai tung cho dén khi tung tring.
Khi d6 T 13 mot bién ngiu nhién nhan gia tri trong N. Xac suét dé sao cho tung k — 1
lan dau trugt, nhung lan thit k& tring, 1a (1 — p)*~!p. Nhu vay phan b6 x4c suat cia T'
chinh 1a phan b6 hinh hoc véi tham s6 p.

Néu thay vi tinh s6 lan thit cho dén khi c6 1 lan thanh cong, ta tinh tong s lan tht
that bai k cho dén khi c¢6 tong cong r lan thanh cong (r € N) thi ta c6 mot bién ngau

nhién méi, nhan gia tri trong Z., v6i phan b xac suat sau:

P(k) = OI]§+r—1pT(1 - p)k
Nhi thic Newton Cf,,_; trong cong thic trén la sé cach chon ra r — 1 phan ti tu
tap hop {1,2,...,k +r — 1}. (M&i cach chon nhu vay tng v6i mot tinh hubng, véi
k lan that bai va r — 1 lan thanh cong trong s6 k + r — 1 lan thit dau tién, va lan
thit thid k& + 7 thanh cong). Céc nhi thic Newton CF, _; con c6 thé viét dusi dang
Ch. ., = (k+r71).k.i..(r+1).r — (—1)F ke (=r).(=r— 1) ..... (cr—k+1) _ (—1)kC* |
trong khai trién Taylor sau:

va ching xuat hién

o0

(1—q) " =) (-1)C*,q"

k=0

Trong khai trién Taylor trén, néu dat ¢ = 1 — p va nhan ca hai vé véi p”, thi ta dugc

[e.9]

1= (-1)*Ckp(1 ZP

k=0
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Chi ¥ rang khai trién Taylor trén c6 gia tri (va hoi tu khi || < 1) c& khi ma r > 0 khong

phéi & s6 nguyen. Cac cong thiic trén dan dén dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.8. Gid st 0 < p < 1 var > 0. Khi dé phan b6 xdc suat roi rac cho bdi
cong thic
P(k) = Cppoap’ (1= p)" = (=1)"CEp" (1 - p)* (2.12)

vdi moi k € Z,. dugc goi la phan bd nhi thic am vdi cic tham so r va p.

Tat nhién, phan bé hinh hoc c¢é thé coi la trudng hop dac biét ctia phan bd nhi thic
am, v6i r = 1 (va trén N thay vi trén Z,, titc 1a c6 cong théem 1 vao bién ngau nhién).
Bai tap 2.4. Kiém tra cong thiic sau: ham phan phéi xac suat ctia phan boé hinh hoc véi
tham s6 p cho bdi cong thic F(z) = 0néuz < 0va F(z) =1— (1 —p)¥ néuz >0. 0

day [z] 1a phan nguyén ctia sb .

2.2.2 Phan bd Poisson

Dinh nghia 2.9. Mot bién ngdu nhién X duoc goi li c6 phan bd Poisson (doc la Poa-
Song) vdi tham so X\, néu nhu cac gid tri cia né la cac s6 nguyén khong am, va vdéi moi

ke Zy ta co:
TR

Ghi chi 2.2. Phan b Poisson mang tén ctia nha toan hoc va vat Iy nguoi Phap Siméon

P(X = k) (2.13)

Denis Poisson (1781-1840). Trong ly thuyét xac suét, Poisson duge biét dén nhiéu nhat
bdi phan b6 Poisson, va qud trinh Poisson (mot qui trinh ngau nhién tng véi phan bo
nay). Ten goi ludt s6 lon (ctia cac luat s6 16n, ma chiing ta sé tim hiéu trong Chuong

ciing la do Poisson dat ra.

Phan bo Poisson 1 gidi han ctia phan bo nhi thiic véi cdc tham s6 p = A/n va n, khi

n tién t6i vo ciing. That vay, ta c6

Ch(A/n)F(1 = A/n)"* = m()\/”)k(l — A/n)"F
_ % (n=1) nk( EED 4 m)ha = afn)

Khi n tién t6i vo cung thi (n(n —1)...(n —k+1)/n*)(1 — X\/n)~" tién t6i 1 (k 6 day la
cd dinh) va (1 — A\/n)™ tién t6i e, bdi vay ta co

)\k Y

lim C*.(A/n)*(1 — \/n)"" = Tk

(2.14)
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POISBOH %;&"{ﬂr((ﬂ

Hinh 2.2: Siméon Denis Poisson

0.25 T T T T T T T T T T T
Poisson(3.5)  me—

Binomial(35, 0.1) ——

02 r

0.15 |

01

0.05 |

D

0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 11 12

Hinh 2.3: Céc phan bd Poisson(3.5) va Binomial(35,0.1)

Xem do6 thi minh hoa trén hinh [2.3| cho truong hop A = 3,5, n =35, p =0, 1.

M5 hinh phan b6 Poisson 14 mo6 hinh thuong duge diing cho cac bién ngau nhién dang
“s6 sy kién xay ra trong mot khoang thoi gian nao do”.
Vi dy 2.9. Bién ngau nhién “s6 vu tai nan giao thong xay ra trong mot ngay” ¢ mot ving
nao dé cé thé duge mo hinh héa bang phan bd Poisson. Ta sé gia sit cac tai nan giao
thong x4y ra mot cach ngau nhién, doc 1ap v6i nhau, va trung binh mdi ngay c¢6 A vu

tai nan. Ta sé chia 24 tiéng dong ho trong ngay thanh n khodng thoi gian (n 13 mot s6
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rat 16n), dé sao cho c6 thé coi rang trong mdi khoang thdi gian c6 nhicu nhat 1 vu giao
thong xay ra, va kha ning x4y ra tai nan giao thong trong méi khoang thoi gian bing
A/n. Khi d6 tong sb tai nan xay ra trong ngay tuan theo phan bd nhi thitc véi cadc tham
s6 n,p = A/n, va khi cho n tién t6i vo cing ta dugc phan bo Poisson. Tat nhién phan b
Poisson khong thé 14 phan bd xac suat chinh xac ctia van dé (vi s6 ngudi 1a hitu han, va
s6 tai nan bi chan trén bdi s6 ngudi chit khong 16n tuy y duge), nhung no 1a phan bo gan

ding thuan tién cho viéc tinh toan.

2.2.3 Phan bé déu (trudng hgp lién tuc)

Dinh nghia 2.10. Gid st a va b la hai s6 thyc, vdi b > a. Khi dé phan bd déu (uniform

distribution) trén doan thdng |a,b[ la phan b6 zdc suat lién tuc vdi ham mat do p(z) sau:

L khia<z<b
p(x):{b_“ rh=t= . (2.15)

0 khi x < a hodc x > b

Phan bb xac suat déu trén doan thang Ja, b[ hay duge ky hicu 1a U(a, b).

Ghi chii 2.3. Trong dinh nghia trén, thay vi lay doan théang md ]a, b[, c6 thé liy doan
thang dong [a, b] hodc doan thing nita mé a,b] hodc [a, b] ciing duge. V& mat xac suat

khong c6 gi thay doi.

Vi du 2.10. Vi tri ctia mot ngudi di bo trén mot doan dudng cé thé duge mo hinh hoa
bang mot bién ngau nhién véi phan b6 déu, néu nhu ta khong c6 thong tin gi ngoai thong

tin nguoi di bo dang & trén doan duong do.

Khai niéem phan bé déu c6 thé md rong lén trusng hgp nhiéu chidu: khong gian xac
suat 1a mot mién trong R” (n > 2), va x4c suat clia mot mién con ty 1¢ thuan véi thé tich

(n chiéu) ctia mién con do.

Bai tap 2.5. Gia stt X ¢6 phan b6 déu U(0, 1), va Y 1a mot bién ngau nhién bat ky. Chiing
minh rang ton tai mot ham s6 g sao cho g(X) vd Y ¢6 ciing phan bd xac suat. (Bai tap
nay c6 y nghia thyc té trong viec lam gia lap (simulation) cac bién ngdu nhién: dung
random number generator (chuong trinh tao s6 ngdu nhién) trén may tinh dé gia lap mot
bién ngau nhién v6i phan b6 deu U(0,1), roi qua d6 gid 1lap duge moi phan b xac suit,

qua cac ham sb thich ting).
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2.2.4 Phan b normal

Dinh nghia 2.11. Phdn b6 zdc sudt normal (con goi la phan bo chuan , hay phan bo
Gauss) trén R vdi trung diém W va do léch chuan o la phan b6 lién tuc vdi ham mat do

sau: X ( .
x—p
o2 exp( 202

plx) = ). (2.16)

Ky hiéu thudng dung dé chi phan phdi xac suat normal 1a: N(u, 02). Phan b6 normal
N(0,1) (v6i = 0, 0> = 1) dudc goi la phan bd normal chuan tic .

0.2 0.3 0.4
|

| 34,1% 34.1%

13.6% 13.6%

0.0 0.1

—-30 —=Z2g -lo N lg 20 3

Hinh 2.4: Him mat do ctia phan bé normal

D6 thi ctia ham mat do ctia phan bd normal c6 hinh cai chuong, va béi vay phan bo

normal con dudge goi mot cach nom na la phan bd hinh cai chuéng. Trung diém ctia
1

o2
nho thi chuong cang cao va cang “hep”, va ngudc lai o cang 16n thi chuong cang thap va

cai chuoéng nay chinh la diém @ = p, vi do cao clia chuong chinh bing Néu o cang
cang be ra.

Hinh vé minh hoa cho thay hau hét xac suat cia mot phan b6 normal nam
trong doan [ — 30, 1 + 30]. Chi ¢6 khong dén 0,3% nam ngoai doan d6. N6i cach khac,
néu X 1a mot bién ngau nhién c6 phan bd xac suat normal véi cac tham s6 p, o, thi
v6i xac suat 99,7% ta c6 thé tin rang gia tri cia X nam trong doan [u — 30,y + 307
P(p—30 <X < p+30)=99,7%.

Phan b6 normal 13 mot trong nhitng phan bd xac suat quan trong nhat, vi nhiéu phan

bd xac suat gap trong thuc té c6 dang dieu kha giong phan bd normal, vi du nhu phan
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b6 ctlia chicu cao ctia dan 6ng, phan bd ctia chi s6 IQ (chi s6 tri tue), phan bo cia gia
chiing khoan trong tuong lai, v.v. Khi n tién t6i vo ciing va p c¢6 dinh, thi dang diéu cia
phan bd nhi thitc v6i cac tham s6 n, p cling ngay cang gan giong phan bd normal. Vi du,
lay p = 0,9. Khi n nhé thi phan b nhi thitc v6i cidc tham sd n va p = 0,9 c6 dang dieu
khac xa phan bd normal, nhung khi n = 100, thi dang diéu ctia phan bé nhi thic trong
da rat gn giéng phan bé normal, nhu thé hien tren Hinh [2.5]

Binomial distribution, n=100, p=.9

- _/"
/ \

n.12

0.10

Density
0.06
1
\i
\

0.04
|

0.00

75 80 85 90 95 100

Hinh 2.5: Phan b6 nhi thic v6i n = 100, p = 0,9

Cac dinh 1§ gi6i han trung tam ma ching ta sé dé cap dén trong Chuong [4| sé cho
ching ta co s6 1y thuyét dé hiéu tai sao c6 nhiéu phan b xac xuét trong thuc té trong

giobng phan bd normal.

Vi du 2.11. Hinh la biéu do tan sé (histogram) ciia huyét ap ctia ngudi, trong mot
thi nghiem do huyét ap 1000 ngusi. Tan s6 (frequency) ciia mot gia tri titc 1 s6 lan xuat
hién gia tri d6 trong day s6 cac két qua. Néu chiing ta coi khong gian xac suat ¢ day 1a c6
1000 phan tit, v6i x4c suat clia mot phan tir 14 1/1000, thi bang tan sé trén cho ta bang
phan bo xéc suét roi rac clia bién ngau nhien "huyét ap" H: xac suat clia sy kien H = x
bing tan suat (relative frequency®) ctia z. Tan suét la tan s6 chia cho téng s6 (titc 1

chia cho 1000 & day). Vi do thi c6 hinh gan giéng hinh cai chuong, nén ta thay phan bo

)T frequency tiéng Anh vita c6 nghia la tan sudt vita c6 nghia tan s6. Dé phan biet, tan suit c6 khi

dugce goi 1a relative frequency, hoic 1a frequency rate.
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xéc suat ctia bién "huyét ap" trong thi nghiem nay c6 thé duge xap xi kha t6t bing mot

phan bd normal.

60
50
40
30
20

=N o . S« £ e v S o e e |

10

60 T2 84 96 108 120
DEF

Hinh 2.6: Biéu do tan sb6 huyét 4p

Ghi chii 2.4. Dé c6 mot phan bd xéac suat gan gidng phan bd normal, can phai c6 mot sy
“thuan nhat” nao do6 trong bién ngau nhién. Vi duy, néu ta c6 1 thing tao chin cling mot
giong tao, thi khi xét bién ngau nhién “ducng kinh clia qua tao” trén thung tao do, ta c6
thé duge mot phan bd gan gidng phan bd normal. Nhung néu ta tron 2 thiing tdo thudc 2
giong tdo khac nhau, mot giong tao to mot giong tdo nho, thi phan bd xic suat clia bién
“duong kinh” trong déng tao tron 1an nay khong con la normal duge nita, ma né phai c6
2 “dinh”, 1 dinh ttng véi duong kinh trung binh clia gidng tao to va 1 dinh tng v6i duong

kinh trung binh ctia giéng tao nho.

Bai tap 2.6. Gia st X 1a mot bién ngdu nhién tuan theo luat phan bé normal N(u,o?).
Chting minh rang bién ngdu nhién Z = (X — u)/o tuan theo phan b6 normal chuan téc
N(0,1).

2.2.5 Phan bb liay thira

Dinh nghia 2.12. Phan bé liiy thita (ezponential distribution) vdi tham sé X la phan

bo zdc suat lién tuc tuyét doi tréen R cho bdi ham mat do sau:

(2.17)

e ™™ khixz >0
0 khiz <0
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Ham phan bd xac suat F ctia phan bd nay nhu sau: F(z) = 0 khi 2 < 0, va khiz > 0
thi
Flz) = / e Mdt =1 — e, (2.18)
0
Phan bé lity thita ¢6 thé duge xem nhu 1a dang lién tuc ctia phan bd hinh hoc: phan
bd hinh hoc 14 roi rac con phan bo liiy thirta 1a lién tuc, nhung ham phan phdéi xic suat
clia hai phan bd nay c6 dang diéu tuong tir nhau.
Phan bé liy thita c6 thé duge ding dé lam mo hinh x4c suit cho nhitng bién ngau
nhien kiéu “khoang cach giita hai lan xuat hien”, vi du nhu: khoang cach thoi gian giita
hai cii dién thoai goi dén, khodng céch giita hai gen dot bién ké tiép trén mot dai DNA,

V.V.

Bai tap 2.7. Gia st bién ngau nhién X c¢6 phan b liiy thita v6i tham s6 A, va ¢ > 0.
Chitng minh riang c¢X ciing c6 phan bo liy thita v6i tham s6 A/c.

Bai tap 2.8. Gia st bién ngau nhién X c6 phan bo liiy thita véi tham s6 \, va s va t 1a
hai s6 duong. Chiing minh ring

P(X >s+t|X >s)=P(X >t)

Giai thich tai sao dang thiic nay goi 1a tinh chat khong cé tri nhd (lack of memory
property) ctia phan bo liy thira.

Bai tap 2.9. Gia stt X 1a mot bién ngau nhién lién tuc véi ham phan phdéi xac suat lién
tuc f = Fx. Chitng minh rang:

i) f(X) c6 phan bd xéac suat déu trén doan thang [0, 1].

ii) —In f(X) ¢6 phan b luy thua.

2.2.6 Phan b Pareto

Vilfredo Pareto (1848-1923) 1a mot nha kinh té nguoi Italia. Ong ta quan sat thay
rang, phan bo tai san trén thé gisi rat khong deu, va “80% tai san 1a do 20% nguoi lam
cht” (80% nhan dan con lai chi lam chti 20% tai san). Quan sit nay mang tén nguyén tdc
Pareto hay nguyén tdc 80-20 (c6 khi n6 con trd thanh nguyén tdc 90-10). Pareto dua ra
mo hinh phan bd xac suat lién tuc héa sau cho bién ngiu nhién “gia tri tai san ciia mot

e300,

nguoi™:
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2.3. KY VONG CUA BIEN NGAU NHIEN 49

Hinh 2.7: Vilfredo Pareto

Dinh nghia 2.13. Phan b Pareto vdi tham so o > 0 la phan b6 lien tuc trén R vdi
ham mat do sau:
khi x> 1

plx) = xt! : (2.19)
0 khi x < 1

Phan b6 Pareto con duge ding lam mo hinh phan bd xic suat gan dang cho rat nhiéu
bién ngau nhién khac, vi du nhu: kich thudc clia cac hat cat, cdc thién thach, cac khu

dan cu, du trit dau hda ctia cac mé dau, mic do thiet hai ctia cac vu tai nan, v.v.

Bai tap 2.10. Ching minh rang néu X c6 phan bd Pareto véi tham s6 a, va Y = X véi

5> 0, thi Y ciing c6 phan b6 Pareto, va tim tham s6 cia phan bd nay.

Bai tap 2.11. Gia stt X c¢6 phan b6 xac suat déu U (0, 1). Chiing minh rang Y = 1/(1— X))
c6 phan bo Pareto v6i tham s6 oo = 1.
2.3 Ky vong ctia bién ngau nhién

2.3.1 Truong hop roi rac

Khi ta ¢c6 mot bién ngau nhién, ta c¢6 thé nghién citu cac tinh chét, dic trung clia no,
dé rat ra céc thong tin, két luan nao d6. Mot trong nhitng dic trung quan trong nhat 13

gia tri ky vong.
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Dinh nghia 2.14. Gid tri ky vong ctia mot bién ngau nhién X, ky hiéu la E(X), chinh

la trung binh cong cia bién ngau nhién dé trén khong gian zdc suat cic tinh huong.

Tt dinh nghia c6 thé suy ra dugc ring, hai bién ngau nhién c6 cing phan bd xac suat
trén R thi c6 cuing k¥ vong. Béi vay, thay vi néi vé ky vong clia mot bién ngau nhién, ta
ciing c6 thé néi vé ky vong ctia mot phan bé xdc sudt trén R.

Trong truong hgp khong gian xac suat cac tinh huéng 1a mot tap hgp hitu han hoic
dém duoc, Q = {wi,ws, ...} voi cac xac sudt P(w;) (3, P(w;) = 1), thi cong thic tinh

gié tri ky vong (trung binh cong) ctia mot bién ngau nhien X : Q — R 1a
E(X)=> X(w;)P(w). (2.20)

Vi dy 2.12. Tro choi dé (mot tro danh bac): trong 100 s6 dé sé chi ¢6 1 s6 thing, 99 s6
thua. Thang thi dugce 70 lan tién dit coc. Thua thi mat tién dat coc. Néu dit coc T tien,
thi k¥ vong s6 tien nhan lai duge 1a 99% x 0+ 1% x 70.7 = 0,7.T. K¥ vong lai (18) la
0,77 — T = —0,3.T. Tt 1a dat coc T tién choi de, thi ky vong 14 bi thua 0,3.7.

Vi du 2.13. Gia tri ky vong ctia phan bd Poisson P(X = k) = )‘k—Te_’\ la E(X) = A. That

vay,

AP AF
_ oy AN o AL
E(X)—E kP(X—k)—g ke H—e E (/{;—1)!—6 )\E G 1)!—6 et = .
k k k>1 k>

Vi du 2.14. Gia tri k¥ vong clia phan bd hinh hoc P(T = k) = p(1 — p)*~! 1a

E(T) =Y kp(l—p*'=1/p

Diéu nay phit hop véi suy luan truc gidc ring, néu xac suat dé ném vong mot lan tring

c¢d chai la p, thi trung binh phai ném vong 1/p lan méi triing c6 chai.

Ghi chi 2.5. Trong truong hop khong gian xac suat roi rac Q = {wy, ws, ...} ¢6 vo han céc
su kién, khi dinh nghia ky vong, ching ta doi hoi chudi ) X (w;).P(w;) phai la chudi
hoi tu tuyét doi, c6 nghia la chudi > "2, | X (w;)].P(w;) phai hoi tu. Trong trudng hop chudi
>0 X (w;).P(w;) khong hoi tu tuyet déi, thi ky vong khong duge xac dinh hodc 1a bang
vo ciing. Ly do dé doi héi diéu kien hoi tu tuyet déi 1a, ching ta mudn tdng ctia chudi
>° X (w;).P(w;) phéi hitu han va khong phu thuoc vao thi tu clia cc s6 trong tong,
tiic 1a néu c6 thay ddi cach danh sb cac sy kién, thi van phai ra cting mot tong. Cac chudi

théa man diéu kién nay chinh 1a cac chudi hoi tu tuyét doi.
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Dinh 1y 2.5. Mot s6 tinh chat co bian cia gid tri ky vong:

i) Ky vong ciia mot hanh so ¢ (bién ngau nhién chi nhan 1 gid tri) chinh la hdang so do:
E(c) = c. (2.21)
i) Tuyén tinh: Néu X,Y la hai bién ngau nhién va a,b la hai hang so thi
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y). (2.22)
ii) Don dieu: Néu X > 0 thi E(X) > 0. Tong qudt hon,

X >V = E(X) > E(Y). (2.23)

Dinh Iy trén ding trong truong hgp tong quat, khi ma cac gia tri ky vong duge xac
dinh. Chting minh ctia né trong truong hop r6i rac tuong dbi hién nhien.

Khi ching ta stt dung hai mo hinh khong gian xac suat khac nhau dé nghién citu ciing
mot bién ngdu nhien, thi khong phai vi thé ma ky vong ciia n6 thay doi. N6i mot cach

chinh xac hon, ta co:

Dinh 1y 2.6. Gid su X : (2, P) — R la mot bién ngau nhién vdi khong gian rdc sudt
Q, va ¢ (Q, P1) — (Q, P) la mot anh za bdo toan xdc sudt tw mot khong gian xdc sudt
(Q, Py) len (1, P1). Dat X1 = X o ¢ : (1, P1) — R la bién ngdu nhién giong X nhung
vdi khong gian zdc suat (2, P). Khi dé

E(X;) = E(X). (2.24)

Dinh 1y trén ciing ding trong trudng hgp tong quat. Ching minh cia n6 tuong doéi
hién nhién trong trusng hop Q va €, la cac khong gian xac suat roi rac, va la bai tap
danh cho ban doc.

Bai tap 2.12. Mot doanh nghiép dau tu phat trién mot san pham méi, xac suat thanh
cong 1a 30%. Chi phi dau tu bé ra la 100 nghin USD. Néu khong thanh cong thi mat chi
phi dau tu ma khong thu vé duge gi, nhung néu thanh cong thi thu vé duge 1 triéu (trude
khi trit di chi phi dau tu). Tinh ky vong 1¢i nhuan tit vu dau tu nay.

Bai tap 2.13. Xay dung mot vi du don gidn vé6i hai bién ngu nhién X, Y roi rac sao cho
E(XY) #E(X)E(Y).

Bai tap 2.14. Trong mot 16 ¢6 99 qua béng danh s6 tir 1 dén 99. Lai ra tit trong ro 5 qua

béng mot cach ngau nhién. Goi X 1& s6 nhé nhat hién lén trén 5 qua boéng dudc 16i ra,
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va Y 1a s6 16n nhat hien len.

i) Tinh phan b6 xac suat clia cac bién ngau nhién X va Y.

ii) Chiing minh réng, véi moi m,n € Nym <n, tacé Y ,_ Cm=Cril.

iii) Dimng ii) dé tinh E(X).

Bai tap 2.15. Mot ngusi tap béng 16, ding tit mot chd ném béng vao 16 6 lan. Xac
sudt ném trang mdi lan 1a 2/3. Goi X la s6 lan ném trang, Y 1a s6 lan ném trugt, va
Z = X — Y. Hay tinh k¥ vong E(Z) clia Z bang hai cach khac nhau: mot cach thong qua

phan bd xac suat ciia Z, va mot cach khong dung dén phan bo xac suat cia Z.

Bai tap 2.16. (Entropy). Gid sit ¢6 1 tro chai gitta hai ngusi A va B nhu sau: A chon 1
s6 tu nhieén trong cac s6 tit 1 dén 2" (n 1a mot s6 ¢6 dinh nao d6), va B phai tim xem
14 s6 ndo. B ¢6 thé hoi A bat ¢t cau hoi ndo vé sé6 ma A chon, va A sé tra 1oi “cé” hodc
“khong” cho cac cau hoi cia B.

i) Chi ra mot chién thuat (mo cach héi), dé sau khi hoéi ding n lan, B tim duge s6 ma A
chon. (S6 n ¢ day dugc goi 1a entropy, hay 1a lugng thong tin).

ii) Chitng minh rang, v6i bat ky chién thuat nao ctia B, thi ky vong vé s6 lan phai hoi
cho dén khi tim duge s6 ma A chon 1a mot sé 16n hon hoic bang n.

(Dau tién hay thit lam cho cac truong hgp n = 2, n = 3, rdi lam cho trudng hop tong
quat).

2.3.2 Trudong hop téng quat: tich phan trén khéng gian xac suét

Trong truong hgp tong quat, cong thic tinh gia tri ky vong duge viét dudi dang tich
phan Lebesgue ctia X trén khong gian xac suat (2, P):

E(X) = /Q XdP. (2.25)

Dinh nghia ctia tich phan Lebesgue nhu sau. Gia sit ¢c6 mot ham s6 F : (Q,P) — R
do dugc trén mot khong gian xac suat (2, P) véi do do xac suat P. Nhéc lai rang, tinh
chat do duge c6 nghia 1a ton tai P(F~'(Ja,b])) v6i moi a,b € R,a < b.

Trude hét ta xét truong hop F' 1a mot ham bi chan: ton tai mot s6 duong M € R,
sao cho |F(w)| < M véi moi w € Q.

Mot phan hoach (su chia nhod) ctia doan thang | — M, M] 1a mot day s6 ag = —M <
a; < ap < ... < a, = M hitu han don diéu ting ndo d6, sao cho s6 dau bang —M va sd
cudi bang M. Néi cach khac, ta chia doan thang | — M, M] thanh mot hop khong giao
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nhau ctia cic doan thang nita md Ja;, ;). Khi c6 mot phan hoach nhu vay, ky hicu la
o, ta ¢6 thé lap hai s6 sau:
n

]U(F) = ai.P(F_l(]ai,aiH])), (226)

1=0

va
n

T (F) =St P(F(ai, ais1])). (2.27)

1=0

Ky hi¢u ¥ 1 tap hgp tat cd cac phan hoach ciia doan thang | — M, M]. D& thay rang
I(g) < Ji(F) Yo,6€ %

(Bai tap: Chitng minh bat dang thic trén). Hon nita, néu phan hoach o thda man tinh
chat a;41 —a; < € v6i moi i, thi ta cling ¢6 J,(g9) — I,(g) < e. Tt d6 suy ra sup,cx. I, (F) =
infsex Js(F'). Theo dinh nghia, tich phan Lebesgue ctia F trén (§2, P) chinh la gid tri
chung doé:
/Mﬂﬂ@“ﬂzﬁb@) (2.28)
Q dexn

oEX

Trong truong hop F khong bi chin, thi dau tién ta thay F bang cac ham bi chin
Fy n(w) :== min(max(—N, F(w)), M), (2.29)
(M, N > 0), roi dinh nghia

/ FdP = lim Fy ydP (2.30)
Q M,N—+co Jq

néu nhu giéi han do ton tai. Trong truong hgp gidi han do6 ton tai va hitu han, thi ta néi F
la ham kha tich. Kha tich c6 nghia la dinh nghia dugc tich phan, va cac cach dinh nghia
khéc nhau (qua céc cach 1y gi6i han khac nhau) cho ciing mot két qua hitu han. Ham
F kha tich khi va chi khi gia tri tuyét ddi clia né c6 tich phan hitu han: fQ |F|dP < 0.
(Day 1a mot dinh 1y trong giai tich, chiing minh khong kho).

Trong truong hop 2 1a mot mién trong R™ véi thé tich bang 1, phan b xéac suat P la
phan bd déu trén do (xac suit cia mot mién con ctia Q 1a thé tich clia mién con d6), va F
1a mot ham lién tuc bi chan, thi tich phan Lebesgue trung vdéi tich phan (Riemann) nhiéu
chiéu thong thuong. Trong trudng hop tong quat, thi tich phan Lebesgue 13 md rong clia

khai niém tich phan Riemann.
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Tat nhien, trong truong hop Q = {w;,ws, ...} 1a mot khong gian xac suat roi rac, ta
co

/Q FaP = 3" F(w). Pl), (2.31)

va (néu €2 ¢6 vo han phan tit) F kha tich khi va chi khi chudi Y, F'(w;).P(w;) hoi tu tuyet
doi.

Tuong tu nhu tich phan Riemann thong thuong, tich phan Lebesgue trén khong gian
xac suat c6 tinh chat don diéu, tuyén tinh, va giao hoan véi phép lay gidi han ctia mot

day ham hoi tu déu:

Dinh ly 2.7. Gid st F,G va F, la cic ham do dugc trén mot khong gian xdc suat (Q, P).
i) Néu F >0 (hau khdp moi noi trén Q) thy [, FdP > 0. Tong qudt hon, néu F > G thi
Jy FdP > [, GdP.

i) Néu F,, hoi tu déu dén F trén Q, c6 nghia la lim, ., sup,cq | Fn(w) — F(w)] = 0, th
limy, oo FudP = [, FdP.

iii) Véi hai s6 thuc a,b bat ky, ta cé

/(aF+bG)dP: a/ FdP+b/ GdP. (2.32)
Q Q Q

Hai khang dinh dau tién ctia dinh 1y trén suy ra truc tiép tit dinh nghia ctia tich phan
Lebesgue. Khang dinh tht ba c6 thé kiém tra truc tiép dé dang trong truong hop F va
G chi nhan mot s6 hitu han cac gia tri. Trong trudng hgp tong quat, ta c6 thé xap xi F
va G bang cac ham chi nhan mot s6 hitu han cac gia tri, sau do6 lay giéi han. O

Dinh 1y sau, goi la dinh ly hoi tu bi chan Lebesque (Lebesgue dominated convergence

theorem), la mot dinh 1y hay dugc sit dung trong viéc nghién cttu cac tich phan Lebesgue:

Dinh ly 2.8 (Lebesgue). Gid si F), : (2, P) — R la mot day ham do dugc trén khong
gian zdc suat (Q, P) théa man hai dicu kién sau:
i) |F.| < G vdi moin, trong dé G la mot ham kha tich tren €.
i) F, hoi tu hau khdp moi noi dén mot ham do duge F trén Q, cé nghia la tap cic diém
w € Q sao cho lim,, ., F,,(w) = F(w) ¢6 do do bang 1.
Khi dé ta co

/ FdP = lim [ E,dP. (2.33)

Q

n—oo QO

So luge chitng minh. Vi |F,| < G nén ta ciing ¢6 |F| < G hau khap moi noi. Lay
mot s6 6 > 0 nho tuy y. Dat A, = {w € Q||F,(w) — F(w)| > §}. Ta c6

\/FdP—/FndP|§/]F—Fn|dP§/ 6dP+/ 2GdP <6+2 | GdP.
Q Q Q ON\A, n An
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Dé chitng minh | [ FAP — [, F,,dP| tién t6i 0 khi n tién t6i vo cing, ta chi can ching
minh fAn GdP tién t6i 0 khi n tién téi vo cuing v6i moi . Vi F,, hoi tu hau khap moi noi
dén F tren Q, nén tap hop cac diém ma nam trong vo s cac tap A, c¢6 do do bang 0. Do
d6 P(A,) tién t6i 0 khi n tién t6i vo ciing (xem khing dinh thit hai ctia Bai tap[1.22), tit
do suy ra fAn GdP tién t6i 0 khi n tién t6i vo cing. O

Dinh 1y ve su bao toan gia tri ki vong dudi anh xa bao toan xac suat co thé dugc
phat biéu lai duéi dang dinh 1§ vé st bao toan tich phan Lebesgue dudi danh xa bao toan

xac suat:
Dinh 1y 2.9. Gid st F : (Q,P) — R la mot ham khd tich trén khong gian zdc sudt
(Q,P), va ¢ : (Q,P) — (Q,P) la mot dnh za bdo toan xzdc suat. Khi dé F o ¢ la ham
kha tich trén (2, Py) va
/ (Fog)dP, = / FdP. (2.34)
o) Q

Chting minh ctia dinh 1y trén suy ra tric tiép tit dinh nghia tich phan Lebesgue. [

2.3.3 Ky vong ciia phan bd xac suat trén R

Dai khi, ta sé ky higu tich phan [, FdP thanh [ _, F(w)dP, hoac la [, F(w)dP(w),
dé chi ré hon vé viec lay tich phan theo bién nao.

Theo dinh nghia, ky vong ctia mét phan bd xac suat Py tren R 1a / xdPx.
z€eR

Dinh 1y 2.10. i) Ky vong ciia mot bién ngau nhién X bang ky vong ctia phan bo zdc sudt

Px ciia bién ngau nhién do:

E(X) = / zdPx. (2.35)
z€R
i) Néu Px la mot phan bo lien tuc vdi ham mat do px, thi ta co:
E(X) = / zrpx(x)de. (2.36)

i) Néu g la mot ham so thuc th

E(g(X)) = / _ofa)py = / " g(@)ox (@)de. (2.37)

—00

Khang dinh dau tién ctia dinh 1y trén ching qua la truong hop dic biét ctia tinh chat
bao toan ky vong qua anh xa bao toan xac suat. That vay, ta c6 thé viet X = Ido X,

trong d6 Id 1a ham dong nhat trén R : Id(x) = x. Do d6 ky vong ctia X bang ky vong
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ctia ham Id trén R v6i phan b xac suat Py, va ta c6 cong thiic . Khéng dinh tht
hai 1a hé qua clia khéng dinh thit nhat trong trusng hop lién tuc tuyét déi. Khéng dinh
thtt ba cling suy ra tit tinh chat bao toan ky vong qua anh xa bdo toan xic suat, tuong
tu nhu khéng dinh thit nhat. O
Vi du 2.15. Gia tri ki vong ctia phan bd x4c suat normal N (u, 0?) bang u.

Vi du 2.16. Gia sit gia 1kg vang vao thoi diém 7' 1a 35000 (USD). Tai thoi diém T, thi
gia 1kg vang cho thoi diém T + 1 chua duge biét, va c6 thé coi 1a mot bién ngdu nhién
X. Gia stt ring X c6 phan bo (gan nhu) normal véi ky vong 35000 va do lech chuan 400.
Héi rang, vao thoi diém T, gia tri ctia quyeén mua lkg véi gia 35000 tai thoi diem 7 + 1
14 bao nhiéu ? Quyén mua (call) vang 1a mot chiing khoan phai sinh, cho phép ngudi sé
hitu n6 mua vang véi gia ¢d dinh trude, tai mot thoi diém trong tuong lai, nhung khong
bat budc phai mua. Goi gia tri clia quyén mua nay tai thoi diem 7+ 1 1a Y. Khi dé
Y = max(0, X — 35000), ttic 14 néu gia vang ltac d6 dudi 35000 thi gia tri clia quyén mua
bang 0, con néu gia vang trén 35000 thi gia tri clia quyen mua bang su chénh léch gitta
gid vang va gia ghi trong quyén mua. Gia tri clia quyén mua nay tai thoi diem 7' duge coi

bang k¥ vong ctia Y. Nhu vay gia tri nay bang

E(Y) exp(—z)dz =~ 160.

— 350002 400 [>
2—35000). exp (—u> d

1 i~
 100v27 /35000< 2402 )T ax Jo
Bai tdp 2.17. Gid stt Y 1a mot bién ngau nhien lién tuc véi ham mat do sau: py (z) = csinw
khi z €]0, [, v py(z) = 0 tai cic diém khac.

i) Hay tinh c.

ii) Hay tinh E(Y)

iii) Thit nghi mot van dé c6 thé x4y ra trong thuc té véi phan bd xac suat nay.

Bai tap 2.18. Tinh ky vong ctia phan b Pareto v6i tham s6 @ > 1. (Khi o < 1 thi

ky vong bang vo cuing).

2.3.4 Gia tri ky vong hinh hoc

Trong cac tai licu vé x4c suat it khi nhic t6i ky vong hinh hoc. Nhung khai niém nay
cling rat quan trong, bdi vay ching ta sé dé cap né & day. Gia tri ky vong ting véi trung
binh cong, con gia tri ky vong hinh hoc ting véi trung binh nhan. Mot vi du don gian sau
day cho thay su quan trong ciia trung binh nhan trong thuec té.

Vi du 2.17. Gia sit gia nha dao dong trong 4 ndm nhu sau. Nam dau tién gidm 15%, nam

thtt hai tang 35%, nam thit ba gidm 20%, nam tht tu tang 20%. H6i xem trong 4 nam dé
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gid nha tang len (hay gidm di) trung binh mdi nam bao nhiéu % ? Néu ta lay trung binh
cong thi duge (-15% + 35% - 20% + 20%)/ 4 = 5% mot nam. Nhung con s6 d6 ¢6 phan
anh chinh x4c sy di lén ctia gia nha trong 4 nam khong ? Néu goi gia lic dau 1a X, thi
sau nam dau gia 1a (1-15%)X, sau nam thit hai gia 1a (1+35%)(1-15%)X, sau nam thit ba
gia 12 (1-20%) (14-35%) (1-15%)X, sau 4 nam gid 1a (1-4+20%)(1-20%) (14-35%) (1-15%) X =
1,1016 X. Ttc la sau 4 nam gia nha chi tang len ¢6 10,16%, chit khong phai 20% (= 4 lan
5%) nhu 1a ngudi ta tudng ! Dé c6 cai nhin chinh x4c vé mic do tang truéng trung binh
hang nam trong giai doan 4 ndm, can phai lay trung binh nhan ctia cic con s6 1+20%,
1-20%, 14+35%, 1-15% roi trit di 1. Két qua la 2,449% mot nam.

Nhu chiing ta biét, néu c6 mot day cac so6 duong ay, ..., a,, a; > 0 véi moi 4, thi ngoai
gid tri trung binh cong (3" a;)/n, chiing ta con ¢6 thé néi dén trung binh nhan: ([, a;)*/™.
Tu tiéng Anh cho trung binh nhan 14 geometric mean, néu dich ting chit ra tiéng Viét
thi 1a “trung binh hinh hoc”, con trung binh cong 1a “trung binh s6 hoc”. Trung binh nhan
¢6 thé duge dinh nghia qua trung binh cong va qua ham logarithm In, va ham ngugc ctia

ham In, tic la ham exp:

(H a;)"" = exp() (Ina;)/n). (2.38)

Ham In 13 ham 16m trén nita dudng thiang duong (dao ham bac hai ctia n6 bing —1/22
14 mot ham am), béi vay ta co:

Do, (Zie)

n n

LAy exp ctia hai vé ctia bat dang trén, ta duge bat dang thiic quen thudc sau: Trung binh

nhan luon luon nhoé hon hodc bang trung binh cong:

1/n
(H ai> < ZTCL (2.39)

Dau bang xay ra khi va chi khi tat ci cac s6 a; bang nhau.

Néu thay vi mot day cac s6 duong, ta c6 mot bién ngiu nhién X ma cac gia tri déu
duong, thi ta ciing c6 thé lam tuong tu nhu trén, va két qua goi la gia tri ky vong hinh
hoc ctia X:

Dinh nghia 2.15. Néu X la mot biét ngau nhién chi nhan cdc gid tri duong, thi gia tri
ky vong hinh hoc cia X, ky hiéu la G(X), dugc cho bd cong thite sau:

G(X) = exp(E(In X)) = exp( /Q In(X)dP). (2.40)
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Dinh ly 2.11. Gid tri ky vong hinh hoc luén nhé hon hodc bang gid tri ky vong:
G(X) < E(X). (2.41)

Dau bang xdy ra khi va chi khi F la hang so hau khdp moi noi trén khong gian zdc sudt,

tiic la ton tai mot so thuc duong ¢ sao cho P(X =c¢) = 1.

Dinh 1y trén la trudng hgp rieng ciia bat ding thiic Jensen phat biéu nhu sau:

Dinh ly 2.12 (Bat dang thiic Jensen). Néu f la mot ham 1oi, va X la mot bién ngdu
nhién bat ky, thi
E(f(X)) > F(E(X). (2.49)

Vi du 2.18. Gid stt c6 mot co hoi dau tu nhu sau. Kha nang thang/thua la 50%/50%, sau
1 thang biét két qua. Néu thang thi 1ai 100%, néu thua thi 16 50% tién bo ra. (Trén thi
truong ching khoan c¢6 nhitng truong hgp tuong tu nhu vay, vi du nhuw 1 hang cong nghé
sinh hoc khi dang dgi két qua thi nghiem lam sang ctia mot loai thude chita ung thu, néu
thanh cong thi gia tri ¢d phiéu ctia hang c6 theé ting hon gap doi, néu that bai thi gia tri
cling c6 thé mat trén 50%). Hoi dbi véi ngusi dau tu thi ¢6 nén dau tu vao nhitng co hoi
nhu vay khong, va néu nén thi nén dau tu v6i nhidéu nhat nhieu % vén dau tu (dé dat ky
vong 1gi nhuan cao nhat, gia st 14 khong c6 cac co hoi dau tu khac)?

Trude hét, ta c6 thé tinh gia tri ky vong ciia lgi nhuan ctia dau tu theo co hoi trén,
v6i 1 don vi von bo ra. Goi L la bién “lgi nhuan”, ta c6 2 kha nang: hosic L = 1 hodc
L = —1/2, mdi kha ning c6 xac suat 50%. Nhu vay k¥ vong 1¢i nhuan trén 1 don vi von
bé ra la: E(L) = 50%.1 + 50%.(—1/2) = 0,25 Ky vong lgi nhan ¢ day la duong va kha
16n (bang 25% von bd ra), nén day la co hoi nén dau tu, trir khi ¢6 nhiing co hoi khac t6t
hon. (Lai 25% trong mot thang ¢ thé goi la sieu loi nhuan).

Cau héi thit hai 1a nha dau tu nén dau tu vaio dé nhiéu nhat 1a bao nhiéu phan tram
von dau tu ? Néu gia st dau tu toan bo 100% von. Khi d6 c6 2 kha nang, hoac 1a tong s6
von tang lén gap doi, hodc 1a gidm di con 1 nita, véi xac suat clia moéi kha nang 1a 50%.
Nhung néu mot nha dau tu ma lam nhu vay 2 1an lién tiép, 1 1an thing mot lan thua, thi
sau hai lan s6 von lai vé nhu cit khong tang truéng dude gi cd. Mudn ddm bao cho von
tang trudng “vé lau ve dai”, cai can tinh dén khong phai 1 gia tri ki vong clia von sau moi
lan dau tu, ma 1 gia tri k¥ vong hinh hoc. Néu gid st chi ¢6 1 co hoi dau tu duy nhat nhu
trén, thi gia tri k¥ vong hinh hoc ctia von ¢é duge sau khi dau tu Y tién vao dé tren tdng
s0 X tien sé la: /(X — Y/2)(X +Y) D@ t6i uu hoa gia tri ky vong hinh hoc tifc 1a tim Y
sao cho /(X — Y/2)(X +Y) dat cuc dai, v6i X cho trude. Két qua 1a Y = X/2, va khi
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do gia tri k¥ vong hinh hoc ctia von sau khi dau tu la /(X — X/4)(X + X/2) = 1,061.X
Nhu vay, k¥ vong 1¢i nhuan ctia mot co hoi dau tu nhu trén, tinh trén toan bo von cla
nha dau tu, chi c6 khong qua 6,1% chit khong phai 25%.

Dinh 1y 2.13. Gid tri ky vong hinh hoc c¢é nhing tinh chat sau:

Tinh don diéu: néu F > G thi G(F) > G(G)

Tinh thuan nhat: Néu c la hing so tht G(cF) = ¢G(F)

Tinh lom: (G(F) + G(G))/2 < G((F + G)/2). Dau bang xdy ra khi va chi khi F va G ty

lé thudn vdi nhau, tic la ton tai mot hang so duong ¢ sao cho G = cF hau khdp moi noi.

Ghi chii 2.6. Tinh 16m clia gia tri ky vong hinh hoc chinh 13 co s§ cia nguyén tic da
dang hoéa tai san (diversification) trong dau tu: Béng cach da dang héa tai san (dau tu
mot phan vao F v mot phan vao G, thay vi chi dau tu vao F hay chi dau tu vao G) ¢6
thé lam tang gia tri ky vong hinh hoc ctia danh muc dau tu (it ra 1a trong truong hop F
va G ¢6 cung ky vong hinh hoc vé tang trudng).

Bai tap 2.19. Chitng minh bat dang thiic (G(F) + G(G))/2 < G((F + G)/2), cho truong

hop khong gian xac suat 1a mot khong gian hitu han phan tit ¢6 phan bd xac suat deu.

2.4 Phuong sai, do léch chuan, va cic moment

2.4.1 Phuong sai va d6 léch chuan

Dinh nghia 2.16. D6 léch chuan (standard deviation) ciia mot bién ngdu nhién X la

o(X) = VE(X —E(X))?). (2.43)

Phuong sai (variance) ciia X, kij hieu la var(X), chinh la binh phuong ciia do léch chudn
cia X, tic la bang E((X —E(X))?).

St dung tinh tuyén tinh ctia gia tri k¥ vong, ta c6 thé bién ddi cong thitc ciia phuong sai
nhu saw: E((X —E(X))?) = E(X?—2E(X).X+E(X)?) = E(X?)—2E(X).E(X)+E(X)* =
E(X?) — E(X)2. Nhu vay, ta c6 cong thiic sau:

var(X) = o(X)? = E(X?) — E(X)% (2.44)

Do lech chuan c6 tinh thuan nhat bac mot: o(cX) = co(X), con phuong sai thi thuan
nhét bac hai: var(cX) = o(cX)? = var(X). Y nghia ctia do lech chuan 1a: né 1a thuée
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do do léch ctia cac gia tri ciia X so véi gia tri trung binh ctia né. Dinh nghia ctia phuong
sai cho thay né luon luon 16n hon hodc bang 0, va bang 0 khi va chi khi X 1 hang s6 hau
khap moi noi, titc 14 n6 khong bi léch di dau ca so véi gia tri trung binh ciia né.

Cau héi cho nhitng ngusi to mo: Tai sao ngudi ta lai hay dung phuong sai va do léch
chuén lam thuée do cho do lech gitta cac gia tri clia mot bién ngau nhién X véi gia tri ky

vong clia n6, chtt khong ding mot dai lugng kiéu nhu E(|X — E(X)|) ?

Vi dy 2.19. Néu F nhan hai gia tri @ vd —a (a > 0), mdi gia tri véi xac suat 50%, thi gia
tri k¥ vong ctia F 1a 0, phuong sai ctia F' 14 a2.50% + (—a)2.50% = a?, v& do léch chuan

chinh 13 a.

Vi du 2.20. Néu F c¢6 phan b6 normal N(p,0?), thi gid tri ky vong ctia F chinh 1a p,
con do lech chuan ctia F' chinh 1a 0. (Bai tap: chitng minh diéu dé bang céac bién ddi tich

phan, xudt phat tir cong thic [ \/%7 exp(—%z)dx =1)

Ghi chii 2.7. D61 v6i cac bién ngiu nhién véi vo han cac gia tri, thi cdc dai lugng dic
trung cua chung nhu ky vong, phuong sai, va cac dai lugng khac, khong phai lic nao cing
ton tai hay hitu han. Vi du, phan bd xac suat roi rac P(k) = C/k* v6i moi k € N, v6i
C =1/(>.1/n%) = 6/72, khong c6 ky vong va sai phuong hitu han. Ta chi stt dung cac
dai lugng dac trung khi ching ton tai va hitu han.

Bai tap 2.20. Chitng minh rang:
i) Do lech chuan ctia phan b6 hinh hoc v6i tham s6 p (P(k) = p(1 — p)*~! v6i moi k € N)
Nier
q
ii) Do léch chuan ctia phan bo Poisson véi tham s6 A (P(k) = e . \¥/k! v6i moi k € Z,)

1a o=V

Bai tdp 2.21. Gia stt X 1a mot bién ngdu nhién véi E(X) = 2, va ¢6 phan bd xac suat

la o=

lien tuc v6i ham mat do px c6 dang sau: px(z) = ar? +bnéu 0 <z <1, va px(z) =00

nhitng diém con lai. Hay tinh a, b, v& var(X).

Bai tap 2.22. Mot phong thi nghiém phai kiém tra mot lugng N rat lén cac mau mau
ngudi (mdi mau clia 1 ngusi) dé tim ra cdc mau co chita mot loai khang thé X. Thay vi xét
nghiém ting mau mot, ngudi ta lam nhu sau: Chia cac mau thanh timg nhém, méi nhém
c6 k mau. Tron cac mau mAau trong cing mot nhéom véi nhau (lay mot it mau tit méi
mau) dé duge 1 mau hén hop, roi xét nghieép mau hén hgp d6. Néu két qua xét nghiem
I3 am tinh (mAu hén hop khong c¢6 khang thé X) thi coi nhu cd k mau trong nhom déu
khong c6 khang thé X, con néu mau hén hgp ¢ khang thé X, thi lam tiép & xét nghiem,

mdi xét nghiém cho ting mau ctia nhom. Gia st xac suat dé 1 mau mau c6 khang thé X
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la mot s6 p, va cac mau mau doc lap véi nhau. Goi S 1a téng s6 lan phai xét nghiem.

i) Xac suat dé mot mau mau hén hgp cé chita khang thé X 1a bao nhiéu ?

ii) Tinh k¥ vong v phuong sai ctia S, khi tong s6 mau mau phai kiém tra la N = km.
iii) V6i nhitng gid tri ndo ctia p thi ton tai mot s6 &k thich hgp nao dé sao cho phuong
phap xét nghiém trén tiét kiem duge sé lan xét nghiem (ky vong ctia S nhé hon N) ?

Tim gia tri clia k t6i wu, nhu 1a ham cta p.

2.4.2 Cac moment cila mot bién ngau nhién

Dinh nghia 2.17. Néu X la mot bién ngau nhién, va k la mot so tu nhién, thi dai lugng
E(X*) duge goi lo moment (hay md men) bic k cia X, va dai lugng E(X — E(X))¥)

dugc goi la moment trung tam bac k cua X.

Ghi chi 2.8. C6 nhiéu tir thuat ngit gbc nude ngoai, ma trong tiéng Viet khong co tir
“thuan Viet” tuong ting, chi dich phién am, vi du nhu mo men (moment), véc to (vector),
mo dun (module), v.v. Trong nhitng truong hop nhu vay, ¢ day chiing ta sé dé nguyen tit
theo tiéng Anh, thay vi diing phién am tiéng Viét.

Nhu phia trén chiing ta da thay, moment bac 1 ctia X chinh 14 gia tri k¥ vong ctia no,
moment trung tam bac 1 ctia X thi luén bang 0, moment trung tam bac 2 ctia X chinh

la phuong sai clia né, va né c6 thé duge biéu dién qua cadc moment ctia X theo cong thic:
E(X —E(X))?) =E(X?) —E(X)? (2.45)

Tuong tur nhu vay, cac moment trung tam bac cao hon ctia X ciing c6 thé khai trién
dué6i dang da thiic ciia cac moment cia X.

Néu ky hieu Px la phan bd x4c suat tréen R ctia X, thi ta c6 thé viét moment bac k
cua X theo cong thiic sau:

E(X*) = / z*dPx. (2.46)

Néu nhu phan bd xac suat Py la mot phan bd xac suat lien tuc véi ham mat do px
thi ta c6 thé viét:

E(X*) = /_+°° ¥ px (z)dx. (2.47)

o0
Cac moment cia mot bién ngau nhién cho ta cic thong tin vé dang diéu ctia phan bo
xac suat ciia bién ngau nhién dé. Vi dy, néu moment trung tam bac 2 nho, thi c6 nghia

la cac gia tri cia X noéi chung it bi sai léch so véi gia tri ky vong ctia n6, hay néi cach
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khéc phan 16n xac suét ctia phan bd xac suat ctia X tap trung trong mot khoang nho
xung quanh diém gia tri ky vong. Ngudc lai, néu moment trung tam bac 2 16n, thi phan
b6 xac suat cia X noéi chung sé "dan trai" hon ra xa diém gia tri ky vong.

Moment trung tam bac 3 ctia X duge goi 1a hé s6 bat dbi xing (skewness), hay con
c6 the goi 1a d6 xién cia phan bd xéac suat ciia X: Néu X c6 phan b xéac suat doi xing
quanh diém gia tri k¥ vong (c6 nghia la X va 2E(X) — X c¢6 ciing phan bd xéac suat), thi
moment trung tam bac 3 ctia n6é bang 0. Néu nhu moment trung tam bac 3 16n hon 0 thi
phan bd xac suat ctia X duge goi 1a xién vé bén phdi, con néu moment trung tam bac 3

nhé hon 0 thi phan bé xac suat ctia X dude goi 1a xién vé bén trdi.

(+) Positively Skewed
Distribution

(-} Negatively Skewed
Distribution

Hinh 2.8: Phan b6 bat doi xtng

Vi du 2.21. Moment trung tam bac 3 ctia mot phan bé normal bang 0.

Vi du 2.22. Gia stt ¢6 mot bién ngdu nhién X v6i phan bd xac suat roi rac sau: P(X =
-2) =1/2,P(X = 1) = 1/4,P(X = 3) = 1/4. Khi d6 gia tri ky vong cia X bing
0, moment trung tam bac 3 ctia X bang moment bac 3 ciia X va bang: (1/2).(—2) +
(1/4).13 + (1/4).3% = 3 > 0. Do thi phan bd xic suit ciia X (véi 3 doan thang nho len
& 3 diém -2,1,3 trén truc hoanh) bi "léch vé bén phai" so néu lay diém gia tri ky vong

(= 0) lam trung diém.
Moment trung tam bac 4 ctia X lién quan dén cai goi 1a kurtosis® ctia X. Theo dinh
nghia, kurtosis (hay con goi 14 hé s6 nhon) clia mot bién ngdu nhién 1a dai lugng

- % _3, (2.48)

Y2
trong d6 py4 la moment trung tam bac 4, con o la do léch chuan. Ty le py/ot duge goi
] moment chuan héa bac 4. Ly do cia viéc chuan héa nay 1a: cac moment chuan héa

ctia cac phan bd normal déu la hing s6 va khong phu thuoc vao do léch chuan. Moment

()kurtosis 1a mot tir goc tiéng Hy lap, chi d6 nhon
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{+} Leptokurtic General
Forms of
(0) Mesokurtic Kurtosis

{(Normal)

(-} Platykurtic

Hinh 2.9: Kurtosis

chuan héa ciia bac 4 ciia mot phan bé normal chinh bang 3, bdi vay kurtosis ctia mot
phan b normal bang 0. Khi mot phan bd xac suat c6 kurtosis duong (phan bé nhu vay
goi 1a phan b6 leptokurtic hay nhon vugt chuan) thi c6 nghia la né "nhon" hon phan
b6 normal c¢6 cing do léch chuan, con khi kurtosis am (phan bd nhu vay goi 14 phan bd
platykurtic) thi c6 nghia la né "bet" hon phan b6 normal c6 ciing do léch chuan. Néu
kurtosis bang 0 thi phan b dugc goi 1a mesokurtic. (Xem hinh .

| | 1 ]
¢ ¢ e ¢

1 ]

| | 1 ]

| | 1 ]
1—e e e *

| | 1 ]

| | 1 ]
3—® . . .’

l l I |
20— e —

l l I |
41— e | o -

| | 1 ]

Hinh 2.10: Thay ddi cac moment bac 1 dén bac 4

Vi du 2.23. Hinh 14 vi du minh hoa vé viéc dich chuyén 4 diém a,b, c,d clia mot
phan bd xéac suat déu roi rac P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 1/4, tit vi trf ban dau
a=—-3,b=—1,c=1,d = 3, sao cho lam tang 1 trong 4 moment bac 1, bac 2, bac 3, bac

4 trong khi gitt nguyén 3 moment con lai.

Tat nhién, néu hai bién ngau nhién c6 cling phan b6 xic suat trén R, thi tat ca cac
moment ciia ching déu bang nhau. Diéu nguge c6 ding khong, hay néi cach khac, day
cac moment E(X*), k =1,2,3,... cia mot bién ngdu nhién xac dinh hoan toan phan b
x4c suat clia bién ngau nhién d6 khong ? Day 1a mot cau hoi toan hoc tha vi. C6 nhiing

vi du vé cac phan bd xac suat lien tuc khac nhau nhung c6 tat ci cac moment nhut nhau.
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64 CHUONG 2. BIEN NGAU NHIEN

Tuy nhién, trong truong hgp cac khong gian x4c suat chi ¢6 hitu han phan tit (ma thyc
ra tat cd cac van de trong thuc té déu chi c6 hitu han cic kha ning xdy ra, va cac mo

hinh lién tuc véi vo han khéa ning chi 1a cac mo hinh mo phéng gan ding), thi ta co:

Meénh dé 2.14. Néu X va Y la hai bién ngau nhién chi nhan mot s6 hitu han cdc gid tri,
va c6 B(X*) =E(Y*) vdi moi k € N, thi phan b zdc sudt clia ching trén R bing nhau.
Bai tap 2.23. Chiing minh ménh dé trén.

Bai tap 2.24. Tinh k¥ vong va cac moment trung tam ctia phan bo liy thita véi tham s6
A

2.4.3 BAt dang thiic Chebyschev va bat ding thic Markov

Nhitng bat dang thitc tuong déi don gidn sau day ciia Chebyschev va Markov lién quan

dén cac moment sé c6 ich trong viéc danh gia phan bo xac suat clia cac bién ngau nhieén.

Dinh 1y 2.15. (Bat dang thiic Chebyschev cho ki vong) Vdi moi bién ngdu nhién X chi
nhan cac gid tri khong am, va moi so duong a > 0 ta cé

E(X)

P(X >a) <
a

(2.49)

Chitng minh. Goi X, 1a bién ngau nhién sau: X, = a khi X > a vd X, = 0 khi
X < a. Khi do X > X,, va X, chi nhan hai gia tri 0 va a. Béi vay

E(X)>E(X,) =0P(X,=0)4+aP(X,=a)=aP(X >a),
tir d6 suy ra diéu phai chiing minh. 0

Dinh 1y 2.16. (Bat ding thiic Markov cho cic moment tuyét doi) Véi moi bién ngau
nhién X, s6 duong a > 0, va s6 tu nhién k, ta cé

B(IX]5)

P(X| 2 0) < =5

(2.50)

Chitng minh. Suy ra tit bat dang thiic Chebyschev cho bién ngau nhién | X|* va hing

s6 aF. O

Dinh 1y 2.17. (Bat ding thic Chebyschev cho phuong sai) Néu X la mot bién ngau nhién
c6 phuong sai var(X) hitu han va a > 0 bat ky, ta cé

var(X).

P(X —E(X)[>a) <

(2.51)

a
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Hinh 2.11: Pafnouti Lvovitch Chebyschev (1821-1894)

Ao A Mapron (1E86).

Hinh 2.12: Andrei Andreevitch Markov (1856-1922)

Chitng minh. Suy ra tit bat dang thiic Markov cho bién ngdu nhien X — E(X) va
cho k = 2. U

Ghi chi 2.9. Pafnouti Lvovitch Chebyschev (1821-1894) 1a mot nha toan hoc ngusi Nga.
Ngoai Iy thuyét xac suat, ong ta con nghién citu nhiéu vé s6 hoc va dai s6. Cac da thiic
i 1
U, bac n théa man U, (cos(z)) = w

sinx

xuat hién nhiéu trong toan hoc va ting dung. Andrei Andreevitch Markov (1856-1922)

dugc goi la da thic Chebyschev, va ching
ciing la mot nha toan hoc ngusi Nga, va 1a hoc tro cua Chebyschev. Cac zich Markov

(Markov chains) d#c bigt quan trong trong ly thuyét xac suit vé cdc qua trinh ngau nhien

(stochastic processes). Cac qua trinh ngau nhién ndm ngoai khuon kho ctia cudn sach nay,
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nhung sé duge ban dén trong mot cudn sach tiép theo.

2.5 Ham dic trung, ham sinh, va bién doi Laplace

Thay vi xét cdc moment E(X*) clia mot bién ngdu nhien X, ta c6 thé xét cac gia tri
dac trung dang E(exp(yX)) trong d6 y 14 mot tham s6 nao dé. Khi ta bién ddi y trong
mot mién ndo do trén R hodc C, sé ta duge mot ham cac gia tri dac trung ctia X. Si lien
quan giita ham nay va cac moment dugc thé hién qua dang thiic sau (xay ra néu nhu ta

c6 céc dieu kien ve hoi tu):

Mx(y) = E(exp(yX)) = EQQ_ (4" /k).X*) = Y E(X").(4"/k) (2.52)

Ham Mx(y) = E(exp(yX)) dudc goi 1a ham sinh moment cia X.

2.5.1 Ham dac trung

Trong biéu thitc Mx(y) = E(exp(yX)), néu ta lay y = is, (6 day i = v/—1) ,v6i s € R,
thi ta c6 exp(yX) = exp(isX) = cos(sX) + isin(sX) 1a mot bién ngdu nhién bi chin (c6
gia tri tuyet déi bang 1), va ta c6 the yén tam vé sy ton tai clia E(exp(isX)). Tt d6 co

dinh nghia sau:

Dinh nghia 2.18. Ham dic trung cia mot bién ngau nhién thue X la ham ®x : R — C
duogc cho bdi cong thic

Dy (s) =E(exp(isX)) = / " dPx. (2.53)

z€eR

Vi du 2.24. Ham dac trung ctia mot s6 phan bo xac suat quen thuoc:

i) Ham dic trung ctia mot hing s6 ¢ (ttic 1a bién ngau nhién chi nhan méi gia tri ¢) la

P (s) = e,
ii) Ham diic trung ctia phan bd nhi thiic v6i cac tham s6 n, p 1a ham (1 — p + pe™®)™.
ibs —ias
) s , e —e
iii) Ham d&c trung ctia phan bo xdc suat deu trén mot doan thang [a, b] 14 ham h—a)s
i(b—a)s

iv) Ham dac trung ctia phan bd xac suat liy thita véi tham s6 1 (v6i mat do p(z) = e~

khi z > 0) 1a ham

—is’
v) Ham dic trung ctia phan bd xac suat normal chuan tic N(0,1) 1a ham ®(s) =

exp(—s%/2).
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(Bai tap: Hay suy ra céc cong thiic trén tit dinh nghia ctia ham déc trung va ctia cac phan

b6 xac suat).

Dinh 1y 2.18. Mot s6 tinh chat cia ham ddc trung:

i) Dx(0) =1

i) |Px(s)| <1 vdi moi s € R

ii) NéuY = aX 4 b vdi a,b la cic hing s6, thi ®y(s) = eV 15y (as).

w) ®x lién tuc déu trén R.

v) NéuE(|X|*) < oo vdi mot s6 tu nhién k nao dé, thy ham dac trung ®x khd vi lien tuc
k lan trén R, va

E(X*) = : ¢i_1)k 2 P(0), (2.54)

trong dé ®F) la kj hiéu dao ham bac k ciia .

Chiing minh. Ba tinh chat dau tién tuong déi hién nhién, suy ra ngay tit dinh nghia.
Tinh chat thi tu 1a bai tap danh cho nhing ban doc quen v6i khai niém lien tuc déu. Dé
chiing minh tinh chat cudi ciing, ching ta nhé rang phép lay gia tri ky vong 1a mot phép
lay gia tri trung binh, c6 thé hiéu nhu 1a mot phép lay tong (ctia mot chudi), va do dé né
giao hoén véi phép ldy dap ham (khi mot s6 diéu kien hoi tu nao dé duge théa man). Ap
dung nguyén tic giao hoan dé vao dinh nghia ctia ham dic trung, ta c6 dao ham bac k

cua ham dic trung la:

By (s) = %cbx(s) = E(% exp(isX)) = E((iX)* exp(isX)) = *E(X* exp(isX)).
(2.55)

Dit s = 0, ta duge ¥ (0) = FE(XF).

2.5.2 Tim lai phan b6 xac suat tir ham dic trung

Chiing ta c6 cong thitc gidi han sau day, cho phép tim lai dugc phan bd xac suat ti

ham dic trung ctia né:

Dinh 1y 2.19. Goi Px la phdan bo zdc sudt ctiia mot bién ngau nhien X tuy v, va ®x la

ham dac trung cia no. Khi do vdi moi a,b € R, a < b, ta co:

1 /R e—ias _ e—z’bs Px(a) + Px<b)

Dy (s)ds = Px(Ja,b]) +

2.56
—R 1S 2 ( )

Ching ta sé chap nhan dinh Iy tréen ma khong chiing minh. Néu ban doc da biét qua
ve giai tich Fourier thi c6 thé tu chiing minh né khong qua khé khan (né tuong ty nhu
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dinh Iy Dirichlet cho chudi Fourier). Néu khong thi c6 thé xem chang han trong Chuong
9 clia quyén sach clia Koralov va Sinai [5].
Trong truong hgp X c6 phan bo xac suat lien tuc v6i ham mat do py, thi ta co thé
viét
+o0

Dy (s) :/ e px(z)dx. (2.57)

Trong giai tich, phép tinh trén goi 1 phép bién ddi Fourier. C6 nghia la, ham diic trung
chinh la bién d6i Fourier clia ham mat do.
Chia cd hai vé ctia cong thiic (2.56|) cho b — a, va cho b tién t6i a, ta duge cong thic
sau, goi 1a phép bién déi ngudgce Fourier, dé tinh ham mat do tit ham dic trung:
()= [ e bels)d (2.58)
pFI—Qﬂ_ 7006 F{S)as. .
Trong truong hgp X 1 bién ngau nhién nguyén (chi nhan gia tri trong Z), thi ham dic
trung ®y clia X chinh 1a chudi Fourier véi cac he s6 1a cac xac suat Px(k) = P(X = k),
ke Z:

Oy (s) = > Px(k)exp(iks), (2.59)

keZ
va ta c6 thé tinh ra Px (k) tit ®x theo cong thiic quen thudc dé tinh cac he s6 ctia mot

chudi Fourier:
1 L
Px (k) / e * Dy (s)ds (2.60)

:% B

Ghi chd 2.10. Joseph Fourier (1768-1830) la nha toan hoc va vat Iy Phap. Trong khodng
thoi gian 1798-1801 Fourier di theo Napoléon, cting véi 35000 linh Phap va mot doan cac
nha khoa hoc, sang chinh chién ¢ Ai Cap (Egypt) va tim hiéu nén van minh Ai Cap. Khi
& Ai Cap, Fourier tré thanh ngusi diéu hanh Vien Han lam Ai Cap do Napoléon lap ra,
va sau d6 dieu hanh luon ca cac cong viéc hanh chinh va ngoai giao § Ai Cap, gan nhu I
quan toan quyen. Fourier té ra rat c6 tai vé chinh tri va ngoai giao, c6 thé dam phan, hoa
gidi cac bén d6i lap. Sau khi Phap dau hang Anh 6 Ai Cap nam 1801 va Fourier trd vé
Phép, dugc ¢t 1am tinh trudng (préfet) viing Isére. Trong thai gian 6 Ai Cap, Fourier phat
minh ra chudi Fourier, khi nhin thay céc 16p song cat (dunes) ¢ sa mac. Chudi Fourier va
bién d6i Fourier 1a mot thit cong cu van ndng, khong chi quan trong trong xac suit, ma

con xuat hién khiap noi trong toan hoc va vat 1y.

Trong truong hop tong quat, mot phan bo xac suat ciing dude xac dinh mot cach duy

nhat béi ham dic trung ciia noé:
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Hinh 2.13: Joseph Fourier (1768-1830)

Dinh 1y 2.20. Hai bién ngau nhién cé cung phan bo zdc suat khi va chi khi ching cé

cung ham ddac trung.

Ching minh. Gia st hai phan bd xac suat Py va Py c6 cing ham diic trung ®. Cong

thitc dan dén:

Px(a)+ Px(b)
2

Py (a) + Py (b)

PX(]&,bD + 5

= Py(]a, bD +

v6i moi a < b. Ta c¢6 thé chon a va b 1a nhitng diém lién tuc ctia Fy va Fy, 10i cho a tién
t6i —oo, ta duge: Fx(b) = Fy(b) tai moi diem b ma 1a diém lién tuc ctia cd Fx va Fy.
Gia st z € R 1a mot diém tuy y. Nhic lai ring s6 diém gian doan ctia mot ham phan
phdi xac suat trén R 1a khong qua dém duge. Vi thé ton tai mot day cac diém z,, > = sao
cho z,, tién t6i = khi n tién t6i vo cliing, va x,, 1a diém lién tuc ciia Fx va Fy v6i moi n.
Nhéc lai ring, cac ham phan phdi xac suat c¢6 tinh chat lien tuc bén phai. Do d6 ta co:
Fx(z) = lim, o Fx(x,) = lim, o Fy(z,) = Fy(x). Nhu vay, hai ham phan phéi xac

suat Fx va Fy trung nhau, do d6 hai phan bd xac suat Py va Py ciing tring nhau. [

Bai tap 2.25. Ta sé goi mot bién ngau nhién X 1a déi zing néu nhu X va —X c¢6 cling
phan bd xac suat. Hay xay dyng nhiing vi du bién ngau nhién déi xiing, va chiing minh
rang mot bién ngau nhién la déi xing khi va chi khi ham dic trung ®x ciia né 1a mot

ham thuc (tic 1la ®x(s) € R v6i moi s € R).
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2.5.3 Ham sinh xac suit va bién d6i Laplace

Trong biéu thitc E(exp(yX)), néu dit y = In z, thi ta dugc ham sau, goi 1a ham sinh
xac suat:

Gx(z) = E(z¥) (2.61)

Ham sinh xac suat hay dudge ding khi ma cac gia tri clia bién ngau nhién deéu 1a s6
nguyén khong am. Khi d6 ham sinh x4c suat c¢6 dang da thiic hodc chudi Taylor c¢6 ban

kinh hoi tu 16n hon ho#c bang 1:
Gx(2) =) Px(k).2", (2.62)
k

1 d*G
vata c6 P(X = k) = pd—Xk(Z) v6i moi k € Z,.
. z 2=0

Tit quan diém ctia gidi tich phiic, ham dic trung ®x(s) vd ham sinh Gx(z) gan nhu

1a mot, c¢6 thé chuyén tit ham nay sang ham kia bing cach doi bién. Béi vay, tat nhién
cac moment clia mot bién ngau nhién ciing c6 thé suy ra duge tit ham sinh x4c suat clia

bién ngau nhién d6. Ta c6 dinh 1y sau:

Dinh 1y 2.21. Gid st X la mot bién ngau nhién vdi ham sinh zdc sudt G . Khi do:

1) E(X)=G'(1)

2) var(X) = c*(X) =G"(1) + G'(1) — (G'(1))?

) E(X(X —1)... (X —k+1)) = G®(1) vdi moi k € N. 0 day G® la dao ham bac k

ctua G.

Vi du 2.25. Ham sinh x4c suat ctia mot bién ngau nhién X vé6i phan bo Poisson véi tham
s6 A 1a ham Gx(z) = exp((z — 1)A) That vay, ta c6: Gx(z) = E(z*) = >, 2FP(X =
k) =Y, e 2N [kl = e7re? = AU T d6 suy ra E(X) = Gy (1) = A\, G% (1) = A2 va
var(X) = G% (1) + G%(1) = (G% ()2 = X2+ A= X2 =\

Trong trudng hop bién ngau nhién X chi nhan cac gia tri thyc khong am, ngudi ta
hay dung ham Laplace Lx(t) : Ry — R, nhan dugc tit biéu thiic E(exp(yX)) bing cach
dat t = —y:

Lx(t) = E(exp(—tX)). (2.63)

O day ta coi bién ¢ nim trong tap cac sé thuc khong am. V6i gia st rhing F chi nhan cac
gia tri khong am, ta luon ¢6 0 < (exp(—tF')) < 1, tit d6 suy ra cac gia tri ctia Lp(t) 1a sd
duong va bi chan trén bdi 1.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

2.5. HAM DAC TRUNG, HAM SINH, VA BIEN DOI LAPLACE 71

Trong truong hop F c¢6 phan bd xac suat lien tuc véi ham mat do pp théa man dicu

kién pp(z) = 0 v6i moi x < 0 (c6 nghia la F khong nhan céc gia tri am), thi ta c6
Lp(t) :/ exp " pp(x)du, (2.64)
0
va ham Ly (t) duge goi la bién do6i Laplace ctia ham mat do pp(z).

Tuong ty nhu dbi v6i ham sinh vad ham dic trung, cic dao ham ciia ham Lx(t) tai

diém t = 0 ciing cho ta cac moment ciia F.

Hinh 2.14: Pierre-Simon Laplace (1949-1827)

Ghi chi 2.11. @ Pierre-Simon Laplace (1749-1827) 1a nha toan hoc, thién van hoc va vat
Iy ngusi Phép, mot trong nhitng nha khoa hoc ¢6 thé lic nhat & chau Au thoi dai ong ta.
Ong ta nghién ctiu rat nhiéu thi, tit xdc suat (dinh 1y giéi han trung tam, bién déi Laplace)
dén giai tich diéu hoa, co hoc, am thanh, truyén nhiét, cac thien thé, v.v. Laplace chinh I3
nguoi dit ra gid thuyét ve 16 den (black hole) va vé su co lai do trong lugng (gravitational
collapse) trong vat 1y thien van. Laplace con c¢6 tham vong vé chinh tri, 1a thanh vién
cua thugng nghi vién. C6 lac lam Bo truéng Bo noi vu dudi thoi Napoléon, nhung sau
6 tuan thi bi cach chitc vi khong duge viec. Laplace bi nhiéu nguoi cuing thoi khong ua
vi tinh bac béo, ich ky, ¢6 khi con vo ca cong trinh ciia ngusi khac thanh ctia minh, va
thay doi quan diém chinh tri nhu chong chéng “theo chiéu gi¢”. Nhung vé mat khoa hoc,
Laplace 1a mot con ngudi vi dai clia thé ky 18-19. Bién doéi Laplace dugce goi nhu vay 1a
do Laplace dua vao dé nghién citu xac suat, cling v6i ham sinh x4c suat. Bién dbi Laplace
con xuat hién 6 nhiéu noi khac trong vat 1§ va toan hoc. Leonhard Euler (1707-1783) c6

16 1a nguoi dau tien nghi ra bién déi nay.

(M Xem wikipedia: http://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace.
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Bai tdp 2.26. Chiing minh rang ham sinh x4c suat ctia mot bién ngau nhién véi phan b
pz

—— . T d6 suy ra ky vong va phuong sai
1—2z+4+pz

hinh hoc v6i tham s6 p 1a ham G(z) =
ctia phan b6 hinh hoc.

Bai tap 2.27. Tinh ham sinh xac suat va ham Laplace ctia phan bd nhi thic véi cac tham
sO n, p.

Bai tap 2.28. Ching minh dinh 1y cho truong hop F nhi nhan mot s6 hitu han céc

gia tri.
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