HOQC VIEN CONG NGHE BUU CHINH VIEN THONG

CHLPONG TRINH P”"

PAO TAO PAI HOC TU XA

SACH HUONG DAN HOC TAP

XAC SUAT THONG KE

(Dung cho sinh viéen nganh CNTT va DTV'T hé dao tao dai hoc tr xa)

Luwu hanh noi bo

HA NOI - 2006

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

SACH HUONG DAN HQC TAP

XAC SUAT THONG KE

Biénsoan: Ts.LE BA LONG

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

LOI NOI PAU

Ly thuyét X4c sudt théng ké 1a mot by phan cua toan hoc, nghién ctru cac hién tugng ngﬁu
nhién va tmg dung chung vao thyuc té. Ta c6 thé hiéu hién tuong ngiu nhién 1a hién twong khong
thé noi trudc né xay ra hay khong xay ra khi thyc hién mot 1an quan sat. Tuy nhién, néu tién hanh
quan sat kha nhiéu 1an mot hién tugng ngiu nhién trong cac phép thir nhu nhau, ta c6 thé rat ra
duoc nhitng két luan khoa hoc vé hién tuong nay.

Ly thuyét xac suét ciing 1a co s¢ dé nghién ciru Thong ké — mén hoc nghién ciru cac cac
phuong phap thu thap thong tin chon mau, xur 1y thong tin, nham rat ra cac két luan hodc quyét
dinh can thiét. Ngay nay, voi su hd tro tich cuc ciia may tinh dién tr va cong nghé thong tin, 1y
thuyét xac suat thong ké ngay cang dwoc tmg dung rong rdi va hiéu qua trong moi linh vuc khoa
hoc tyr nhién va xi hoi. Chinh vi vy Iy thuyét xac suat thong ké dugc giang day cho hau hét cac
nhém nganh ¢ dai hoc.

C6 nhiéu sach gio khoa va tai liéu chuyén khao viét vé 1y thuyét xac suit thong ké. Tuy
nhién, v&i phuong thirc dao tao tr xa c6 nhitng dac thu riéng, doi hdi hoc vién phai lam viéc doc
1ap nhiu hon, vi vdy can phai c6 tai liéu huéng dan hoc tip cua timg mon hoc thich hop cho ddi
tugng nay. Tap tai liéu “Hudng din hoc mon toan xac sut thong ké” nay dugc bién soan ciing
nham muc dich trén.

Tép tai liéu nay duoc bién soan cho hé dai hoc chuyén nganh Dién tir-Vién thong theo dé
cuong chi tiét chwong trinh qui dinh ctia Hoc vién Cong nghé Buu Chinh Vién Thong. Noi dung
ctia cudn sach bam st cac gido trinh cua cac truong dai hoc khdi k¥ thuat va theo kinh nghiém
giang day nhiéu nim ciia tac gia. Chinh vi thé, gido trinh nay ciing c6 thé dung lam tai liéu hoc
tap, tai liéu tham khdo cho sinh vién ciia cac trudng, cac nganh dai hoc va cao dang khdi ky thuat.

Giao trinh gém 6 chuong tuong ing véi 4 don vi hoc trinh (60 tiét):

Chuwong I: Céac khai niém co ban vé xéc suit.

Chuong II: Bién ngiu nhién va cac dic trung cua ching.

Chwong I1I: Véc to ngau nhién va cac dic trung cua chiing.

Chuwong IV: Luat s6 16n va dinh 1y gidi han.

Chuong V:.Thong ké toan hoc

Chuwong VI: Qua trinh ngiu nhién va chudi Markov.

Diéu kién tién quyét mon hoc nay 13 hai moén toan cao cp dai sb va giai tich trong chuong
trinh toan dai cwong. Tuy nhién vi sy han ché cta chuong trinh toan danh cho hinh thirc dao tao tir
xa, do d6 nhiéu két qua va dinh 1y chi dugc phat biéu va minh hoa chir khong co diéu kién dé
chting minh chi tiét.

Gi4o trinh dugc trinh bay theo cach thich hop ddi voi ngudi tu hoc, dic biét phuc vu dac luc
cho cong tac ddo tao tir xa. Trudc khi nghién ciru cac ndi dung chi tiét, ngudi doc nén xem phan
gidi thiéu ciia mdi chuong dé thdy dwoc muc dich ¥ nghia, yéu cau chinh cia chuong d6. Trong
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mdi chuong, moi ndi dung, ngudi doc co thé tu doc va hiéu duoc cin ké thong qua cach dién dat
va chi dan r6 rang. Pic biét ban doc nén chu y dén cac nhan xét, binh luan dé hiéu su hon hodc
mo rong tong quat hon cac két qua va hudng tmg dung vao thyc t&. Hau hét cac bai toan dugc xay
dung theo lugc do: dit bai toan, chimg minh su ton tai 10 giai bang 1y thuyét va cudi ciing néu
thuét toan giai quyét bai toan nay. Cac vi du 1a dé minh hoa truc tiép khai niém, dinh 1y hodc cac
thuat toan, vi vay s& giup ngudi doc dé& dang hon khi tiép thu bai hoc. Sau cac chuong ¢ phan
tom tat cac ndi dung chinh va cudi cing 14 cac cau hoi luyén tap. Co khoang tir 20 dén 30 bai tap
cho mdi chuong, trong mg voi 3 -5 ciu hoi cho mdi tiét 1y thuyét. Hé thdng cau héi nay bao trim
toan bo ndi dung vura dugc hoc. C6 nhiing cau kiém tra truc tiép cac kién thirc vira duge hoc
nhung ciling c6 nhitng cdu doi hoi hoc vién phai van dung mot cach tong hop va sang tao cac kién
thirc dé giai quyét. Vi vay viéc giai cac bai tap nay giup hoc vién nim chéc hon Iy thuyét va kiém
tra dugc mirc do tiép thu 1y thuyét ciia minh.

Tuy rang tac gia da rit ¢ ging, song vi thoi gian bi han hep ciing vdi yéu ciu cip bach cua
Hoc vién, vi vy cac thiéu sot con ton tai trong gido trinh 13 diéu kho tranh khoi. Tac gia rat mong
su dong gop v kién ciia ban bé dong nghiép, hoc vién xa gan va xin cam on vi diéu do.

Cubi cung ching t6i bay to sy cam on dbi voi Ban Giam ddc Hoc vién Cong nghé Buu
Chinh Vién Théng, Trung tdm Pao tao Buu Chinh Vién Thong 1 va ban bé dong nghiép da
khuyén khich dong vién, tao nhiéu diéu kién thuén loi dé chung t6i hoan thanh tap tai liéu nay.

Ha N¢i, dau nam 2006,
Lé Ba Long
Khoa co ban 1

Hoc Vién CNBCVT
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

CHUONG I: CAC KHAI NIEM CO’ BAN VE XAC SUAT

GIOI THIEU

Céc hién tugng trong ty nhién hay xa hoi xay ra mot cach ngau nhién (khong biét trude két
qua) hodc tat dinh (biét trudc két qua s& xay ra). Chang han ta biét chic chan rang 16ng ctia qua c6
mau den, mot vat duoc tha tir trén cao chic chin sé roi xuéng dét... D6 1a nhting hién tuong dién
ra c6 tinh quy ludt, tit dinh. Trai lai khi tung dong xu ta khong biét mat sip hay mat ngira s& xuét
hién. Ta khong thé biét c6 bao nhiéu cudc goi dén tong dai, c6 bao nhiéu khach hang dén diém
phuc vu trong khoang thoi gian nao d6. Ta khong thé xac dinh truée chi s6 ching khoan trén thi
truong chimg khoan. .. D6 1a nhitng hién twgng ngau nhién. Tuy nhién, néu tién hanh quan sat kha
nhiéu 1an mot hién twong ngu nhién trong nhitng hoan canh nhu nhau, thi trong nhiéu truong hop
ta co thé rat ra nhimg két luan c6 tinh quy luat vé& nhitng hién twong nay. Ly thuyét xac suét
nghién ctru cac qui ludt ciia cac hién tugng ngau nhién. Viéc nam bét cac quy luat nay s& cho phép
du bao cac hién tugng ngau nhién d6 sé xay ra nhu thé nao. Chinh vi vy cac phuong phap cia Iy
thuyét xac suat dugc ing dung rong rai trong viéc giai quyét cac bai toan thudc nhiéu linh vuc
khéac nhau cua khoa hoc ty nhién, ky thuat va kinh té-x3 hoi.

Chuong nay trinh bay mot cach c6 hé théng cac khai niém va cac két qua chinh vé Iy thuyét
X4c sut:

- Céac khai niém phép thir, bién cb.

- Quan hé gitra cac bién cd.

- Céc dinh nghia vé x4c suét: dinh nghia x4c suat theo ¢ dién, theo thdng ké.

- Céc tinh chit cua x4c suét: cong thirc cong va cong thirc nhan xac suét, xac suat cta
bién c6 dbi.

- Xac suét c6 diéu kién, cong thirc nhan trong truong hop khong doc 1ap. Cong thire xac
suit ddy du va dinh 1y Bayes.

- Day phép thir Bernoulli va xac suat nhi thirc

Khi nam viing céc kien thuc ve dai so tap hop nhu hop, giao tap hop, tap con, phan bu cua
mat tap con ... hoc vién s€ dé dang trong viéc ti€p thu, biéu dién hodc mo ta cac bién cb.

Dé tinh x4c sudt cac bién cb theo phuong phap cb dién doi hoi phai tinh sd cac truong hop
thudn loi di véi bién ¢ va sb cac trudong hop c6 thé. Vi vy hoc vién can nim vimg cac phuong
phap dém - giai tich t6 hop (dd dugc hoc & 16p 12 va trong chuwong 1 cia toan dai s6 A2). Tuy
nhién dé thuan lgi cho nguoi hoc chung toi sé nhéc lai cac két qua chinh trong muc 3.

Mot trong nhiing kho khan cia bai toan xac sudt 1a xac dinh dugc bién cb va sur dung dang
cac cong thuc thich hop. Bang cach tham khao cac vi du va giai nhiéu bai tap s& rén luyén tét ki
nang nay.
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

NOI DUNG
1.1. PHEP THU VA BIEN CO

1.1.1. Phép thir (Experiment)

Trong thyc té ta thuong gdp nhiéu thi nghiém, quan sat ma cac két qua ctia n6 khong thé du
béo trude duoc. Ta goi chung 14 cac phép thir ngau nhién.

Phép thir ngau nhién thudng dugc ky hiéu bai chit € . Tuy khong biét két qua sé xay ra nhur
thé nao, nhung ta c6 thé liét ké duoc hodc biéu dién tit ca cac két qua cua phép thir €. Mdi két
qua ctia phép thir ¢ dugc goi 1a mot bién cb so cap. Tap hop tit ca cac bién cb so cdp clia phép
thir dugc goi 1a khong gian mau, ky higu Q.

Vidu 1.1:

= Phép thir tung dong xu c6 khong gian mau a Q = {S , N }

= Vi phép thir tung xtc xic, cac bién ¢b so cap co thé xem 13 s6 cac ndt trén mdi mit xudt
hign. Vay Q = {1,2,3,4,5,6}.

= Phép thir tung dong thoi 2 dong xu c6 khong gian mau 1a

Q ={(S,5),(S,N),(N,S),(N,N)|.

Chu ¥ rang ban chét cua cac bién cb so cip khong co vai tro dic biét gi trong 1y thuyét xac
sudt. Chang han c6 thé xem khong gian mau cua phép thir tung dong tién 1a Q = {O, 1}, trong do6 0
13 bién ¢ so cap chi mat sip xuét hién va 1 dé chi mat ngira xut hién.
1.1.2. Bién cd (Event)

Vi phép thir € ta thuong xét cac bién ¢ (con goi 1a su kién) ma viéc xay ra hay khong
xay ra hoan toan dwgc xac dinh boi két qua cua ¢ .

M&i két qua @ cua € duoc goi 13 két qua thuan loi cho bién ¢6 4 néu 4 xay ra khi két
quacua ¢ la .

Vi du 1.2: Néu goi 4 1a bién ¢ s6 ndt xuat hién 1a chin trong phép thir tung xtc xic & vi
du 1.1 thi 4 c6 cac két qua thuan loi 13 2, 4, 6.

Tung hai déng xu, bién ¢ xuét hién mot mat sép mot mat ngra (xin am duong) co6 cac két
qua thuan lgi la (S, N); (V,S).

Nhu vay mdi bién c6 4 dugc dong nhat véi mot tap con ciia khong gian mau Q bao gobm
céc két qua thuan loi d6i véi A .

M&i bién cb chi co thé xay ra khi mot phép thir duge thuc hién, nghia 13 gin véi khong gian
mau nao do. C6 hai bién cb dic biét sau:

e Bién co chac chan 1a bién co ludén ludn xay ra khi thuc hién phép thir, bién c0 nay trung
v6i khong gian mau Q.

e Bién co khéng thé 1a bién cb nhét dinh khong xay ra khi thyc hién phép thir. Bién cb
khong thé dugc ky hiéu ¢ .
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

Tung mét con xuc xac, bién co xuat hién mat cd so not nhd hon hay bang 6 la bién chac
chan, bién c6 xuat hién mat c6 7 not 1a bién co khong thé.
1.1.3. Quan h¢ giira cac bién co
Trong ly thuy¢t xac suat nguoi ta xét cac quan hé sau day cho cac bien co.
a. Quan h¢ kéo theo
Bién c6 A kéo theo bién co B, ky hi¢u 4 < B, néu A xayra thi B xay ra.
b. Quan hé bién co6 doi
Bién c0 doi cia A4 1a bién c6 duoc ky hiéu la 4 va duoc xac dinh nhu sau: 4 xay ra khi va
chi khi 4 khong xay ra.
c. Tong cua hai bién co
Tong cua hai bién c0 4, B 1a bién co dugc ky hiéu 4 U B. Bién co AU B xay ra khi va chi
khi c6 it nhat 4 hodac B xay ra.
n
Téng ctia mot day cac bién ¢b {4}, 4, ..., 4, | 1a bién ¢& | J4; . Bién cb nay xay ra khi c6
i=l1
it nhat mot trong cac bién co 4; xdy ra.
d. Tich cua hai bién co
Tich cua hai bién co A4, B 1a bién co duoc ky hiéu AB . Bién c0 AB xay ra khi va chi khi
ca hai bién c6 4, B cung xay ra.
n
Tich cia mét day cac bién co {Al , Ay ,...,An} 1a bién co HAi . Bién c0 nay xay ra khi tat
i=1
cd cac bien cO 4; cung xdy ra.
e. Bién co xung khac
Hai bién s0 4, B goi la xung khdc néu bién co tich AB 1a bién c6 khong the. Nghia la hai
bien co nay khong thé dong thoi xdy ra.

Chu ¥ rang cac bién cd voi phép toan tong, tich va Iy bién cd ddi tao thanh dai s6 Boole
do @6 cac phép toan duge dinh nghia ¢ trén c6 cac tinh chat nhu cac phép toan hop, giao, liy phan
bu ddi véi cac tap con ciia khéng gian mau.

f. H¢ diy d cac bién ¢
Day cac bién ¢b A4,4,,...,4, duogc goi la mot hé déy du céc bién cb néu:
i. Xung khéc timg d6i mot, nghia 1a 4,4; = ¢ véimoi i# j=1,..,n,
B n
ii. Tong cua chiing 1a bién c6 chac chac, nghia la U A =Q.
i=1
Piic biét voi moi bién ¢ A , hé {4, 4 | 1a hé day du.
5
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

Vi du 1.3: M6t nha may c6 ba phan xudng san xuét ra cing mot loai san pham. Gia sir rang
mdi san pham ciia nha may chi do mot trong ba phan xuéng nay san xuit. Chon ngiu nhién mot
san phém, goi A;, 45,43 1an luot 1a bién ¢b san phém dugc chon do phan xuong thu nhét, tht
hai, thir ba san xuat. Khi d6 hé ba bién cé 4, 4,, A5 1 hé day di.

g. Tinh ddc lap cia cac bién ¢

Hai bién ¢ 4 va B duoc goi 1a doc 1ap voi nhau néu viée xdy ra hay khong xay ra bién ¢
nay khong anh hudng téi viée xay ra hay khong xay ra bién ¢ kia.

Tong quét cac bién cd 4, 4, ,...r 4, dugce goi 1a doc lap néu viéc xay ra hay khong xay ra
ciia mot nhom bat ky k bién cb, trong @6 1< k < n, khong 1am anh hudng téi viéc xay ra hay
khong xay ra cua cac bién cb con lai.

Pinh Iy 1.2: Néu 4, B doc lap thi céc cap bién ¢b: 4, B; A,B; A, B ciing doc 1ap.

Vi du 1.4: Ba xa thil o#, B, € mdi nguoi bén mot vién dan vao muc tiéu. Goi A4,B,C lan

luot 14 bién cb o, B, @ bin tring muc tiéu.
a. Hay mo t4 cac bién cb: ABC, ZEZ’, AuBUC.

b. Biéu dién cac bién ¢o sau theo A4,B,C :

D : Co it nhat 2 xa tha ban tring.

- E: Conhiéu nhit 1 xa thu ban tring.

- F: Chi c6 xa thii @ ban tring.

- G: Chic6 1 xa thi ban triing.
c. Cac bién cd 4,B,C co Xung khéc, c6 doc lap khong ?
Gidi:

a. ABC :ca 3 déubantrang. ABC : ca 3 déu ban trugt. 4 B UC : co it nhat 1 ngudi
bén trang.
b. D=ABUBCUCA.
C6 nhidu nhat mot xa thu ban tring c6 nghia la co it nhét hai xa thu bén truot, vay
E=ABUBCUCA.
F=ABC. G=ABCUABCUABC.
c. Babién cd 4,B,C doc lap nhung khong xung khic.
1.2. PINH NGHIA XAC SUAT VA CAC TiNH CHAT

Viéc bién ¢ ngiu nhién xay ra hay khong trong két qua ctia mot phép thir 13 diéu khong thé
biét hodc doan trude duge. Tuy nhién bang nhitng cach khac nhau ta c6 thé dinh lugng kha niang
xuat hién cua bién cd, d6 1a xac suat xuat hién cua bién c.
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

X4c sudt ciia mot bién ¢d 1a mot con sb dic trung kha nang khach quan xuét hién bién cb d6
khi thyc hién phép thur.

Duya vao ban chat cua phép thir (d6ng kha ning) ta c6 thé suy luan vé kha niang xuit hién
ctia bién cd, voi cach tiép can nay ta c6 dinh nghia x4c suat theo phwong phap co dién.

Khi thyc hién nhiéu lan 13p lai doc 1ap mot phép thir ta c6 thé tinh duge tan suat xuat hién
ctia mot bién cb nao d6. Tan suat thé hién kha nang xuét hién cua bién cb, voi cach tiép can nay ta
¢6 dinh nghia x4c suit theo thong ké.

1.2.1. Pinh nghia c¢6 dién vé xac suit
Gid sir phép thir € thod man hai diéu kién sau:
(i) Khéng gian mdu cé mot sé hitu han phan tir.
(ii)  Cdc két qua xay ra dong kha nang.
Khi @6 ta dinh nghia xdc sudt ciia bién co A la

s0 truong hop thuan loi déi véi 4

P(4) = - — (1.1)
sO truong hop c6 the
Néu xem bién ¢b A nhu 14 tp con cta khong gian mau Q thi
s6phantirciad |4
P(A) = = = 1.1y

s6 phan tir clia Q |Q|

Vi du 1.5: Bién ¢ 4 xuét hién mat chin trong phép thir gieo con xuc xic & vi du 1.1 ¢6 3

. : 3 1
truong hop thuan loi (|4 = 3) va 6 trudng hop c6 thé (| = 6). Vay P(4) = Pt
Dé tinh x4c suit cb dién ta sir dung phuong phap dém cua giai tich t6 hop.
1.2.2. Céc qui tic dém
a. Qui tic cong
Néu co my céach chon loai dbi tuong xp, mo cach chon loai ddi tuong X, ..., m, cach

chon loai déi tuong Xx,,. Cac cach chon dbi twong x; khong trung voi cach chon x j néu i # J
thi c6 my + my +---+ m,, cach chon mot trong cac dbi tuong da cho.

b. Qui tic nhan

Gia st cong viec H gom nhiéu cong doan lién tiép Hy, H, ..., H} va mdi cong doan
H; c6 n; cach thyc hién thi co tat ca Ny XNy X-++xXny cach thyc hién cong viéc H .

c. Hoan vi

Mdi phép dbi chd ctia n phan tir dwoc goi 1a phép hoan vi n phan tir. Sir dung quy tic
nhan ta co thé tinh duoc:

Co6 n! hoan vi n phan ta.
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

d. Chinh hop

Chon 1an lugt & phan tir khong hoan lai trong tip 7 phén tir ta dwoc mot chinh hop chép
k cta n phan tir. St dung quy tic nhan ta c6 thé tinh duoc s6 cac chinh hop chap k cta n phan
tu la

k n!

A, =— 1.2
T -k -
e. T6 hop

Mot t6 hop chdp k cua 7 phan tir 1a mot tap con k& phan tir cia tdp 7 phan tir. Cling c6
thé xem mot to hop chap k cua 7 phan tir 1a mot cach chon dong thoi & phén tir cia tip # phan
tar.

Hai chinh hop chap k ciia # phan tir 1a khac nhau néu:

= ¢ it nhat 1 phan tir ciia chinh hop nay khong ¢ trong chinh hop kia.
= cac phan tr déu nhu nhau nhung thi tu khac nhau.

Do d6 v6i mdi to hop chap &k cua 7 phan tir c6 k! chinh hop twong tmg. Mit khac hai
chinh hop khac nhau tng véi hai t6 hop khac nhau 1 khac nhau.

Vay sb cac t6 hop chap k ctia n phan tir 1a

Mgl COp
K k(n—k)!

cy (13)

Vi du 1.6: Tung mot con xtic xac hai lan. Tim xac suat deé trong d6 c6 1 lan ra 6 not.

Gidi: Sb cac trudong hop co6 thé 12 36. Goi A 1a bién cb « trong 2 1an tung con xuc xéc c6 1
1an dugc mat 6”. Néu 1an thtr nhat ra mit 6 thi 1an tht hai chi c6 thé ra cac mat tir 1 dén 5, nghia la
¢6 5 truong hop. Tuong ty ciing c6 5 truong hop chi xuat hién mit 6 ¢ 1an tung thir hai. Ap dung

10

quy tic cong ta suy ra xac suat dé chi co mot 1an ra mat 6 khi tung xtic xdc 2 lan 1a %

Vi du 1.7: Cho cic tir ma 6 bit duoc tao tir cac chudi cac bit 0 va bit 1 dong kha ning. Hiy
tim x4c suét ctia cac tir co chita & bit 1, véi k=0, ....6.
Q

Gidi: Sb truong hop c6 thé | = 2. Pat 4, 1a bién b " tr mi ¢6 chira k bit 1" . C6 thé

xem mdi tir md c6 chira & bit 1 12 mot t6 hop chap k ciia 6 phan tir, vay s6 truong hop thuan loi

. ] : 6!
dbi voi A, 13 sb cac td hop 6 chap k. Do dé |4, |=Cl =———
¢ i cul A= =6
, A 6!
Vay xac suat cua cac bién co tuong ing P(Ak):—6, k=0,..,6.
Kl(6-k)12

Vi du 1.8: Mot nguoi goi dién thoai quén mat hai s6 cudi cua so dién thoai va chi nhd dugc
rang chung khac nhau. Tim xac suat dé quay ngau nhién mdt lan dugc diing so can goi.
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Gidi: Goi A 1a bién cb “quay ngiu nhién mot lan dugc dung s6 can goi”. SO cac truong hop
¢6 thé 1 sb cac cap hai chit s6 khac nhau tir 10 chir s6 tir 0 dén 9. N6 bang s cac chinh hop 10

chap 2. Vay sd cac truong hop c6 thé 1a A120 =10-9=90. Sé cac trudng hop thuan lgi ciia 4 1a

1. Dodo P(d) =
90

Vi du 1.9: Mot cong ty can tuyén 2 nhéan vién. C6 6 ngudi ndp don trong d6 ¢ 4 nit va 2
nam. Gia str kha nang tring tuyén cua ca 6 ngudi 1a nhu nhau. Tinh xéac suat bién cd:

a. Hai nguoi trang tuyén la nam
b. Hai ngudi tring tuyén 13 nit

c. C6 it nhat Init triing tuyén.

Ql=C¢ =15.

Gidi: S6 trudng hop co thé
a. Chicé 1 truong hop ca 2 nam déu tring tuyén do d6 xéac suat twong ing la P =1/15.
b. Coé Cf =6 céach chon 2 trong 4 nir, vy xac suat tuong tmg P =6/15.

c. Trong 15 trudng hop c6 thé chi c¢6 1 trudng hop ca 2 nam dugc chon, vay co 14 truong
hop it nhét 1 nit duoc chon. Do do x4c suit twong tng P =14/15.

1.2.3. Pinh nghia thong ké vé xac suit

Dinh nghia xac suét theo ¢ dién truc quan, d& hiéu. Tuy nhién khi sb cac két qua c6 thé vo
han hodc khong ddng kha ning thi cach tinh xéac suat c¢6 dién khong ap dung dugc.

Gid sir phép thir € cé thé dwoc thuc hién Idp lai nhiéu lan déc ldp trong nhing diéu kién
giong hét nhau. Néu trong n ldn thwe hién phép thir € , bién c6 A xudt hién k,(A) ldn thi ti s6

ky (4)

n

Jn(A) =

duoe goi la tan sudt xudt hién ciia bién cé A trong n phép thir.
Ngueoi ta chitng minh dwoc (dinh 1y ludt s6 I6n) khi n tang 1én v6 han thi f, (A) tién dén

mét gidi han xdc dinh. Ta dinh nghia gidi han ndy la xdc sudt cia bién cé6 A, ky hiéu P(A).

P(4) = lim f,(A) (1.4)

Trén thuc té P(A4) duoc tinh x4p xi boi tan suat f,(A4) khi n di 16n.

Vi du 1.10: Mot cong ty bao hiém mudn xac dinh x4c sudt d& mot ngudi My 25 tudi s& bi
chét trong nam to1, nguoi ta theo doi 100.000 thanh nién va théy réng c6 798 nguoi bi chét trong
vong 1 nam sau d6. VAy xéac sut can tim xap xi bang 0,008.

Vi du 1.11: Thong ké cho thiy tan suét sinh con trai xap xi 0,513. Vay x4c suit dé bé trai ra
doi 16n hon bé gai.

Nhan xét: Dinh nghia xac suit theo thong ké khic phuc duoc han ché cia dinh nghia cb
dién, n6 hoan toan dua trén céac thi nghiém quan sat thuc té dé tim xé4c suét cta bién cb. Tuy nhién

9
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dinh nghia théng ké vé xac suit cling chi ap dung cho cac phép thir ma co thé lip lai duoc nhidu
1an mét cach doc lap trong nhimng diéu kién gidng hét nhau. Ngoai ra dé xac dinh mot cach twong
d6i chinh x4c gié tri cta xac sudt thi can tién hanh mot sb n du 16n 1an cac phép thir, ma viée nay
d6i khi khong thé 1am dwoc vi han ché vé thoi gian va kinh phi.

Ngay nay véi sy tro gitip ciia cong nghé thong tin, ngudi ta ¢6 thé mod phong cac phép thir
ngau nhién ma khong can thuc hién cac phép thir trong thuc té. Diéu nay cho phép tinh xac suat
theo phuong phap théng ké thuan tién hon.

1.2.4. Pinh nghia xic suit theo hinh hoc

Pinh nghia 1.3: Gia sir khong gian mau € co thé biéu dien twong ng voi mot mién ndao
do co dién tich (thé tich, do dai) hitu han va bién co A twong ting véi mot mien con cua Q thi
xac sudt cua bien co A dwoc dinh nghia:

_ diéntich 4

P(A)=— .
dién tich Q2

yA

Vi du 1.12: Hai nguoi ban hen gdp nhau 6 mét ¢
dia diém trong khodng thoi gian tur 12h dén 13h. Moi
nguoi co thé dén diém hen mot cach ngau nhién tai
mot thoi diém trong khoang thoi gian noi trén va ho
quy udc rang ai dén trude thi chi doi ngudi kia trong

vong 15 phat. Tinh x4c suét dé hai nguoi gap nhau. =

Gidi: Gia sir x, y 1a thoi diém nguoi thir nhat 12
va thir hai dén diém hen thi 0<x <60, 0< y <60.

Vay mdi cap thoi diém dén (x;») 1a mot diém 0 15 60 %
cta hinh vuong Q = [0, 60]2 .

Goi A 1a bién ¢ hai nguoi gap nhau thi

A= {(x;y)eQHx—y|S15}: {(x;y)eQ|—15+x£y£x+15}.

o 2
= p(q) = JentchALy & 4 O _ 7
dién tich Q 602 16 16

1.2.6. Cac tinh chit va dinh Iy xac suit
1.2.6.1. Cic tinh chit ciia xdc sudt

Céc dinh nghia trén clia x4c suat thoa mén cac tinh chat sau:

1. V&imoibiéncd 4:
0<P(A)<I. (1.5)

2. Xac suat ctia bién ¢ khong thé bang 0, xac suét ctia bién ¢ chic chan bang 1.
P($)=0, P@Q)=1 (1.6)

10

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

1.2.6.2. Qui tic cong xdc sudt
a. Trwong hop xung khic
Néu A, B 1 hai bién c6 xung khic thi
P(AU B) = P(A)+ P(B). (1.7)
Tong quat hon, néu {Al ,Ay,..., A, } 1a ddy cac bién cb xung khic ting d6i mot thi
n n
P(U A,.] = P(4;). 1.7y
i=1 i=1
Tir cong thire (1.6) va (1.7)” ta c6 hé qua: Néu {4, 4,,..., 4, } 1d mot hé day du thi
n
D P(4)=1 (1.8)
i=1
b. Truong hop téng quat
= Néu 4, B 1a hai bién cd bt ky thi
P(AU B) = P(A)+ P(B)— P(AB) (1.9)
= Néu 4,B,C lababién cd bat ky thi
P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB)— P(BC) — P(CA) + P(ABC) (1.9)

= Néu {4),4,,..., 4, | 1a ddy cic bién c6 bit ky

P[n Ai}=iP(Ai)—ZP(AiAj)+ ZP(AiAjAk)—---+(—1)”—1P(AlAz...An). (1.9)”
i=l1 i=1

i<j i<j<k

Vi du 12: M6t 16 hang ¢6 25% san phém loai I, 55% san phém loai II va 20% san phém loai
III. San phém duoc cho 13 dat chét lugng néu thudc loai I hodc loai 1. Chon ngéu nhién 1 san
pham tim x4c suit dé san pham nay dat tiéu chuan chét lugng.

Giai: Goi 4;,4,,43 lan luot 1a bién cb san phém duoc chon thudc loai 1, 11, III. Ba bién c¢d
nay xung khac timg doi mét. P(4;) = 0,25, P(A4,) =0,55, P(4;)=0,20.Goi A 1a bién cb sin

phém duoc chon dat tiéu chudn chét luong. Vay A= 4, U A4, .
P(A4)=P(4;)+P(4,)=0,25+0,55=0.,8.
Ap dung cong thirc (1.8) cho hé day du {A, A } ta dugc quy tic xac sudt bién cb dbi
1.2.6.3. Quy tic xdc sudt ciia bién cé doi
Véi moi bién c6 A4

P(A)=1-P(4). (1.10)

11
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1.2.5. Nguyén Iy xéc suét 16n, xac suat nhé

Mot bién ¢ khong thé co xac suat bang 0. Tuy nhién mot bién ¢ co xac suat bang 0 van c6
thé xay ra trong mot sb 16n cac phép thir. Qua thuc nghiém va quan sat thuc té, nguoi ta thy rang
cac bién cb co xac sudt nho s& khong xay ra khi ta chi thuc hién mot phép thir hay mét vai phép
thir. Tir d6 ta thira nhan nguyén 1y sau day, goi 1a “Nguyén 1y xac suat nho™: Néu mét bién co cé
xdc sudt rat nhé thi thiee té ¢é thé cho rang trong mot phép thir bién cé dé sé khong xdy ra.

Ching han mdi chiéc may bay déu c6 mot xac suat rit nho bi xay ra tai nan. Nhung trén
thuc té ta van khong tir chdi di may bay vi tin tuong rang trong chuyén bay ta di su kién may bay
roi khong xdy ra.

Hién nhién viéc quy dinh mgt mtrc xac suét thé nao duoc goi 1a nho s€ phu thude vao tirng
bai toan cu thé. Chang han néu xac sut dé may bay roi 1 0,01 thi x4c suat d6 chua thé dugc coi
1a nho. Song néu xac sudt mot chuyén tau khoi hanh chdm 13 0,01 thi ¢6 thé coi ring xac suét nay
la nho.

Mitc x4c sudt nho nay duge goi 1a mikc y nghia. Néu o 1a mirc ¥ nghia thisé f=1-«a goi
13 d6 tin cdy. Khi dua trén nguyén 1y xac sut nho ta tuyén bd rang: “Bién ¢cb 4 cb xac suat nho
(tirc 1a P(A) < &) s& khong xdy ra trén thuc t&” thi d6 tin cdy cia két luan trén 1a £ . Tinh dung
dan cta két luan chi xay ra trong 100 - 3% truong hop.

Tuong ty nhu vy ta c6 thé dua ra “Nguyén 1y xac sudt 16n”: “Néu bién c6 A c6 xdc sudt
gan bang 1 thi trén thuc té cé thé cho rang bién co dé sé xday ra trong mét phép thi”. Cling nhu
trén, viéc quy dinh mot mirc xac suét thé nao duogc goi 1a 16n s€ tuy thudc vao tirng bai toan cu
thé.

1.3. XAC SUAT CO PIEU KIEN
1.3.1. Pinh nghia ca cac tinh chit clia xac suit cé diéu kién

Xdc sudt cua bién cé6 B duwoe tinh trong diéu kién biét rang bién c6 A da xay ra dwoc goi
la xdc sudt cia B voi diéu kién A. Ky hiéu P(B|A).

Tinh chat

> Néu P(4) >0 thi

P(B|4)= Ri4B) 1.11)

P(4)

> Khicddinh 4 v6i P(4)>0 thi xdc sudt c6 didu kien P(B|4) c6 tht ca céc tinh chét
clia xac suat thong thudng (cong thire (1.5)-(1.10)”) d6i voi bién ¢b B.

Chang han:

P(E‘A): 1- P(B|4), P(B, U B, |4)= P(B,| 4)+ P(B,| 4)- P(B,B, | 4).

12
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Vi du 13: Gieo dong thoi hai con xuc xac can doi. Tinh xac suat dé tong so not xuat hién
trén hai con xtc xac > 10 biét rang it nhat mdt con da ra not 5.

5

2
. , , - 11
Gidi: Goi A 1a bién c6 " it nhat mot con ra nét 5. P(A):I—P(A):l—(—j =

6) 36
Goi B 14 bién c¢d "tong s6 ndt trén hai con >10"
Bién ¢ AB c6 3 két qua thuan loi 12 (5,6), (6,5), (5,5).

Viy P(AB)=% = P(B|A)=336 ;é:fl
1.3.2. Quy tic nhén xéc suit
1.3.2.1. Trwong hop doc lap:
= Néu 4, B 14 hai bién ¢ doc lap thi
P(AB) = P(A)P(B). (1.12)
= Néu {4, 4, ..., 4,} 1a cac bién cb doc lap thi
P(A44y...4,) = P(4,)P(4,)..P(4,). (1.13)
1.3.2.2. Trwong hop tong qudt:
. P(AB) = P(4)P(B| 4) (1.14)

» P(AAy...4,)=P(4)P(A|4)P(4|44)...P(A4,| 4 4.4, ). (1.15)

Vi du 1.14: Tui I chtta 3 bi tréng, 7 bi do, 15 bi xanh.
Tai II chtra 10 bi trang, 6 bi do, 9 bi xanh.

Tir mdi tii 1y ngau nhién 1 bi. Tim xéc suat dé 2 bi dugc rat tir 2 i 13 ciing mau.
Gidi: Goi 4,, Ay, A, 1an lugt 1a bién cb bi dugc rat tir tai 1 14 trang, do, xanh.

B,, B4, B, lan lugt 1a bién c6 bi dugc rat tir tai 11 14 trang, do, xanh.
Cac bién cd 4,, Az, A, doc lap véi cac bién cb B,, B;, B, . Vay xéc suat dé 2 bi duoc

rit cing mau la
P(A4B,w A;B; U AB,)=P(A4B,)+P(A4;B;)+P(A4,B,)
= P(4,)P(B,)+P(4z)P(By)+P(4:)P(By)

310 7 6 159 207
2525 2525 2525 625
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Vi du 1.15: M6t thu kho c6 mot chum chia khoa gdm 9 chiéc, bé ngoai ching giéng hét
nhau nhung trong d6 chi c6 dung 2 chiéc mé duoc kho. Anh ta thir ngiu nhién timg chia (chia nao
khong trang thi bé ra). Tinh x4c suit ¢&& mé duoc kho ¢ 1an thi ba.

Gidi: Ky hiéu 4, 1 bién c6 "thir ding chia & 1an thir i". Vay x4c suat can tim 1a
—— —\ (| —— 762 1
P(Al A2 A3) :P(Al )P(A2 ‘Al )P(A3|Al A2 ):———:—.
987 6
1.3.3. Cong thirc xac suat diy di
Pinh Iy 1.3: Néu {4, 45, ..., 4,} 1a mot hé day dii céc bién cb. Véi moi bién ¢b B cia
cung mdt phép thu, ta co
n
P(B)=YP(4;)P(B|4) (1.16)
i=1
1.3.4. Cong thirc Bayes
Pinh Iy 1.4: Néu {4, 4, ..., 4,} 12 mt hé ddy du céc bién cb. Vi moi bién o B cia
cung mot phép thir sao cho P(B) >0 tacé:

_P(4B) _ P(4)P(B|4)

P(B) ﬁ:P(Ai)P(B | 4;)

i=1

P(4;|B) (1.17)

Giai thich: Trong thuc € cic xdc suat {P(4)), P(4,), ..., P(4,)} da biét va dugc goi 1a
céc xdc sudt tién nghiém. Sau khi quan sat biét dugc bién cd B xdy ra, cac x4c suét ciia A, duoc
tinh trén théng tin nay (xac suét co diéu kién P(Ak | B)) duoc goi 1a xdc sudt hdu nghiém. Vi vay
cong thirc Bayes con dugc goi 1a cong thirc xac suit hau nghiém.

Vi du 1.16: M6t tram chi phat hai tin hi€u A va B véi xac Sut tuong ung 0,85 va 0,15. Do
c6 nhiéu trén duong truyén nén 1/7 tin hiéu A bi méo va thu dugc nhu tin hiéu B con 1/8 tin hiéu
B bi méo va thu duoc nhu A.

a. Tim xéc sudt thu duoc tin hiéu A.
b. Gia sir d thu duwoc tin hiéu A. Tim x4c suat thu duoc dang tin hi¢u luc phat.
Gidi: Goi 1a A bién ¢6 "phat tin higu A" va B 1a bién ¢4 "phat tin hidu B". Khi do {4, B}

1a hé day du. Goila T bién c6 "thu dugc tin hiéu A" vala Tp bién ¢ "thu dugc tin hi¢u B".

P(4)=085, P(B)=0,15; P(Ty|4)= % P(T,|B)=

0| —

a. Ap dung cong thiic xac suat day di ta co xac suat thu dugc tin hidu A:

P(T,)= P(4)P(T,| 4)+ P(B)P(T| B)= 0,85 x g +0,15 x% = 0,7473.

14

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

b. Ap dung cong thic Bayes ta c6

6
PP(Ty|4) 0855

P4|T,)= T 0 = 0,975.

Vi du 1.17: Ngudi ta ding mot thiét bi dé kiém tra mot loai san phdm nhim xéac dinh san
pham c6 dat yéu cau khong. Biét ring san pham c6 ti 1& phé pham 1a p% . Thiét bi c6 kha ning
phat hién dung san pham 13 phé phdm véi x4c sudt @ va phat hién ding san pham dat chat lugng
v6i xac sudt £ . Kiém tra ngau nhién mot san pham, tim xac suit sao cho san pham nay:

a. Duogc két luan 1a phé pham (bién cd A4).

b. Puoc két luan 1a dat chat luong thi lai la phé phém.

c. Duoc két luan dang véi thuc chét cua no.

Gidgi: Goi H 14 bién c6 “san pham duoc chon 12 phé pham”. Theo gia thiét ta cé:
P(H)=p, P(4|H)=a, P(Z‘ﬁ):ﬂ.
a. Ap dung cong thire ddy da cho hé ddy da {H,ﬁ} ta co:

P(A)=P(H)P(4 |H)+P(E)P(A |ﬁ) = pa+(1- p)(1-p).

X P(H‘;)_P(HZ)_ p(l-a)
|  P(4) pl-a)+(-p)f

c. P(AH)+P(AH )=P(H)P(4 |H)+P(E)P(Z‘ﬁ) = pa+(1-p)j.

1.4. DAY PHEP THU BERNOULLI

Déy cdc phép thir ldp lai, doc ldp, trong méi phép thir chi ¢6 2 két cuc: A, A va xdc sudt
xudt hién cia bién c6 A khéng doi P(A) = p, (0< p <1) duwoc goi la day phép thir Bernoulli.

p 14 x4c suét thanh cong trong mdi lan thir.
Kihiéu H, la bién c6 " 4 xuat hién ra ding k 1an trong n phép thi".
bat B, (k;p) = P(Hy).
Pinh 1y 1.1: P, (k;p)=Cp*1-p)"*; k=0,1,..n. (1.18)

Chirng minh: H, 13 tong cua C,f cac bién cd xung khéc timg d6i nhan dugc bang cach

hoan vi cac cht 4 va A trong bién co tich sau:

k 14an n—k lan

15
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M&i bién ¢b nay c6 xac suét P(A...AA..A)=p*(1-p)"*.
H—/H—/
k 1an n—k lan
~ k_k -k
Vay P,(k;p)=C,p (1-p)"".

Pinh Iy 1.2:

M. P, (k;p>=(”‘,'§%lﬂn (k-1:p) (1.19)

(ii). Khi k ting tir 0 dénn thi P,(k; p) méi dau ting sau d6 giam va dat gid tri 16n nhét

tai kK = m thoa man:
(n+Dp-1<m<(n+D)p (1.20)
Nhu vay,
» Khi (n+1)p khong nguyén thi m = [(n +1) p] (1a phan nguyén cia (n+1)p).

» Khi (n+1)p nguyénthi m=(n+1)p—1hoac m=(n+1)p

PmaXZPn(m_l;p):Pn(m;p) (1.20y
Chirng minh:
n! k n—k

N O L (n—k+1p

= = , tir d6 c6 (1.19).
P,(k-1;p) n! Pl gk kq

(k=D!(n—k+1)!
P k - P k
19y = —nksp) ktD)A=p) poge BKD) g henyp,

Py(k+1;p)  (n=k)p Py (k+1; p)
Vay P, (k;p)<P,(k+1;p) khi k<(n+1)p-1

= P,(k;p)<P,(m;p) ¥V k<(n+1)p-1.
va P,(k;p)>P,(k+1;p) khi k=(n+1)p
= B, (k;p)<P,(m;p) ¥V k>(n+1Dp,

trong d6 m 1a s6 tw nhién thoaman (n+)p—-1<m<(n+1)p.

Khi m =(n+1)p thi Balm=1:p) _ _(n+D(A-p)p =
Py(m;p)  (n—(n+D)p+1)p
= P,(m~1;p)=P,(m;p).

Pinh nghia 1.1: m xdc dinh béi cong thire (1.20) hodc (1.20)" dwoc goi la gid tri chdc
chan nhit ciia s6 thanh cong hay gia tri cé kha ndng xay ra lom nhat. P, (m; p) la so hang trung

tém ciia phdn bé nhj thirc.
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Vi du 1.19: Tin hi¢u thong tin dugc phat di 3 lan doc lap nhau. Xac suét thu duoc mdi lan 1a
0.4.

a) Tim xac suat dé ngudn thu nhan dugc thong tin ding 2 1an.
b) Tim xé4c sudt dé ngudn thu nhan dugc thong tin do.
¢) Néu mudn xac sudt thu duge tin > 0,9 thi phai phat di it nhat bao nhiéu lan.

Gidi: C6 thé xem mdi lan phat tin 13 mot phép thir Bernoulli ma sy thanh cong cta phép thir
1 ngudn thu nhan dugc tin, theo gia thiét xac suat thanh cong cia mdl lan thir 13 0,4. Vay:

a) Xac suat dé ngudn thu nhan dugc thong tin ding 2 1an 1a
Py(3;0,4) = C3(0,4)*(0,6) = 0,288 .
b) Xac suat dé nguén thu nhan dugc thong tinla P=1- (0,6)3 =0,784.

¢) Xac suat dé ngudn thu nhan dugc thong tin khi phat # 1an1a P=1- (O,6)n .

Vay néu mudn xac suat thu duoc tin> 0,9 thi phai phat di it nhat » 1an sao cho:

1-(0,6)" 20,9 < (0,6)" <01 < n> g0 _ =1 4504 chonn=s.
1g(0,6) —1=0,778
TOM TAT
Phép thir

Trong thuc té ta thudng gip nhibu thi nghiém, quan sat ma cac két qua cua n6 khong thé dy
béo trude duoc. Ta goi chung 14 cic phép thir nglu nhién. Mdi két qua cua phép thi € duoc goi
12 mot bién cb so cp. Tap hop tit ca cac bién cb so cip cua phép thir dwgc goi la khong gian mau,
ky hiéu Q.

Bién co

MGdi bién c¢6 A duoc dong nhit v6i mot tp con ciia khong gian mau Q bao gém cac két
qua thudn loi d6i véi 4.

Xac suit

Xac suét ctia mot bién cb 1a mot con sb dic trung kha ning khach quan xuét hién bién ¢ d6
khi thyc hién phép thur.

DPinh nghia co dién vé xac suat

s0 truong hop thuan loi doi véi 4

Xéc suat ciabiéncd 4 1a P(A4) =

s0 trudong hop co thé
Pinh nghia thong ké vé xac suit
Xac suat cia biéncé 4 1a  P(A) =~ f,(A) = @ trong d6 k,, (A) s6 1an xuat hién bién
¢d A trong n phép thir.
17
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

Nguyén 1y xac suit nhé

Néu mot bién ¢ c6 xac suat rt nho thi thue té co thé cho réng trong mot phép thu bién ¢
do6 sé khong xay ra.

Nguyén Iy xac suét 16n

Néu bién cd 4 c6 xéac sudt gan bang 1 thi trén thyc té ¢ thé cho rang bién cb do s& xay ra
trong mot phép thur.

Quan hé¢ kéo theo
Bién cb A kéo theo bién ¢c6 B, ky hiéu 4 B, néu A xayra thi B xay ra.
Quan hé bién c6 doi
A labién cb dbicia 4. A4 xay ra khi va chi khi A khong xay ra.
Tong cia hai bién co

Bién ¢ AU B tong cta hai bién ¢ 4, B xay ra khi va chi khi c6 it nhat 4 hodc B xay ra.

n
Bién co tong U A; cia mot day cac bién co {Al , Ay, A, } xay ra khi co it nhat mdt trong
i=1
cac bién co 4; xay ra.
Tich cia hai bién co

Bién cO AB cua hai bién co A4, B xay ra khi va chi khi ca hai bién ¢c0 4, B cung xay ra.

n
Bién co tich HAi cua ddy cac bién co {Al,Az,...,An} xay ra khi tat cd cac bién cO 4;
i=1
cung xay ra.

Bién c6 xung khic

Hai bién s6 4, B goi la xung khic néu AB 14 bién cb khong thé.

Hé day di cac bién cb

Day cac bién cd A1, 4;,..., 4, dugce goi 1a mot hé déy du céac bién ¢b néu chung xung khéc
ting d6i mot va tong cua chiing 1a bién ¢ chic chic.

Tinh déc lap ciia cac bién cb

Hai bién co 4 va B duoc goi la doc 1ap véi nhau néu viée xay ra hay khong xay ra bién co
nay khong dnh huong téi viec xay ra hay khong xdy ra bién co kia.

Tong quét cac bién cd 4, 4, ,...n 4, dugce goi 1a doc 1ap néu viéc xdy ra hay khong xay ra

ctia mot nhom bat ky k bién cb, trong @6 1< k < n, khong 1am anh hudng téi viéc xay ra hay
khong xay ra cta cac bién cb con lai.

Qui tac cong
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

n n
Trueong hop xung khac: P(A U B) = P(4)+ P(B) ; P(U A,} =Y P(4;).
i=1 i=1

Truong hop tong quat
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AB)
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)—P(AB)— P(BC)— P(CA)+ P(ABC)

P(O AI-J = Zn:P(AI-)—ZP(Al—AjH > P(4;A; AL )=+ (=D P(4, 4y..4,) .
i=1 i=1

i<j i<j<k
Quy tic xac suit ciia bién c6 doi
P(A)=1-P(A).
Xac sudt c6 diéu Kién
Xac suét ctia bién ¢d B dugc tinh trong diéu kién biét rang bién c6 4 da xay ra dugc goi la
xéc sudt ciia B v6i didu kién 4, ky hicu P(B|4).
Quy tic nhan
Truong hop doc ldp:
P(AB) = P(A)P(B). P(44,..A,)=P(4,)P(4,)..P(4,).
Truong hop khong doc lap:
P(4B) = P(4)P(B| 4);
P(44y... 4,) = P(4 )P (4| 4 )P( 45| 4y 4y)...P(A,| 4 4y... 4, ).

Cong thirc xac suit diy di

Gia st {4, 4y, ..., 4,} 1a mdt h¢ day du . Vi moi bién cd B ta co:

P(B)=Y P(4)P(B|4).
i=1

Cong thirc Bayes
Néu {Al, A, ..., An} 1a mot hé day du va véi moi bién ¢b B sao cho P(B) >0 taco :

_ P(4B) _ P(4)P(B|4)

P(B) fP(A,.)P(B |A,.)

i=1

P(4|B)

Day phép thir Bernoulli

Diy cac phép thur 1ap lai, doc lap, trong mdi phép thir chi ¢6 2 két cuc: 4, A va x4c suat
xuat hién cua bién c6 4 khong d6i P(4) = p, (0 < p <1) dugc goi 1a diy phép thir Bernoulli.
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

Khi m =[(n+1)p] thi P,(m;p)=C"p™(1-p)"™ dat gia tri 16n nhit. Goi m 1a gi4 tri

¢6 kha ning xay ra 16n nhat cta diy phép thir Bernoulli.

CAU HOI ON TAP VA BAI TAP

1.1 Ta c6 thé co hai khong gian mau Q céc bién ¢ so cip cho ciing mot phép thir € ?
bung I:I Sai I:I .

1.2 Cécbiéned 4 va AUB 1 xung khéc.
bung I:I Sai I:I .

1.3 Haibiéncd 4 va B xung khic thi P(4U B) = P(4)+ P(B).
Pung I:I Sai I:I .

1.4 Thong tin lién quan dén viéc xuét hién bién ¢ B lam ting xac suat cua bién cb 4, tic 1a
P(A|B)> P(A4)?

bung I:I Sai I:I .
1.5 Hai bién c6 xung khic 13 hai bién cb doc 1ap.
Dung I:I Sai I:I .
1.6 Céc bién cb dbi cua hai bién cb doc lap cling 1a ddc lap.
bung I:I Sai I:I
1.7 Xac suét cua tong hai bién c6 doc 1ap bang tong xac suit cua hai bién ¢ nay.
bung I:I Sai I:I
1.8 Xéc suét ciia tich 2 bién cb xung khéc bang tich 2 xac suat.
bung I:I Sai I:I
1.9 He 2 bién cb {4, 4/ 1a hé day du.
Dung I:I Sai I:I -
1.10 Cho Q= {a,b,c,d} trong do cac bién c¢b so cép 1a dong kha ning. Bién c¢6 4 = {a,b} va
B = {a, c} 1a phy thude vi chiing cting xay ra khi bién cb so cip a xay ra.

buing I:I Sai I:I

1.11 Trong mdt hom dung 10 chi tiét dat tiéu chuan va 5 chi tiét 1a phé pham. Lay dong thoi 3
chi tiét. Tinh x4c suat:

a) Ca3chi tiét léy ra thudc loai dat tiéu chuan.
b) Trongsd 3 chi tiét 14y ra c6 2 chi tiét dat tiéu chuan.
1.12 Thang may ctia mot tda nha 7 ting xuét phat tir ting mot véi 3 khach. Tim xac suit dé:

a) Tatcd cung ra ¢ tang bon.
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

b) Tt ca cing ra & mot tang
¢) MObingudi ra mot ting khac nhau.

1.13 Mot ngudi goi dién thoai cho ban nhung lai quén mét 3 chit sé cubi va chi nhé rang ching
khac nhau. Tim xac suat dé nguoi do quay s6 mot 1an dugc ding s6 dién thoai ctia ban.

1.14 Ta kiém tra theo thi ty mot 16 hang c6 10 san phélm. Madi san phém thudc mot trong hai loai:
Tét hodc Xau. Ky hiéu A, (k= m) 13 bién c6 chi san pham kiém tra thit & thudc loai xau.
Biéu dién céc bién c sau theo 4, :

a) Ca 10 san pham déu xau.

b) C6 it nhat mot san pham xau.

¢) C6 6 san pham kiém tra dau 1a tét, cic san pham con lai 1a xAu.
d) C6 6 san pham kiém tra dau 1a xau.

1.15 Hai nguoi cing ban vao mot myc tiéu. Kha ning ban tring cia timg ngudi 1 0,8 va 0,9.
Tim x4c suét:

a) Chi c6 mot ngudi bin tring muc tiéu.
b) C6 ngudi bin trang muc tiéu.
¢) Ca hai nguoi ban truot.

1.16 Co cau chit lugng san pham ciia nha may nhu sau: 40% san pham 1a loai I, 50% san pham I3
loai II, con lai 1a phé pham. L4y ngiu nhién mot san pham cia nha may. Tinh xac suat san
pham lay ra I phé pham.

1.17 C6 1000 vé s6 trong d6 c6 20 vé trang thuong. Mot ngudi mua 30 vé, tim xac suat dé nguoi
do trung 5 vé.

1.18 Dé duoc nhap kho, san pham ctia nha may phai qua 3 vong kiém tra chit luong doc 1ap nhau.
Xéc suét phat hién ra phé phém 0 cac vong lan luot theo thu tw 14 0,8; 0,9 va 0,99. Tinh xéac
suat phé pham duoc nhép kho.

1.19 Mot thit kho c6 mot chiim chia khoa gém 9 chiéc trong giéng hét nhau trong d6 chi c6 mot
chiéc mé duge kho. Anh ta thir ngau nhién ting chia khoa mot, chiéc nao dugce thi thi khong
thir lai. Tinh x4c suat anh ta mo dugc ctra & 1an th thu 4.

1.20 Mot 16 hang c6 9 san pham. Mdi lan kiém tra chat lugng 1dy ngau nhién 3 san pham. Sau
khi kiém tra xong tra lai vao 16 hang. Tinh x4c suit dé sau 3 lan kiém tra 16 hang, tit ca cac
san pham déu dugce kiém tra.

1.21 Mot nha may 6t6 c6 ba phan xwong I, 11, III cling san xuat ra mot loai pit-tong. Phan xudng
I, IL, III san xuét tuong ung 36%, 34%, 30% san luong cua nha may, voi ty 1¢ phé phém
twong tng la 0,12; 0,1; 0,08.

a) Tim ty 1& phé phdm chung ciia nha may.
b) LAy ngiu nhién mot san pham kiém tra va duoc san pham la phé pham. Tinh xac suat dé
phé pham d6 1a do phan xudng I, I1, I1I san xudt.
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Chuwong 1: Cac khdi niém co ban vé xac suat

1.22 C6 bbén nhom xa thii tap ban. Nhom thir nhét ¢6 5 ngudi, nhém thit hai ¢6 7 ngudi, nhom thir
ba c6 4 ngudi va nhom thir tu ¢6 2 ngudi. Xac suat ban trang dich cia mdi ngudi trong nhom
thtr nhat, nhom thir hai, nhém tha ba va nhém th tu theo tht tu 14 0,8; 0,7; 0,6 va 0,5. Chon
ngau nhién mot xa thi va biét réng xa thu nay béan truot. Hay xac dinh xem xa thu nay c6 kha
nang & trong nhom nao nhét.

1.23 Bén hai lan doc 1ap v6i nhau mdi 14n mét vién dan vao cung mot bia. Xac sudt tring dich cua
vién dan tht nhit 12 0,7 va cua vién dan tht hai la 0,4 . Tim xéc suét dé chi c6 mot vién dan
trang bia (bién cd A). Sau khi ban, quan tric vién bao c6 mot vét dan & bia. Tim xac suat dé
vét dan do6 1a vét dan cua vién dan tha nhét.

1.24 M4t nha may san xuat mot chi tiét cua dién thoai di dong cé ty 1€ san phém dat tiéu chuan
chat luong 1a 85%. Trudc khi xuat xuong ngudi ta dung mot thiét bi kiém tra dé két luan san
pham c6 dat yéu cau chit lugng hay khong. Thiét bi c6 kha ning phat hién dung san phdm dat
tiéu chuan véi xac suat 12 0,9 va phat hién dung san pham khong dat tiéu chuan voi xac suat
12 0,95. Tim xé4c suit dé 1 san phém duoc chon ngau nhién sau khi kiém tra:

a) DPuoc két luan 1 dat tiéu chuén.
b) Puoc két luan 1a dat tiéu chuén thi lai khong dat tiéu chuén.

¢) Puoc két luan ding véi thyc chét cia no.
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

CHUONG II: BIEN NGAU NHIEN VA CAC PAC
TRUNG CUA CHUNG

PHAN GIOI THIEU

Trong chuong nay ta khdo sat cac bién co gan voi cac gia tri nao do, khi cac gia tri nay thay
doi ta dugce cac bién ngau nhién.

Khai ni¢m bién ngau nhién (con dugc goi la dai lugng ngau nhién) va cac dac trung cua
chung la nhitng khai ni€m rat quan trong cua ly thuyét xac suat.

Doi voi bién ngiu nhién ta chi quan tim dén van dé bién ngau nhién ndy nhan mot gia tri
nao dé hodc nhan gia tri trong mdt khoang nao do6 véi xac suat bao nhiéu. N6i cach khac bién
ngau nhién X co6 thé dugc khao sat thong qua ham phan bo xac suat cia ndé F(x) = P{X < x} .
Nhu vay khi ta bict qui luat phan bo xac suat cua mot bién ngau nhién thi ta d@ nam duogc toan bo
thong tin vé bién ngau nhién nay.

Khi bién ngau nhién chi nhan cac gia tri roi rac thi ham phan bd xac suat hoan toan duoc
xac dinh bdi bang phan bo xéac suat, do 1a bang ghi cac gid tri ma bién ngau nhién nhan véi xac
suat twong tmg. Khi bién ngau nhién nhan gia tri lién tuc thi ham phan bo xac suat dugc xac dinh
béi ham mat do xac suat.

Ngoai phuong phap sir dung ham phan bo dé xac dinh bién ngau nhién, trong nhiéu truong
hop bai toan chi doi hoi can khao sat nhitng dic trung co ban clia bién ngau nhién.

Céc déc trung cua bién ngau nhién dugc chia thanh hai loai sau:

X/

% Céc dic trung cho vi tri trung tAm cia bién ngau nhién nhu: Ky vong, Trung vi, Mét.

% Cac dic trung cho d6 phan tan cta bién ngau nhién nhu: Phuong sai, D6 léch chuan, Hé
s0 bién thién, HE s bat doi xtrng va Hé¢ s6 nhon.

Trong cac bai toan thuc té ky vong duoc sir dung dudi dang loi nhuan ky vong con phuong
sai dé tinh muc do rui ro ciia quyét dinh. Trong k§ thudt do l1éch chuén biéu dién sai s6 ctia phép
do.

Trong chuong nay ta xét cac quy luat phan bd xac sudt quan trong sau:
- Quy luat nhi thuc, quy luat nay thuong gap trong day phép thir Bernoulli.

- Quy luat Poisson, quy luat nay thuong gip trong bai toan vé qua trinh dém sy xuét
hién bién ¢ A nao do. Qua trinh dén cua cac hé phuc vu.

- Quy luat phan bb déu, quy luat phan bd déu trén mot doan 1a quy luat phan bd xéac suat
ctia bién ngau nhién lién tuc dong kha ning ldy gia tri trong khoang d6. Quy ludt phan
bd déu c6 tmg dung rong trong thong ké toan. N6 co ¥ nghia to 10n trong cic bai toan
str dung phuong phép phi tham sé.
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

- Quy luat phan bd mi.

- Quy luat phan b Erlang-k.
- Quy luat chuén.

- Quy luat khi binh phuong.
- Quy luat Student.

Phén bd chudn thuong duge gip trong cac bai toan vé sai sb khi do dac cdc dai luong trong
vat ly, thién van ... Trong thuc té, nhiéu bién ngau nhién tuan theo quy luat chuén hoic tiém cin
chuan (dinh 1y giéi han trung tim) ching han: trong lwong, chiéu cao cia mét nhoém ngudi nao do,
diém thi cta thi sinh, ning suit cdy trong, muc l4i sudt cia mot cong ty, nhu cau tiéu thu cia mot
mat hang nao do ...

V61 moi quy luat phan bo xac suat ta s€ khao sat bang phan bd xéac suat hoac ham mat do
cac tinh chat va cac dac trung cua no.

bé hoc tot chuong nay hoc vién phai nam virng dinh nghia xac suat, bién c0 va cac tinh chat
cua chung.

Céc dic trung cua bién ngdu nhién dugc xac dinh thong qua tinh tong cta cac sd hang nao
d6 (trudng hop bién ngau nhién roi rac) hodc tinh tich phan xac dinh (truong hop bién ngau nhién
lién tuc). Vi vay hoc vién can 6n tap vé tich phan xac dinh.

NOI DUNG
2.1. BIEN NGAU NHIEN
2.1.1. Khai niém bién ngiu nhién
Pinh nghia 2.1: Bién ngdu nhién X 1a dai herong nhdn cdc gid tri nao dé phu thudc vao
cdc yéu t6 ngdu nhién, nghia la véi moi gid tri thue x € R thi {X < x} la mot bién cé ngau nhién..

Nhu vay doi voi bién ngau nhién nguoi ta chi quan tdm xem ndé nhan mot gia tri nao do
hodc nhan gia tri trong mét khoang nao d6 véi mét xac suat bao nhiéu.

Vi du 2.1: Céc dai luong sau 1a bién ngiu nhién
e S6 ndt xuat hién khi gico mot con xuc XAc.
e Tudi tho cia mot thiét bi dang hoat dong.
e S6 khach hang vao mot diém phuc vu trong 1 don vi thoi gian.
e Sb cude goi dén mot téng dai.
e Sai s6 khi do luong mot dai luong vat 1y ...
2.1.2. Phan loai
Ngudi ta phan cac bién ngiu nhién thanh hai loai:

¢ Bién ngdu nhién roi rac néu n6 chi nhan moét so hiru han hodc v6 han dém duogc cac gia

tri. Nghia la c6 thé liét ké cac gid tri thanh mot day x;,x,,....
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¢ Bién ngau nhién lién tuc néu cac gia tri cua nd c6 thé lap day mot hodc mot so cac

khoang hitru han hodc v6 han va xac sudt P{X = a} b@fmg khong véi moi a.
Vidu 2.2:

e Goi X 1a sb not xuat hién khi gieo mot con xuc xac thi X 14 bién ngau nhién roi rac nhan
cac giatri 1,2,3,4,5,6.

e Goi Y 1a tudi tho cua mot thiét bi dang hoat dong thi Y Ia bién ngau nhién lién tuc nhan
gia tri trong mdt khoang.

e Goi Z la sb khach hang vao mot diém phuc vu trong 1 don vi thoi gian, Z la bién ngau
nhién roi rac nhén céac gia tri 0,1,2,...

e S6 cudc goi dén mot tong dai 1a bién ngau nhién roi rac nhan céac gia tri 0,1,2, ...

e Sai sb khi do ludong mot dai luong vat ly ¥ nao @6 la bién ngau nhién lién tyc nhan gia tri
trong mot khoang.

2.1.3. Ham phan bd xéc suit

Pinh nghia 2.2: Ham phdn bo xdc sudt (cumulative distribution function, viét tit CDF) ciia
bién ngdu nhién X la ham sé F(x) xdc dinh véi moi x € R béi cong thirc:

F(x)=P{X <x}; —0<x<o (2.1)
Ham phén bé co cac tinh chat sau:
a. 0<F(x)<1véimoi xeR, 2.2)

b. F(x) 1a ham khong giam, lién tuc bén trai. Néu X 1 bién ngau nhién lién tuc thi F(x)

la ham lién tuc.

c. F(-o)= lim F(x)=0; F(+x)= lim F(x)=1, (2.3)
X—>—00 X—>+00
d. Pla< X <b}=F(b)—F(a). (2.4)

2.2. BIEN NGAU NHIEN ROI RAC
2.2.1. Bang phan bo xac sut ciia bién ngiu nhién roi rac

Véi bién ngau nhién roi rac chiing ta c6 thé nghién ctru thong qua bang ghi cac gia tri ma
bién ngau nhién nhan véi xac suat tuong tng, do6 la bang phan bo xac suat.

Giad su bién ngau nhién X chi nh@n céc gid tri x;, x5, ... vOi Xxdc suat twong ung

pizP{X=xl~}. p; >0 va ZP:‘ZI-

1

Béng phan bo xac suat cia X c¢6 dang sau:

X | x| X
P ‘P1 P2
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e Néu bién ngau nhién roi rac X nhéan vo han céc gia tri x;, x,, ... thi ham phan bo co6

dang:

néu x<x;

F(x)= { 0 2.5)

pPL+Py+ o+ prg néu xp_ <x<x;, Vk
Db thi cia F(x) 12 ham bac thang c6 budc nhay tai X1y Xo,y e
e Néu X chinhan cac gia tri x, x5, ..., x,, thi cac bién cb
(X=x},{X=x}, ... {X=x,} (2.6)

1ap thanh hé day du cac bién cb.

Ham phan bd ¢ dang:
0 néu  x<x
F(x)=<py+py+-+pry n€u x;_; <x<x; 2.7)
1 néu x> x,

Vi du 2.3: Chon ngau nhién 3 bi tir mot tii ¢6 6 bi den, 4 bi tring. Goi X 1a sb bi tring
trong 3 bi vira chon thi X 1a mét bién ngiu nhién roi rac. Tim bang phan b va ham phan bd.

A GEn ol
Giii: P{X=o}=—36=i, P{X=1}=%:—5
Cio 30 Cio 30
1,2 3
P{X=2}_C6f4 -2 P{X=3}:C_§1=L
Cio Cip 30
, . X 0 1 2 3
Bang phan bo xéc suat: |
P 15/30 15/30 9/30 1/30
0 nfu x<0
5/30 néu O0<x<l
Ham phén bé: F(x)=420/30 néu 1<x<2
29/30 néu 2<x<3
1 néu x>3
Do thi
26
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

yA

30/30
29/30 -

N

20/30 D

5/30 €

=y

0 1 2 3

2.2.2. Qui luat nhj thire B(n; p)

Pinh nghia 2.3: Bién ngau nhién roi rac X nhan cdc gid tri 0, 1, ..., n véi xdc sudt twong
wng
PiX =k}=CfpFg"™" 2.8)

trong @6 n la sé tw nhiénva 0< p <1, g =1— p, dwoc goi la ¢6 phdn bé nhi thike tham sé n, p,
ky hiéu X ~ B(n;p).

Béng phan bd xac suit cia bién ngiu nhién cé quy luat nhi thirc A (n; p)

X ‘ 0 1 k n

P ’ C,?poq” C}d)lq”_1 C,]fpkq"_k C,’,’p"qo

Nhan xét:
1. Thuc hién n phép thir Bernoulli v6i x4c suét thanh cong cta bién ¢d A trong mdi lan
thrla p.
Véi mdi i =1,2,...,n; néu & lan thir thir i bién c6 4 xuét hién ta cho X, nhan gia tri 1,
néu bién c6 A khoéng xut hién ta cho X . nhéan gid tri 0. Nhu vay X, la bién ngiu nhién roi

rac c6 bang phan bo:

X, 0 1
P ‘ I-p p
X, dwoc goi la ¢6 phén bo khéng- mot A(p). (2.9)

Goi X 1a s6 thanh cong trong n phép thir Bernoulli nay thi
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

X=X +Xy++X,~AB(n;p) (2.10)
2. T (2.10) suy rarang néu X ~ B(n;p) va ¥ ~ B(n,; p) thi
X+Y ~AB(n +n,y;p) (2.11)
2.2.3. Phan bd Poisson
Pinh nghia 2.4: Bién ngau nhién X nhdn cdc gida tri k =0, 1, 2, ...vdi xdc sudt

NG
k!
goi la ¢6 phén bé Poisson tham sé6 A >0, ky hiéu X ~P()).

P{X=k}=e (2.12)

Trong thuc té vi mot s gia thiét thich hop thi cic bién ngau nhién 1a cac qua trinh dém
sau:

1) S6 cude goi dén mot tong dai.

2) S6 khach hang dén 1 diém phuc vu.

3) Sé xe ¢d qua 1 ngi tu.

4) S4 tai nan (xe cd); s6 cac su cd xdy ra @ mot dia diém ...

trong mot khoang thoi gian xac dinh nao d6 s& co phan bd Poisson v6i tham sé A 14 téc do trung
binh dién ra trong khoang thoi gian nay.

Vi du 3.3: O mot téng dai di¢én thoai cac cudc goi dén mot cach ngau nhién, doc lap va
trung binh ¢6 2 cudc goi trong 1 phit. Tim x4c sut dé:

a) C6 dung 5 cudc goi dén trong 2 phit (bién c¢b A).

b) Khéng c6 mot cude goi nao trong 30 gidy (bién cb B).

¢) C6 it nhét 1 cudc goi trong 10 gidy (bién cb C).

Gidi: Néu ky hidu X(¢) 1a s6 cudc goi dén tong dai trong khoang thoi gian ¢ phut thi
X(t)~P(2t).

5
a) X(2)~#(4),dodo P(4)=P{X(2)=5}=¢"" 45—' ~0,156.

b) X(1/2)~#(1),dod6 P(B)=P{X(1/2)=0}=¢"" ~0,3679.
¢) X(1/6)~#(1/3),do d6

P(C)=P{X(1/6)20}=1-P{X(1/6)=0}=1-¢"""> ~0,2835.

Quy luat Poisson c¢6 tmg dung rong rai trong nhiéu linh vuc thuc té nhu kiém tra chat luong
san pham, 1y thuyét quan tri dy trit, 1y thuyét sdp hang, cic hé phuc vu dam dong, cac bai toan
chuyén mach trong tong dai ...

28
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

Néu X, X, 14 hai bién ngau nhién doc 1ap c6 phan bd Poisson tham sé lan lugt A;, A, thi

X, + X, ciing c6 phan bé Poisson tham s6 4, + 4, .

Xl +X2 ~ '3?(}\’1 +}\,2) (2.13)

2.3. BIEN NGAU NHIEN LIEN TUC
2.3.1. Ham mét do phén bd xac suit ciia bién ngiu nhién lién tuc

Pinh nghia 2.5: Gid sit X la mét bién ngdu nhién lién tuc c¢6 ham phdan bo F(x). Néu ton

tai ham f(x) sao cho véi moi x € R
F(x)= j f(o)dt 2.14)

thi f(x) dwoc goi la ham mdt dp cia bién ngdu nhién X (probability density function, viét tdt
PDF).
Nhu vay gia tri cia ham F(x) bang dién tich hinh phang gii han bai d6 thi ham mat do

f(x), truc hoanh va duong thiang song song véi truc tung c6 hoang do 1 x .

f(x)4
F(x)
X X

Tinh chit ciia ham mdt dj
a. F'(x)= f(x) taicacdiém x ma f(x) lién tuc. (2.15)
b. f(x)>0 voimoi xeR, (2.16)
c. J' F(x)dx =1, 2.17)

b
d. Pla<X <bj=Pla< X <b}=Pla< X <b}=Pla sX<b}=J'f(x)dx. (2.18)

a

Vi du 2.4: Ham phan b x4c suit cta bién ngiu nhién lién tuc X c6 dang

29
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

0 voi x<0
F(x)=4kx? v6i 0<x<l
1 vor x>1

a. Xac dinh hé s6 & ;

b. Tim ham mat do xéac suat f(x).

Giai:

a. Vi ham phan bé x4c sudt F(x) liéntuc, dodd tai x=1 = 1=F(1)=kx?| =k.

x=1

b. Theo tinh chat (2.10) cia ham mat d6 xac suat ta co

0 vl x<0
f(x)=<2x v6i O0<x<l
0 vl x>1

Vi du 2.5: Bién ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do dang

0 vol x <1

X)=
S iz véi x2>1
X

Hay xac dinh:

a. Hésd k;

b. Ham phan b F(x);

c. Xéc suat P{2 <X < 3};

d. Xac suat dé trong 4 phép thur doc 1ap bién ngiu nhién X déu khong ldy gia tri

trong khoang (2,3).
Gidi:
o % T Tk | k[ o
a. Dua vao tinh chat (2.12)taco 1 = Jf(x)dx = J—zdx =—lim|— |=k,tdrdd k=1.
Cw | X a—o| X[y
b. Tt cong thirc (2.9) xac dinh ham mat dd ta co
x 0 v6i x<l1
F(x)= Hdt =1 x -1
() _{Of() 2 w6 x>l
X
o , , 2 1 1

c. Tir cong thire (2.13) ta cd P{2 < X <3}=F(3)-F(2) =375 ¢
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

L . . 1
d. Xac suat ¢ X khong lay gia tri trong khoang (2;3) trong mot phép thir bang 1— e = %

Viy xéc sudt dé trong 4 phép thir doc 1ap bién ngiu nhién X déu khong ldy gié tri trong khoang
4
. 5
(2;3) bang [g] ~0,48.

2.3.2. Quy luat phén bd déu U(a,b)

Pinh nghia 2.6: Bién ngdu nhién X dioc goi la cé phan bé déu trén [a,b] néu ham mat

do cua no xac dinh boi:

1
néu a<x<b
f(x)=1b-a (2.19)
0 néu nguoc lai
Ham phan bd

0 néu x<a

X
F(x) = j floydt=45— néu a<x<b (2.20)
- 1 néu x>b

Vay X c6 kha nang nhan gia tri trong khoang [a,b] 1a “déu nhau” va khong nhan gia tri

ngoai [a,b].
A
1(x)
F(x)
1
b—a
0O a x b x'

D6 thi ham mat do ctia phan bé déu U(a, b)

F(x)]

v

0 a b x

D6 thi cia ham phan b déu U(a,b)
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

Quy luat phan bd déu c6 nhiéu tmg dung trong thong ké toan nhu mé phong thdng ké, dic
biét trong phuwong phéap phi tham sd. Trong mot sd 1y thuyét két luan théng ké nguoi ta thuong
xudt phét tir quy tic sau ddy: Néu ta khong biét gi vé gia tri ctia tham s can ude luong thi mdi gia
tri co thé co cuia tham sé do6 1a dong kha ning. Piéu d6 dan dén viéc quan niém tham s can udc
lwong nhu mot bién ngau nhién c6 quy luat phan bd déu.

2.3.3. Phan b6 mii

Pinh nghia 2.7: Bién ngau nhién X duoc goi la ¢6 phan bé mii tham s6 A >0 néu cé ham

mdt do:
f()= {ﬂe_’%x né{u x>0 2.21)
0 néu x<0
Ham phan bd
X 0 néu x<0
F(x)= _jw F(0)dt = {1 S A8 £/, (2.22)

Phan bd mi thuong xuat hién trong cac bai todn vé thoi gian song ciia mdt loai sinh vét,
tudi tho cua thiét bi... hodc khoang thoi gian gitra hai lan xuat hi¢n ctia mot bién co E nao dé6 ma
s0 l1an xuat hién cua E tuan theo ludt phan bd Poisson.

Vi du 2.5: Tudi tho cia mot mach dién tir trong may tinh 13 mot bién ngiu nhién c6 phan bd
mii tham s0 A > 0. Gia s tudi tho trung binh ctia mach dién tir nay la — = 6,25 (ndm). Thoi gian

bao hanh 1a 5 ndm. Hoi ¢6 bao nhiéu phan trim mach dién tir ban ra phai thay thé trong thoi gian
bao hanh.

Gidi: Goi X 1a tudi tho cua mach dién tir. X4c suat dé mach dién tur bi hong trong thoi gian
bao hanh Ia:

5

P{X <5}=1-¢"=1-¢" =1-¢"°=1-0,449=0,551.
Vay c6 khoang 55% s6 mach dién tir ban ra phai thay thé trong thoi gian bao hanh.
Bién ngdu nhién X dwoc goi la khong nhé (memoryless) néu
P{X >x+1| X >t}=P{X>x} Vx,t>0
P{X >x+t}=P{X >x|P{X >t} Vx,t>0 (2.23)

Goi F(x) 1a ham phan bé cia X , dit G(x) = P{X > x}=1- F(x). Diéu kién (2.23) c6 thé

viét lai
G(x+1)=G(x)G(1) (2.24)
Giai phuong trinh (2.24) véi didu kién G(x) =1, Vx <0 va G(+w) =0 ta dugc G(x) = e .

Vay bién ngu nhién X khong nhd khi va chi khi X c¢6 phan bd mii. Vi vy phan b mii
con duoc goi 1a phan b Markov.

32

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

2.3.4. Quy luat phéan b6 Erlang — k

Pinh nghia 2.8: Bién ngdu nhién X c¢6 phin bé Erlang—k tham sé L >0 néu ham mdt

do co dang:
A k=1 hx ’
x" e néu x>0
S(xX)=9(k-1)! (2.25)
0 néu x<0

Co thé chung minh dugc réng néu X 1> X0, Xy la k bién nga:lu nhién doc 1ap cung co

phan bb mil tham s6 A > 0 thi X = X| + X, +---+ X c6 phan bd Erlang—k tham s6 .
2.3.5. Quy luat chuin N(M;Gz)
2.3.5.1. Dinh nghia

Pinh nghia 2.9: Bién ngdu nhién lién tuc X c¢é phdn bé chudn N(u;csz), ky hiéu
X ~ N(u:;62), néu ham mét g cé dang

—(x—p)

2
e26

f(x):a\/ﬂ ;

Phan bd chuin dugc Gauss tim ra nim 1809 nén nd con duoc goi la phan b6 Gauss. Phan

VxeR (2.26)

bd chuan thuong dugc thay trong cac bai toan vé sai so gip phai khi do dac cac dai luong vt 1y,
thién van ...

Trong thuc té, nhiéu bién ngau nhién tuan theo quy luat chuén hodc tiém cén chuin (Pinh ly
gi6i han trung tdm). Chang han: trong lugng, chiéu cao ciia mot nhom ngudi nao do, diém thi cua
thi sinh, ning sut cy trong, muc ldi suat ciia mot cong ty, nhu ciu tiéu thu cia mot mat hang nao
do ...
2.3.5.2. Tinh chdt do thi ciia ham mdt dj ciia quy ludt chuén

Tir cong thirc xac dinh ham mat do (2.26) ta suy ra céac tinh chat sau cua db thi:

- Nhan tryc x = p lam tryc ddi xung.

Tiém can voi truc hoanh khi x — Foo.

Dién tich gi6i han boi d6 thi va truc hoanh bang 1.

1

.C6 2 diémudntai x=pu+o.
oV2n

- Dat cuc dai tai x = va co gia tri cuc dai b@fmg

- Do d6 khi p tang Ién thi d6 thi dich sang phai, con khi W giam db thi dich sang trai.

- Khi o ting 1én thi d thi s& thap xudng, con khi ¢ giam dd thi cao 1én va nhon hon.
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

Néu X,,X, 1a hai bién ngdu nhién doc 1ap co phan bd chudn X, ~ N(p,;0i) va
X, ~ N(u,;63) thi td hop tuyén tinh bat ky ctia X, X, cling ¢6 phan bé chudn, dic biét
2 2
X1+ Xy ~N(u +py301 +03) 227
2.3.5.3. Phén bé chuén tic
Phén bd chuan N(0;1) véi ky vong bang 0, phuong sai bang 1 goi 1a phdn bé chudn tdc.

Ham mat do cua N(0;1)

2

)
o(x) = \/;_ﬂ_ e? ; VxeR (2.28)
Ham phan bé ciia N(0;1)
D(x) = T dt=— ( _th - R
—_Oogo(t) t = ﬂ_{o e2dt ; Vxe (2.29)

C6 bang tinh sin cac gia tri ctia @(x) va®(x) (xem Phu luc I va Phu luc II).

D6 thi cia ham mat do ¢(x)
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

A

Céc tinh chat cia ham phan bd @ (x)
1) Ox)+D(—x)=1, O(—x)=1-D(x).
2)  Néu X ~ N(0;) thi

Va>0, P{X|<a}=20(a)-1, P{|X|>a}=2(1-D(a)). (2.30)

Dinh nghia 2.10: Gid tri U, goi la gid tri t6i han cua phdn b6 chudn tic mire o. néu

o l1-0)=U,. 2.31)
Néu X ~ N(0;1) thi
P{X>U,}=a; Pi|X|>U, t=a; P{|X|<U, t=1-a. (2.32)
2 2
Nguoi ta chimg minh dugc:
Je 2 . X—].L
Neu X ~ N(pn;07) thi ~ N(O;l). (2.33)
(e)
Tur d6 ta co
X—-p x—p X—H
F(x)=P{X <x}=P < =0 . (2.33)
() (e (¢)
P{a<X<b}:P{a_“<X_“<b_“}:®(b_—“j—cb[ﬂ) .33y
(¢) (e} (e} (¢) (¢)

Xac suat cua sy sai 1éch giita bién ngau nhién c6 quy ludt chudn X ~ N (u;cz) va ky vong

cua n6 dugc tinh theo cong thic

PllX-ul<e}=20 (EJ -1 (2.34)
o
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

Vidu3.4: Gid st X ~ N(u;62), p=2100, o =200 . Hiy tim:
a)  P{X >2400}.

b)  P{1700 < X <2200}

¢) Xacdinh a d&& P{X >a}=0,03.

Giii:

2400-2100

Py X >2400;=1—-®
a) P{X > 2400} ( 200

j =1-d(1,5) =1-0,9332 = 0,0668.
b) Ap dung cong thuc (3.23):

P{1700 < X < 2200} = @(Mj _ Q(M

= B(0,5)— D(-2) = 0,6688
200 200 j 0:2)=9(=2)

o Pix>a)=1-0 S22100)_g03 o o 422190 _ 9y
200 200

Tra bang ta dugc 0,97 = ®(1,881) = % =1881 = a=2476,2.

2.3.5.4. Quy tic hai xich ma va ba xich ma
Néu trong cong thirc (3.27) ta dat € = 20 tirc 1a bang hai 1an d¢ 1éch chuan cia X thi

P{|X - | <20} =2d(2)-1=0,9544. Vay

P{u-20<X < pu+20}=0,9544 (2.35)
Tuong tu thay € = 3¢ ta dugc

P{u—30 <X <u+30}=0,9973 (2.36)

Hai cong thirc trén 1a co so cia quy tic hai xich ma va ba xich ma:

Néu X ¢6 phdn bé chuan N(u;cz) thi c6 dén 95,44% gid tri cia X nam trong khodng
(,u —20; U+ 20‘) va hau nhie toan b gid tri cia X nam trong khodng (,u -30; u+ 30).
2.3.6. Quy luat khi binh phwong

Pinh nghia 2.11: Bién ngdu nhién lién tuc X c6 phdn bé “khi binh phwong” n bdc tw do,

ky hiéu X ~ 2 néu ham mat dg c6 dang

xn/2—1 _*
2 A
=1 T 0 237)
0 néu x<0
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

+00
trong d6 I'(x) = jtx_le_tdt 1a ham Gamma.
0

C6 thé chirng minh duoc rﬁng néu X 1>X2,...,X, lacac bién ngau nhién doc lap co cung

phan b chuan tic N(0,1) thi
n
SN XP =X+ X5 4+ Xy~ (2.38)
i=1
Phan b XZ do Karl Pearson dua ra vao nam 1900.

Tir (3.34) suy ra rang néu X, X, la hai bién ngiu nhién doc lap c6 phan bd khi binh
phuong lan lugt 7,va n, bac tu do thi X 1+ X, 1a bién ngau nhién c¢6 phan bd khi binh phuong

ny +n, bac tu do

Xy + Xy ~ Y 2.39)

v

)

1 (n) X

Gia tri té1 han khi binh phuong n bac tu do mic o, ky hi¢u xé (n), dugc dinh nghia nhu

sau:
2 2 _
P{x >Ya (n)}— o. (2.40)
Bang cac gia tri td1 han xi (n) dugc tinh sin trong bang & Phy lyc I11.
2.3.7. Quy luit student T(n)

Pinh nghia 2.12: Bién ngdu nhién lién tuc T c¢6 phdn bé Student n bdc ti do, ky hiéu
T ~T(n), néu ham mdt dé c¢é dang:

—(n+1)

f(t)— ( j ( ] , —0<t<o, (2.41)
n
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

trong d6 I'(x) 1a ham Gamma.
Nguoi ta chimg minh dugce rang néu Z ~ N(0;1), V ~ Xi; Z va 'V @doc lap thi

VA
Nzn

Gia trj t6i han mirc o ciia phan bd Student 7 bac tu do ky hiéu ¢, (o) théa man:

T =

~T(n) (2.42)

P{T >t,(n)}=q. (2.43)
Bang tinh cac gia tri t¢i han 7, (n) cho trong Phuy lyc IV.

Ham mat do (3.38) 1a ham chin nén do thi ddi xung qua truc tung. Khi s6 bac tu do tang
1én, phan bd Student hoi tu rat nhanh vé phan b chuén tic N(0;1). Do d6 khi n di 16n (n>30)
¢6 thé ding phéan bd chuén tic thay cho phan b Student. Tuy nhién khi # nho (7 < 30) viéc thay
thé nhu trén s& gip sai s6 1on.

(]

b7
to—1(n) o

v

~

2.4. CAC THAM SO PAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN
2.4.1. Ky vong toan

2.4.1.1. Dinh nghia

Ky vong hodc gid tri trung binh (average, mean value, expected value) ciia bién ngdu nhién
X ky hiéu la EX va dwoc xdc dinh nhw sau:

(i) Néu X roi rac nhan cac gia tri X; VOi xac sut tuong ng D= P{X = xl-} thi

EX = le.pl. (2.44)
i

(i) Néu X lién tuc c6 ham mat do f(x) thi
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

EX = Txf (x)dx (2.45)
—00
Ky vong E X ton tai néu chudi (2.44) (trudng hop 1oi rac) hoi tu tuyét ddi hodc tich phan
(2.45) (truong hop lién tuc) hoi ty tuyét dbi.
Vi du 2.6: Tinh ky vong cta bién ngdu nhién X cho & vi du 2.3.

Gidai: EX :0xi+lxl—5+2xi+3xL:§.
30 30 30 30 5
Vi du 2.7: Theo théng ké viéc mot nguoi My 25 tudi sé séng thém trén mot nam c6 xac sut
13 0,992, con xac sudt dé ngudi do chét trong vong mot nam t6i 1a 0,008. Mot chuong trinh béao
hiém dé nghi nguoi d6 bao hiém sinh mang cho 1 nim véi s6 tién chi tra 1000 d6 la, con tién
dong 1a 10 do la. Héi loi nhuén cta cong ty bao hiém nhén duge 1a bao nhiéu?
Gidi: Rd rang loi nhuan 1a bién ngdu nhién X véi 2 gia tri 14 +10 d6 la (néu nguoi bao
hiém khong chét) va —990 d6 la (néu ngudi d6 chét). Bang phan bd xac suit tuong tng.
X | =990 +10
P 10,008 0992

Do d6 ky vong E X =(-990)-0,008 +10-0,992 = 2 . Ta thiy loi nhun trung binh 13 mot
s6 duong vi vy cong ty bao hiém c6 thé 1am an c6 1ai.

Vi du 2.8: Tudi tho ciia mot loai con trung nao do6 la mat bién ngau nhién X (don vi la
thang) v&1 ham mat d nhu sau:
kx*(4—x) néu 0<x<4

0 néu nguoc lai

fx)= {
Tim ham phan bd va tim tudi tho trung binh ciia loai con tring trén.
¢ 64 3
Gidi: Vi sz (4—x)dx = . Dk = % Ham phan bd xé4c sut
0

0 nfu x<0

64 \3 4

1 néu x>4

X 3
F(x)= jf(t)dt: ﬂ(f—f) néu 0<x<4

4 5
Tudi tho trung binh E X = ijx3 (4—x)dx = 3 P
64 64

2.4.1.2. Y nghia ciia ky vong

Ky vong mang y nghia la gia tri trung binh ma bién ngau nhién nhan dugc. Gia sir bien
ngau nhién X nhan céc gia tri xy,X,,...,X,, VO1 cac tan sO tuong Ung 7,75 ,...,¥, -
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

r.x; 1a tong gia tri X nhan dugc vé6i cing gia tri x;. Do d6 rxy +7ryxy ++-+ 7, X, 12

nxy +”2X2 +"'+7"mx

tong tat ca cac gia tri X nhan duoc. ™. la gia tri trung binh cua X |, trong

n

do rp+ry,+--+r, =n.

7 < 13 (A % A s - , \ 2 fo1y (A
fi = dugc goi la tan suat nhan gia tri x; cua X . Trong truong hgp tdng quat thi tan
n

suat f; dwoc thay bang xac suit p;.
Trudng hop bién ngiu nhién lién tyc phép tinh tong cua gia tri trung binh dugc thay bang
phép tinh tich phan xac dinh.
Khai niém ky vong duoc ap dung rong rii trong nhiéu linh vue. Trong kinh doanh va quéan
1y, ky vong dugc trng dung dudi dang loi nhuén ky vong hay doanh so6 ky vong.
2.4.1.3. Tinh chit
1) E(C)=C véimoihing sb C.
2) E(CX)=CE(X) véimoihangsb C. (2.46)
3) E(X;+-+X,)=E(X})++E(X,) (2.47)

4) Cho ham sé ¢(x), xét bién ngau nhién ¥ = ¢(X) thi

Z(p(xl- )p; néuXrdiraccd p; = P{X = xl-}
i

EY = (2.48)

J.(p(x)f(x)dx néu X lié n tuc c6 ham mat do f(x)

—0o0
Dic biét ta co cac ddng thic sau néu tong hodc tich phan sau twong tng hoi ty:
( 2
in p;  néu X roirac
I
EX%=4{ , (2.49)

.[ xzf(x)dx néu X lié n tuc c6 ham mat do f(x)

—00

5) Gia st @(x, ) 1a ham hai bién sao cho @(X,Y) con la bién ngiu nhién, khi dé:

Z(p(xl-,yj)pl-j néu X roirac cé Py :P{X =xl-,Y=yj}
L]

E@o(X,Y) =1 o o (2.50)
.[ I(p(x, V)f(x,y)dxdy néu(X,Y)lién tuc c6 ham mat do f(x,y)

6) Néu X, .., X, doclapthi E(X,---X,)=E(X;)--E(X,). (2.51)
Vi du 2.10: Chon ngiu nhién 3 bi tir mot thi c6 6 bi den, 4 bi tring.
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

a) Néu chon duge 1 bi tréng s€ duoc thuong 2008. Goi Y la s6 tién nhan duoc. Tinh ky
vong cua Y.

b) Néu chon dugc 1 bi tréng s€ dugc thuong 200$ va chon duogc 1 bi den s€ dugc thuong
300$. Goi Z 1a s tién nhan duoc. Tinh ky vong ciia Z .

Gidi:

a) Goi X 1a s bi tring trong 3 bi vira chon (xem vi du 2.3) thi ¥ = ¢(X) = 200X 1a mot

bién ngau nhién roi rac ¢o6 bang phan bo sau:

Y=o(X)| 0 200 400 600

P ‘5/30 15/30 9/30 1/30

EY:Oxi+200x£+400x2+600><i:240:200EX.
30 30 30 30

b) Z =200X +3003—-X) =900-100X

= EZ :E(900—100X):900—100EX:900—100><§=780$.

Vi du 2.11: Tung con xtic xic n 1an. Tim ky vong cua tong sé ndt thu duoc.

Gidgi: Goi X;(i=1,..,n) 1a s6 ndt thu duoc & lan tung thur 7, goi X la téng s6 nét thu

n n
dugc trong n 1an tung. Nhu vay X = ZXi . Theo cong thuc (3.5)tacé EX = ZEXI- .
i=1 i=1

Cac bién ngau nhién X; d€u c6 bang phan bo xac suat nhu sau

x| 1 23 4 5 6

P|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Do d6 E X, =%(l+2+3+4+5+6)=

|
U
tr
D
Il
I
3

2.4.2. Phuong sai
2.4.2.1. Dinh nghia

Phuong sai (variance) hay d¢ léch binh phwong trung binh ciia bién ngau nhién X la dai
lwong do sw phan tan binh phwong trung binh cua X xung quanh gia tri trung binh EX .

Phuong sai cuia X duogc ky hiéu la DX hay var X va dinh nghia nhu sau:
DX =E(X-EX)’ (2.52)
oy =VDX dugc goi l1a do Iéch tiéu chuén (deviation) cua X .

Khai trién vé phai cong thirc (2.52) va ap dung céc tinh chat ciia ky vong ta co thé tinh
phuong sai theo cong thirc sau:
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

DX =EX2-(EX) (2.53)
Theo cong thic (2.49) thi phwong sai ¢6 thé tinh theo cong thirc sau:
(i). Néu X roirac nhan cac gia tri voi xac suét tuong ing D= P{X = xl-} thi
2 2
DX =>(x,-EX)*p; =D x7p; —(EX) (2.54)
i i
(ii). Néu X lién tuc c6 ham mat &6 f(x) thi

DX = T(x —EX) f(x)dx = sz f(x)dx—(E X)? (2.55)

—00 —00

Vi du 2.12: Tinh phuong sai ctia bién ngau nhién xét trong vi du 2.7.

Gidi: E X? =(-990)%-0,008+10%-0,992 = 7940

= DX =EX?—(EX)’ =7940-4=7936 = o = /DX =+/7936 ~89,08.
Diéu nay noi 1én rang mic du kinh doanh bao hiém c6 14i nhung rii ro khé 16n.

Vi du 2.13: Tinh phuong sai ctia bién ngau nhién xét trong vi du 2.8.

4

4 5 6
Giii: E)(Zzifx4(4_x)dx=i A x| _32
64+ 64| 5 6 5

2
= DX:EX2—(EX)2:%—(%] A chi

Phuong sai cuia bién ngau nhién X 13 d6 léch binh phuong trung binh quanh gié trj trung
binh E X . Trong k¥ thuat phuong sai dic trung cho mirc d6 phan tan cua céc chi tiét gia cong hay
sai s6 cua thiét bi. Trong quan 1y va kinh doanh thi phuong sai dic trung cho mic d6 rui ro cua
cac quyét dinh.

Vi du 2.8 cho thiy dau tur bao hiém cho nhimng ngudi 25 tudi 1a ¢o 14i, nhung vi du 2.12 cho
thay rui ro ctia bao hiém rat 16n.

2.4.2.2. Tinh chit
1)  D(a)=0véi moi hing sé a. (2.56)
2) D(aX)= azD(X) v6i moi hang sé a.
3)  D(aX +b)=a’D(X)véi moi hing sé a, b. 2.57)
4) Néu X 1> --» X, doc 1ap c6 cac phuong sai hiru han thi

D(a X ++a,X,)=a’D(X;)++a'D(X,). (2.58)

n
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

Noi riéng: Néu X,Y doc lap va DX, DY hiru han thi D(X iY) =DX +DY.
Vi du 2.15: Tung con xuc xic 7 1an doc lap nhau. Tim phuong sai ciia tong sd ndt xuat
hién.
n
Giai: Xét X = ZXZ- ¢ vidu 2.11. Vicac X, (i =1,...,n) ddc lap nhau, do d6 theo cong

i=1

n
thire (2.58) ta c6 DX =" DX;.
i=1

Mt khic EX, =~ : EX?=1(12+22+32+42+52+62)=2.
2 "6 6
2
Do do DXI-:%—7—:3—5. Viay DX=3—5n.
6 22 12 12

2.4.3. Phan vi, Trung vi
2.4.3.1. Phén vi
Phén vi mirc ¢ cia bién ngau nhién X c6 ham phan b F(x) 1a gié tri v, thoa man
P{X <v,}<a<P{X<v,}
Hay Fvy)<a<F(v,+0) (2.59)

e Néu F(x) lién tuc ting chat thi phan vi v, 1a nghiém duy nhat ctia phuong trinh
F(x)=a,nghiala

v, = F (@) (2.60)

X|x1 Xy
P|P1 P2

e Néu X 10irac c6 phan bo: dat P =p, +---+ p; thi

2.61)

{m, Vmelx;,x,] néu P =a<P,
A
a

Xigl néu £ <a< By
2.4.3.2. Trung vi

Phan vi muc 1/2 dugc goi 1a median hay trung vi cua X , ky hiu MedX . Nhu vay trung vi
13 diém phan chia phan b x4c suit thanh hai phan bang nhau.

2.4.4. Mét

Mot (Mode) cua bién ngau nhién X 14 gia tri ma bién ngau nhién X nhén vi xac suat 16n
nhét.
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

J< .. , A e X | X1 X .
e Neéu X roirac c6 phan bo: thi
P | P P2
X, =ModX < p; =maxi{p,p.,..| (2.62)
e Néu X lién tuc c6 ham mat do f(x)
c=ModX < f(c)=max{f(x), xeR}. (2.63)

Vi du 2.16: Bién ngau nhién X & vi du 2.3 ¢6 Mét va trung vi ModX = MedX =1.
Vi du 2.17: Tim trung vi va M6t ctia bién ngau nhién rdi rac c6 bang phan b xac suat

xX|20 21 2 23 24

P | 03 0,25 018 0,14 0,13
Gidgi: D& thiy rang ModX = 20.
Ham phén bé xéc suit cia X

0 néu x<20

0,3 néu 20<x<21
0,55 néu 21<x<22
0,73  néu 22<x<23
0,87 néu 23<x<24

1 néu x>24

F(x)=

Tu d6 suy ra MedX =21.

Vi du 2.18: Tim MedX va ModX ctia bién ngau nhién lién tuc X xét trong vi du 2.4
. 1 1

Gidi: MedX la nghiém cta phuong trinh F(x) = x? = 5 = MedX = E :

0 vGi- x<0
Hammatdo f(x)=42x v 0<x<1 datcucdaitai x=1, vay ModX =1.
0 vl x>1

Vi du 2.19: Tim MedX va ModX cua bién ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat do xéac

dinh nhu sau
0 néu trai lai

Gidi: Ham phan bo xac suat
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

0 voi x<0

3
F(x)= 3 2= ve 0<x<2
4 3

1 voli x>2

3 2 L3
MedX la nghiém cta phuong trinh F(x) = 1 =1t 3x7+2 3 O. Tuddé MedX =1.
2 0<x<2

g(1—x) Vi 0<x<2
Ham mét d6 f(x) c6 dao ham f'(x) =12

0 néu tréi lai

d6i du tir duong

sang am khi di quax =1, do d6 dat cuc dai tai diém nay. Vay ModX =1.

2.4.5. Moment, hé s6 bat dbi xirng, hé s6 nhon

1)  Moment cép k m, =EX*; k=12,.. (2.64)

2) Moment quy timcap kK u; =E (X = EX)k ; k=1,2,... (2.65)

3)  He sb bat déi ximg oy =13 véi o=DX. (2.66)
o

4)  Hé sb nhon Y (2.67)
(e)

Nhén xét:

= m=EX,pn =0, p, =DX.
* o3 domuc dd bét d6i xtng cua lut phan bb :
Néu o3 <0 thi phan bb x4c suat va d6 thi cia ham mat d¢ sé léch vé bén trai hon.
o3 =0 thi phan bd x4c suit va dd thi cuia ham mat do dbi xung.
o3 > 0 thi phan bd x4c suat va d6 thi ciia ham mat d¢ s& léch vé bén phai hon.

» Hé sb nhon o 4 dac trung cho d6 nhon cua dd thi ham mat do so v&i d6 thi ham mat do

ctia phan b chuan.
V6i bién ngau nhién c6 phan bd chuan thi o, =3.
a4 >3 thi d6 thj ham mat do s& nhon hon so v&i d6 thi ham mat d chuan.
oty <3 thi dd thi ham mat d¢ sé ti hon so v&i d6 thi ham mat do chuan.

= Khi phan b6 cia X ddi ximg hodc gan d6i xtng thi ding ky vong dé dinh vi 1a tot nhat,
song néu phan bd cia X qué léch thi nén ding Median va Mode dé dinh vi.
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

2.5. HAM PAC TRUNG

2.5.1. Pinh nghia

Ham ddc trung bién ngau nhién X ky hiéu la ¢ y (t) va dwoc dinh nghia boi biéu thirc:

@y (f)= E(e"’X ): Te"’x Fy (x)dx. (2.68)

trong &6 fy (x) ham mat do cua bién ngiu nhién X , i 1a don vi 4o théa man i 2-1.

2.5.2. Tinh chét

1))

iy} vi

Ham dic trung 1a bién d6i Fourier nguoc ciia ham mat do ¢y (£) = F

vay ham déc trung co6 cac tinh chat nhu bién doi Fourier.

2) |ox@®)|<ox(0)=1.
3) ¢y (t) xéac dinh khong am.
4) Néu bién ngiu nhién X c6 moment cap k thi ¢ y (£) c6 dao ham dén cip k va
Bl ] o' (0). (2.69)
5) Céc bién ngau nhién X1,X5,...,X, doc lap khi va chi khi
P x X +X, (t):(PX1 (t)"’(PXn (). (2.70)
6) Néu ham dic trung @ y (£) c6 bién d6i Fourier (kha tich tuyét ddi va théa man diéu kién

Dirichlet) thi ham mat d¢ duoc tinh theo cong thurc:

(D)t (2.71)

100
S Nl e—itx
& 27[_{0 o

2.5.3. Cac diic trung ciia cac quy ludt phin bd xic suét thwong gip

Quy luat xac suat Ky vong Phuong sai Ham dac trung
Nhi thite X ~ #(n; p) EX =np DX = npq ( e + q)r
Poisson X ~ #(\) EX = 1 DX = 4 ek(e”—l)
2 ibt iat

Péu X ~ U(a,b) Ex =4t | py -9 e —e

2 12 it(b—a)

. AT A o~ J 1 1 A

X ¢6 phan bo mii tham s6 A >0 EX =— DX:—2 '

A A A—it
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

Chuan X ~N(u;0”) EX =u DX = eipz—;ozzz
k
Erlang-k X ~ E; () gy =X DX — iz X_k
A A (- it)
TOM TAT

Bién ngiu nhién

Bién ngau nhién X 1a dai luong nhan cac gia tri ndo d6 phu thudc vao cac yéu to ngau
nhién, nghia 1a véi moi gia tri thuc x € R thi {X < x} 1a mot bién c6 ngau nhién.

Nguoi ta phan cac bien ngau nhién thanh hai loai:

**  Bién ngdu nhién roi rac néu nd chi nhan maot so6 hiru han hodc v6 han dém dugc cac
gia tri. Nghia la c6 thé liét ké cac gia tri thanh mot day x;,x,,....

¢ Bién ngau nhién lién tuc néu cac gia tri cia n6 cd thé lap day mdt hodc mot so cac
khoang hiru han hodc v6 han va xac suat P{X = a} bang khong véi moi a.

Ham phan bo xac suat

Ham phan bo x4c suat clia bién ngau nhién X 1a ham s6 F(x) xac dinh v6i moi x € R bai
cong thue: F(x) = P{X < x}; —0< X <00,

Bang phan bo xac suat ciia bién ngau nhién roi rac

Gia sir bien ngau nhién X chi nhan cac gia tri x|, x,, ... vO1 x4c suat tuong Ung

pi = P{X =X; } p; >0 va Zpi = 1. Bang phan bd xac sudt cia X c6 dang sau:

1
X|x1 Xy
P ‘Pl P2

Ham mét d9 phin bd xac suit ciia bién ngiu nhién lién tuc
Gia sit X 1a mot bién ngiu nhién lién tuc c6 ham phan bd F(x). Ham mat d6 cua bién
X
ngau nhién X 1aham f(x)sao cho véimoi x e R, F(x) = '[ f(t)dt.
—00
Ky vong

Ky vong hodc gia tri trung binh cta bién ngiu nhién X ky hiéu la EX va duoc xac dinh
nhu sau:

= Néu X roi rac nhin cdc gid tri x; V61 xdc suat tuong Ung p; =P{X =xl-} thi

EX:Zx,-pi

1
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

= Néu X lién tuc c6 ham mat 46 f(x) thi EX = '[xf(x)dx .

—00
Phwong sai

Phuong sai hay d6 1éch binh phuong trung binh cua bién ngau nhién X 14 dai luong do sy
phan tan binh phuong trung binh cia X xung quanh gia tri trung binh EX . Phuong sai cuia X

dugc ky hi¢u la DX hay var X' va dinh nghia nhu sau: DX = E(X -EX )2 /
Do 1éch tiéu chuin
Oy = \/ﬁ duoc goi la do 1éch tiéu chuén cua X .
Phéan vi
Phan vi mitc @ clia bién ngdu nhién X c6 ham phan bo F(x) 1a gié tri v, thoa man
P{X <v,}<a<P{X<v,}hay F(v,)<a<F(v, +0)

Trung vi

Phan vi murc 1/2 dugc goi la median hay trung vi cia X , ky hiéu MedX . Nhu vay trung vi
1a diém phén chia phan bd xac suit thanh hai phin bang nhau.

Mt
Mét (Mode) ctia bién ngau nhién X 14 gi4 tri ma bién ngiu nhién X nhan véi x4c sudt 16n nhét.
X | X1 X

thi
A 2.3,

= Néeu X roirac c6 phan bo:

X, = ModX<:>p,~0 3 maX{PbPz»---}

= Néu X lién tuc c6 ham mat d6 f(x) thi ¢ =Mod X < f(c) = max{f(x), x e R}.

Moment, hé so bat doi xirng, hé so nhon

=  Moment cap k my, =EXk; k=12,..
= Moment quy tim cip k w, =E(X —EX)k ; k=1,2,..
= He sb bAt dbi xtng oy =13 véi o=+DX.
c
»  Hé sb nhon 0L4=M—i.
c

= Hé s bat ddi xting a.y do mirc d¢ bat dbi ximg cua luat phan bo.

= Hésbnhon a 4 cho phép bd sung thém thong tin vé phuwong sai ctia phan bé.

48

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

CAU HOI ON TAP VA BAI TAP
2.1 Bién ngau nhién ludn ludn nhan gia tri dwong.
Pang [ Jsai[_].

2.2 Bién ngau nhién roi rac chi nhan mot s6 hitu han cac gia tri.

bung I:I Sai I:I

2.3 Néu bieén ngau nhién X ro1 rac chi nhan cac gia tri xq,...,x,, thi hé cac bién co {X . xl}, .

{X =x,} lap thanh mot h¢ day du.

Dung I:I Sai I:I

2.4 Ky vong cta bién ngiu nhién roi rac 1 gia tri n6 1ay thudng xuyén nhat.
Pung |:| Sai I:I

2.5 Ky vong ciia tong hai bién ngiu nhién ludn luén bang téng cac ky vong ciia no.
Pung I:I Sai I:I .

2.6 Hai bién ngau nhién c6 cing ky vong sé& c6 cung phuong sai.
Dung |:| Sai |:| .

2.7 Phuong sai cua tong hai bién ngau nhién rdi rac ludn ludn bang tong phuong sai ctia no.
Dung I:I Sai I:I .

2.8 Bién ngiu nhién ton tai phuong sai thi ciing ton tai ky vong.
Dung I:I Sai I:I

2.9 Ham méat &6 f(x) cta bién ngiu nhién lién tyc c6 tinh chat f(x)>0.

Pang [ sai[_].

o

2.10 Tong cta hai bién ngiu nhién phan bé theo quy luat nhi thirc bat ky luon ludn 1a mot bién

ngau nhién phan bd theo quy lut nhi thirc.

Ding I:I Sai |:|

2.11 Bién ngiu nhién phan bo theo quy luat Poisson 1 bién ngiu nhién rdi rac nén chi nhan mot

sO hitu han céc gia tri.

pang [ |sai[ .

2.12 Néu X 1a bién ngau nhién phan bd theo quy ludt Poisson tham sé A >0 thi ky vong, phuong

sai va mot cia X déu bang A.

Pung I:I Sai I:I

2.13 Néu bién ngdu nhién X phan b theo quy luat chuan N (u;cz) thi xac suat sai léch giita

X vaky vong cia no6 thoa man PﬂX - u| < 8}2 2(13( j—l .

&
(e}
pang [ ] sai[_].
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

2.14 Néu bién ngdu nhién X phan bd theo quy luat chuan N (},L;G2) thi a phan bé theo

quy luat chuan taic N(0;1).
Pung I:I Sai I:I
2.15 Bién ngau nhién phéan b theo quy luat Student chi nhan nhiing gié tri duong.
Dung I:I Sai I:I
2.16 Bién ngau nhién X c6 bang phan bd

x | -5 2 3
P| 0,4 0,3 01 02

Tinh ky vong EX va phuong sai DX.
2.17 Bién ngiu nhién r6i rac X nhan ba gid tri c6 thé ¢6 1a x;,x5,x3. Biét x; =4,x, = 0,6 véi

X4c sudt tuong g p1=0,5, pp=0,3 vacoky vong EX=28. Tim x5 va ps.

2.18 Cho X; v X, la hai bién ngiu nhién doc 1ap c6 bang phan b xac suat nhur sau:

X 2 3 5 X, 1 4

P 0,3 0,5 0,2 P 0,2 0,8

a) Tinh EXI, EXz, DXI, DX2
b) Tinh E(X| + X,) v D(X; + X,).

2.19 Cho X;,X,,X; laba bién ngiu nhién doc 1ap c6 bang phan bd xac sudt nhu sau:

X, 0 2 % 1 2 X, 0 2

P 06 | 04 P | 04 | 06 P | 08 | 02
- Xi+X,+X ~ —

Lap X :%. Tinh E(X); D(X).

2.20 Hai bién ngdu nhién X, Y doc 1ap. Tinh D(Z) véi:
a) Z=2X+3Y. b) Z=-3X+7Y.
Cho biét D(X)=4, D(Y)=5.
2.21 Bién ngau nhién rdi rac X nhén céc gia tri co thé co l1a x;=-1;x, =0; x3 =1. Tim céc
x4c sudt tuong Ung P1:P2:DP3 biét rang E(X)=0,1 va D(X)=0,89.

2.22 Xép ngiu nhién 5 hanh khach 1én 3 toa tau I, II, III. Goi X 14 s6 khach 1én toa Iva Y 13 sb
khéch 1én toa II va III.

a) Tinh x4c suat dé ca 3 toa déu c6 khach.

b) Léap bang phan bo xac suat ctia bién ngau nhién X va bién ngau nhién Y .
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Chuong 2: Bién ngdu nhién va cdac ddc trung cua chung

2.23 Tinh ky vong cua bién ngau nhién lién tuc X c¢6 ham mat do xac suét

COS X

S(x)=9 2
0 néu x¢(-7/27/2)

néu xe(—ﬂ/2;7r/2)

2.24 Tudi tho ctia mot loai con tring nao d6 1a mot bién ngiu nhién X (don vi 1a thang) v6i ham
mat d6 nhu sau

o ={kx2(2—x) néu 0<x<2
0 néu trdi lai
a) Tim k;
b) Tinh x4c suét dé con trung chét trudc khi né duge mot thang tudi;
¢) Tim EX, DX.

2.25 Hai xa tha A va B tap ban. Mdi nguoi ban hai phat. Xac suit ban trang dich ciia A trong moi
14n ban 14 0,4; con caa B 14 0,5.

a) Goi X la sd phat ban tring ciia A trir di s6 phat ban tring ctua B. Tim phan b xac suét
cua X, kyvong EX vaphuong sai DX.

b) Tim phan bd x4c suit cua ¥ = |X | vaky vong EY .
2.26 Mot xi nghiép c6 hai 6t6 van tai hoat dong. Xac suat trong ngdy 1am viéc cac 6t6 bi hong

tuong tmg bang 0,1 va 0,2. Goi X 1a sb 6to bi hong trong thoi gian 1am viéc. Lap bang phan
b x4c sudt, tinh ky vong EX va phuong sai DX cua X .

2.27 Cho bién ngiu nhién roi rac X ¢ bang phan bd xac suat

0 1 2 3 4 5 6 7

P 0 k 2k 2k 3k k2 ol k2 +k

a) Xac dinh k.

b) Tinh xac suat P{X >5} va P{X <3}.
¢) Tinh ky vong EX.

d) Tinh phuong sai DX .

2.28 Co 5 san pham trong d6 c6 4 chinh phdm va 1 phé pham. Ngudi ta 1dy ra lan luot 2 san
pham (1ay khong hoan lai).

a) Goi X 1a "s6 phé phdm co6 thé gip phai". Lap bang phan bd xac suit cua X.
Tinh ky vong EX va phuong sai DX.

b) Goi Y 1a "sb chinh pham c6 thé gap phai". Lap hé thtc cho biét mbi quan hé gitra Y va
X. Tinh ky vong EY va phuong sai DY.
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2.29 Mot nhém co 10 ngudi trong d6 ¢6 6 nam va 4 nit. Chon ngiu nhién ra 3 nguoi. Goi X 14 s6
nir c6 trong nhom duoc chon. Lap bang phan bd xéac suat cua X. Tinh ky vong EX.

2.30 Hai kién tuéng bong ban ngang sirc thi dau voi nhau. Hoi thing 2 trong 4 van dé hon hay
thang 3 trong 6 van dé hon.

2.31 Mot nir cong nhan quan 1y 12 may dét. Xéac suit dé mdi may trong khoang thoi gian T can
dén su cham soc cta nit cong nhan 1a 1/3. Tinh x4c suat:

a) Trong khoang thoi gian T ¢6 4 may can dén sy cham soc cua nit cong nhan.
b) Trong khoang thoi gian T c6 tir 3 dén 6 may can dén su chdm séc cua nit cong nhan.

2.32 Trong mot 16 hang c6 800 san pham loai 1 va 200 san pham loai 2. Ly ngiu nhién ra 5 san
pham theo phuong thirc ¢6 hoan lai. Goi X 1a s6 san pham loai 1 1ay duoc.

a) X tudn theo quy luat phin b gi? Viét biéu thirc tong quat ctia quy luat.
b) Tim ky vong va phuong sai cua X .
¢) Tim mdt cua X va tinh kha nang dé xay ra diéu do.
2.33 Xac sudt dé san pham san xuét ra bi hong bang 0, 1.
a) Tim xéc suat dé trong 5 san pham san xuét ra c6 khong qua 2 san pham hong.
b) Tim s6 san phdm hong trung binh trong 5 san pham do.
¢) Tim sb san pham hong c6 kha ning xdy ra nhiéu nhét.

2.34 Mot bai thi trdc nghiém gém c6 10 cau hoi, mdi cau hoi cd 5 phuong an tra 10i, trong d6 chi
c6 mot phuong an ding. Gia sir mdi cau tra 1oi ding duoc 4 diém va cau tra 15i sai bi trir 2
diém. Mot hoc sinh kém lam bai béng cach chon ht hoa mét phuwong an cho mdi cau hoi. Tinh
xac suét dé:

a) Anh ta duoc 4 diém.
b) Anh ta bi diém am.

2.35 Tin hi€u thong tin dugc phat di 5 lan doc 1ap nhau. Xac suét thu duoc tin ciia mdi lan phat 1a
0,7. Tinh xac suat:

a) Thu dugc tin hi¢u ding 2 lan.
b) Thu duoc tin hiéu nhiéu nhit 1 1an.
¢) Thu dugc tin.

2.36 Mot cau thi noi tiéng vé da phat dén, x4c sudt da vao gon 1a 4/5. C6 nguoi cho rang cir “sut”
5 qua thi chic chan rang c6 4 qua vao ludi. Pidu khing dinh d6 c6 dung khong? Tim xéc suat
dé trong 5 1an sit c¢6 ding 4 1an bong vao ludi.

2.37 O mot téng dai buu dién céc cudc di¢n thoai goi dén xuét hién mot cach ngﬁu nhién, doc lap
v6i nhau va trung binh ¢ 2 cudc goi trong mot phut. Tinh xac suat dé:

a) Co it nhat mot cude goi trong khoang thoi gian 10 gidy.
b) Trong khoang thdi gian 3 phut c6 nhiéu nhit ba cudc goi.
¢) Trong khoang thoi gian 3 phut lién tiép mbi phut c6 nhiéu nhit mot cude goi.
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2.38 Bién ngiu nhién X tuan theo quy luat chuan véi ky vong pu =10 va phuong sai c’=4.
Tinh x4c sudt d& X nhan gia tri trong khoang (8; 12).

2.39 Bién ngiu nhién X tuan theo quy ludt chuan véi ky vong p =10. Xac sudt & X nhén gia
tri trong khoang (10; 20) 13 0,3. Tim x4c sudt @& X nhén gia trj trong khoang (0; 10).

2.40 Trong luong san phém X do mdt may tuy dong san xuat 12 mot bién ngau nhién tuan theo
quy luat chuan v6i p =100 gam va do 1éch chuan o =100 gam. San pham duoc coi la dat tiéu

chuan k¥ thuat néu trong lugng ctia n6 dat tir 98 dén 102gam.
a) Tim ty 1é san pham dat tiéu chuan k¥ thuat ciia nha may.
b) Tim ty 1¢ phé pham ciia nha may.

¢) Giai thich bang db thi két qua tim dugc & phén a).

2.41 Chiéu cao cua nam gidi khi truong thanh ¢ mot ving dan cu 1a bién ngiu nhién phan bd
chuén véi ky vong n=160cm va do léch chuin o = 6cm. Mot thanh nién bi coi 1a lun néu

¢6 chiéu cao nho hon 155 cm.
a) Tim ty 1€ thanh nién lun & vung do.

b) Tim xéc suat dé 1y ngau nhién 4 nguoi thi ¢6 it nhat 1 nguoi khong bi lun.

242 Cho X, (i=1n)lacac bién nga:lu nhién doc 1ap, cung tudn theo quy luat chuén véi

E(X)) = E(X;) =..= E(X,) =u; D(X,)=D(X;)=...= D(X,) = o

- gy = I
Lap cong thtc tinh P{X —u‘ < 8} biét rang X :—ZX ; va ciing tuan theo quy luat
o=
chuan, € > 0 tuy y.
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CHUONG lll: VEC TO' NGAU NHIEN

GIOI THIEU

Véc to ngau nhién 1a mét b co6 thir tu bao gom nhiéu bién ngau nhién. Moi bien ngau nhién
12 mot thanh phan ctia véc to ngdu nhién. S6 bién ngiu nhién thanh phan goi 1a chiéu cta véc to
ngau nhién.

Tuong tu bién ngau nhién, quy luat bién ngiu nhién nhiéu chiéu dugc khao sat thong qua
ham phén bd. Trudng hop bién ngau nhién nhidu chiéu cé cac bién ngdu nhién thanh phan roi rac
dugc goi la bién ngﬁu nhién nhiéu chiéu roi rac. Néu tit ca cac bién ngﬁu nhién thanh phén lién
tuc thi bién ngiu nhién nhiéu chiéu twong tmg goi 1a lién tyc. Bién ngau nhién nhiéu chiéu roi rac
dugc x4c dinh boi bang phan bd xac suat dong thoi, con bién ngiu nhién lién tuc duge xac dinh
boi ham mat do xac suat dong thoi.

Vi bién ngau nhién hai chiéu roi rac ta c6 bang phan bd xac suat dong thoi, d6 1a bang ghi
céc gia tri ciia hai bién ngau nhién thanh phan theo hang, theo ¢t va xac suat twong ing. Dua vao
cong thirc cong xac sudt ddy di ta c6 thé tim duoc bang phan bd xac sudt cua hai bién ngu nhién
thanh ph?m. Tuong ty, tor ham mat do déng thoi ta c6 thé tim ham mat do cua bién ngau nhién
thanh phan bang cach 1y tich phéan theo cac bién thich hop.

Ngoai cac dic trung ky vong, phuong sai cua cac bién ngiu nhién thanh phan, cic véc to
ngau nhién con dugc dic trung boi hiép phuong sai va hé sé twong quan. Hé sb twong quan do
mtrc 36 phuy thudc tuyén tinh ctia hai bién ngau nhién thanh phan, hé sé tuong quan cang gan 1 thi
mirc d6 phu thudc tuyén tinh cang chat. Hai bién ngiu nhién thanh phan khong twong quan thi hé
sd tuong quan bang 0. Dya vao ddc trung nay ta co thé xdy dung ham hoi quy twong quan. Hai
bién ngau nhién doc l4p thi khong twong quan.

Tinh doc 1ap cua cac bién ngau nhién dugc nhan biét thong qua dau hidu ctia bang phan bo,
ham phan bo hoac ham mat do xac suat.

Dai v6i bién ngau nhién khong doc 1ap, bang cach ap dung cong thirc tinh xac suat c6 diéu
kién suy ra quy luat phan bo x4c suat c6 diéu kién clia cac bién ngiu nhién thanh phan.

Tl cac bién ngau nhién X, X,,..., X, va ham nhiéu bién @(x|,...,x,) ta c6 thé xay dung
cac bién ngau nhién méi @(X,..., X, ) d6 1a ham ciia cdc bién ngiu nhién da cho. Xac dinh bang

phan b x4c suat hay ham mat d6 xac suit ciia @(X7,...,X,,).

B¢ hoc tot chuong nay hoc vién can nam viing cac tinh chat co ban ctuia xac suat, xac suat
c6 diéu kién, phan bo xac suat cua bién ngau nhién roi rac; Tich phan suy rong, ham nhiéu bién.
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NOI DUNG
3.1. KHAI NIEM VEC TO NGAU NHIEN

3.1.1. Khai niém

Trong cac chuong trudc ta xét cac bién ngau nhién ma gia tri chung nhan duogc c6 thé biéu
dién bang mot s, d6 1a cac bién ngiu nhién mot chidu. Tuy nhién trong thuc té c6 thé gip cac dai
lugng ngau nhién ma gia tri nhan duoc 1a mot bd gom hai, ba, ..., n so. Nhiing dai lugng nay
dugce goi mot cach twong tng 1a bién ngau nhién hai chiéu, ba chiéu, ..., n chiéu va duoc goi
chung 14 bién ngiu nhién nhiéu chidu. Cac bién ngiu nhién hai chiéu, ba chiéu, ..., n chiéu con
duogc goi la véc to ngﬁu nhién hai chiéu, ba chiéu, ..., n chiéu.

Pinh nghia 3.1: Mot véc to nngu nhién n chiéu la mét bo co thir tw (Xl,Xz,...,Xn) VoI
cdc thanh phan X ,X,,..., X, la cac bién ngau nhién. Ta ky hiéu véc to ngdu nhién hai chiéu la
(X,Y), trong @6 X la bién ngdu nhién thanh phan thir nhat va Y la bién ngdu nhién thanh phan
thir hai.

Vi du 3.1: Mot nha may san xudt mot loai san pham. Néu kich thudc cta san pham dugc do
bang chiéu dai X va chidu rong Y thi ta ¢6 bién ngau nhién hai chiéu, con néu xét thém ca chiéu
cao Z nira thi ta c6 bién ngau nhién ba chiéu. Néu ta chi quan tdm dén trong luong va thé tich cia
san pham ta ciing dugc bién ngiu nhién hai chiéu.

Véc to ngc?u nhién n chiéu (Xl X0, ...,Xn) la lién tuc hay roi rac néu tit ca cac bién ngau
nhién thanh phan X, X,,..., X,, 14 lién tuc hay roi rac.
3.1.2. Ham phan b
Pinh nghia 3.2: Him n bién F(x;,X,,...,x,) xac dinh boi:
F(x1,X9,..,X,) = P{Xl <x1, X5 <X5,..,X, < xn} 3.1

duoe goi la ham phdn bé cia véce to ngau nhién X = (Xl,Xz,...,Xn) hay dwoc goi la phin bo

dong thoi cua cdc bién ngau nhién X,,X,,...,X,,.

Ham phén b6 dong thoi c6 cac tinh chét:

. 0<F(x,x9,...,x,)<1. 3.2)

2. lim F(x,%,,...,x,)=0, v6i k nao d6 thudc {1, ...,n}. (3.3)
Xj—>—00

3. lim F(x;,%5,..,x,)=1. 3.4)

(X15--05 X, )>(00,...,0)
4. F(x;,X,,...,x,) khong giam theo timg bién.

5. lim F(xl,...,xk,...,xn)=P{X1 <x1,...,Xk_1 <xk_1,Xk+1 <xk+1,...,Xn <xn}
Xj—> 0

6. Dicbiét F(x,y)la ham phin bd cta véc to ngdu nhién hai chidu (X,Y) thi:
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y—>©

lim F(x,y) = P{X < x}=Fy(x); lim F(x,y)=P{Y < y}=Fy(y)

(3.5)

Fy (x), Fy(») 1a cac ham phan bd ctia bién ngdu nhién X, Y hay con dugc goi la cac

phan bd thanh phan ciia véc to ngau nhién (X,Y) ciing 1a phan bd bién duyén cia phan bd dong

thoi F(x,y).

3.2. BANG PHAN BO XAC SUAT CUA VEC TO NGAU NHIEN ROI RAC HAI CHIEU

3.2.1. Bang phan b xac suit dong thoi

Bang phan bd xac suat dong thoi cua bién ngiu nhién roi rac hai chiéu (X,Y) 1a bang liét

ké tat ca cac gid tri cia X theo hang, Y theo cot va cac xac sudt tuong ing.

Y
Y N 3%) ... Yj .53 Ym Zj
x| p(x, ) | p(x, ;) p(x1,¥;) POy, | p(x)
Xy p(x2, 1) | pP(x2,32) p(x2,¥;) P(x2, ) | P(x2)
X; p(x;, ) | p(x;502) P(x;,¥)) P ym) | P(x;)
X, | PG, | p(Xy502) P(x,,5;) p(x,,vm) | p(x,)
D p() | p(») p(y;) Pm) 1

Trong d6 x; (i =1,n)la cac gia tri ¢ thé c6 cta thanh phan X ; y; (j= I,_m) la cac gia

tri c6 thé c6 ctia thanh phan Y. p(x;,y ;) laxac suat dong thoi ctia bién ngiu nhién hai chidu

(X,Y) nhan gia tri (x;,y;), nghia la:

p(xi,yj)=P{X=xl~,Y=yj},

cac xac suat nay théa man

p(x;,y;)20,Vi=Ln,j=1m

D> p(xiy;)=1

i=1 j=1
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3.2.2. Bang phan bo xac suit bién
Ap dung cong thirc xéac SuAt dﬁy du (1.16) cho hé {X = xl}, {X = xz}, s {X = xn} (xem
cong thac 2.7) ta co:
n n .
PO =P =y =Y PX =x.Y =y, )= Y p(xy)) s j=Lm 3.7
i=1 i=1
Tuong ty

m l =
P{X=xi,Y=yj}:Zp(xi,yj) #Fi=Lln 3.8)
1 j=1

p(x)=P{X =x}=

J

Nhu vy tir bang phan bd xac sudt dong thoi cia (X,Y), néu ta cong cac xac sudt theo cot
thi ta duoc cic x4c sut twong Umg voi cac gia tri ciia Y, néu ta cong cac xac suit theo hang ta
dugc cc xac suat trong tmg véi gid tri cia X . Tir d6 nhan dugc phan bd xac suit cia bién ngau
nhién thanh phan Y va bién ngau nhién thanh phan X .

X X1 Xy X; X,

P p(x)) | p(xy) | .o | p(x) | o] p(xy)
Y Y1 Y2 Vi Ym
P r) | p(v2) | e | PO | POV

Vi du 3.2: Gieo 3 dong tién can ddi A, B, C. Goi X 1a s6 mit ngira xuét hién cia 2 dong
tién A, B va Y la s6 mat ngira xuat hién cua ca 3 dong tién A, B, C. Hay lap bang phan b xac
sudt dong thoi cua X,Y .

Gidgi: Chiing ta c6 bang 8 két qua dong kha ning cua viéc gieo 3 dong tién can ddi va tinh
céc gia tri cia X,Y tuwong ng, trong d6 N 14 ky hiéu mat ngtra xuét hién con S 1a mit sap.

A B C X Y
N N N 2 3
N N S 2 2
N S N 1 2
N S S 1 1
S N N 1 1
S N S 1 2
S S N 0 1
S S S 0 0
57

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuong 3: Véc to ngau nhién

Str dung cong thirc tinh xac suat cd dién (1.1) ta co:

PlX =2y =3}=2; Ply =27 =2)=2 Plx =1y =2}=2 .

Viy bang phan bd xéac sudt dong thoi cia X va ¥ 1a

P 0 1 2 3 ¥
0 1/8 1/8 0 0 2/8
1 0 2/8 2/8 0 4/8
2 0 0 1/8 1/8 2/8
> 1/8 3/8 3/8 1/8 1
Phén bd xéc suét ciia bién ngiu nhién thanh phan:
Cong cac cot ta dugc:
X 0 1 2
P 2/8 4/8 2/8
Cong cac hang ta duogc:
Y 0 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

Vi du 3.3: C6 hai hop, mdi hop dung 6 bi.

Hop I ¢6 1 bi mang s6 1, 2 bi mang s6 2, 3 bi mang s6 3.

Hop I ¢6 2 bi mang s6 1, 3 bi mang sb 2, 1 bi mang s6 3.
Rut ngiu nhién tir mi hop 1 bi. Goi X,Y 1an luot 13 sé ghi trén bi rat duge tir hop I va hop I1.
Hay lap bang phan b xac suat dong thoi ciia X,Y .

Gidi: M&i hop ¢6 6 bi cho nén sb cac truong hop c6 thé ¢6 ciia phép thir 1a 6-6 = 36, trong
d6 ¢6 2 truong hop (1,1), 3 trwong hop (1,2), 4 truong hop (2,1), ...

Vay bang phan bd xac suit dong thoi cia X,Y nhu sau:
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Y
h 1 2 3 >
1 2/36 3/36 1/36 1/6
2 4/36 6/36 2/36 2/6
3 6/36 9/36 3/36 3/6
> 2/6 3/6 1/6 1

Vi du 3.4: (Phan bd da thire) Véc to ngau nhién » chiéu X = (Xl ,Xz,...,Xn) duoc goi la
c6 phan b6 da thirc v6i cac tham sb N;pi,....,p, ky hiéu X ~ MUT(N;pl,...,pn) néu:

N!

— kn kn+1
ko) k]

kK k
P{Xlzkl,...,ankn} p11p22~-~pn q

trongdo 0<k; <N, k,, =N—-(kj+---+k,); g=1-(py+---+p,).

Truong hop n =1 ta duoc phan bd nhi thic.

Xét N phép thir doc 1ap, thuan nhat mdi phép thir c6 n+1 két qua; gia st xac sut xuat hién
kétquatht k 1a py thi p;+-+p, + P, =1.

Goi X la s6 thanh cong cua két qua thr k trong N phép thir thi X = (XI,XZ,...,X,Z) co
phan bé da thicc X ~ MUT(N; py,..., p,,)-

Gieo xuc xdc can dbi 10 1an. Tinh cac x4c suat:

1) Co diing 3 lan xuat hién mat 5 chim (bién ¢ A).

2) Co2 1an xuét hién mat 1 chidm, 4 1an mat 3 chdm, 1 1an mat 4 chdm va 3 1an mat 6
cham (bién cb B).

Gidi:

1) Goi X 14 s6 1an xuét hién mat 5 trong 10 1dn thir thi X ~ 28(10;1/6).

s (1Y (5
P(4)=P{X =3}= Cm(gj (g) =0,155.

2) Goi X 1a s6 lan xuét hién mdt k trong 10 phép thir thi (X, X,, X3, X4, Xs) co phan
b6 da thiee MUT(10;1/6,1/6,1/6,1/6,1/6).

10
100 (1
P(B)=P{X,=2,X,=0,X,=4,X, =1, X, =3} = ~| ~0,0002.
(B)=P{X, 2 3 4 ¢ =3} 2!0!4!1!3!(6j
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3.3. VEC TO NGAU NHIEN LIEN TUC
3.3.1. Ham mit d9 ciia véc to ngiu nhién lién tuc

Pinh nghia 3.3: Ham mdt d cia véc to ngdu nhién lién tue X = (X, X,..., X, ) la ham
n bién f(x{,Xy,...,x,) >0 thod man:

X Xy
F(XI,XZ,...,Xn):P{Xl <X1,X2 <.X'2,...,Xn <xn}= J‘ jf(t19t29""tn)dtldt2"' dtn

-0 —00
f(x1,%5,...,x,) con dwoc goi la ham mdt do do”‘ng thoi cia X{,X5,...X,.

Tinh chit: Dé don gian cho cach biéu dién ta xét truong hop véc to ngau nhién hai chiéu
(X,Y) cohammatdo f(x,y).

) £(x,)=0 véimoi (x,y) va j j F(x,y)dxdy =1. (3.12)
2) Pi(x,V)yedj= [[f(xy)dxdy véi AcR?. (3.13)
(x,y)ed
2
— F(x, néu ton tai dao ham tai (x,
3)  f(x,y)=1oxoy Gy s op i de (%) (3.14)
0 néu nguoc lai
4) I f(x,y)dy = fy (x) ham mat d6 cia bién ngiu nhién X . (3.15)

If(x, y)dx = fy(y) ham mat do cua bién ngiu nhién Y .

—00

Vi du 3.5: Cho véc to ngau nhién (X,Y) c6 ham mat d6 xac dinh nhu sau:

C néu |x|+|y| <1

f(x,y)={

0 néunguoc lai y4
a) Tim C.
b) Tim cdc ham mat do cua cic bién ngiu nhién
X,Y.
Gidi: >

a) Mién D: |x| + | y| <1 d6i xung qua hai truc

toa d6 Ox, Oy. Phan ciia D ndm trong goc phan tu

thir nhét 1a tam giac vuong can 0 < x,0< y; x+ y <1.
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Vay D 1a hinh vudng c6 d6 dai canh bang V2 , do do:

1= [ [ f(x,y)xdy = CdtD=2C = czé.

b) [+l e -1<y<|f+l {x—lgygl_x né’l/l 0<x<l1
—x—1<y<x+1 néu-1<x<0

1+x
EJ-dy=1+x néu -1<x<0
-l {l—|x| néu |x|£1
fy(x)=10 néungugc lai =
x 0 néu |x|>1
%J.dyZI—x néu 0<x<I
x-1

Do tinh chit dbi xtg cia X va Y nén ta ciing co:
1—|y| néu |y| <1
fr()= {

0  néu |y|>1.

3.4. TINH POC LAP CUA CAC BIEN NGAU NHIEN

Pinh nghia 3.4: Hai bién ngdu nhién X va Y goi la déc ldp néu méi bién ngau nhién
nhén gid tri nay hay gia tri khdc khéng anh hwéng gi dén phdn bo xdc sudt cia bién ngau nhién
kia.

Pinh Iy 3.1: Gia sit F(x,y) 1a ham phan bd cua véc to ngau nhién (X,Y). Khi d6 X,Y
doc 1ap khi va chi khi

F(x,p) = Fx (x)Fy(y) (3.16)
trong 6 Fy (x), Fy(y) lan lugt 1a ham phan bb cia X va Y.

Pinh 1y 3.2: Véc to ngdu nhién hai chiéu rdi rac (X,Y) véi phan bd xac suit dong thoi
(3.6) 1a doc lap khi va chi khi

p(xp,y;)=p(x)p(y;) Vi=ln, j=1m. (3.17)

Mot ddu hiéu dé nhén biét hai bién ngau nhién roi rac doc lap 1a bang phan bd x4c suit déng
thoi ¢6 tinh chat:

e Hai hang bat ky ti 1é.

e Hai cot bat ky ti 1.

9

C 2
Vi du 3.6: Hai bién ngdu nhién X va Y cia vi du 3.2 khong doc lap vi P{X =2}= 3

P{Y:l}:% nhung P{X =2,Y =1}=0.
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Hai bién ngdu nhién X va Y cua vi du 3.3 doc 1ap vi thoa man diéu kién (3.17).
Pinh ly 3.3: Gia s véc to ngau nhién (X,Y)cé ham mat do f(x,y). Khi do X,Y doc
1ap khi va chi khi
Sy =fx (0 fy () (3.18)
trong d6 fy (x), fy(») lan lugt 1a ham mat d6 cia X va Y.

Vi du 3.7: Véc to ngiu nhién (X,Y) cua vi du 3.5 khong doc lap vi ham mat do
S # fx () fy (v).

3.5. HAM CUA CAC BIEN NGAU NHIEN
3.5.1. Ham ciia mdt bién ngiu nhién

Gia st X 1a mot bién ngdu nhién va @(x) 1a ham lién tuc mot bién sb. Khi d6 ¥ = (X))
ciing 1a mot bién ngau nhién goi 13 ham cua bién ngéu nhién X .
a. Trwong hop roi rac:

Néu X c6 phan bo roi rac:

thi ¥ cling c6 phan bo roi rac:

Y | o(x))  o(xy)

Via P1 P2

b. Trwong hop lién tuc:
Néu X lién tuc c6 ham phan bd Fy (x) va ham mat dd fy (x) thi bang phuong phéap gidi
tich ta c6 thé tim dugc ham phan b va him mat do cua bién ngau nhién ¥ = ¢(X).
% Truong hop ¢(x) la mot song anh. Khi d6 ¢(x) hoac don di¢u tang hodac don diéu
giam:

¢ ¢(x) don di¢u tang
Fy(y) = Plo(X) <y} = PIX <07 0)f=Fylo™' ) = Fy () = Fy(o(x))

el o) sxlo™ )
olo™ () ‘cp'(cp‘l (y)]

fx ()= fy(o(x))e'(x) hay fy(y)= :#ﬂ%%y(mm

¢  ©(x) don diéu giam

Fy(») = Plo(X) <y} =PI > 07 ) |=1-Fylo™ (1)) = Fy (@) =1-Fy(p(x)
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fy (cp‘%y)) fx (cp‘%y))

Sx () ==y (0(0)p'(x) hay fy(y)=—="7—
(p(cp (y) ‘cp (y)]

d
= fx (x)‘d—x‘. (3.20)
'y

< Truong hop ¢(x) 1a mot ham lién tuc bat ky ta tinh truc tiép xac suat P{Y <y= (p(x)}
tir d6 suy ra ham phan bd va ham mat do cua Y .

Vi du 3.8: Gia st ¢(x) = X, 0y (x) = x2, @3(x)=e . X 1a mot bién ngau nhién lién
tuc c6 ham phan bd Fy (x) va ham mat do £y (x):

a) Tim ham mat do cua ¥ = @;(X).

b) Tim ham mat do cua Z = @, (X).

c¢) Tim ham mat 4o cua 7 = @3(X).

d) Tim ham matdd fy (y) va ham phan bd Fy () va xdc suit bién cb P{2,5 <Y< 5} néu
ham mat do fy (x) cia X xac dinh boi:

2 B
— néu 1<x<2
Sx(x)=
0 néu nguoc lai
Gidi:
a. y=01(x)= x> ddng bién. x—\/_, . Ap dung cong thirc (3.19) ta co:
3\/
dx 1 fxQ»)
fr®=Ix( 5 =3 LIx @)
3 352

b. V6i z >0 taco:
Fz(z)=P{Z<z}=P{x2 <z}=P{—JZ<X<JZ}=FX(JZ)—FX(—JE).

Véi <0 thi P{Z <z}=0vi Z = X? khong nhan gi4 trj 4m. VAy ham mat do cia Z .

f7(2)= \/_(fX(\/_)"'fX( \/_)) néu z>0
0 néu z<0

c. Véi t >0 taco:
FT(t):P{T<z}=P{e‘X <r}=P{X>—1nz}=1—FX(—1nz)

Khi ¢ <0 bién cé {T <t} 1a bién cé khong thé vi T = e~ chi nhan gi4 tri dwong, do d6
P{T <t}=0. Vay ham m4t d6 cia T xéc dinh nhu sau:
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1) @ néu ¢t>0
T =
0 néu <0

néu 1<y<8

fX(\/3 ) =

1 y

d fy(y)=—=—=—="=133)*
3 3/y2

0 néu nguoc lai

0 néu y<l1

Fy(y)= Z[I—L} néu 1<y<8.

1 néu y>8
L
P{2,5<Y<5}=P{2,5<X3<5}=P32,5<X<%/§}= [ S dr~03040,
Y25 %
hoic P{2,5<Y <5}=Fy(5) - Fy(2,5)=2 g /
¢ 5 Y Y \4 %/E % .

3.5.2. Ham cua hai bién ngau nhién

Gia sit X, Y 1a hai bién ngu nhién va ¢(x, y) 1a mot ham hai bién lién tuc cho trude. Xét
bién ngau nhién Z xéc dinh boi Z = @(X,Y). Khi d6 Z 1a ham cia hai bién ngiu nhién X va
Y.

a) Truwong hop roi rac:
Néu X, Y ¢o tap cac gia tri {xl,xz,...,xm} va {yl,yz,...,yn} thi Z =@(X,Y) cob tap cac
gid tri 1a {(p(xl-,yj)‘izl,...m;j:l,...,yn}.

DPinh ly: Gia st Z = (X, Y). Khi do:

PiZ=al= S Px=x;v=y,/
{(i,j) o(x;,yy=a

b) Trwong hop lién tuc:

Gia st X, Y 1a hai bién ngiu nhién; u(x, y), v(x, ») 1a hai ham hai bién cho trudc. Khi d6

ta co thé thiét 1ap mot cap bién ngau nhién méi U, V' bang cong thirc:
U=u(X,Y),V=v(X,Y)
Gia stir 7 la anh xa tir R? vao R? xac dinh boi:

T(x,y) = (u(x, »),v(x,»))
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Gia thiét 7 13 4nh xa 1 - 1 (don 4nh) tir mién D — R? 1én mién A = R?. Khidé T c6 4nh
Xa nguoc Tl AS D, v6imdi (u,v) € A ton tai duy nhit (x, y)€ D sao cho T(x,y)=(u,v),

ta ky hiéu 7! (u,v)=(x,y).

Pinh thire Jacobi cia T -l duogc xac dinh theo cong thirc sau:

o o

J(u V): D(an’) — au 6\)
" D,y | P
ou Ov

ou Ou
D(u,v) _|ox  oy| 1
D(x,y) |V V| J(uw)
ox oy

va dinh thtric Jacobi cua T la: J(x,y) =

Pinh 1y 3.4: Gia st X, Y 1a hai bién ngiu nhién lién tuc véi mat d6 dong thoi

Sxy(x,»). Ky hi¢u:
D={xn)e R2|fyy(0) > o)

Giasu T(x,y) = (u(x,y),v(x, y)) 1a 4nh xa 1 - 1 kha vi lién tuc tir mién D < R? 1én mién
AcR?.Khidé U=u(X,Y),V =v(X,Y) la hai bién ngiu nhién c6 mat do dong thoi
D(x,y)

fX,Y(x(u,v),yw,v)){m

0 néu nguoc lai

néu (u,v)eA

fU,V(u’V) .

Pinh 1y 3.5: Gia sir V' = X + Y 14 tong cua hai bién ngau nhién X , Y.
(i) Néu X, Y roi rac thi phan b xé4c suét cia V :

PV =vi=Y PlX=x;Y=v-x|=) PV =y; X =v—y}. (3.21)

X

(ii) Néu X, Y lién tuc c6 ham mat do dong thoi f x.y (x,y) thi ham mét do cua V' :

frv)= J.fX,Y (x,v—x)dx. (3.22)

Hé qua: Gia st V = X +Y 1a tong cta hai bién ngiu nhién doc lap X, Y.
(i) Néu X, Y roi rac thi phan bd xac suit caa V :

PV =vi=Y P{X =x|P{Y =v—x|=) P{V = y}P{X =v—y}. (3.23)

(ii) Néu X, Y lién tuc c6 ham mat do dong thoi f 'y (%) fy (¥) thi ham mat d6 cua V' :
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fro) = [ fx @) fy =) = fx * fy (). (3.24)

3.6. CAC THAM SO PAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN
3.6.1. Ky vong va phwong sai ciia cac bién ngiu nhién thanh phan

Tir bang phan bd xac suat thanh phan (3.6)-(3.8) va ham mat d6 thanh phan ta c6 cong thirc
tinh ky vong va phuong sai ctia bién ngau nhién thanh phan X, ¥ cua véc to ngiu nhién (X,Y):

a. Trwomg hop X, Y roirac

EX = Zx p(x;) = lezlx iP(XiY ;) (3.25)
=y
EY = Zy,p(y,) Z}Zly,p(xpyj) (3.26)
as
DX =Ex? —(Ex)* = iix,? p(x;,v;)—(EX) (3.27)
i=1 j=1
DY =EY? —(EY)* = iiyjzp(xl ;) (EY) (3.28)

j=li=l

b. Truwong hop X, Y lién tuc c6 ham mat dd dong thoi Sxy(x,p)

EX = _Tfo (x)dx = _T _Tfo,Y (x, y)dxdy (3.29)

EY = iyfy (y)dy = Ioiyf x,y (%, y)dxdy (3.30)

DX =EX2—(Ex)* = T sz Fx.y (6, y)dxdy —(EX ) (3.31)
DY =EY? —(EY)* = T T v fyy (x, y)dxdy — (EY ) (3.32)

3.6.2. Hi¢p phwong sai

Pinh nghia 3.5: Hiép phwong sai (hay con goi la Covariance) cua hai bién ngdu
nhién X,Y , ky hiéu cov(X,Y), la ky vong todn cia tich cdc sai léch ciia cdc bién ngdu nhién dé

VOi ky vong toan cua chung:

cov(X,Y)=E(X —EX)Y -EY)=E XY -EXEY (3.33)
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Néu X,Y rdi rac c6 bang phan bé ddng thoi (3.6) thi

m n
COV(X,Y)=22xiyjp(xi,yj)—EXEY (3.34)
j=li=1

Néu X,Y lién tyc c6 ham mat 46 dong thoi [y y (x,y) thi

o0 o0
cov(X,Y)= [ [xfyy(x,y)dedy—EXEY (3.35)
Tinh chét
1) cov(X,Y)=cov(Y,X). (3.36)
2) cov(X,X)=DX. (3.37)
3) cov(aX +¢,bY +d) =abcov(Y, X) véi moi hiang sb a,b,c,d . (3.38)

4) Néu X,Y doc lap thi cov(X,Y) =0 nhung nguogc lai chua chic ding.
3.6.3. Ma tran hi¢p phwong sai
Pinh nghia 3.6: Cho véc to ngiu nhién X = (XI,XZ ,...,Xn).

Matrdn M =la;| voi a; =cov(X;, X)) (3.39)

nxn

duoc goi la ma tran hiép phuwong sai (ma tran covariance, ma trgn moment) cua véc to ngau
nhién X .

Tinh chat

1) Ma tran hiép phuong sai 1a ma tran d6i xtng.

, . . n 3 r
2) Véimoi ty,t5,...,t, €R” ludn co ZZaijtitj >0.
b i

3) Cac dinh thuc con chinh cia M khong am.
Noi cach khac ma tran hi€p phuong sai M 1a ma tran cua dang toan phuong khong am.
3.6.4. H¢ s6 twong quan

Pinh nghia 3.7: Hé s6 tirong quan ciia hai bién ngau nhién X,Y ky hiéu va dinh nghia béi

cong thirc:
cov(X,Y
pX,Y = # (3.40)
G xOy
Tinh chét
1) —ISpX’Y <1 véimoi X,Y. (3.41)

2) Néu X,Y doc lap thi p x.y =0, nhung diéu nguoc lai chwa chic dung.
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3) Véimoi hé‘mg s6 a,b,c,d

pxy né€u ab>0

an+c,b Y+d = { > (3°42)
— pX,Y néu ab<0

4) Y=aX+b,a+0 khiva chi khi

1 néu a>0
pX,Y = . (3.43)
—1 néu a<0

Y nghia ciia hé s6 twong quan
Hé s6 twong quan do mirc d6 phu thudc tuyén tinh gitta X va ¥ . Khi ‘p X,Y‘ cang gan 1 thi

tinh chét quan hé tuyén tinh cang chit, khi ‘p e Y‘ cang gan 0 thi su phu thudc tuyén tinh cang it,
cang long Iéo.

Khi pyy =0 tandi X va Y Kkhong tuong quan.
3.7. PHAN BO CO PIEU KIEN VA KY VONG CO PIEU KIEN

3.7.1. Phan bo c6 diéu kién va ky vong c6 diéu kién ciia bién ngiu nhién X roi rac véi diéu
kién B
Pinh nghia 3.8: Cho bién ngdu nhién X roi rac nhdn céc gid tri {x1,%,,...,x, | va bién c6

B ¢6 xdc suat P(B) > 0. Khi dé ta cé bang phdn bo xdc sudt c6 diéu kién cia X véi diéu kién

B.

X|B X %2 X; X,
P px|B) | p(xaB) | ... | p(xB) | ... | p(x,|B)
trong do:
_PAX=x;}B) . —
p(inB)——P(B) ci=ln. (3.44)

vaky vong cia X vdi dieukién B:

E[x[B]= x;p(x|B) (3.45)
i=1

3.7.2. Phan bo c6 diéu kién va ky vong cé diéu kién ciia hai bién ngiu nhién X, ¥ roi rac

Néu X, Y ¢b tap cac gia tri {xl,xz,...,xn} va {yl,yz,...,ym}. Vé&i mdi y;.ta c6 bang

phan bd xdc sudt diéu kién cia X v6i diéu kién bién cd {¥ =y, |:
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XY=y, X1 Xy X; X,
P p(xl\yj) p(Xz\yj) p(xl-\yj) e | PG|y )
trong do
X,V
plofy ) = 252D T T (3.46)
p(y;)
Tuong tu ta cling c6 bang phan bd xac suit co diéu kién ctia Y véi diéu kién {X =X; }
YIX =x; V1 Vs Y Ym
P pilx) | pOalx) | | PO | | Pl
trong do
XY
O A LA vy e (347
p(x;)

Ky vong co dicu kién cua X voidiéukién Y = y; va ky vong c6 diéu kién cua ¥ vdi diéu

kién X = x; tuong Ung:

n m
By =y, )= xiplr =) 5 E[Y|X =x]=Yy;pr;|X =x)).
i=1 j=1

E[Y|X = x] la mot ham cua x, dwoc goi la ham hoi qui cua Y doivéi X .
E[X|Y = y] 1a mot ham cia y, dwoe goi la ham héi qui ciia X déivéi Y .

Vi du 3.9: Gieo lién tiép mdt dong tién. Gia su xac suat xuat hién mat ngtrala p. Goi X la
bién ngau nhién chi lan gieo dau tién xuat hién mat ngira. Goi B 1a bién c6: "Trong n lan gieo
dau ti€n c6 duy nhat mot 1an xuat hi€én mat ngira".

a) Tim phan bd cia X .
b) Tim phén bd ctia X véi diéu kién B.
Gidi:

a) Ta c6 bang phan bd xac sudtcia X véi g=1-p:

X 1 2 k

P p qp ¢ p

P({X =k|B)

b) Phan bé ciia X véi diéu kién B: Khi P(B) >0 thi P({X = k}|B): @)
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Chuong 3: Véc to ngau nhién

¢ RO rang khi k > n thi bién cb {X = k} kéo theo bién c¢b trong n phép thir dau tién dong
tién khong xuét hién mit ngira. Do d6 P({X =k}B)=0.

¢ Khi k <n, 4p dung cong thirc Bernoulli ta ¢6: P(B) = C} pg™ ™! = npg" ™.

Mat khac P({X = k}B ) = P{chi xudt hién mat nglra & 14n gieo thi k} = pq n-l

Vay

Vi du 3.10: Théng ké dan cu ctia mot thanh phd no ¢ d6 tudi truéng thanh vé thu nhap hang
thang X va ltra tudi Y thu duoc két qua trong bang sau.

Tim thu nhap trung binh theo Itra tudi.

Y
30 45 70
X
1 0,01 0,02 0,05
2 0,03 0,06 0,10
3 0,18 0,21 0,15
4 0,07 0,08 0,04

trong 36 X =1,2,3, 4 twong Gng chi thu nhap triéu dong /thang.
Y =30, 45, 70 chi d6 tudi cua ngudi dan trong khoang: 25-35, 35-55, 55-85.
Gidi: Thu nhap trung binh theo Itra tudi 1a ky vong c¢6 diéu kién cia X theo Y.

Vi Y =30 bang phan bb xéc suat diéu kién tuong Gmg:

X[y =30 0 1 2 3
: 0,01 0,03 0,18 0,07
0,29 0,29 0,29 0,29
Twdo  E(X]y =30)= 0 L4120 18,37 5069,
29 29 729 7 29

Tuong tu E(X]Y = 45)=1,946. E(X|Y =70)=1529.

Véy thu nhdp trung binh & do tudi 30 1a 2.069.000d/thang, d6 tudi 45 1a 1.946.000d/thang
va do tudi 70 1 1.529.000 d/thang.
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Chuong 3: Véc to ngau nhién

3.7.3. Phan bd c6 diéu kién va ky vong c¢6 diéu kién ciia hai bién ngiu nhién X, Y lién tuc
Pinh nghia 3.9: Cho hai bién ngau nhién X, Y. Xdc sudt cia bién co {Y < y} véi diéu
kién {X = x} xdc dinh mét ham sé cia v phu thugc tham s6 x duoc dinh nghia la ham phdn bo
cia Y véi diéu kién {X = x}.
Fyx (v|x)=P{Y < y|X =x}. (3.49)
Pinh 1y 3.6: Néu X, Y lién tuc c6 ham mat d6 dong thoi 1a f(x,y) va X co mat do
Sx (x) thi

Fyy (v]x) = j e ))dv,néu fy(x)>0. (3.50)

Pao ham cua ham phan bo c6 dicu kién a’_FY| y (] x) duge goi la ham mat do co diéu
'y

kién cua Y véi diéu kién X =x va ky hiéu 1a fY| y (1] x). (Pay la ham cua bién y con x dong

vai trd 1a tham s6). Tir dinh 1y trén ta co

Srixlx) = ]}( (y) voimoi y € R va x thoaman [y (x)>0. 3.51)
Tuong tu ta c6 ham phan bd va ham mat do c6 diéu kién cia X véi Y = y
Fyy(x|y)= I E ’y)du néu fy(»)>0. (3.52)
L Jr(»)
SR O ‘ o
Fxy(x1y)==—"= 70) voimoi x eR va y thoaman fy(y)>0. (3.53)
g

Vidu 3.11: Néu X, Y 1a hai bién ngau nhién lién tuc c6 mat d6 dong thoi da cho trong vi
du 5.4 thi

1

f)(‘y(xb’) =421 _|y|)
0 néu nguoc lai

néu |y| Slvé|x|+|y| <1

Dinh nghia 3.10: Gid sii hai bién ngau nhién X, Y ¢6 fyx (v |x) la ham mét dg c6 diéu
kién ciia Y véi diéu kién X = x. Khi d6 ky vong cia Y véi diéu kién X = x dwoc ky hiéu va
dinh nghia theo cong thirc sau

E[r]x =x]= | Wy jx Opody (3.54)

—00

Dinh 1y sau day cho cong thire lién hé giiia ky vong va ky vong c6 diéu kién tuong tu cong
thirc (2.48) va cong thirc xac sut day dua (1.16).
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Chuong 3: Véc to ngau nhién

Pinh Iy 3.7: E[Y]= E[E[Y|X = x]|, nghta 1a

ElY]=[E[r|x = x]/y (x)dx, (3.55)
D

trong d6 D = {xe R|fX(x) >O}.

3.8. PHAN BO CHUAN NHIEU CHIEU
3.8.1. Khi niém phan bo chuin 7 chiéu

Pinh nghia 3.11: Véc to ngdu nhién (Xl,Xz,...,Xn) duoe goi la ¢6 phdn b6 chuan n

chiéu neu co mdt do dong thoi

1 1 A t
f(x) :—exp{——(x—a)M (x=—a) }
J@2m)" det M 2

trong d6 x = (x1,X5,...,x,) €R"; a=(u;,19,...,u,) eR"; M = lCUJnxn 12 ma tran ddi ximg

(3.56)

xac dinh dwong; ma tran ¢ot (x —a)” 1a chuyén vi ciia ma tran hang (x —a).
Pinh 1y 3.8: Néu véc to ngdu nhién X = (X, X,,...,X,) ¢6 phan bb chuin n chiéu véi
mat do déng thoi xac dinh nhu trong dinh nghia trén thi

1 K
i. Ham dic trung: @ X(t)zexp(i{t,a>—5<t,M ltt>); t=(t],ty,..nt)). (3.57)

. Véimoi i =1,...,n: p; = EX;.
iii. M 1a ma tran hiép phuong sai cia véc to ngau nhién X = (Xl . CYNY. ¢ ):
CU = COV(XI' , X]) . (3.58)
iv. Cac bién ngdu nhién X, X»,..., X ,» doc 1ap khi va chi khi ching khong twong quan,
nghia la M 1a ma tran chéo.
v. Bién ngdu nhién thanh phan X c6 phan bd chuan N(u;;C;;).
(YI,YZ,...,Yn ) = H(Xl,Xz,...,Xn )t ciing c6 phan b chuan, trong d6 H 1i ma tran vudng
cAp n batky co det H = 0.
3.8.2. Phan b6 chuin hai chiéu

Pinh nghia 3.12: Véc to ngau nhién (X,Y) dwoc goi la ¢ phin bé chudn hai chiéu néu cé

mdt do dong thoi:

(3.59)

1 1
f(x: J’) = eXp(——Q(X, J’)j >
27161(52\/1—()2 2
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Chuong 3: Véc to ngau nhién

2 2
_ 1 Xl o, (X—MJ[J/—M] (y_MZJ
02) (1—p2) ( O] J P O] 0> " G

Pinh Iy 3.9: Gia sir véc to ngau nhién (X,Y) c¢6 phan bd chudn hai chiéu véi mat do dong
thoi xac dinh nhu trong dinh nghia 9.3. Khi d6

i. X cophan bd chudn N(u;;67), ¥ c6 phan bd chuin N(i,;03).
ii. Hé s twong quan p(X,Y)=p.
iii. X, Y khong twong quan khi va chi khi X', ¥ doc lap.

iv. Ham mat d¢ cia X voidiéukién ¥ = y:

S (x,p) 1 x—p —(01/07)p(y —1y)
f(ly) = =————0 = e (3.60)
| =
trong d6 ¢(x) = e 2 1amat do cta bién ngau nhién chuan taic N(0;1).
V21
Nhéan xét:
1. Ma tran tuong quan cua (X,Y) la
of  pojo, 41| Vst —plooy)
M = AVl = — . 3.61)
poic, O3 1=p"|-ploicy)  1/03

2. Tur dinh 1y 3.9 suy ra rang phan bd ctia X véi didu kién Y = y ¢6 phan bd chuan véi ky

vong Wy + pﬂ(y — U, ) va phuong sai 012(1 — p2) , do d6 ky vong c6 diéu kién:
G2

B[y =y]= i +p -t (r-pa). (3.62)
2

1a mot ham tuyén tinh theo y . Pay la mot tinh cht rat quan trong ctia phan b chuan 2 chiéu.
Pinh 1y 3.10: Néu (X,Y) c6 phan bd chuan hai chidu thi v6i moi hang s6 a,b € R bién
ngau nhién Z = aX +bY ciing c6 phan bd chuén.
TOM TAT
Bién ngiu nhién nhiéu chiéu
Mot bién ngau nhién »n chiéu hay véc to ngau nhién n chiéu 1a mot bd (X 1 X9, X n)

v6i cac thanh phan X, X,,..., X, 1a cac bién ngau nhién. Bién ngau nhién #n chi€u la lién tuc

hay roi rac néu tat ca cac bién ngau nhién thanh phﬁn X,X5,...,X, lalién tyc hay roi rac.
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Ta ky hiéu bién ngiu nhién hai chiéu 1a (X,Y), trong d6 X 1a bién ngiu nhién thanh phan
thi nhit va Y 1a bién ngiu nhién thanh phan thi hai.

Bang phéan bo xac suat dong thoi ciia bién ngiu nhién roi rac hai chiéu

Bang phan bd xac suat dong thoi cua bién ngiu nhién roi rac hai chiéu (X,Y) 1a bang liét

ké tat ca cac gia tri cia X theo hang, gia tri ciia ¥ theo cot va cac x4c suat twong ing

Béang phan bo xac suat bién

Gia sir bién ngdu nhién thanh phan X nhan cac gia tri x; (i =1,n). ¥ nhén cac gia trj

Y (j=m) v6i x4c sudt tuong tmg p(xi,yj):P{X=xl-,Y:yj} thi phan bo cua hai bién

ngau nhién thanh phan

p(yj)=P{Y=yj}=ZnIP{X=xi,Y=y,-}=Zn:p(xi,yj) ; J=Lm

i=l1 i=1

m m
(X) P X = X ZP{X:xi’Yzyj}zzp(xli'yj 5 i:Ln

j=1
Quy luat phin bd x4c suét c6 diéu kién ciia cic thanh phan
X|Y=yj X Xy X; X,
P p(xl\y j) p(Xz\y j) p(x,-\y J p(x,|y;)
P(x:,y ;) — —
( )_ ; i: ’n7 j = 1’
Vi P(y;)
YIX = x; G| Y2 Vi Vm
P Pl | pOralx) P ) P(ymlx)
rix,y;))  —
p(yx): s 1=Ln, .]:15
J| l p(x;)

Ham mat d6 c6 diéu kién clia cac bién ngau nhién lién tuc:
f(x,p)
Sx(x)
Tinh dgc 14p cta cac bién ngau nhién
Hai bién ngau nhién X va Y goi la doc 1dp néu moi bién ngau nhién nhan gia tri nay hay
gia tri khac khong anh hudng gi dén phan bd xac suat cua bién ngu nhién kia. Nghia 1a

voimoi y € R va x thoaman f (x)>0.

frx (10 =

p(x;,y;)=px)p(y;) Vi=Ln, j=Lm .
Ky vong va phwong sai ciia cac bién ngiu nhién thanh phan
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EX = Zx p(x;)= ZZx p(x;,y;) hoac EX = Ifo(x)dx— j Ifo y (x, y)dxdy

i=1 j=1 —00 —00

m m n o0 o0 o0
EY =) y;p(y))= 2.2 v;p(x;,;) hodc EY = [yfy(dy = [ [¥fxy(x,y)dxdy
j=1 Jj=li=l —00 —00 —00

DX =EX? - (EX)? =Zn:i Fp(x;y ;) —(EX)

hoic DX =EX?—(EX)’ = [ [x?fyy(x,y)dvdy —(EX )’

—00 —00
Hiép phuong sai
m n
cov(X,Y) =E(X -EX)Y-EY)=>">x,»,p(x;,y;)~EXEY.
j=li=1
Hé s6 twong quan
Heé sb twong quan ctia hai bién ngdu nhién X,Y ky hiéu va dinh nghia boi cong thirc:
cov(X,Y)
RV T . Lri 1
OxOy

Ky vong c6 diéu kién

Ky vong c6 diéu kién ctia Y véi diéu kién {X X; (Y|X = X; ) iyjp(yj‘xl- )

Hoac E[Y|X x J.ny‘X(y|x)dy

—00
Phéan bo chuan » chieu

Véc to ngdu nhién (X7, X5,...,X,,) duoc goi 1a c6 phan bd chuén n chiéu néu c6 mat do

;exp{—l(x — a)M_1 (x— a)t} .
JQ2n)" det M 2

Phan bo chuan hai chiéu

dong thoi f(x) =

Véc to ngu nhién (X,Y) dugc goi 1a o phan bd chuan hai chiéu néu c6 mat do dong thoi:

1 1
f(x,p)= eXp(——Q(x,y)j,
27‘[(5162\/1—p2 2
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Chuong 3: Véc to ngau nhién

2 2
_ 1 X~ o, (X—MJ[J/—M] (y—uzj
o) (1-p?) ( O] J P O] ) ’ G2

CAU HOI ON TAP VA BAI TAP

3.1 Bang phan bd xac suit cia X va Y cho phép xac dinh phan bd xac suit dong thoi cua
(X,Y).

bung I:I Sai I:I

3.2 Bang phén b xéac suat dong thoi ciia (X,Y) xac dinh phin bd xac suét ctia hai bién ngiu
nhién thanh phdn X va Y .

Dulng |:| Sai |:|

3.3 Néu hai bién ngau nhién X, ¥ doc 1ap thi bang phan bd xac suat cia X va Y cho phép xac
dinh phan b xac suat dong thoi cia (X,Y).

Dung I:I Sai I:I

3.4 Hai bién ngiu nhién doc 1ap co hiép phuong sai bang 0.
bung I:I Sai I:I

3.5 Hai bién ngau nhién c6 hiép phuong sai bang 0 thi doc lap.
bung I:I Sai I:I

3.6 Hiép phuong sai luon nhan gia tri duong.

bung |:| Sai I:I
3.7 Néu Y=aX +b,a+0 thi hé s6 tuong quan P,y luon ludn bang 1.
Duing I:I Sai I:I .
3.8 Néu {x;,x,,...,x,} 1a tap gia tri cha X thi {f(x), f(x,),.... f(x,)} 1a tap gia tri cia ham
hdi quy f(x) = E(Y|X = x) ctia Y déi véi X .
bung I:I Sai I:I
3.9 Néu hai bién ngiu nhién X, ¥ doc 1ap thi ham hdi quy f(x)=E(Y|X = x) cia ¥ déi vi
X vaham hdi quy g() = E(X]Y = y) cia X i v6i Y 12 hai ham hing.
Dbung I:I Sai I:I

3.10 Néu hiép phuong sai cuia hai bién ngau nhién bang 0 thi hai ky vong ctia ching bang nhau
(cov(X,Y)=0 thi EX =EY).

bung I:I Sai I:I

3.11 Ham maét do déng thoi clia véc to ngau nhién lién tuc (X,Y) béng tich cua hai ham mat do
thanh phan X va Y.
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Ding I:I Sai I:I
3.12 Gia str (X,Y) 1a véc to ngdu nhién phan bd chuan, khi 6 X, Y doc lap khi va chi khi X,
Y khong tuong quan.

bung I:I Sai I:I

3.13 Cho X, Y la hai bién ngau nhién c6 phan bd xac suat dong thoi nhu sau

Y
B4 b)) Y3
X 0,18 0,22 0,16
X 0,08 0,16 0,20

Tim phan bd x4c suit cua hai bién ngau nhién thanh phan X, V.

Y
-1 1
-1 1/6 1/4
0 1/6 1/8
1 1/6 1/8

Hay xé4c dinh EX,EY, cov(X,Y)=0vapyy.

3.14 Cho X, Y la hai bién ngau nhién c6 phan bd xac suit dong thoi nhu sau

3.15 Cho X, Y lahai bién ngiu nhién c6 phan bd xéac suat déng thoi nhu sau

Y
=1 0 1
— 4/15 1/15 4/15
0 1/15 2/15 1/15
1 0 2/15 0

Hay xac dinh EX,EY, cov(X,Y)=0 va pyy. X, Y c6doc 1ap khong?

3.16 Cho X, Y la hai bién ngu nhién c6 phan b x4c sudt dong thoi nhu sau

CuuDuongThanCong.com

Y
1 2 3
1 0,12 0,15 0,03
2 0,28 0,35 0,07
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a) Chimg minhrang X, Y co doc lap.

b) Tim quy lut phan bd ctia bién ngau nhién Z = XY .
¢) Tinh cac ky vong EX,EY,EZ .

3.17 Cho X, Y 1a hai bién ngiu nhién doc 1ap c6 phan bd xac suit nhu sau:

X 0 1 2 3
P 0,4 0,3 0,2 0,1

Y 0 1 2 3 4
P 0,1 0,3 0,4 0,15 0,05

Tim phan b x4c suat ddng thoi ciia X , ¥ . Tinh x4c sudt P{X > Y}.

3.18 Cho X, Y la hai bién ngdu nhién c6 phan bd xéac sudt déng thoi nhu sau

Y
2 3
X
1 0,15 0,20 0,10
2 0,35 0,05 0,15

Hai bién ngdu nhién X , ¥ 6 doc lap khong. Tinh xéc sudt P{X = 1Y =2}.

3.19 Gieo dong thoi mdt con xuc xdac va mot dong tien. Goi X 1a bién ngau nhién chi s6 cham
clia con xuc xdc va Y 1a bién ngiu nhién chi mit sap (1) hay mit ngira (0) cia dong tién. Lap

bang phan b x4c sudt dong thoi cia X va Y.

3.20 Cho bang phan bé xac suat dong thoi ciia X, ¥

X
26 30 41 50
Y
23 0,05 0,08 0,12 0,04
27 0,09 0,30 0,11 0,21

Tim bang phan bd xé4c suét diéu kién cia ¥ khi X =26 vacia X khi ¥ =27.

3.21 Cho bang phan bd xac suat dong thoi ciia X, Y

X
1 3 4 8
Y
3 0,15 0,06 0,25 0,04
6 0,30 0,10 0,03 0,07

a) Tim ky vong c6 diéu kién ctia ¥ khi X =1.

b) Tim cac ky vong EX,EY va phuong sai DX,DY .

CuuDuongThanCong.com

78

https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Chuong 3: Véc to ngau nhién

3.22 Cho X, Y la hai bién ngiu nhién c6 phan bd xac suat dong thoi

Y
-1 0 1
X
-1 4o o 4o
0 a 2a a
1 2a

a) Tim «.Tinh EX, EY .
b) Tinh cov(X,Y), p(X,Y).
¢) X va Y codoc lap khong.
3.23 Cho véc to ngau nhién (X,Y) c6 ham mat d6 xac dinh nhu sau:

Cx néu O<y<x<l

f(x,y)={

0  néunguoc lai
a) Tim C.
b) Tim cac ham matdo cia X vacua Y.
c) X vaY codoc lap khong?
3.24 Ham phan bd cua véc to ngau nhién (X,Y) c6 dang

l-e*—e ¥ +e ™7 néu x>0,y>0

F(x,y)={

0  néunguoc lai

Tim ham mat d¢ dong thoi f(x, y) va ham mat do c6 didu kién f(x[y).

3.25 Cho véc to ngau nhién (X,Y) c6 ham mat d6 xac dinh nhu sau:

C

f(x’y):(1+x2)(1+y2)'

a) Tim C.
b) Tim ham phéan b6 dong thoi matdo cia X, Y.
c) X vaY codoc lap khong?

d) Tinh xé4c sudt dé véc to ngiu nhién (X,Y) nhén gia tri ngm trong hinh chit nhat véi

cac dinh 1a A(1,1); B(~/3,1); C(1,0) va D(+/3,0).

3.26 Cho véc to ngau nhién (X,Y) c6 ham mat do xac dinh nhu sau:
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1
fe,p)=42x%y

0 néu nguoclai

néu x>1 va —<y<x,

% |

a) Tim ham matdd cua X vacua Y,
b) Tim ham mét do c6 diéu kién f(x|y) va f(¥]x).
3.27 Cho X va Y la hai bién ngiu nhién c6 phan bd chuan dong thoi voi
EX =35, EY =20, DX =36, DY =16 va py y =0.8.

Tim ky vong va phuong sai cia 2X —3Y .
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Chirong 4: Ludt s6 16m va dinh 1y gidi han

CHUONG IV: LUAT SO LON VA PINH LY GIOI HAN

GIOI THIEU

Ly thuyét xac suat nghién ctru kha nang xuét hién cta cac bién cd ngau nhién. Khi tung mot
dong xu ta s& khong biét mat sip hay mat ngira xuat hién nhung néu tung nhidu lan thi ta thay
rang sb 1an mat sip va mat ngira xudt hién 1a xp xi gin bang nhau. Nhu vay khi thuc hién nhiéu
1an phép thir ngdu nhién ta s& tim dwoc quy ludt xuat hién cta bién ¢ ngau nhién, ddy 1a ndi dung
ctia luat s6 1on. Luat s6 16n ciing 1 co s dé dinh nghia xac suét cta bién cb thong qua tan suét
xuét hién cua bién cb do.

Luét s 16n nghién ctru sy hoi tu theo xac suit cua day cac bién ngau nhién.

Luat s0 16n dau tién cua James Bernoulli dugc cong bé nam 1713. VE sau, két qua nay dugc
Poisson, Trébusép, Mackop, Liapunop mé rong.

Trong chuong nay ta xét hai dinh 1y vé luat s6 16n. Dinh Iy Trébusép 1a dang tong quat caa
luat s6 1on con dinh 1y Bernoulli 1a trudng hop don gian nhit ap dung cho day céac bién ngau nhién
doc 1ap co phan bd khong — mot A(p) cong thirc (2.9).

Dé chirg minh dinh 1y Trébusép ta sir dung bat dang thirc Trébusép.

Dinh 1y gi6i han trung tim khao sat sy hoi tu theo phan bd xac suat clia diy cac bién ngiu
nhién. Pinh 1y gidi han trung tdm ap dung cho dy cac bién ngiu nhién doc 1ap X- 1,X5,... cO cung
phan bd khong — mét A(p) ta duge dinh 1y Moivre —Laplace.

Ap dung dinh Iy Moivre —Laplace ta c6 cong thirc tinh gan diing phan b nhj thirc.

Luat s6 16n va dinh 1y giéi han trung tam 1a co s 1y thuyét dé giai quyét cac bai toan udc
lwong va kiém dinh gia thiét thong ké.

NOQI DUNG
4.1. CAC DANG HOI TU CUA DAY CAC BIEN NGAU NHIEN

4.1.1. Hi tu theo xac suit

Pinh nghia 5.1: Ddy cdc bién ngd~u nhién X{,X,,... goi la hoi tu theo xdc sudt vé bién

z A PR, P £
ngdu nhién X , ky hiéu X, T)X, neu:
n—>»00

Ve>0  lim P{|X,-X|>&}=0. 4.1)

n—»0
Nhu vay diy cac bién ngiu nhién X- 1»X5,... hoi ty theo xac suat vé bién ngiu nhién X thi
v6i n da 16n, thuc té ta co thé coi rang, X, khong khac mdy so véi X .
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Chirong 4: Ludt s6 16m va dinh 1y gidi han

4.1.2. Hpi tu theo phan bd
Pinh nghia 4.2: Ddy cdc bién ngau nhién X1, X,,... goi la hoi tu theo phdn b6 vé bién
ngau nhién X néu diy cdc ham phéin bé {FXn (x)}f_1 hoi tu vé ham phéin b6 Fy (x), nghia la véi

moi x e R:

lim P{X, <x}=P{X <x}. (4.2)

n—»0
Truong hop diy cac bién ngiu nhién rdi rac {X n }le va bién ngiu nhién roi rac X c¢6
cung tap gia tri € = {Cl ,Co ,} thi day {X " }:7:1 hoi tu theo phan bd vé bién ngau nhién X khi
va chi khi véi moi ¢, € € :

lim P{X, =c; }=P{X =¢; }. (4.3)

n—>0

4.2. LUAT SO LON

4.2.1. Bat dang thirc trébusép

Pinh 1y 4.1: Cho Y 14 bién ngiu nhién khéng am cé ky vong hiru han. Khi d6 v6i moi

a>0 taco:
P{Y >a}< &, 4.4)
a
Chirng minh:

a) Truong hop Y roiraccotip giatri V' = {yl ,yz,...}.

bat 1 :{yi elV,y; Sa}; Vs :{yl- elV,y; >a}.Khid(')

EY = Y Py =y;f= 3 wPlY =y j+ 2 yiPY =)

yieV yieh Yi€hs
> Y yPY=y;}>a > PY=y;}=aP{Y >a.
yieh, yieh,

Suy ra P{Y>a}£g.
a

b) Gia st Y lién tuc c6 ham mat do f(x). Taco
—+00 a +00 —+00 400
EY = j xf(x)dx = j xf(x)dx + j Xf(x)dx = j xf(x)dx = a j f(x)dx = aP{Y > a}.
0 0 a a a

Suy ra P{Y>a}£g.
a

Pinh Iy 4.2: Néu X 14 bién ngiu nhién c6 ky vong va phuong sai hitu han thi v6i moi
€>0 taco:
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P{X —EX|>¢gf< % : 4.5)
€
cing vay,
PﬂX—EX|S8}21—¥. (4.6)
€

Chirng minh: Ap dung cong thirc (4.4) cho bién ngau nhién Y = (X - EX)2 via=¢’ ta

co:

Plx ~Ex|> )= Pl > 82 j< 2L = > e

EY E(X-EX)* DX
€

Bt ddang thirc (4.5)-(4.6) dwoc goi la bat dang thirc Trébusép.

Bét dang thirc Trébusép co nhiéu ung dung. Trude hét né cho phép ta danh gia can trén
hodc can dudi xac suat dé bién ngau nhién X nhan gié tri sai 1éch so v6i ky vong E X khong qua
& . Bit dang thirc Trébusép c6 ¥ nghia to 16n vé mat 1y thuyét, nd dugc sir dung dé chimg minh
céc dinh 1y cia luat sb 16n.

Vi du 4.1: M6t ctra hang mudn udc lugng nhanh chong sai sé ctia s6 vai ban ra trong mot
thang ctia minh. S6 vai ctia mdi khach hang dugc lam tron boi s6 nguyén gan nhat (vi du trong so
ghi 195,6 m thi 1am tron 12 196m ). Ky hiéu X, 14 sai s6 giita s6 mét vai thuc ban va sb mét vai da
lam tron cua khach hang thir 7.

Gidi: Cac sai s6 X 1,X2,...,X, lacac bién ngau nhién doc 1ap c6 phan bd déu trén doan
. 1 R
[—0,5;0,5]. Khi d6 EX; =0,DX; :E. Sai sO tong cong trong cd thang la §=X,;+---+X,
(trong d6 n 1a sd khach hang mua hang trong thang). Ta co:
n n n
ES=) EX;=0,DS=) DX;=—.
= - 12
i=l1 i=1
Theo bét dang thirc Trébusép, xac sudt dé sai s vugt qua & mét s& duge danh gia boi:
DS n

P{|S|>g}s8—2:1282.

Gia st c6 n=10* khach hang trong thang. Dé xac suat P{|S| > 8} bé hon 0,01 ta phai c6

T <0,01 hay &> |—2— =288,67.

1262 12-0,01

Vay ta c6 the két luan: Véi xac suat 0,99 sai so gitta sO vai thuc ban véi so vai da tinh tron
khoéng vuot qua 289 m, néu so khach hang 1a 1 van.
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4.2.2. Luit s6 16n Trébusép

Dinh ly 4.3: Gia st X, X>5,... 1a day cac bién ngﬁu nhién doc 1ap, co6 cac ky vong hitu han
va phuong sai déu bi chan trén béi hang s6 C (DX; < C; Vi=1,2,...). Khi d6

. Xi+-+X, EX;+---+EX
hmP| 1 LA — "|>g =0 4.7)
n—0 | n n |
. x X ++X ;
Chirng minh: Xét bién ngau nhién S, = 21 " n Ty gia thi€t doc 1ap cua day cac
n
. x EX|+---+EX DX +---+DX
bién ngdu nhién X;,X,,... tasuyra ES, =—1 DS, = —1 = L Sg.
n n n
Ap dung bat ding thirc Trébusép (4.5) cho bién ngau nhién S, taco:
P |X1+---+Xn_EX1+---+EXn|>€ < L "y
n n | ne? ¥

H¢ qua 1: Gia su X, X,,... la day cac bién ngiu nhién doc 1ap co cung co ky vong 1 va

phuong sai déu bi chan trén bdi hang s6 C (DX, <C; Vi=1,2,...). Khi d6

Xi+-+X, P

n n—»0

S (4.8)

H¢ qua 2: Gia st X}, X,,... 1a diy céc bién ngiu nhién doc 1ap c6 cung phan b, co ky
vong u va phuong sai o . Khi d6

%0 WAL X, P
n n—»0

> 11 (4.9)

Dinh 1y Trébusép chiung to rr?mg trung binh s6 hoc cua céac bién nga:lu nhién doc 1ap hoi tu
theo xac suat vé trung binh sb hoc cuia ky vong tuong tng ctia nd. Noi cach khac né chimg t6 sur
6n dinh cua trung binh s6 hoc cia mét s6 16n cac bién ngu nhién xung quanh trung binh sé hoc
ctia cac ky vong cua cac bién ngau nhién 4y. Nhu vay mic du timg bién ngau nhién doc 1ap c6 thé
nhan gié tri khac nhiéu so véi ky vong ciia chiing, song trung binh s hoc ciia mét s6 16n clia mot
s6 10n cac bién ngau nhién lai nhan gia tri gan bang trung binh sé hoc cta ching voi xac sudt rat
16n. Diéu d6 cho phép dur doan gia trj trung binh sé hoc cta cac bién ngau nhién. Chang han, gieo
mot con xuc xdc can doi. Gia st X 1a sd ndt xuét hién & mat trén con xtc xic. Ta c6 EX =3,5.
Mot nha théng ké dd gieo mot con xiic xdc can ddi 1 tridu lan (nhd su trg gitp ciia may vi tinh) va
ghi lai s6 ndt xuat hién & mat trén con xuc xic. SO trung binh cia 1 triéu lan gieo dugc tim thiy 1a

X+t X N
~3,500867 =~ 3,5.
10°

Dinh 1y Trébusép c6 tng dung rong rai trong nhiéu linh vic, chang han né chinh 1a co s&
cho phuong phéap do ludng trong vat Iy. Dé xac dinh gia tri cuia mot dai lwong vt Iy nao d6 nguoi
ta thuong tién hanh do n 1an doc lap va lay trung binh s hoc cua cac két qua do lam gia tri thuc
cua dai lugng cAn do. That vay, gia su xem Kkét qua cua n lan do 1a céc bién ngﬁu nhién
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X, X5,..,X,.Ta thdy rang cic bién ngu nhién nay doc lap, cé cing ky vong bang chinh gia tri

thuc cua dai luong vat 1y (gia sir khong co sai s6 hé thdng), cac phuwong sai ctia chung déu bi chin
trén boi binh phuong cta do chinh xéac cua thiét bi do. Do d6 theo dinh 1y Trébusép ta c6 thé cho
r’fmg trung binh s6 hoc cua cac két qua do s€ sai léch rat it so voi gia tri thyc cua dai lugng vat 1y
vGi x4c sudt gan nhu bang mot.

Dinh 1y Trébusép con 14 co s& cho phuong phap mau ung dung trong thong ké.
4.2.3. Luit s6 16n Bernoulli

Xét phép thir ngdu nhién # va A 1a mot bién cd lién quan dén phép thir ¢ Tién hanh phép
thir ¢ n lan doc 1ap va goi k, 1a tan s6 xuat hién bién c¢6 4 trong n phép thir do. In = % duoc
goi 13 tan suét xuit hién cia 4 trong n phép thu.

Pinh ly 4.4: Tan suat f, hoi tu theo xdc suat vé xdc suat p cua bién co A4, nghia la voi

moi € >0
lim P{|f, - p|<e}=1 (4.10)
n—>o0

Chirng minh: Xét day céac bién ngﬁu nhién X7, X>,..., X, xac dinh nhu sau:

I néu 4 xay ra & phép thir thit &
Xk =—

0 néu A4 khong xay ra & phép thu thit &

ta goi ddy cac bién ngiu nhién X 1,X9,...,X, ddc 1ap c6 cung phan b6 khong — mot A(p) (cong
thue (2.9)). EX; = p, DX = p(1- p).

Xi+-+X, k
Taco M:izfn y
n n

Vay theo h¢ qua 2 cua dinh Iy 4.2 suy ra f, hoi tu theo xac suit vé p.

Dinh 1y Bernoulli chi ra rang tan sut xuat hién cta bién c¢b trong n phép thir doc lap s& hoi
tu theo xac suit vé xac suat cua bién c6 do khi sb 1an thir tang 1&€n vo han. Chinh vi vay dinh ly
Bernoulli 14 co s¢ 1y thuyét ctia dinh nghia théng ké vé xac suat.

O thé ky 18, nha toan hoc Phap Buffon gico mot dong tién 4040 1an va ghi duoc 2048 lan
xuat hién mit ngua, tan suat 13 0,507. Mot nha thong ké ngudi Anh gieo dong tién 12000 lan va
thu duge 6019 14n xuat hién mat ngua, tan suat tuong tng 0,5016. Trong mét thi nghiém khac,
ong ta gieo 24000 1an va thu dwoc 12012 lan xuat hién mit ngira, tin suat twong tng 1 0,5005.
Nhu véy ta thiy rang khi s6 phép thir ting 1én thi tin suat twong (mg s& cang gan 0,5.

4.3. PINH LY GIOI HAN TRUNG TAM

Pinh Iy 4.5: Gia st X, X,,... 1a ddy cac bién ngiu nhién doc 1ap c6 cung phan bb, c6 ky
Xi+-+ X,

oln

vong 4 va phuong sai o . Khi d6 day bién ngiu nhién S, = —n hoi tu theo

phan b vé phan bd chuén tic N(0;1), nghia 1a:
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Véimoi xeR, lim P{S, <x}=®(x) (4.11)

n—o
®(x) 1a ham phéan b ciia phan bd chuén tic N(0;1).
Ap dung dinh 1y giéi han trung tdm cho day cac bién ngiu nhién doc lap X 1,X7,... €O cung
phan bb khong — mot A(p) (cong thirc (2.9)) ta duoc dinh 1y Moivre —Laplace:

Pinh 1y 4.6 (Moivre —Laplace): Dy cac bién ngau nhién X 1,X2,... doc 1ap c6 cung phan
bd khong — mot A(p) ta duoc:

V6imoi xeR, lim P
n—»0

{Xl+-~+Xn—np

< x} =d(x). 4.12)
Jnpg

4.4. XAP Xi PHAN BO NHI THU'C
4.4.1. Xap xi phan b6 nhi thirc bang phan b6 Poisson

Dinh ly 4.7: Cho X, X,,... 1a ddy cac bién ngiu nhién c6 cung phan bd nhi thie, & d6 voi

mdi n, X, c6 phan b6 nhi thuc HB(n,p,). Gia st ton tai giéi han lim np, =A>0.Thi X,
n—o0

hoi tu theo phan bd vé bién ngau nhién X ¢ phan bd Poisson tham s A .

Trong thuc té khi n>50 va p <0,1 ngudi ta c6 thé xap xi #(n; p) v6i phan bd Poisson
#(np) thamsé A =np :

k
PiX, =k}~ e ™ —<”’i’) . (4.13)

Vi du 3.2: Gia st xac sut dé lam ra mdi dinh 6c khong ding quy cach 1a p= 0,015.

Nguoi ta xép dinh dc vao timg hop, mdi hop 100 chiée.
a) Tinh ti 16 hop chura toan dinh dc khong dung quy cach.

b) Cén phai xép it nhat bao nhiéu dinh ¢ trong mdi hop dé ti 1& hop chia 100 dinh e tot
toi thiéu 1a 80%.

Gidi:
a) Néu goi X la s6 dinh 6¢ khong ding quy cach trong hop chira 100 dinh 6c thi
X ~AB(n;p) voi n=100, p=0,015 .

0
Tinh gin dung: P{X =0} ~e " % =e 20,2231

Viay c6 khoang 22,3% s6 hop chira 100 dinh dc tbt.

b) Gia str mdi hop chira 100+ & dinh dc, k 1a s6 ty nhién. Goi X 14 s6 dinh ¢ khong diing
quy cach trong mdi hop chita 100+ k dinh 6c. X ~ B(n; p) véi n=100+k, p=0,015. Ta phai
xac dinh & nho nhat dé
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k. . .
P{X <k}=>C;(0,015)(0,985)"" >0,8.
i=0

. . . i
Dung cong thirc xap xi P{X = i} = Cﬁ, (0,015)1 (0,985)n_l ~et /1—'
i!
6d6 A=np=(100+k)(0,015)~1,5+0,015k ~1,5 (vi k nho).

Vay can tim & nho nhat dé

2 k 2 k
e‘1’5{1+li—|5+1’5 +---+1’5 }20,8 < l+li'5+1’5 +--'+%20,8el’5=3,5853

2! k! 2!

Thir v6i k =1,2,... , ta thdy k =2 bat dang thuc trén duoc thoa man. Nhu vay dung xap xi
Poisson ta c¢6 thé két luan mdi hop can dong 102 chiéc dinh dc. Khi dé x4c suat dé c6 it nhat 100
dinh dc tot trong hop 102 chiée 13 0,8022.

4.4.2. Xap xi phan bo nhi thirc ban phan bd chuin

Gia su X;,X,,...,X, doc lap co6 cung phan bd khong — mot A(p). Theo cong thie (2.9)
va (2.10) ta c6 U, = X| + X, +---+ X, ~AB(n, p). Cong thiic (2.8) cho phép tinh xac suét
P{U = k} = ,/f pkq”_k. Tuy nhién khi # kha 16n ta khong thé 4p dung cong thirc nay dé tinh
ma can dén cong thire x4p xi.

Dinh 1y 4.8 (dinh Iy gi6i han dia phiong): Gia st X 1a bién ngiu nhién c6 phan bd nhi

thite B(n, p) . Pit x, =~ khi 6

\1pq

Pn<k;p)=P{X=k}=<p£k‘”p] L (1+5,). 4.14)

\NIPq )\ Ngp

’ C 7. ST A
trong do ‘Sn,k‘ <—= vo6i C la hang so.

Jn

Nhu vay khi 7 du 16n ta c6 thé xap xi :

2 ~(k=np)’

d DNEg

PIX =k}~ g “2L2 J e 24 (4.15)
[\/@ \ngp \2m

Ngoai ra ap dung dinh 1y Moivre-Laplace va cong thic (4.12) ta ciing c¢6 cong thirc xap xi
gié tri ciia ham phan bd nhi thirc

U,-np x-np x—np
PU,<x;=P < ~O® (4.16)
U <) { Jnpg \/"PQ} (\/nqu

Ngudi ta thay rang xap xi 1a t6t khi np va ng 16n hon 5 hodc khi npg > 20.
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Vi du 3.3: Gieo 3200 lan mot déng xu can dbi va déng chat. Goi X 1a s 1an xuét hién mat
sdp trong 3200 lan gieo do.

a) Tim s6 1an xuat hién mit sap c6 kha nang nhat. Tinh x4c suat trong tng.
b) Tinh xac suét P{5ﬁ+16oo <Xx< 10ﬁ+1600} .
Gidi:
a) Ta c6: n=3200, p=0,5 = (n+1)p=1600,5. Vay s6 1an xuét hién mat sép co kha
nang nhat 14 1600 v&i xac suat twong tng

3200! 3200
Py (1600;0,5) = — " 53200
3200( )= 160011600

_ 1600-3200-0,5

" J3200-0,5-0,5

=0 Do do6

Mit khac néu tinh gan dung ta co: x

P3p00 (1600;0,5) ~0,014.

1 $0) =L
J3200-0,5-0,5 404/

X -1600

2042

Tra bang ta c6 ®(0,5) — d(0,25) = 0,6915 — 0,5987 = 0,0928 .

e) P{S\/E < X -1600< 10\/5} = P{O,ZS < < 0,5} ~ ®(0,5)—D(0,25)

TOM TAT
Hdi tu theo xac suit

X,—L X, néu  Ve>0 lim P{X,-X|>z}=0.
n—»0

Hoi tu theo phan bd
Néu véimoi x € R: lim P{X, < x}=P{X < x}.

n—0
Bit ding thirc Trébusép
Cho Y 1a bién ngau nhién khong 4m c6 ky vong hitu han. Khi d6 véi moi a >0 ta
EY

C('):P{Y>a}£—.
a

Néu X 14 bién nglu nhién c6 ky vong va phuong sai hiru han thi véi moi & > 0 ta co:

DX

PﬂX—EX|>8}S% va P{X —EX|<ef>1-—C.
e &

Luét s6 16n Trébusép
Gia sue X, X,,... 1a ddy cac bién ngﬁu nhién doc 1ap, cé cac ky vong hiru han va phuong

sai déu bi chan trén béi hang s C (DX; < C; Vi=1,2,...). Khi d6
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i P(|X1+---+Xn _EX1+---+EXn| jzo.

> &
n—o0 | n n |

Gia st Xy, X,,... 1a day cac bién ngau nhién doc 1ap ¢ cung co ky vong 4 va phuong sai
déu bi chan trén boi hang s6 C (DX; < C; Vi=1,2,...) hogc doc 1ap c6 cing phan bd, ¢6 ky vong

. ) L Xttt X, P
4 va phuong sai o . Khi do - — M

Luét s6 16n Bernoulli
Tan sudt xuat hién bién ¢ A4 trong n phép thir J,, hoi tu theo xac sudt vé xac sudt p cua

bién 6 4. Nghialavéimei >0 lim P{|f, - p|<e}=1.
n—»0

Dinh ly gi6éi han trung tim

Gia st Xy, X,,... 1a day cac bién ngiu nhién doc 1ap c6 cung phéan bd, co ky vong u va

Xy+-+ X,
oln

phan bd chuan tic N(0;1), nghia 1a: Véi moi x eR, lim P{Sn < x} =d(x).

H—>0

phuong sai o . Khi do day bién ngu nhién S, = Y hoi tu theo phan b vé

CAU HOI ON TAP VA BAI TAP
4.1 Luat s6 16n két luan vé sy hoi tu theo x4c sudt cua trung binh cong cac bién ngau nhién doc

l1ap vé trung binh cdng cuia ky vong ctia chung néu cac phuong sai cia cac bién ngau nhién
nay bi chan.

bung I:I Sai |:| )

4.2 Gia st {X,} 1a ddy cac bién nglu nhién c6 ky vong bing nhau va phuong sai dan i 0, khi d6

day sé& hoi tu theo xac suat dén ky vong chung ciia diy bién ngau nhién trén.

Dung I:I Sai |:| .

4.3 Bat dang thirc Trébusép chi diing ddi voi cac bién ngiu nhién rdi rac.
Pung I:I Sai I:l .

4.4 Bét ddng thirc Trébusép chi diing d6i véi cac bién ngau nhién nhén gia trj dwong.
bung |:| Sai |:| \

4.5 Luat s6 16n Bernoulli 14 mot trudng hop dic biét cia luat s6 16n Trébusép khi diy cac bién
ngiu nhién dugc co cting phan bb khong —mot A(p) .

pung [ Jsail_].
4.6 Luat s6 16n Bernoulli 12 co sé 1y thuyét ciia dinh nghia thng ké vé xac suit.
pung [ ] sail_].

4.7 Tong cua day cac bién ngiu nhién doc 1ap co cuing phan bd voi ky vong va phuong sai hitu
han ti€ém can phan b6 chuén.
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Pung I:I Sai I:I

4.8 Luat sb 16n xét su hoi tu theo xac suit con dinh Iy giéi han trung tdm xét sy hdi tu theo phan
b ctia ddy cac bién ngiu nhién.

Dung I:I Sai I:I .

4.9 C6 10 may hoat dong doc lap véi nhau. Xac sult dé trong ca lam viéc moi may bi hong la
0,05. Dya vao bat dang thirc Trébusép hdy danh gia xac suit cua sy sai léch giita sé may hong
va sb may hong trung binh.

a) Nho hon 2.
b) Lén hon 2

4.10 Cho X,X,,..., X, lacac bién ngau nhién doc 1ap véi EX; =16, DX, =1 (i=112). St

dung bét dang thirc Trébusép dé tim hai hang s6 a, b sao cho

12

P{aSZXI- Sb}20,99.
i=1

4.11 Cho X{,X,,...X ;0000 12 cdc bién ngiu nhién doc lap c6 phan bd déu trong doan

10000

2 X

i=1

2500}2;

—l, 1 . Chting minh ring P
2 300

2

4.12 Gieo mét con xuc xic can d6i n 1an mot cach doc lap. Goi S la sb 1an xuat hién mat luc.
C s 31
Chting minh rang P 2—\/;<S <£+\/; >—.
6 6 36
4.13 Gia st tién dién ciia mot gia dinh phai tra trong 1 thang 1a mot bién ngiu nhién véi trung
binh 16USD va d6 1éch tiéu chuan 1USD. St dung bat déng thirc Trébusép, hiy xac dinh sb

M nho nhat dé vai xac sudt 0,99 s tién dién phai tra trong 1 nam (12 thang) khong vuot qua
M.

4.14 Cho day céc bién ngiu nhién doc 1ap {X, } xac dinh nhu sau:

X, g 0 X

P 2—(2n+1) 1 _ 2—2}’1 2—(2}’l+1)

Chimg minh rang day {X 5 } thoa man luat s6 16n Trébusép.

4.15 Cho day cac bién ngéu nhién doc lap {X " } xac dinh nhu sau:

X, —na 0 na
. I U T I
2n° n® 2n?

trong d6 a 1a mot hang sb. Day {X " } thoa mén luat sé 16n Trébusép khong?
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4.16 Cho diy cac bién ngiu nhién doc 1ap {X " } xac dinh nhu sau:

X, -a a
P n+l1 n
2n+1 2n+1

trong d6 a 1a mot hang sd. Day {X " } thoa man luat sé 16n Trébusép khong?
4.17 Xac suit chdm tau ciia mdi hanh khach 1a 0,007. Dung bat déng thirc Trébusép hiy danh
gia xac suat dé trong 20.000 hanh khach co tir 100 dén 180 nguoi cham tau.

4.18 Phai kiém tra bao nhiéu chi tiét dé v6i xac suat khong nho hon 0,98 co thé hy vong rang sai
1&ch gitra tan sut xuét hién chi tiét t6t va xac suét dé chi tiét 1a tot bé‘mg 0,95 s& khong vuot
qua 0,01.

4.19 Mot xi nghiép san xuat may tinh c6 xac suat 1am ra san pham phé pham 14 0,02. Chon ngau
nhién 2500 may tinh dé kiém tra. Tinh xac suat dé:

a) Co diing hai may phé pham;
b) C6 khong qua hai may phé pham.

4.20 Mot nha nghi 6 1000 khach. Nha an phuc vu bira trua 1am hai dot lién tiép. S6 chd ngdi cua
nha in phai it nhat 1a bao nhiéu dé xac suat ctia bién c¢b “khong du chd cho ngudi dén an” bé
hon 1%?

4.21 Mot truong dai hoc c6 chi tidu tuyén sinh 1a 300.

a) Gia sir ¢6 325 ngudi dy thi va xac suét thi 6 ciia mdi ngudi 1a 90%. Tinh xéac suit dé s6
nguoi tring tuyén khong vuot qua chi tiéu.

b) Can cho phép t6i da bao nhiéu nguoi duyr thi (xac suat dd ciia ho van 1a 90%) dé bién cb “sb
ngudi trang tuyén khong vuot nhod hon 0,99.
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CHUONG V: THONG KE TOAN HOC

GIOI THIEU

Théng ké toan 1a bo moén toan hoc nghién ciru qui luat cta cac hién tugng ngiu nhién co
tinh chat s6 16n trén co s& thu thap va xtr Iy so licu thong ké cac két qua quan sat vé nhiing hién
tugng ngau nhién nay.

Néu ta thu thap duoc tit ca cac s liéu lién quan dén déi twong can nghién ctru thi ta c6 thé
biét duge ddi twong nay. Tuy nhién trong thuc té didu d6 khong thé thyc hién duoc vi quy mé cia
d6i tuong nghién ctru qua 16n hodc trong qué trinh nghién cru dbi tugng nghién ctru bi pha hiy.
Vi vay can ldy mau dé nghién ciru.

Phuong phap mau 1a mot trong nhitng phuong phap quan trong cua Iy thuyét thong ké.
Trong chuwong nay chung ta tim hiéu nhitng van dé co ban cta Iy thuyét thong ké toan hoc:

- Co s6 cua ly thuyét mau. Cac phuwong phip chon mau: mau ngiu nhién don, miu ngiu
nhién hé théng, mau chum, mau phan t6, mau nhiéu cap.

- Ly thuyét uéc lugng.
- Ly thuyét kiém dinh gia thiét thong ké.
Dbi v6i mau ngiu nhién ta xét cac van dé:
= Céc phuong phap md ta mau: bang phan bd tan s6 va suat thuc nghiém, bang phan bd ghép
16p. Biéu d6 tan so6 hinh gay, da giac tan suat va té chuc do.

= Théng ké ctia miu ngau nhién.
= (Céic dic trung cia thong ké mau ngiu nhién.
= Quy luat phan bd x4c suét cia mot s6 théng ké dic trung mau.

Str dung phuong phap quy nap thong ké ta c6 thé udc luong cac tham sé dic trung cia tong
thé théng qua thong ké ciia mau.

Udc lugng diém 1a ding théng ké dé wdc lugng mot tham sé nao dé theo cac tiéu chuan:
Viing, khong chéch, hiéu qua. C6 hai phuong phap uéc lugng diém 1a phuong phap mément va
phuong phép hop 1y cuc dai.

Khoang tin cdy 1a khoang ma tham s cia ddu hiéu nghién ctru ciia tong thé roi vao khoang
nay véi xac suat bang do tin cay.

Mot dang khéc cua quy nap thong ké 1a kiém dinh gia thiét thong ké. Day 1a mot phuong
phap quan trong cho phép giai quyét nhiéu bai toan trong thuc té. Noi dung cua kiém dinh gia
thiét thong ké 1a dwa vao mau cu thé va cac quy tic hay thu tuc quyét dinh din dén bac bo hay
chip nhan gia thiét cia tong thé.
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Trong chuong nay ta s& xdy dung wdc lugng cho ky vong, phwong sai ctia diu hiéu nghién
ctru c6 phan bd chuin va udc lwong cho tn suét cua tong thé. Kiém dinh tham sb dic trung cua
bién ngiu nhién gdc trong tong thé: ky vong, phuong sai, tan suat cta tong thé.

B¢ hoc tot chuong nay hoc vién can nam viing co s¢ 1y thuyét xac suat da dugc hoc trong
cac chuong trudec.

NOI DUNG
5.1. LY THUYET MAU
5.1.1. Khai niém 1y thuyét méu

Nhiéu bai toan trong thuc té din dén nghién ctru mot hay nhiéu dau hiéu dinh tinh hoic dinh
luong didc trung cho cac phéan tir ctia mot tap hop ndo d6. Chang han néu mudn diéu tra thu nhép
binh quan cua cac gia dinh & Ha Nai thi tap hop can nghién curu la cac hd gia dinh & Ha Noi, dau
hiéu nghién ctru 13 thu nhép cia timg mdi gia dinh. Mot doanh nghiép mudn nghién ctru cac khach
hang ctia minh vé du hiéu dinh tinh c6 thé 1a muc d6 hai 1ong ctia khach hang d6i véi san pham
hodc dich vu ctia doanh nghié¢p, con d4u hiéu dinh lugng 1a $6 lugng san phém cua doanh nghi¢p
ma khach hang c¢6 nhu cau duoc dap tmg. Khi khao sat mot tin hiéu 14 qua trinh ngau nhién nguoi
ta tién hanh ldy miu tai nhitng thoi diém nao d6 va thu duoc cac tin hiéu mau.

Dé xtr 1y dau hiéu can nghién ctru d6i khi ngudi ta sit dung phuong phap nghién ciru toan
bd, d6 13 diéu tra toan bd cac phan tir cta tip hop theo ddu hiéu can nghién ciru dé rut ra cac két
ludn can thiét. Tuy nhién trong thyuc té viéc ap dung phwong phap nay gip phai nhimng kho khin
sau:

- Do qui mé cia tap hop can nghién ctru qua 16n nén viéc nghién ctru toan bo s& doi hoi
nhiéu chi phi vé vat chat va thoi gian, c6 thé khong kiém soat dugce dian dén bi chong
chéo hodc bo sot.

- Trong nhiéu trudng hop khong thé nim dugc toan bd cac phan tir cia tdp hop can
nghién ctru, do do khong thé tién hanh toan bo duoc.

- €6 thé trong qua trinh diéu tra s& pha hity d6i tuong nghién ctu ...

Vi thé trong thye té phuong phap nghién ciru toan b thuong chi dp dung dbi voi cac tap

hop ¢6 qui md nho, con chii yéu ngudi ta st dung phuong phap khong toan bo ma dic biét 1a
phuong phap nghién ctru chon mau.

5.1.2. Tong thé nghién ciru

Toan bd tap hop cac phan tir dong nhit theo mot diu hiéu nghién ctru dinh tinh hay dinh
lwong nao dé duoc goi 1a tong thé, ky hicu €.

Sb luong cac phan tir cia tong thé dwoc goi 13 kich thurde ciia tong thé, ky hiéu N. Thudng
thi kich thuéc N cua tong thé 1 hitu han, song néu tong thé qua 16n hodc khong thé nim duoc
toan bo tong thé ta co thé gia thiét rang kich thudc cua tong thé 13 vo han.

MG&i phén tir ctia tong thé duoc goi 1a cd thé.
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Céc céa thé cua tong thé dugc nghién ciru thong qua cac ddu hiéu nghién ctru. Dau hidu
nghién cuu nay co thé duoc dinh tinh hodc dinh lugng. Néu diu hiéu nghién cuu cé tinh dinh
luong, nghia 1a duoc thé hién bang cach cho twong tmg mdi ca thé cua téng thé % nhan mot gia tri
thuc nao dé thi dau hiéu nay dugc goi 1a mot bién lwong, ky hiéu X . Béng cach mo hinh hoa ta
c6 thé xem bién lugng X 1a mot bién ngau nhién xéac dinh trén tong thé .

Viéc chon ra tir tong thé mot tap con nao d6 goi 1a phép ldy mau. Tap hop con nay dugc goi
la mot mau.

5.1.3. Miu ngiu nhién

Ta no6i rang mot mau 1a mau ngau nhién néu trong phép lay mau dé moi ca the cua tong thé
duoc chon mot cach doc 1ap va céd xac suat dugc chon nhu nhau.
Gia st cac ca thé cua tong the dugc nghién ciru thong qua dau hiéu X .
V61 mau ngau nhién kich thudc n, goi X; 1a dau hiéu X cua phan tir thir i cua mau
(i =1,n). Bang cach dong nhat mau ngau nhién voi cac dau hiéu nghién cru cia mau ta c6 dinh
nghia vé mau ngau nhién nhu sau:
Mau ngau nhién kich thudc n la mot day gom n bién ngau nhién: X,,X,,...,X, doc ldp

ciing phan b6 véi X , ky hieu W = (X, X,,... X,,).

Thuc hién mot phép thir d6i v6i mau ngdu nhién W chinh 1a thyc hién mot phép thir d6i véi
mdi thanh phén ctia mau. Gia st X ; nhan gid tri x; (i = I,_n), khi d6 cac gia tri x;,x,,...,x,, tao
thanh mot gid tri cia mau ngu nhién, hay con goi 1a mot thé hién ciia mau ngiu nhién, ky hiéu
W= (X],X9,...,X,) .

Vidu 5.1: Goi X 1a sO not xuat hién khi tung con xtic xac can doi, X 1a bién ngau nhién
c6 bang phan bo x4c suat sau

X 1 % 3 4 5 6
P 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Néu tung con xtc xac 3 lan va goi JX; 1a s6 ndt xuat hién trong lan tung thir i (i = 1,_3) thi
ta c6 3 bién ngiu nhién déc 1ap c6 ciing quy luat phan bd xac suit véi X . Vay ta c6 miu ngiu
nhién kich thude 3, W = (X, X,,X3).

Thuc hién mét phép thir d6i voi mau ngiu nhién nay tirc 1 tung con xtic xic 3 1an. Gia sir
1an thtr nhat dugc 2 ndt, 1an tht hai duge 5 ndt 1an ba duge 3 ndt thi w=(2,5,3) 1a mot mau cy

thé cia mau ngau nhién W .
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5.1.4. Cac phwong phap mé ti miu ngiu nhién
5.1.4.1. Bing phdn bé tin so thuc nghiém

Gia str ta rit dwgc mot mau ngau nhién kich thuée # cua X nhén gia tri x; véi tan so xuat

hién r;, i =1,...,k ; trong d6
X| <o <Xpyntetr=n. (5.1

Khi d6 ta c6 thé mé ta miu ngiu nhién trén qua bang phan bé tan sé thuc nghiém

X | X| Xy X 52)
TﬁnSfi‘ n r e I
5.1.4.2. Bing phdn bé tan sudt thuc nghiém
P 1A 7 . 1x 2 Ao oo
Ky hiéu f; =— goi la tan suat cua x;.
n
Ta ¢ bang phan bd tan sudt thuc nghiém cia X
X | X1 Xp o Xp (5 3)
Téinsufft‘ fl fz fk

Vi du 5.2: L4y mot mau ngau nhién kich thuge 120 ta c6 bang phan bé thyc nghiém tan sb
va tan suat

X 31 34 35 36 38 40 42 44 | Y
Tans6 | 10 20 30 15 10 10 5 20 |120
Tansust | 2/24 4/24 6/24 3/24 2/24 2/24 1/24 4/24| |1

5.1.4.3. Ham phan bé thuwe nghiém ciia mau
V6i mau ngiu nhién xac dinh béi cong thic (5.1). Ham sé xac dinh nhu sau

Fy(x)= Y fj: —o<x<+o (5.4)

)Cj<X

0i 13 ham phdn bé thuwe nghiém ciia mau da cho.

Dinh 1y Glivenco chi ra rang ham phan b thuc nghiém F, (x) xAp xi v6i phan bd 1y thuyét
F(x) = P{X < x} khi n dul6n,
5.1.4.4. Bing phdn bé ghép lop

Trong nhitng truong hop mau diéu tra cé kich thude 16m, hodc khi cac gia tri cu thé cia dau
hiéu X 1ay gia tri khac nhau song lai kha gin nhau, ngudi ta thuong xac dinh mot s cac khoang
C,,C,,...,Cy sao cho moi gia tri ctia déu hiéu diéu tra thudc vao mot khoang nao d6. Cac khoang

nay lap thanh mot phan hoach ctia mién gia tri ciia X .
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Viéc chon sb khoang va do rong khoang 13 tuy thudc vao kinh nghiém cta nguoi nghién
ctru, nhung nodi chung khong nén chia qua it khoang. Ngoai ra d rong cac khoang cling khong
nhat thiét phai bang nhau. Chang han khi mudn thong ké vé ti 1& ngudi nghién thudc 14 thi ta tap
trung nhiéu vao do tudi thanh nién va trung nién.

Vi du 5.3: M6t mau vé chiéu cao ciia 400 cdy duoc trinh bay trong bang phan bb ghép 16p

sau:

Khoang |Tans6 7, | Tansudt f, | Dorongkhoang [, | y,=r /],

4,5-95 18 0,045 5 3,6

9,5-1L5 58 0,145 2 29
11,5-13,5 62 0,155 2 31
13,5-16,5 72 0,180 3 24
16,5-19,5 57 0,1425 3 19
19,5-225 42 0,105 3 14
22,5-26,5 36 0,090 4 9
26,5-36,5 55 0,1375 10 5.5

. Vi v A A A qea A . : , ) © aA qa:
Giatri y; = Z—’ la tan so xuat hién trong mot don vi khoang cua khoang c6 d¢ dai /; .
i

Qui wée: Pau mit bén phai cia mdi khoang thude vao khoang d6 ma khong thudc khoang
tiép theo khi tinh tan s cia mdi khoang.

Trong vi du trén ta c6 cac khoang [4,5;9,5], (9,5;11,5], (11,5;13,5],...
5.1.4.5. Biéu dién bang biéu do

Gia sir dau hi¢u di€u tra X c6 bang phan bo tan so va tan suat thyc nghiém

X | x xy X X | x xp X
Téins6|r1 ORI 8 Téinsuﬁ't|f1 fo o

Trong mit phang véi hé truc toa d6 Oxy .

% Nbi diém trén truc hoanh co toa do (x;,0) voi diém c6 toa do (x;,7;); 1 =1k ta duogc
biéu do tan sé hinh gay.

% Nbi 1an luot diém co toa do (x;, f;) voi diém c6 toa do (x;415 fi41); i =1Lk -1 ta duogc
biéu do da gidc tan sudt.

Béng phan bd tan so va tan suat thyc nghi¢m trong vi du 5.2 ¢6 bi€u do tan so hinh gdy va
da giac tan suat
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30

20

15

10

v

31 34 36 38 40 47 44 ¥

Ji

6/24

4/24 /r
3/24 /

2/24
1/24

v

31 34 36 38 40 47 44

1.4.6. Té chirc do (histogram)
Dbi v6i bang phan bd ghép 16p, ngudi ta thudng ding t6 chirc dd dé biéu dién.
Trong mit phang véi hé toa dd Oxy, trén truc hoanh ta chia cic khoang C; c6 d6 rong /; .

. R . 3 b = R P i O S U S
Véi moi khoang C; ta dung hinh chit nhét c6 chiéu cao y; = Z—’ (do1 vé1i to chtre do tan so0), hay
i

y; = {— (déi véi t6 chirc d6 tan sudt).
i

T6 chtrc d6 tan s6 ciia mau ghép lop cua vi du 5.3
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T=T(X,Xp,...X,)
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Nhu vay théng ké T ciing 13 mot bién ngiu nhién tuén theo mot quy luat phan bd xac suit
nhit dinh va c6 cac tham sb dic trung nhu ky vong ET phuong sai DT ... Mat khac, khi mau
ngau nhién nhan mot gia tri cu thé w = (x7,X5,...,x,) thi T cling nhan mot gia tri cu thé 1a

T =T(x1,X9,...,X,)

Céc thong ké cung véi quy luat phan bo xac suat cia ching 1a co s¢ dé suy rong cac thong
tin ctia mau cho dau hiéu nghién ctru cua tong thé.

5.1.5.2. Trung binh méu

Trung binh mau cua mau nglu nhién W = (X X, X n) cta bién ngdu nhién X duoc

dinh nghia va ky hi¢u

X = lzn:X,. (5.6)

X ==X (5.7)

Gia str dau hiéu nghién ctru X c6 ky vong va phuong sai hitu han, 4p dung cc cong thirc
tinh ky vong va phuong sai cua téng cic bién ngiu nhién doc 1ap (2.46), (2.50), (2.58) ta c6

E(X)=Ex; D(x)= %. (5.8)
5.1.5.3. Phwong sai mdu
» Phuong sai mu S°:
§ =05, - =Ly - (7 69)
i=1 i=1
*  Phuong sai mau c6 hiéu chinh S2:
i _ i _

* Phuong sai mau S *2 khi dAu hiéu nghién ctru X cua tong thé co ky vong xac dinh
EX =p.

52 =13 (x; - n)? (5.10)

Ap dung cong thirc tinh ky vong (2.46), (2.50) va (5.8) ta co:

ES? = DX va ES*? =DX (5.11)
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Churong 5: Thong ké todn hoc

5.1.5.4. Dj léch tiéu chudn mau

§=4s> = \/sz:r (¥, —})2 (5.12)

5.1.5.5. Tan sudt miu

Ta can nghién ctru mot dau hiéu nghién ciru 4 nao d6 ma mdi ca thé cua tong thé co thé co
hodc khong c6 dau hiéu 4. Néu ca thé c6 dau hidu A4 ta cho nhan gia tri 1, trudng hop nguoc lai
ta cho nhan gia tri 0. Luc d6 dau hiéu nghién ctru c6 thé xem 1a bién ngau nhién X co quy luat
phan bd xéac suat khong — mot A(p) c6 ky vong va phuong sai EX = p, DX = p(1- p) (cong
thuce (2.9)).

Léy mau ngau nhién: W = (Xl,Xz,...,Xn),Xl,Xz,...,Xn 13 cac bién ngau nhién doc lap

c6 cung phan bo khong — mot A(p). Tan s6 xuat hién dau hiéu 4 cta mau la

Fe X+ Xy 4 A X, (5.13)
Tan suit mau
r== (5.14)
n

Tuong tu cong thie (5.11) ta ¢6 cong thirc tinh ky vong va phuong sai ciia tin suat mau:

E(f)=p: D(f)= M (5.15)

5.1.5.6. Cach tinh gia tri cu thé ciia trung binh mau va phwong sai méu ;, 52

1. Néu mau chi nhin céc gia tri x;,x,,...,x; v&itan so twong Ung 7,7%,,...,7, thi gia tri trung

binh miu va phuong sai mau cu thé duoc tinh theo cong thirc

k
}:M ig:n (5.16)

n =

> )
T R P ) )
y _n—liz_;ri(xi ) LR <00 . (5.17)

1

2. Néu gia tri ctia mau cy thé dugc cho dudi dang bang phan bb ghép 16p véi cac khoang
Cy,...,C,, vatinsb cua C; la 7, thi gid tri trung binh mau va phwong sai mau duoc tinh

nhu trén, trong d6 x; 1a trung diém ctia khoang C ;-

3. Mau thu gon: Néu cac gia tri cia miu cu thé x; khong gon (qué 16n hodc qua bé hodc

phan tan) ta c6 thé thu gon mau bang cach dbi bién:
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X, —a

u; = = X;=hu; +a = x=hu+a; sizhzsf (5.18)

- k k -
That vay: x:lZ“rx lerl.(hui+a)=ﬁ2r[ui +a=hu+a.
n -

nio i=1 noio

szszr. x.—_Z:LkV. hu+a—hu—a2= i kr. uA—;2:h2s2.
=L =L ol ) -

n—-13 n—143 n—14

1

Céac s6 a va h dugc chon phu hop sao cho 1/7, 53 tinh dé dang hon. Thong thudng ta chon
a 1a diém gitra cua cac gia tri X; .

Vi du 5.5: Gia tri trung binh mau va phuong sai mau cia mau & vi du 5.3.

Khoang tan s6 r, X; u; = i ; 20 ru; ru’
45-9,5 18 7 ~2,6 ~ 46,8 121,68
9,5-11,5 58 10,5 ~1,9 ~110,2 209,38
11,5-13,5 62 12,5 ~1,5 - 93 139,5
13,5-16,5 72 15 -1 ~72 72
169-19,5 57 18 ~0,4 -228 9,12
19,5-22,5 42 21 0,2 8,4 1,68
22,5265 36 24,5 0,9 32,4 29,16
26,5-36,5 55 31,5 2,3 1265 290,95
> 400 ~177,5 873,47
~177,5

2
X=5u+20=5x +20=17,78.s3=ix 873,47—ﬂ =1,9917
399 400

s2=5%x52=49,79 = 5=4./49,79=7,056.
5.1.6. Quy luat phan bd xac suit ciia mét s6 thong ké diic trung miu
Trudng hop bién ngiu nhién gdc tuan theo quy luit phan b chuin
Gia sir ddu hiéu nghién ctru trong tong thé ¢ thé xem nhu mot bién ngdu nhién X tudn

theo quy luat chuan véi ky vong EX =p va phuong sai DX = o2. Céc tham sb nay cé thé da

biét hodc chua biét. Tur téng thé rat ra mot mau ngau nhién kich thudc 7 :

w=(X,X,,...X,)
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Cac bién ngau nhién thanh phan X, X,,..., X, ddc 1ap co cing quy luat phan bd chuan
N (u,cz) nhu X . Theo dinh 1y 3.10 moi t6 hop tuyén tinh ciia cac bién ngiu nhién c6 phan b
chuén 13 bién ngiu nhién c6 phan b chudn. Vi vay ta c6 cac két qua sau:

1) Théng ké trung binh miu:

Trung binh méu X ¢b quy ludt phan bd chuan véi ky vong E(})z pva phuong sai

- 2
D(X ) = 67 , ap dung cong thirc (2.33) suy ra thong ké sau c6 quy luat chuan tac N(0;1) :

- X =wn
(6}

~ N(0;1) (5.19)

2) Théng ké phuong sai S2.

n G2 n 2

n ¥ L
Tir cong thie (5.16) ta c6: nS* = > (X; —p) vaﬂzz( ’ “j .
i=1 o i=1

s a1k X . A 1A A g X . A uoo A 1A <
Vi céc bién ngau nhién X; doc lap nén cac bien ngau nhién cling doc lap. Mat

(e

X. — . .
khéc theo (2.33) —* oY N(0;1). Do d6 thong ké sau c6 phan bo khi binh phuong 7 béc tu do.
c

5 2

nS*> (X, -

= =§;( ’ “j ~22(n) (5.20)
(o) i=l1 G

3) Théng ké phuong sai S 4
Twong tu thong ké sau c6 phan bd khi binh phuong 7 —1 béc ty do.
S m-ns? u(x,-x)
== | | ~x (n-D) (5.21)
o =1\ ©

U

NCaI(CR))

4) Tu (5.19),(521)va U, xz ddc lap, ap dung cong thirc (2.42) thi T =

c6 phan bd Student n—1 béc tu do.

y (X —pn
K= WV e U T(n—1). (5.22)
§ (=S x> /(n=1)
o2 (n—-1)

Khi n khé 16n thi quy luat Student T(#) hoi tu khd nhanh vé phan bé chuédn tic N(0;1),
do d6 trong thuc té néu 7 > 30 ta c6 thé xem théng ké T xap xi N(0;1).
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Quy luét phan bo cia tan suat mau

Gia str trong tong thé ddu hiéu nghién cru ¢6 thé xem nhu bién ngiu nhién phan b theo
quy lut khong — mot. Tur tong thé rat ra mot mau ngiu nhién kich thude »:

W=(X,X5,...X,)

Tir cong thirc (5.13), (5.14), (5.15) ta da biét thn sudt miu £ = LT 6 oy uat
nhi thirc v6i cac tham sé dic trung 1a: E(f) = p; D(f)= %
Ap dung dinh Iy Moivre-Laplace ta c6:
Véimoi xeR, lim P{M < x} =D(x). (5.23)
e | Jpg

Nhu vay c6 thé xap xi thong ké U = % v6i phan b chuan tic N(0:) khi n dii 16n.
Pq

Nguoi ta thiy rang xap xi 1a tt khi np > 5 va ng > 5 hoic npg > 20.

_ >5
U = M ~ N(0:1) khi ks hodc npg > 20. (5.24)
/ Pq ng >5

5.2.LY THUYET UOC LUQONG

5.2.1. Phwong phap wéc lwgng diém

Phuong phap udc lugng diém chu truong dung mot gia tri dé thay cho gié tri ciia tham s 0
chua biét cua téng thé. Thong thuong gia tri dugc chon nay la gia tri cu thé ciia mot thong ké 0
nao d6 ctia mau ngau nhién.

Vé&i mau nga:lu nhién W = (X 15X, X n), théng ké udc lugng cho tham s6 0 ¢o dang
cong thuc (5.5):

0=T(X,X,,...X,)
Khi d6 voi mau cu thé w = (x1,%5,...,x,) giatricu thé cua thong ké 0= T(xl,xz,...,xn)
la wdc lugng cia 0.

Cung v&i mot mau ngau nhién c¢6 thé xay dung nhiéu thdng ké 6 khdc nhau dé uéc luong
cho tham sb 0. Vi vay ta can lwa chon théng ké tot nhat dé udc lugng cho tham s6 0 dua vao cac
tiéu chuan sau:
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Churong 5: Thong ké todn hoc

5.2.2. U6c lwgng khong chéch

Théng ké é:T(Xl,Xz,...,Xn) 12 mot ham cua cac bién ngau nhién X, X,,...,X, nén

cling 1a mot bién ngau nhién. Do d6 ta c6 thé xét cac dic trung cua thong ké nay.

Pinh nghia 5.1: Thing ké 0=T(X,,X,,..., X, dwoc goi la wéc hrong khong chéch ciia

0 néu véi moi gia tri cua tham s6 0
E(0) =0 (5.25)
Néu E(0) #0 thi 6 =T(X,X,,..., X, ) dugc goi 1a wdc hwgng chéch cia © .

5.2.3. Udrc lwgng hiéu qua

~

Diéu kién (5.25) cta wéc luong khong chéch co nghia rang trung binh cac gia tri cua 0
bang gia tri 0. Ting gia tri cua 0 c6 thé sai 1éch rat 16m so v6i 0 . Vi vay ta tim udc lugng khong
chéch sao cho dd sai 1éch trén bé nht.

Pinh nghia 5.2: Udc luong khéng chéch c¢é phwong sai nhé nhdt so véi moi wéce hrong
khéng chéch khdc dwoc xdy dung trén cing mot mau ngau nhién goi la wéc heong hiéu qua.

Nhu vy, dé xét xem udc lwong khong chéch 0 co phai 1a udc lugng hi€u qua cua 0 hay
khong ta can phai tim mot can dudi cia phuong sai cua cac ude luong khong chéch va so sanh
phuong sai ctua 0 véi can dudi nay. Didu nay duogc giai quyét bang bat dang thirc Cramer-Rao
phat biéu nhu sau:

Cho mAu nghu nhién W = (X}, X,,..., X, ) duoc liy tir tong thé c6 du hiéu nghién ctru 1a
bién ngdu nhién X c6 ham mat do xac suat (hay biéu thirc xac suit ) f(x,0) théa man mot 5O
diéu kién nhat dinh (thudng duoc thoéa mén trong thuc té, it ra 1a cac phan bd xac sudt di xét trong

chuong II) va 6 13 uée lwong khong chéch bat ky cua 0 thi

: !
D(d)> (5.26)
nE( oIn £ (x, e))j2
o0

Vi du 5.6: Dua vio bat dang thtc trén ta c6 thé chitng minh duoc rang trung binh mau X
1a woc lugng hiéu qua cta ky vong p cta dau hiéu nghién ctru X cua tong thé c6 phan bd chuan
2
N(p,0%).

2

That vy theo cong thire (5.8) ta co D(X )= . Mat khac theo (2.26) ham mét do ciia X
n
c6 dang
—(x—p)’
f(x,0)= e 20°
o2
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2
- lnf(X,,U):—ln(O'\/%)—(xz_/;) - aln]a(‘lix,/u):)C—/u
o (o3

2 2
viy e CLOCON g (X = )=
69 0'2 0'4 (o2 O

Nhu vay D (X ) -2 dat gia tri cuc tiéu cia bat déng thirc Cramer-Rao, do d6 trung binh
n
miu X 1a uéc luong hi¢u qua ctua .
5.2.4. Uéc lwgng virng

Pinh nghia 5.3: Thong ké 0= T(XI,XZ,...,X,,) duoe goi la woe lwong viing ciia tham sé
0 cua bién ngau nhién goc X néu é:T(Xl,Xz,...,X,Z) héi tu theo xdc sudt dén ©  khi
n— oo,

Nghia 1a véi moi € >0, ludn co6

lim P{‘é— 9‘ < g} S (5.27)

n—»0

Theo hé qua 2 cta ludt s6 16n Trébusep, cong thirc (4.9) chuwong IV, ta c¢6 trung binh mau
X lauée luong viing cua ky vong 1, S 2 va S? 1a uée luong viing cia phuong sai o2 cua bién
ngau nhién gbc X cia tong thé.

Theo luat s6 16n Bernoulli ta suy ra tan sudt mau f la udc lugng viing cua tin sudt p cua
tong thé.

Tom lai ta co két qua sau:

> Trung binh mau X - 1a uéc luong khong chéch, hiéu qua va viing cua ky vong p cua

bién ngau nhién gdc cua tong thé.

> Tan sudt mau £ 1a udc lugng khong chéch, hiéu qua va viing cua tan suat p cua tong

thé.

> Phuong sai mau S 2 va §*? (truong hop p da biét) 1a wdc lwong khong chéch va viing

cua phuong sai o2 clia bién ngau nhién gbc ciia tong thé.
5.2.5. Phuwong phap wéc lwgng bang khoang tin ciy

Céc phuong phap udc lugng diém néi trén c6 nhuge diém 1a khi kich thude mau bé thi ude
luong diém c6 thé sai 1éch rit nhiéu so véi gia tri ciia tham s6 can udc lwong. Mt khac phuong
phap trén ciing khong thé danh gia duoc kha nang mac sai 1am khi udc luong 13 bao nhiéu. Do d6
khi kich thuéc mau bé ngudi ta thuong dung phuong phap wdc luong khoang tin cdy. Nghia 1a tir
mAau ngiu nhién tim khoang [a; b] chira tham s 0 véi xac suat B du 16n cho trude (B duoc goi

la do tin cay va thuong dugc chon 1a 0,95 hay 0,99).
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Pinh nghia 5.4: Khodng [a ;b] 6 hai dau miit 1a hai thong ké
a=a(X{,X,,...X,), b=b(X|,X,,...X,) (5.28)

phu thuéc mau ngau nhién W = (Xl »Xo ,...,Xn) ciia bién ngdu nhién goc X , goi la khodng tin

cdy cua tham s6 0 véi do tin cay P néu:
Pla(X,,X5,..,X,)<0<b(X,,X;,...X, )} =B (5.29)

Trong thuc té thudng yéu cau do tin cdy B kha 1on, khi d6 theo nguyén 1y x4c suét 16n bién
cb {a <0< b} hau nhu chic chin s& xay ra trong mot phép thir. Tién hanh mot phép thir voi mau
ngau nhién W = (XI,XZ,...,Xn) ta thu dugc mot mau cu thé w = (x1,%5,...,x,) , tinh dugc gia

tri cu thé a = a(xy,xy,...,%,), b=b(x],%5,....,x,).

Lic d6 c6 thé két luan 1a: Qua mau cu thé voi do tin cy B tham s6 0 cua bién ngau nhién

gbc X s& nam trong khoang [a ;b], ticla a<0<Db.
5.2.6. Khoang tin ciy ciia ky vong ciia bién ngiu nhién phan bd theo quy luat chuin

Gia sir tong thé bién ngiu nhién gdc X ¢ phan bb chuan N(x; 0'2) nhung chua biét tham

sO W cua no.

Tu téng thé rit ra mot mau ngau nhién kich thuée n: W = (Xl 0. CYRNY. ¢ ), ta tim khoang

tin cay cua W trong cac truong hop sau:

5.2.6.1. Truwong hop phwong sai o’ di bibt
Pinh 1y 5.1: Khoang tin cdy clia tham s6 p v6i do tin cdy B c6 dang:

o -

[}—Umzﬁ, X+U (5.30)

o]

trong dé:a =1-f; U, la gia tri t6i han muc % ctia phan b chuén tic N(0;1) (cong thic 3.21).
2

Chirng minh: Theo cong thuc (5.19) ta c6 ~ N(0;1).

(X — )\n
(o2

_ _ ¥
Mitkhdc: X —Uyp—e<p <X +Uy)p— < ‘M <U,,
n

a/2ﬁ

o
Ap dung cong thirc (2.32) ta co

(X —u)n

O

P{}—Ua/ziﬁ,u£}+Ua/zi}=P{ SUa/z}:l—a:ﬂ.
n Jn
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Pinh nghia 5.5: £=U,, % duoc goi 13 d6 chinh xdc ciia wée hwong.
n

V6i d6 chinh xac €, va do tin cay B cho trudc, thi kich thuée mau can thiét 1 s6 tu nhién

n nhé nhat thoa man:

n>——a/2 (5.31)

Vi du 5.7: Trong luong cuia mot loai san pham 1a mot bién ngdu nhién phan bé theo quy
luat chuan vé6i d6 1éch tiéu chuén 1 gram. Can thir 25 san phém loai nay ta thu duogc két qua:

Trong luong (gram) 18 19 20 21
S6 SP twong tmg 3 5 15 2
Véi @0 tin cay 95%

a. Hay tim khoang tin cdy cia trong luong trung binh cta loai san phim trén.

b. Néu mudn dé chinh xac cia udc lugng khong vuot qua 0,3 thi can can thur it nhat bao
nhiéu san phém.

Gidi: Goi X 1a trong lugng san pham, theo gia thiét X c6 phan bd chuan N (u;cz) voi

6 = 1. Trong luong trung binh cta san phdm 14 tham sé p. Khoang tin cay c6 dang (5.30).

Vi do tin cdy f=0,95 = %:0,025 = U, =19.
2

a. Tu bang $6 lidu tim duoc trung binh mau cu thé:

;:3-18+5~l9;;5-20+2~21:19’64.

o 1
D¢ chinh xé4c cua uéc luong ¢ =U,,» —==1,96-——==10,392.
Jn J25

Vay voi do tin cdy 95% qua mau cu thé nay, khoang tin ciy ciia tham s6 z 1a:
[19,64 —0,392; 19,64 +0,392]
hay 19,248 < 1 <20,032.
b. Néu mudn d6 chinh xac cua wéc luong khong vuot qua 0,3 thi can can thir it nhat n san
pham sao cho:
. U2, 1-1,967
g 0,32

=42,68.

Chon n=43.
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5.2.6.2. Truwong hop phwong sai o2 chua biét, kich thudée méu n > 30

Trong nhiéu bai toan thyc té, ta khong biét phuong sai o2 cua bién ngiu nhién géc X cula
tong thé. Nhung néu kich thudc mau n da 16n (n > 30) ta c6 thé xap xi do l1éch chudn o boi do
léch chudn mau S (vi S 2 1a wée luong virng khong chéch cua o2 ), S duoc xac dinh bdi cong

(X — )
(o

thire (5.12). Mat khac, theo dinh 1y gi6i han trung tdm thi thong ké xap xi chun,
dung v6i moi bién ngau nhién gdc X (khong doi hoi phan bd chuén).

Do d6 khoang tin cdy cta tham sé x v&i d6 tin cdy B co thé lay la

- S
[X—U a2 L X +U, ”ﬁ} (5.32)

Vi du 5.8: Bé xac dinh chiéu cao trung binh ciia cac cdy bach dan trong khu rimg rong
trong bach dan, ta tién hanh do ngiu nhién 35 cdy va c6 két qua cho trong bang sau:

Khoang 2 X | wy=x-825 ] ruy ru?
6,5-17,0 2 6,75 -1,5 -3 4,5
7,0-17,5 4 7,25 -1,0 4 4
7,5-8,0 10 | 7,75 -0,5 -5 2,5
8,0—8,5 11 8,25 0 0 0
8,5-9,0 5 8,75 0,5 2,5 | 1,25
9,0-9,5 3 9,25 1,0 3 3
> 35 -6,5 | 15,25

03 _ 01857 = ¥ =8,25-0,1857 ~8,06.

u =

. 2
s =sh =3i4(15,25—%}=0,413 = 5=0,64.

Véi do tin cdy f=95%, U, =1,96.

2

0,64
D¢ chinh xé4c cia wéc luong ¢ =U, ;p —— s =0,21.
v v \/_

Vay khoang tin cdy cho chiéu cao trung binh M cua cac cay bach dan la:

7,87< 11<8,29.
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5.2.6.3. Truwong hop phwong sai o2 chua biét, kich thuée méu n <30

Trong trudng hop nay, theo cong thic (5.22) thong ké

T= m (5.33)
S
¢6 phan b Student n—1 bac ty do. Vi vay khoang tin ciy dugc tinh theo két qua sau:
Pinh 1y 5.2: Khoang tin cdy clia tham s6 p v6i do tin cdy B c6 dang:
[}—ta/z(n—l)i;}—i-ta/z(n—l)i} (5.34)
Jn n

trong do t,,,(n—1) la gia tri téi han mirc % ctia phan bd Student n—1 bac tu do (cong thirc
2.43).

Do chinh xdc cua woc luong:

8=ta/2(l’l—l)% (5.35)

V6i do tin cdy S va do chinh xdc g, cho trude thi kich thude mau can thiét 1a s6 tu nhién

n nhé nhat thoa man:

2
- 3 (Mj (5.36)

)

Vi du 5.9: Nang suit ctia mot loai giéng mai 1a mot bién ngiu nhién c6 quy ludt phan bd
chuan N( J7R 02) . Gieo thur giéng hat nay trén 16 manh vuon thi nghiém thu dugc nhu sau (don vi
kg/ha):

172,173, 173,174, 174, 175, 176, 166, 166, 167, 165, 173, 171, 170, 171, 170.

Hay tim khoang tin cdy cho nang sudt trung binh cta loai hat gidng nay voi do tin ciy
L =95%.

Gidi: Nang suét trung binh cua hat giéng 1a tham s 75

Tir cdc s6 lidu trén ta tinh duoc: x =171; 5 =3,4254 . & =0,05; % =0,025.

Tra bang phan b6 Student véi 15 bac tw do ta tim dwoc £, /5 (n—1) = 10,025(15) =2,131.
S 3,4254

b6 chinh xac ¢ =t n-1)—=2,131--————=1,885.
C a/Z( )\/; \/R

Vay khoang tin cdy cho ning suét trung binh cta loai hat gidng nay 13 4 théa mian:

169,115< 4 <172,885.
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5.2.7. Khoang tin cdy cho tin suit p

Ta can nghién ciru mot ddu hiéu nghién ciru 4 nao d6 ma mdi ca thé cua tong thé co thé co
hodc khong c6 déu hiéu 4. Néu ca thé c6 ddu hiéu A4 ta cho nhan gia tri 1, truong hop nguoc lai
ta cho nhan gia tri 0. Luc d6 ddu hiéu nghién ctru c¢6 thé xem 14 bién ngiu nhién X c6 quy luat
phan bd xac suat khong —mot A(p) c6 ky vong va phuong sai EX = p; DX = p(1-p).

Léy mau ngﬁu nhién W = (Xl,Xz,...,Xn) , trong d6 X, X>,..., X, 1acac bién ngﬁu nhién
doc 1ap c6 cung phan bd khong — mot A(p).

X +-+X N L x
f= 1 " 1a tan suat mau. Theo dinh 1y Moivre-Laplace (4.12) thi khi n du 16n

n

(f = pWn
Jr(-p)

Tuy nhién vi p chua biét nén chua biét p(1— p)=DX .

ta c6 thé xap xi thong ké U = v6i phan b chuan tic N(0;1).

Mat khac theo cong thic (5.21), (5.24) thi tan sudt mau £ 1a wéc luong viing, khong chéch
va hiéu qua cua tan suit p tong thé. Vi vay khi n du 16n ta c6 thé thay p bang f .

Do d6 khoang tin cdy cho tin sudt p cua tong thé véi do tin cay £ la:

[f—Ua/z,/@ ; f+Ua/2w/@} (537)

Véi diéu kién

nf >10
(5.38)
n(1-f)>10
trong d6 U, la gid tri t6i han muc % ctia phan bd chuan tic N(0;1) voi o =1- 4.
2
Do chinh xdc cua khoang tin cdy:
1—
e=U, 0= (5.39)
n

Véi 46 tin cdy S va do chinh xac &, cho trudc thi kich thuée mau can thiét 1a s6 ty nhién

n nhé nhat thoa man:

2
n>f(l- f)[MJ (5.40)

)

trong d6 f 1a tan suat mau ctia m§t mau ngau nhién nao do.
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Vi du 5.10: Trong dot van dong bau cir tong thdng & mot nude no, ngudi ta phong van ngau
nhién 1600 cir tri, dwoc biét c6 960 ngudi trong sé d6 s& bo phiéu cho ung ctr vién A. Vi do tin
ciy S =95% tdi thiéu ing cir vién A s& chiém dugc bao nhiéu % s6 phiéu bau.

Gidgi: Goi p 1ati 18 sé phiéu s& bau cho tung ctr vién A. Tong thé nghién ciru 14 tap hop tat
ca cac ctr tri. Du hiéu nghién ctru 14 cir tri s& bo phiéu cho A, 1a bién ngiu nhién c¢6 quy ludt phan
bd khong — mot A(p). Khoang tin cdy cho p c6 dang (5.37) véi diéu kién (5.38).

nf =960>10
n(l-=f)=640>10"

960
600

P chinh xéc cta udc lugng £ =U,, /» /M =1,96 {% =0,024.
n

Khoang tin cdy: 0,576 < p<0,624.

Tt mau cu thé trén ta co f= =0,6 thoa man diéu kién {

Vay v6i d6 tin ciy 95% thi tbi thiéu c6 57,6% ctr tri s& bé phiéu cho tmg cir vién A.
5.3. KIEM PINH GIA THIET THONG KE

5.3.1. Khai niém chung

Trong muc trudc ta giai quyét cac bai toan vé udc luong tham s dic trung cia dau hiéu
nghién ctru cua tong thé bang cach dua vé& udc luong cac tham sb dic trung cia cac bién ngiu
nhién gdc. Trong muc ndy ta s& nghién ciru bai toan kiém dinh gia thiét vé cac tham sb diac trung
clia tong thé.
5.3.1.1. Gid thiét thong ké

Gia thiét thong ké 1a gia thiét vé dang phan bd xac suit, cac dic trung tham sb cua bién
ngiu nhién gdc hodc gia thiét vé sy doc 1ap cha cac bién ngiu nhién gbc.

Gia thiét dua ra kiém nghiém duoc ky hiéu 1a Ho, goi 1a “gia thiét khong”. Do 13 gia thiét
ma ta nghi ngd mudn bac bé hodc gia thiét ta mubn bao vé. Ngoai gia thiét Hy ra, ta con phai dinh
ra mot gia thiét canh tranh voi Hy goi 1a ddi thiét, ky hiéu H,. D6i thiét H, s& dwoc chap nhan khi
Hy bi bac bé.

Can chu y rang dbi thiét H; khong nhat thiét 1 phu dinh cua gia thiét Hy. Ching han gia
thiét Ho: nhu cau thi truong vé loai hang hoa nay 1a u =1000 don vi/thang. Néu ta nghi ngo rang
nhu cdu nay khong ding thi d6i thiét H, 13 p # 1000, nhung néu do tiép thi tbt, do chinh sach hau

mii tot ngudi ta nghi rang nhu cau vé mat hang nay ting 1én thi d6i thiét H, 1a p > 1000 .
Qui tic kiém dinh dwa trén hai nguyén 1y sau:

- Nguyén Iy xac sudt nho: "Néu mot bién cb c6 xac rat nho thi trong mot hay vai phép
thir thi bién c¢b d6 coi nhu khoéng xay ra".

- Phuong phép phan chimg: "Dé bac bo A ta gia sir A dung thi din dén mot didu vo 1y".

Duya vao hai nguyén 1y ndy ta dwa ra phuong phap chung dé kiém dinh mot gia thiét thong
ké nhu sau: Dé kiém dinh Hy trude hét gid st Hy dung tr 36 ta tim dugc bién c6 4 ma xéac suit
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xuét hién bién cb A 1a rat bé va ta co thé xem A khong thé xay ra trong mot phép thir vé bién ¢
nay. Luc do néu trén mot mau cu thé quan sat dugc ma bién ¢ A xuét hién thi diéu nay trai voi
nguyén 1y x4c suat nho. Vay H sai va bac bo né. Con néu A4 khong xay ra thi ta chua c6 co so dé
bac bo Hy.

Ta thuc hién phuong phap trén bang cac budc cy thé sau:
5.3.1.2. Tiéu chudn kiém dinh gia thiét thong ké

Tir bién ngau nhién géc X cua téng thé lap mau ngau nhién W = (X 1 X250 X, ) Chon
thong ké

T=T(X,,X,5,...X,.00) (5.41)

trong d6 0 1a tham s lién quan dén gia thiét can kiém dinh. Néu Hy ding thi théng ké T c6 quy
luat phan b xac suat xac dinh. Thong ké T dugc goi 1a tiéu chuan kiém dinh.
5.3.1.3. Mién bdc bé gid thiét

Sau khi da chon tiéu chuan kiém dinh T, v6i o0 bé cho trude (thuong o duoc ldy bang 0,05
hodac 0,01) va voi diéu kién H, ding ta co thé tim dugc mién W, sao cho T nhan gia tri trong

mién W, véi x4c suat bang o
P{T eW,|Hy} =« (5.42)
Gia tri o dugc goi 1a mirc ¥ nghia ctia kiém dinh va mién W, goi 1a mién bac bo gia thiét
Hy véi muc y nghia a.
5.3.1.4. Gid tri quan sdt ciia tiéu chuin kiém dinh

Thyc hién phép thir v6i miu ngdu nhién W =(X|,X,,...,X,) thu dugc miu cu thé
w=(X{,Xy,...,X, ), thay gia tri ndy vao théng ké (5.41) ta dugc gia tri quan sat clia tiéu chuan
kiém dinh:

qu =(x1,x27---axn790) (5.43)
5.3.1.5. Quy tic kiém dinh gid thiét thong ké

So sanh gia tri quan sat cua tiéu chuan kiém dinh voi mién bac bo W, va két luan theo quy

tac sau:

1.Néu T, s € W, , theo nguyén tac kiém dinh thi Hy sai, do d6 ta bac bo Hy thira nhan H;.

2.Néu T, gs €W, thi diéu nay chua khang dinh rang Ho ding ma chi ¢6 nghia 1a qua mau cu

thé nay chwa khang dinh duoc 12 Hy sai. Do d6 ta chi c6 thé néi rang qua mau cu thé nay chua co
co 8¢ dé bac bo Hy (trén thyc té 1a thira nhan Hy).
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5.3.1.6. Sai lam logi mét va sai lim logi hai

Véi quy tic kiém dinh nhu trén c6 thé mic hai loai sai lam sau:

1. Sai 1am loai I: 6 1a sai 1am méc phai khi bac bo gia thiét Hy trong khi Hy dung. Ta thay
xac sudt méc sai 1am loai I dung bang muc y nghiao . That vy, xac suat ta bac bo H, bang xac
suat bién cb {T ew, }, do d6 khi H, dung thi x4c suat nay bang P{T € Wa|H0 } = o.. Sai 1dm loai
I sinh ra do kich thuéc mau qua nho, do phuwong phap 1y mau v.v...

2. Sai 1am loai II: D¢ 1a sai 1dm mic phai khi thira nhan gia thiét Hy trong khi H sai, diéu
nay xay ra khi gia tri quan sat 7, khong thude mién bac bo W, trong khi H; dung. Vay xac suét

sai 1am loai IT 1a B xé4c dinh nhu sau:
P{T eW,|H,} = (5:44)

Xéc suét cua bién cb dbi cua sai 1am loai 1I: P{T € Wa|H1}= 1-B goi la luc luong kiém

dinh.

Thuc té
. Hy dung H sai
Quyeét dinh
Sai 1am loai I Quyét dinh ding
Bac bo Ho , i p
Xac suat =a Xac suat =1-f3
Quyét dinh dung Sai 1am loai I
Khong bac bé Hy ; o
Xacsuat=1-a Xac suat =3

Ta mudn tim mot qui tac kiém dinh ma ¢4 hai loai sai 1am trén 1 cuc tiéu. Nhung khong ton
tai kiém dinh ly tuéng nhu vay, vi n6i chung khi giam sai lam loai I thi sai lam loai II ting va
ngugc lai. Ching han néu lay o = 0 thi s& khong bac bo bat ky gia thiét nao, ké ca gia thiét sai,
vay B s€ dat cuc dai. Mat khac trong bai toan kiém dinh thi gia thiét Hy 1a gia thiét quan trong, do
d6 sai 1am vé né cang nhé cang tot. Vi vy cac nha thong ké dua ra phuong phap sau:

Sau khi ta chon sai 1am loai I nhé ¢ muc y nghia o, v&i mau kich thuéc n xac dinh, ta
chon ra mién bac bo W, sao cho xac sut sai 1am loai II 1a nhé nhat hay luc luong kiém dinh 12

16n nhat. Nghia 13 can tim mién bac bé W, thoa man diéu kién:
P{T eWy|Hyj=0 va P{T e W,|H,|=1-B — max

Dinh 1y Neymann - Pearson chi ra rang nhiéu bai toan quan trong trong thuc tién c6 thé tim
dugc mién bac bo W, théa man diéu kién trén.

Viéc chon mirc ¥ nghia o bang bao nhiéu tiy thudc vao timg trudng hop cu thé, tiry thude
vao y nghia cua bai toan.

113

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Churong 5: Thong ké todn hoc

5.3.1.7. Thii tuc kiém dinh gia thiét théng ké

Qua ndi dung trinh bay & trén ta co thé xay dyng mot thu tuc kiém dinh gia thiét théng ké
bao gdm cac bude sau:

a. Phat biéu gia thiét Hy va d6i thiét H,.
b. Tir tong thé nghién ctru 1ap mau ngiu nhién kich thude 7.

c. Chon tiéu chuin kiém dinh T va xac dinh quy luat phan bd xac suit cia 7 véi didu
kién gia thiét Hy dung.

d. V&imuc y nghia o, x4c dinh mién bac bo /8 t6t nhat tiry thudc vao ddi thiét H,.

e. Tu mau cu thé tinh gia tri quan sat cua tiéu chuén kiém dinh T, P2

f.  So sanh gi4 tri quan st cta tiéu chuan kiém dinh T gs VOl mién bac bo W, va két luan.
5.3.2. Kiém dinh gia thiét vé ky vong ciia bién ngiu nhién cé phin b6 theo quy luat chuén

Gia sir bién ngau nhién gc X trong tong thé c6 phan bd chuan N (},L;GZ), can kiém dinh
ky vong . Néu c6 co so dé gia thiét rang ky vong | bang gia tri Ko ta duara gia thiét thong ké

Ho: p=py.

Ta xét cac truong hop sau:
5.3.2.1. Truwong hop da biét phwong sai

Gia st phuong sai o’ cla bién ngau nhién gbc X trong tong thé c6 phan bd chuan
N(y; (52) da biét. T téng thé rat ra mot mau ngau nhién kich thudc n: W = (Xl . Y. ¢ )

Xét thong ké

_ (X —po)n

(¢

T (5.45)

Néu gia thiét H, ding, theo cong thirc (5.19) thi thong ké T c6 phan bé chuén tic N(0;1).

Ta xay dung cac mién bac bo dua vao doi thiet H;.

a. Baitoan1: Hp: p=p,; Hi: p#pg. Ta noi day 1a bai toan kiém dinh hai phia.

‘ v
Mién béc bo W, = {T _ (X —pin ;
(¢}

T|>U, /2} . (5.46)

b. Baitoan2: Hy: nw=pq; Hi: pu>p,. Day la bai todn kiém dinh mot phia.
‘ X -
Mién béc bo W, = {T _ (X =pgWn S T> Ua} . (5.47)
c

c. Baitoan3: Hy: p=py; Hi: p<pg.Day la bai todn kiém dinh mét phia.
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Mién bac b W

o

:{T:—(X‘“OW; —T>Ua}. (5.48)

c
trong 46 U, 5, U,, lan lugt 1a gia trj t6i han mirc % vamirc ¢ ctia phan bd chuan tic N(0;1).

Lap mau cu thé w= (x1,%5,...,x,) va tinh gid tri quan sat cua tiéu chuan kiém dinh

;=R
(o2

gs va so sanh véi mién bac bo W, dé két luan.

5.3.2.2. Trwong hop chwa biét phwong sai, kich thuwée mau n > 30

Trudng hop phuong sai o2 chua biét: Véi kich thuée n di 16n (n>30) va gid thiét Hy
dung, twong tr muc 5.2.6.2 ta c6 théng ké

_ (X —poWn
S

T (5.49)

xap xi phan bd chuéan tic N(0;1). Ta xdy dung cac mién bac bo dya vao ddi thiét H,.

a. Baitoan 1: Hp: p=pg; Hi: p#p,. Ta noi day 1a bai toan kiém dinh hai phia.

‘ i
Mién bac bé W, = {T _ (X —pgWn

3

S T|>U,, 2} : (5.50)

b. Baitoan2: Hy: p=pq; Hi: p>p,. Day la bai toan kiém dinh mét phia.

‘ vl
Mién béc bo W, = {T & % ;T > Ua} . (5.51)

(04
c. Baitoan3: Hy: p=py; Hi: p<p,.Day la bai toan kiém dinh mot phia.
: X -
Mién béc bo W, = {T _ (X —pghin . —T>U, } . (5.52)
S

Vi du 5.11: Mot hang buén mudn biét xem phai ching c6 su khong on dinh trung binh vé
lugng hang ban dugc trung binh trén mot nhan vién ban hang so vdi cadc nam trude (lugng do6
bang 7,4). Mot mau ngau nhién gdm 40 nhan vién ban hang duoc Iya chon va tim thiy luong hang

trung binh cua ho la X = 6,1 voi do léch chuan 1a s =2,5. V&i mic y nghia o = 1% c6 thé noi

rang luong hang ban dugc trung binh trén mdi dau ngudi cé su thay ddi khong?

Gidi: Goi p la lugng hang ban dugc trung binh trén modi nhan vién ban hang cia hing
buon.

Ta kiém dinh: Giathiét Hy: p=74; Dbithiét H: p= 7,4.

Tiéu chuan kiém dinh: 7 =

(X —7.4)n
S
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‘ X —7,4
a=001 = U, =2575 = Mién bac bo: W, :{T:%; T|>2,575}.
2
us :m:_izgg‘
‘ 2,5

V&i miu cu thé nay gia tri quan sat cta tiéu chuén kiém dinh roi vao mién béac bo, vay ta co
thé két luan rang sd luong hang ban duoc trung binh ctia mdi nhan vién ban hang 1a c6 thay doi.

Vi du 5.12: Mot cong ti c6 mot hé thdng may tinh c6 thé xir 1i 1200 hoa don trong mot gio.
Cong ti mdi nhap mot hé thong may tinh mai. Hé théng nay khi chay kiém tra trong 40 gio cho
thdy s6 hoa don dugc xir li trung binh trong 1 gio 1a 1260 v6i d 1éch chuan 215. Vi muc y nghia
5% hdy nhan dinh xem hé thong méi ¢6 t6t hon hé thong cii hay khong?

Gidi: Goi 1 14 s6 hoa don trung binh ma hé thong may tinh mdi xur 1i duoc trong 1 gio.

Takiém dinh: ~ Gia thiét Ho: p =1200; D4i thiét Hy: > 1200.

Tiéu chudn kiém dinh: T = (X = 1200)vn 1§00)JZ
‘ X -12
a=005 = U, =164 = Micn bac bo: W, :{T:w ; T>1,64}.
Thay gia tri cu thé cia mau vao cong thirc (5.49) ta duoc T, o = (1260~ 1200)\/% =1,76.

215
Véi miu cy thé ndy gia tri quan sat cua tiéu chuan kiém dinh roi vao mién bac bo, vay ta c6 thé
két luan hé thong may tinh méi tot hon hé thong cil.

5.3.2.3. Trwong hop chwa biét phwong sai, kich thuwéc méu n < 30
Gia str gia thiét Hy dung, xét théng ké

_ (X —poWn
S

T (5.53)

theo cong thirc (5.22) thong ké T c6 phan bd Student 7 —1 bac tu do. Ta xay dung cic mién bac
b6 dua vao ddi thiét H,.

a.Baitoan1: Ho: pn=pq; Hi: p#pg.

Mién bac bo:

b

Wa={T=w T|>ta/2(n—1)}. (5.54)

trong do t,,,,(n—1) la gia tri t&i han mirc % ctia phan b Student 7 —1 bac tu do.

b.Baitoan 2: Hy: pn=pq; Hi: p>py.
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Mién bac bo: W,

[

:{T:(Y—m))&
S

c T>t,(n— 1)} . (5.55)

trong d6 ¢, (n—1) 1a gia trj t6i han mc o cua phan bé Student 7 —1 bac tu do.

c.Baitoan3: Ho: p=pg; Hi: p<pg.

‘ v
Mién bac bo: W, = {T - %  —T>t,(n- 1)} / (5.56)

Vi du 5.13: Mot cong ty san xuat hat giéng tuyén bd rang mot loai giébng méi cua ho co
nang sudt trung binh 1a 21,5 ta/ha. Gieo thir hat gidng méi nay tai 16 vuon thi nghiém va thu dugc
két qua:

19,2; 18,7; 22,4; 20,3; 16,8; 25,1; 17,0; 15,8; 21,0; 18,6; 23,7; 24,1; 23,4; 19,8; 21,7; 18,9.

Duya vao két qua nay hdy xac nhin xem quang cdo cta cong ty co ding khong. Mt y nghia
duoc lya chon 1a o = 0,05. Biét rang ning suat gidng cay trong la mot bién ngiu nhién c6 phan

bb chuan N(x; 02) .
Gidi: Goi u 1a nang suat trung binh cua loai giong mai.

Ta can kiém dinh gia thiét Hy: p =21,5; Béi thiét H;: p# 21,5.

Tiéu chuan kiém dinh: 7T = % .
Tra bang ta tinh dugc gia tri t&1 han mﬁc% = 0,025 cua phan bd Student 15 bac tu do 1a

(X -21,5n |
SRt

2,131. Do d6 mién bac bo: Wa:{T: T|>2,131}.

T mau cu thé trén tinh duoc:

220406, 523038 o T, = 20406-2L9VI6 _

—1,44.
9 3,038

Vi |7

=1,44 < 2,131 nén chua c6 co s¢ dé bac bo Hy. Co nghia 1 véi s lidu nay thi co
thé chap nhan 101 quang céo cua cong ty.
5.3.3. Kiém dinh gia thiét vé tin suit

Gia sir ta dé ¥ dén mot dic trung 4 nao d6 ma mdi ca thé cia tong thé c6 thé co tinh chét
nay hodc khong. Goi p 1a tn suét c6 ddc trung A4 cua tong thé, nhu da thay trong chuong VII
dau hiéu nghién ctru nay 1a mot bién ngiu nhién X c6 phan bd khong — mot A(p) véi ky vong
bang p.Néu p chua biét, song co co s& dé gia thiét rang gia tri ndy bang po-Ta kiém dinh gia

thiét Hy: p = Do -
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Tir téng thé rat ra mot mau ngau nhién kich thuéc n, goi f 1a tan sudt miu (cong thic
(5.13)-(5.15)). Xét théng ké

_ (/=poin
\/Po(l—Po)

Néu gia thiét Hy dung, ap dung dinh 1y gidi han trung tim (cong thirc (5.24)) thi khi n du
16n thong ké trén xAp xi phan bd chuan tic N(0;1). Trong thuc té khi

{npo >5

T (5.57)

Kl )5 (5.58)

thi c6 thé xem thong ké (5.57) c6 phan bd chuan tic N(0;1). Do d6 véi miic y nghia o va tiy

thudc ddi thiét H, ta co thé xay dung cac mién bac bo tuong tng.

a) Ho: p=py; Hir p#py.

W,=-T

(2

= m T| >U, (5.59)

\Po(1=po) | 5

b) Ho: p=py; Hi:t p>py.

(f = po)Nn
=T =-=2—; T>U,
{ VPo(l=pg) }

(5.60)

¢) Ho: p=po; H: p<pyg.

(f = pon
W, == _PONE - oy (5.61)
{ VPo(l=pg) }

Véi mau cu thé tinh gia tri quan sat cia tiéu chuan kiém dinh 7, gs > SO sanh vo1 W, va két luan.

Vi du 5.14: Mot dang chinh tri trong mot cudc bau cir tong thdng & nude no tuyén bd ring
¢6 45% ctr tri s& bo phiéu cho tng cir vién A ciia dang ho.

Chon ngau nhién 2000 cir tri dé tham do ¥ kién va cho thiy c6 862 cir tri tuyén bd s& bo
phiéu cho A.

Véi mic o = 5%, hdy kiém dinh xem du doan ctia dang trén c6 dung khong.
Gidi: Goi platilé cu tri s& bo phiéu cho tng cir vién A.
Ta can kiém dinh: Gia thiét Hy: p=0,45; Dbi thiét H;: p = 0,45.

(Boi vi ta khong c¢6 co s& nao dé cho rang dy doan ciia dang trén 1 cao hon 0,45 hay thap
hon 0,45).
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npy = 2000-0,45=900 > 5

théa méan nén co thé chon tiéu
n(1-py) =2000-0,55=1100 > 5

Vi rang diéu kién {

, , . . 862
chuan kiém dinh theo cong thirc (5.57). Thay mau cu thé voi f = 2000 =0,431 ta dugc gia tri

_(0,431-0,45)4/2000

quan sat clia tiéu chuan kiém dinh T gs =-1,708.

40,45-0,55

Véi mic y nghia o = 0,05 = U, =196. Ta thiy |T,,
2

<1,96. Vay khong co co s¢ dé

bac bo Hy.

TOM TAT
Téng thé

Toan b tdp hop cac phan tir dong nhat theo mot dau hidu nghién ciru dinh tinh hay dinh
lwong nao d6 dugc goi 1a tong thé. Viéc chon ra tir tong thé mot tap con nao d6 goi 1a phép ldy
mau. Tap hop con ndy dwoc goi 1a mét mdu.

Mau ngau nhién

Néu trong phép lay mau dé moi cé the cua tong thé dugc chon mot cach doc 1ap va co xac
suat duoc chon nhu nhau ta dugc mot mau ngau nhién.

Mau ngau nhién ctia dau hi¢u nghién ciru X

Mau ngau nhién kich thudc n cia dau hiéu nghién ctru X 1a mét day gé)m n bién ngau
nhién: X, X,,...,X, doc lap cung phan b voi X, ky higu W = (XI,XZ,...,X,,).

Béang phan bo tan so thuc nghiém va tan suat thuc nghiém
Néu mot mau ngiu nhién kich thuéc n cia X nhan gia tri X; voi tan so xuat hién r;,

. i s s A Ao
i=1.,k: x < <xp; 4+t =n. fl:;l goi 1a tan suat cua x; .

Khi d6 ta ¢6 thé mo ta miu ngau nhién trén qua bang phan bd tan sb thuc nghiém va tan
suét thuc nghiém cua X

X |X1 Xo 00 X X |x1 Xo 0 X

Téins6|r1 ry o1 Téinsue‘it|f1 fr o fr

Ham phan b6 thwe nghi¢m ciia miu

. , i
Ham so6 xac dinh nhu sau: F, (x) = Z L. —o<x<+,.

n
X;<x

Bang phan bo ghép 16p

Trong nhitng truong hop mau diéu tra ¢6 kich thudc 16m, hodc khi cac gié tri cu thé cia dau
hiéu X l4y gia tri khac nhau song lai khd gin nhau, nguoi ta thudng xac dinh mot sé cac khoang
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C;,C,,...,C; sao cho mdi gia tri ciia ddu hiéu diéu tra thudc vao mot khoang nao dé. Cac khoang
nay 1ap thanh mot phan hoach ctia mién gié tri ciia X .

Biéu dién bing biéu do

Trong mat phéng véi hé truc toa do Oxy .

% Nbi diém trén truc hoanh co toa do (x;,0) voi diém c6 toa do (x;,7); 0= I,_k ta duoc

biéu do tan so hinh gay.

% Noi lan luot diém co toa do (x;,f;) voi diém co toa do (X415 fip1)i=Lk—1 ta
dugc biéu dé da gidc tan sudt.

< Dbi voi bang phan bd ghép 16p, ngudi ta thuong dung to chirc do dé biéu dién: Trén
truc hoanh ta chia cac khoang C; c6 do rong ;. Vi mbi khoang C; ta dung hinh chit nhat co

A T [T S U Y j A, . 2an o a3 4
chiéucao y;, = l—’ (d0d1 voi to chue d0 tan s0), hay y; = % (doi voi to chirc d6 tan suat).
i i
Théng ké
Mot théng ké cia mau 1a mot ham cua cic bién ngiu nhién thanh phan ctia mau. Thong ké

ctia mAu ngu nhién W = (X, X,,...,X,) c6 dang: T = T(X{, X,,.... X, )

Trung binh méu

Trung binh mau cuia mau ngau nhién W :(XI,XZ,...,Xn) la. X :lZXi .
n

Phwong sai méu

= Phuong sai mau S2:S2=Lk lg(Xi—})z: 1 irin— & (})2
=1 i=1

n—14 n—14 n—1

1

=  Phuong sai mau S?: khi déu hiéu nghién cau X cua téng thé co ky vong xac
dinh EX =p.

i L
S :_Z(Xi—ﬂ)z-

i=1

S

Do léch tiéu chuan mau

= %)

n—143

Tén suit miu
Xét bién ngau nhién gbc X c6 phan bd khong — mot A(p). Liy mau ngiu nhién kich
thuée n: W =(X,X,,...X,). X, X,,.... X, 1a céc bién ngdu nhién doc 1ap c6 cing phan bé
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r S S ST POy ST , X 1a A Ao X r
v6i X . Tan so xuat hi¢n dau hi¢u 4 ciamau la: r = X;+ X, +---+ X, .Tan suat mau f =—.
n

. ’ ez 4o s X 3 X N soox 2
Cach tinh gia tri cu thé ciia mau trung binh mau va phwong sai mau x , s

Néu mau chi nhan céc gia tri x;,x,,...,x; V61 tan so twong Ung ny,n,,...,n; thi gia tri

trung binh miu va phuong sai mau cu thé duoc tinh theo cong thirc

k
- X 1 Z —\2 1 Z
n 3 14 n—1

Quy luit phan bd xAc suit ciia mdt s6 thong ké diic trung miu

Trudng hop bién ngiu nhién gdc tudn theo quy luat phan bd chuan

y - X —wn
(&)

~ N(0:1).
nS? (X, - 2
y? =—= Z[—G Mj ~x2(n).

c i=1

G =1
_ (X —wn
(X —pwivn (o]
T = Y ~T(n-1).
S n-1s> sz/m—l)
cl(n-1)

Trudng hop tan suit mau

re np>>5
U:M~N(O;l) khi { P72 e npg > 20
ng >S5

Jpa

U'éc lwgng khong chéch
Théng ké 0= T(Xl ,XZ,...,Xn) duoc goi 1a uwéc luong khong chéch ciia 0 néu: E(é) =0.

Uéc lwgng hiéu qua

Udc luong khong chéch co phuong sai nhé nhét so voi moi wdc lwong khong chéch khac duge
xdy dung trén cing mdt mau ngau nhién goi 1a w6c luong hiéu qua.

Ué6c lwrgng virng
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Théng ke 0=T (X TP, CHW. ¢ n) duogc goi 1a udc lugng virng ctia tham s6 0 cua bién ngau nhién
gbc X néu 6=T(X,X,,..,X,) hoi tu theo xac sut dén 0 khi n — oo.
Uéc lugng hop 1y cuc dai

Gia sur da biét quy ludt phan bd xac suat ciia dau hiéu nghién ciru bién ngiu nhién gbc X
c6 ham mat d6 f(x,0) (hodc co thé 1a biéu thirc xac sudt néu X 13 bién ngdu nhién roi rac). Can
phai u6c luong tham sb © nao d6 ciia X . Tir tong thé rut ra mét mau ngau nhién kich thude
Ham mat do ddng thoi c6 dang ctia mau ngiu nhién c6 dang

L(XIBXZ""’xnae) :f(xl’e)'f(x2’6)"'f(xn’e)'

Ham L(x;,X,,...,x,,0) dugc goi 1a ham hop 1y ciia tham s6 0.
Khi ta xem Xi,...,x, 1a tham s6 con 0 1a bién va gia st ham hop 1y L(x,,...,x,,0) dat cuc

dai tai 0= g(X1,X9,.00,X,).

Théng ké 0 = g(X,X,,...,X,) dugc goi 1a udc luong hop Iy cuc dai cua 6 .

Khoing tin cay
Khoang [a;b] ¢6 hai ddu mut 1a hai théng ké a = a(X,,X,,...,X,), b=b(X{,X,,...,X,) phu
thudc mau ngﬁu nhién W = (XI,XZ ,...,Xn) cua bién ngﬁu nhién géc X, goi la khoang tin cay
ctia tham s6 O vé6i do tin cay B néu: P{a <0< b} =p.

Khoang tin ciy ciia ky vong ciia bién ngiu nhién phan b theo quy luit chuén

e  Truong hgp phuong sai o2 da bidt:

— 1+
|:X—Ua/2\/_ X+Ua,/2\/—j| CD(U ) 1—527'8.
e Truong hop phuong sai o2 chua biét n>30:
X-U X +U, L oU,)=1-2-158
0:/2\/— a/2\/— ( )— 2— 5

e  Truong hop phuong sai o2 chua biét n<30:

F—za/z(n—l)%;Y+ta/2(n—1)%},

cr e , o, A £ A
trong d6 ?,,,,(n—1) 1a gia tri t6i han mirc > cua phan bo Student n—1 bac tu do.

Khoang tin ciy cho tan suit p
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|- / 1- oy 10
{f—Ua/z —f(nf) s f+Ug 0 —f(nf)} Véi diéu kién {:{lif)>10

Trong d6 a =1-f; U, la gia tri t6i han mirc % ctia phan bd chuan tic N(0;1).
2

Giai thiét thong ké

Gia thiét thong ké 1a gia thiét vé dang phan bd xac sut ctia bién ngau nhién gbc cua tong
thé, cac tham sd dic trung hodc tinh chét ciia cac bién ngau nhién nay. Gia thiét théng ké 1a nhimng
diéu ta nghi ngd mudn bac bo, duoc phat biéu dudi dang Hy. Canh tranh véi gia thiét nay 1a d6i
thiét H;, theo nghia rang néu bac bé Hy thi chip nhan H; va nguoc lai.

Thii tuc kiém dinh gia thiét thong ké

Mot thi tyc kiém dinh gia thiét théng ké bao gdm céac budc sau:
a) Phat biéu gia thiét Hy va ddi thiét H,.
b) Tir tong thé nghién ctru 1ap mau ngiu nhién kich thude 7.

¢) Chon tiéu chuan kiém dinh 7' va xac dinh quy ludt phan bd x4c suat cua T véi diéu kién
gia thiét Hy dtng.

d) Véimic y nghia o, x4c dinh mién bac bé W, tot nhat tity thude vao dbi thiét H;.
e) Tirmau cuy thé tinh gia tri quan sat clia tiéu chudn kiém dinh T, g5
So sanh gia tri quan sat cua tiéu chuén kiém dinh T, ™ v6i mién bac bo W, va két luan.
Kiém dinh gia thiét vé ky vong ciia bién ngiu nhién c6 phin bd theo quy luat chuéin
1) Truong hop da biét phwong sai
(X =po)n

o

Tiéu chuén kiém dinh : 7 =
a. Baitoan 1: Hy: p=pg; Hi: p#p,. Mién bac bo Wa:ﬂT|>Ua/2}.
b. Baitoan2: Hy: w=pg; Hi: p>py. Miénbac bo Wa={T>Ua}.
c. Baitoan3: Hy: p=pg: Hi: u<pg. Midnbacbs W, ={-T>U,}.

2) Trudng hop chwa biét phwong sai 7 > 30

. X -

Tiéu chudn kiém dinh : Tz%.

a. Baitoan 1: Hy: pw=pg; Hi: pw#pg. Miénbacbo W, =ﬂT|>Ua/2}.
b. Baitoan2: Hy: u=pg; Hi: pu>po. Miégnbacbo 17, :{T>Ua}.
c. Baitoan3: Hy: p=pg; Hi: p<py. Miénbacbs W, :{—T>U(x}.
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3) Trudng hop chwa biét phwong sai 7 < 30

(X —pgWn .

Tiéu chuan kiém dinh : T = S

a) Baitoan 1: Hy: p=po; Hi: p#p,. Miénbicbo Wa:{|T|>ta/2(n—l)}.

b) Baitoan2: Hy: p=pgy; Hir p>p. Mién bac bo W, ={ T>ta(n—l)}.

¢) Baitoan3: Hy: u=pg; Hi: p<py. Mién bic bo Waz{—T>ta(n—l)}.

Tiéu chuén kiém dinh: T =

a.

b.

C.

Kiém dinh gia thiét vé tan suit
(f = po)n
VPo(l=po)

H()Z P =Do; H]Z p:ﬁpo. W(x:{|T|>Ua/2}.

npo >5

. f 1a tan suat mau.
n(l—py)>5

voi diéu kién {

Ho: p=py; Hi: p>py. Wa:{T>Ua}.

Ho: p=py; Hi: p<py. Wa={—T>Ua}.

CAU HOI ON TAP VA BAI TAP

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

Mau ngiu nhién kich thuéc n vé diu hiéu nghién ctru X 1a mot diy gdm » bién ngiu
nhién: X, X,,..., X, doc lap cing phan bb véi X .

bung I:I Sai I:I .
Mot thong ké ciia mau ngiu nhién 13 con s6 cu thé vé dau hiéu nghién ctru.
Dung I:I Sai I:I
Trung binh mau cta diu hiéu nghién ctru ¢6 phan bd chuan ciing c¢6 phan bd chuén.

bung I:ISai I:I

Mot thong ké ciia mau 1a mot ham cua céc bién ngau nhién thanh phan cua mau do doé cling la
mot bién ngau nhién .

pang [ Jsai ||
Trung binh mau 1a uéc luong viing va hiéu qua cta ky vong ctia bién ngiu nhién géc.
Pung [ Jsai ]

Co thé tim dugc udc luwong khong chéch cia 0cd phuong sai nho hon dai luong
1

nE(a(ln f(x, e))j2 |

00

Dung I:ISai I:I
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5.7 Téng cua hai udc luong khong chéch 1a mot ude lugng khong chéch.

Dung I:I Sai I:I

5.8 Phuong sai miu hiéu chinh S 2 1a uéc luong viing khong chéch ciia phuong sai ciia bién
ngau nhién gdc.

Dung I:I Sai I:I
5.9 Hai dau mat cua khoang tin cdy 1a hai thong ké ctia mau.
bung I:I Sai I:I
5.10 Mudn tim khoang tin cdy cho tham sb p cua bién ngiu nhién gdc c6 phan bd chuan
N(y; 62) thi kich thuéc mau »n phai 1én hon 30.
bung I:I Sai I:I
5.11 Gia thiét thong ké 1a gia thiét do nha thdng ké dat ra cho mau ngiu nhién.

bung I:I Sai I:I

5.12 Bac bo gia thiét din dén chap nhan ddi thiét va nguoc lai do d6 dbi thiét 1a phi dinh cua gia
thiét.

bung I:I Sai I:I
5.13 Qui tic kiém dinh dya trén nguyén 1y x4c sut nho va phép chirg minh phan chimg.
Dung I:I Sai I:I
5.14 Sai 1am loai 1 1 sai 1am gip phai khi thuc té gia thiét ding nhung ta bac bo.
Pung I:I Sai I:I
5.15 Sai 14m loai 2 ludn ludn 16n hon sai 1am loai 1.
Pung I:I Sai I:I
5.16 Mién bac bo 1a mién c6 xac sudt rit bé nén ta co thé bo qua trong moi phép kiém dinh.

bung I:ISai I:I

5.17 Khi x4y dung tiéu chudn kiém dinh T ta ludn gia st rang gia thiét Ho sai vi gia thiét H, 1a
diéu ta nghi ngd mudn bac bo.

ping L saifl_]

5.18 Kiém dinh hai phia 1a kiém dinh d6i v6i nhitng tham s c6 thé nhan gi4 tri am duong bét ky,
con kiém dinh mét phia khi tham sb can kiém dinh chi nhan gié tri duong hodc 4m.

bung I:ISai I:I

5.19 Tir tong thé c6 ddu hiéu nghién ciru X c6 bang phan bd xéac suat sau

X 0 1
P 0,5 0,5
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1ap miu ngau nhién kich thuéc n =10. Tinh xac sudt dé trung binh miu ctia miu ngau nhién nay
nhén gia tri 0,5.

5.20 Gia st bién ngiu nhién gbc c6 phan bd chudn N(20;1). Chon méiu ngiu nhién kich thudce

n =100 . Hay tinh x4c sudt dé trung binh mau X nim trong khoang:
19,8 < X <20,2.
5.21 Mot mau cu thé cua bién ngau nhién X nhu sau:
2;3;2;4;1;4;2;2;3;1 (n=10).
a) Lap bang phan bd tan suat.
b) Xay dung ham phan b thuc nghiém.
Tinh ; , 52 , 8.

5.22 Trong dot van dong bau cir tong théng & mot nude no, ngudi ta phong van ngau nhién 2000
ctr tri thi dugc biét c6 1082 ngudi trong sé d6 s& bo phiéu cho tng ctr vién A. Vi do tin cay
98% t6i thiéu g cir vién A s& chiém dugc bao nhiéu % s6 phiéu bau? Cho biét phan vi
mirc 0,975 ctia phan bd chuan tic N(0;1) 1a 1,96.

5.23 Dé xac dinh san luwong khai thac di¢n thoai cua don vi minh, mot don vi da tién hanh théng
ké ngiu nhién 35 ngay va thu duoc két qua sau voi don vi 100.000 phut/ngay:

0,84 096 1,02 1,08 0,88 0,80 0,91 097 1,07 098 1,04 1,13 0,87 0,82 1,01
0,93 1,03 1,10 0,97 1,05 083 0,76 095 1,15 1,00 1,05 1,14 0,89 0,81
0,95 1,20 1,16 1,24 0,79 0,77.

Tim khoang tin ciy 95% cho san luong dién thoai trung binh mdi ngay.

5.24 Mubn u6c lugng sé ca trong hod, ngudi ta bat 2000 con cé trong hd danh dau roi tha lai xudng
ho. Sau d6 bit lai 400 con va thay co 53 con ¢ ddu. Hay udc lugng s ca trong hd véi do tin
cay la 0,95.

5.25 Pé xac dinh chidu cao trung binh ciia cac cdy con trong mot vudn wom ngudi ta tién hanh do
ngau nhién 40 cdy. Két qua do dugc nhu sau:

Khoang chiéu cao (cm)|l6,5-l7 17-17,517,5-18 18-18,5 18,5-19 19-19,5

S5 cay tuong tmg | 3 5 11 12 6 3
a) Tim khoang tin cdy 90% cho chiéu cao trung binh ciia vuon ciy con.
b) Néu mudn khoang wéc lwong cd do chinh xéc & = 0,1 thi cdn ldy mau bao nhiéu cay.

5.26 Trong lugng cia mot loai san pham A 13 mot bién ngdu nhién c6 phan bd theo quy luat chuén
véi d6 1éch chuan 1a 1 gam. Can thir 27 bao loai nay ta thu dugc két qua:

48,5 -49,5149,5 - 50,5|50,5 - 51,5{51,5-52,5

Trong luqng(gam)‘ 47,5 - 48,5

Sébaotuongl'mg| 3 | 6 | 15 | 2 | 1

a) Tim khoang tin cdy 95% cua trong lugng trung binh cua loai san pham trén.
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b) Néu mudn d6 chinh xac & =0,1 thi kich thuéc mau can thiét 1a bao nhiéu.

5.27 Trong luong déng bao ciia mot loai san pham X 1a bién ngiu nhién c6 phan b theo quy luat
chuin voi trong luong trung binh theo quy dinh 1a 100kg. Nghi ngd san pham bi dong thiéu,
ngudi ta cin thir 29 bao loai nay ta thu duoc két qua:

Trong lugng (kg) | 98,0 -98,5 | 98,5-99,0 | 99,0-99,5|99,5-100 | 100 -100,5 | 100,5-101

S6 bao tuong tng 2 6 10 7 3 1

V&i mire ¥ nghia a = 0,025 hay két luan vé diéu nghi ngd néi trén.

5.28 Dinh murc thoi gian hoan thanh san pham 1a 14 phut. Liéu ¢ can thay d6i dinh mirc khong,
néu theo ddi thoi gian hoan thanh san pham & 250 cong nhan ta thu dwoc két qua nhu sau:

X (phut) 10-12 12-14 14-16 16 - 18 18 -20

Sb cong nhan 20 60 100 40 30

Vé6i mirc ¥ nghia o = 0,05 hay két luan vé ¥ dinh noi trén.

5.29 Miic hao phi xing ctia mot loai 6 to chay tir A dén B 1a mot bién ngau nhién c6 quy luat
chuin véi ky vong 50 lit. Poan duong duoc stra chita lai. Nguoi ta cho ring mirc hao phi xing
trung binh giam xudng. Quan sat 28 6 t6 cung loai thu dugc

X hao phi (lit) 48,5-49,0 | 49,0-49,5 | 49,5-50,0 | 50,0-50,5 50,5-51

S6 6 t6 twong tmg 4 10 9 3 2

Véi mirc ¥ nghia o = 0,025 hay két luan vé diéu nghi ngo ndi trén.

5.30 Mot cong ty co mot hé thdng may tinh ¢6 thé xtr Iy 1300 hod don trong 1 gid. Cong ty moi
nhap mot hé thdng may tinh méi, hé théng nay chay kiém tra trong 40 gid cho thay sé hoa don
xu ly trung binh trong 1 gio la 1378 voi do 1éch tiéu chudn 215. Véi mic ¥ nghia 2,5% hay
nhan dinh xem hé thong mai ¢6 t6t hon hé thong cii hay khong?
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

CHUONG VI: QUA TRINH NGAU NHIEN
CHUOI MARKOV

GIOI THIEU

Hau hét cac hién tuong xay ra trong ty nhién va xa hoi déu co tinh chit ngau nhién, diéu do
phan anh cac mdi rang budc phirc tap ma ta khong biét trudc duogc. Trong cic chuong trude ching
ta d4 tim hiéu khai niém bién ngiu nhién, véc to ngau nhién, d6 1a cac bién nhan céac gi tri nao dé
phu thudc vao cac yéu té ngiu nhién. Khi ho cc bién ngiu nhién phu thude vao thoi gian ta co
qua trinh ngau nhién.

Céc tin hiéu truyén dan va nhidu cia mot hé théng vién thong, qua trinh sip hang & mot
tong dai... 1a cac qua trinh ngau nhién. Qué trinh ngiu nhién c6 nhiéu tmg dung trong vién théng
la qué trinh c6 tinh Markov (memoryless) va qua trinh dung.

Chudi Markov 1a mot qué trinh Markov c6 khong gian trang thai réi rac, thoi gian roi rac va
thuan nhat. Chudi Markov thudng gip trong bai toan chuyén mach cuia hé théng vién thong.

Qua trinh Poisson 1a mot vi du vé chudi Markov véi thoi gian lién tyc. Qua trinh Poisson
X () mod ta qua trinh &ém s6 1an xudt hién mot bién ¢ 4 nao d6 cho dén thoi diém 7. Qua trinh
Poisson dugc tmg dung nhiéu trong vién thong, 1ién quan dén bai toan truyén tin hiéu, cac hé phuc
vu, bai toan chuyén mach ... Néu sd cudc gol1 dén mot téng dai 1a mot qua trinh Poisson, mdi cudc
goi chiém dung thiét bi trong mot khoang thoi gian nao do, gia sir cac thoi gian nay 1a cac bién
ngau nhién doc 1ap cung phan bd, khi d6 tong sé gio goi 1a mot qua trinh Poisson phirc hop. Qua
trinh Poisson phure hop va qua trinh Poisson phén loai gitp ta tinh dugc san lugng trung binh khi
khai thac dich vu vién thong.

Tin hiéu vién thong, nhiéu khong c6 tinh Markov. Cac qua trinh ndy qua khtr ctia n6 c¢6 anh
hudng 16n dén sy tién trién cua qué trinh trong twong lai. Tuy nhién ham trung binh khong d6i va
ham tuong quan thuan nhét theo thoi gian, d6 qua trinh dimg. Khi cac qué trinh dimg 1 céc tin
hiéu hodc nhiu thi bién d6i Fourier ciia ham tuong quan cia qua trinh 1a mat d6 phd cong suit
ctia tin hiéu hodc nhiéu.

Mot trong nhitng bai toan quan trong cta 1y thuyét chuyén mach 1a van dé xung dot thong
tin, nghén mach hodc rét cudc goi. Ly thuyét qua trinh sip hang (queueing process) xac dinh va
tim cac phuong an toi uu dé hé thong phuc vu tot nhat.

Trong chuong nay ta nghién ciru khai niém qua trinh ngau nhién va chudi Markov, qué trinh
Poisson, qua trinh dung va Iy thuyét sip hang s& dugc khao sat trong gido trinh toan chuyén
nganh.

Dé hoc tdt chuong nay hoc vién can nim virng khai niém xac sudt, xac suat c6 diéu kién,
bién ngiu nhién va kién thirc dai s tuyén tinh: Ma tran, hé phuong trinh tuyén tinh.
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

NOI DUNG
6.1. KHAI NIEM VA PHAN LOAI QUA TRINH NGAU NHIEN
6.1.1. Khai niém qua trinh ngiu nhién

Céc tin hi¢u cua cac hé thong thong tin la cac tin hiéu ngau nhién vi ngoai thanh phan mang
tin con ¢o6 sy tac dong cua giao thoa ngau nhién va nhicu cua thiét bi.

Gid st mot tin hi€u nao do6 ma tai moi thoi diém ¢ chi xdy ra ing voi cac bién co
{E;,i € N} ciia khong gian mu. Tin hiéu nay nhén gia tri 13 v(z, E;) tai thoi diém ¢ va khi bién
co E; xay ra. Nhu vay v(¢, E;) 1a mot mau cua qué trinh ngau nhién v(#). Qua trinh ngau nhién

v(¢) vira phu thudc thoi gian ¢, vira phy thuge yéu t6 ngiu nhién E; .
/ v(t, E, ) TN a
L~

N\ l/\ N \\‘\_//1

f [ —»

)/

V(t,Ez) /\

A NN A~ /-
NS

Qué trinh ngu nhién v(¢) /\_,\ /\ M r

~ Y\ RS \W
fl Fz { —»»
V(t,E4)

AN /\\ ~_ ™

/ — ~ \\/ NS
A t ! —»

/\/ x/\
& {v(t,E;),i e N} (12, )i € N}

Mét cach tong quat mét qud trinh ngdu nhién la mét ho cdc bién ngdu nhién
{X(t,0);t € I}. Céc qud trinh nay vica phu thugc vio théi gian t va khi ¢6 dinh tham sé t thi
X(t,0) la bién ngau nhién theo o. Tdp chi sé I thwong biéu dién tham sé thoi gian.

Hau hét cac qua trinh xay ra trong tu nhién va xa hoi déu 14 qua trinh ngiu nhién. Céc tin
hiéu video, tin hiéu thoai, dir liéu may tinh, nhidu dién trong céc thiét bi dién, s6 khach hang dén
mot diém phuc vu, chi sé chimg khoan trong thi truong chimg khoan... 1a cac qua trinh ngiu
nhién.

Dé don gian trong cach viét nguoi ta ky hidu qué trinh ngau nhién {X (t)tel } thay cho
{X(t,0)t 1}.
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

6.1.2. Phan loai qua trinh ngiu nhién

Céc yéu tb chinh dé phan biét cac qua trinh ngiu nhién 1a khong gian trang thai, tap chi sd
I va quan hé doc 1ap gita cac bién ngu nhién X (7). Vi vay ta c6 thé phan loai qua trinh ngiu
nhién theo:

6.1.2.1. Tap trang thdai E

Ta ky hi¢u E 1a tap cac gia tri cua X (¢) va goi la khong gian trang thai cua qua trinh.

¢  NéuE la tap dém duoc thi {X (ty;trel } goi 1a qua trinh c6 trang thai roi rac.

¢ NéuElal khoang cua tap sb thuc R thi {X (ty;tel } la qua trinh thyc.

¢  NéuE tap con cua tap sb phirc C thi {X (ty;tel } la qua trinh phtrc.

¢ Néu E =RF thi {X(1);r € I} 1a qué trinh k-véc to.
6.1.2.2. Tdp cdc chisé 1

% Néu I cZ thi qua trinh {X (t);tel } dugc goi la qua trinh co thoi gian roi rac.

Truong hop nay ta ky hiéu x(n) thay cho x(¢).

% Néu I =[0;0) hoic I =R thi {X (t);tel } duoc goi 1a qua trinh ¢6 thoi gian lién tuc.
6.1.2.3. Quan hé doc lap

Qua trinh {X (t)y;tel } duoc goi la:

a) Qua trinh co gia s6 déc lap: Néu v&i moi cach chon ) <ty <...<t, thicac bién ngéu
nhién sau ddc lap

X(t) =X (1)), X(13) - X(13),..... X(t,) = X (t,1). (6.1)

Dic biét véi qua trinh roi rac { X (n)} thi tinh chit gia s6 doc 1ap dan dén day cac bién ngiu

nhién Z, = X(0), Z;, = X(i)~ X(i—1) ; i=1,2,...1a doc lap. Ngoai ra néu ta biét luat phan bd

clia timg bién ngiu nhién Z;, Z, ... thi ta biét dugc luat phan bd cia moi X (i),i=0,1,... .

That vay, diéu nay duoc suy tir cong thirc (3.21)-(3.24) va
X(l) :ZO +Zl +"'+Zi'

b) Qud trinh Martingal: Néu véi moi cach chon #; <t, <....<t,,; va voi moi cach chon

a,a,....,a, thi
E[ X, )| X(t)=a,...X(¢t)=qa,]|=a,. (6.2)

Martingal ¢ thé xem nhu 14 mé hinh mé ta tro choi may rui, trong d6 X (¢) 1a s6 tién cua

nguoi choi ¢ thoi diém ¢. Tinh chat Martingal n6i rang so tién trung binh cua nguoi choi s€ c6 &
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

thoi diém ¢, bang sb tién anh ta c6 & thoi diém ¢, va khdng phu thudc vao nhitng gi anh ta cé

trudc do trong qua khir.

Néu {X (t);t > O} la qua trinh gia sb doc 1ap véi ky vong bang 0 thi {X (t);t > O} la
Martingal v6i thoi gian lién tuc.

¢) Qua trinh Markov: Néu véi moi cach chon f <ty <...<t, va voi moi cach chon

a,dy,....,a, thi véimoi ¢, véimoi a < b,
Pla< X(0) <X (1)) = ayps X(ty) = ay }= Pla< X(0) <X (1) = ay ). (63)

Nghia Ia qui luat xac suat trong twong lai chi phu thudc hién tai va doc 1ap v6i qua kha. Noi
cach khac qua trinh Markov mé ta cac hé khong co tri nho (memoryless).

Véimoi ¢ > s; voi moi tp gid tri A R va gia tri a taky hiéu
p(s,a;t, A) = P{X(t) € A|X(s) 3 a} (6.4)

va goi 14 ham xdc sudt chuyén tir thoi diém s dén thoi diém t.

Nhu vy cong thirc (6.3) duoc viét lai

P{a <X(@)< b|X(t1) =ay,..X(t,)= an}: p(t,,a,;t, A), trong 46 A=(a;b].

d) Qua trinh dung (stationary)

Qua trinh {X(t);t € I}, I=R,R,,Z,N dugc goi la:
0 Dumng theo nghia chit (strictly stationary): Néu Vi >0, Vit,t,.....t, € I thi ham phan b6

ddng thoi cua (X (t; + h), X (ty + h),.... X(t, + b)) va (X(#), X (t3)s..., X (¢,,)) 1a nhu nhau.
No6i riéng moi X () c¢6 cing phan bd.

0 Dung theo nghia rong hay dung hi€ép phuong sai (wide sense stationary or covariance
stationary): Néu

i) EX(¢) = m=const
i1) V&i moi ¢, cov(X(t), X(t+ 1')) e E[X(t) -m, X(t+1)— m] chi phu thude 7.
Pit
K, (1) =cov(X (1), X (¢ + 1)) (6.5)
va goi la ham tw twong quan ctia qua trinh {X (ty;tel }
6.2. CHUOI MARKOV

Chuoi Markov la qud trinh Markov {X (t)y;trel } c6 khéng gian trang thai E dém duwoc.
Tuy theo tap chi s6 7 ={0,1,2....} hodc I =(0;0) ta c6 twong tmg chudi Markov v&i thoi gian

ro1 rac hodc lién tuc.

Véi chudi Markov cong thirc xac sut chuyén (6.4) dugc viét cy thé
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

p(s,ist, ) = PRX(6) = jlX () =i}, > 5. (6.6)
Néu x4c suit chuyén chi phu thudc vao ¢ —s nghia 1a
p(s,ist, j)= p(s+h,i;t+h, j) 6.7)
v6i moi 4, thi ta noi qud trinh la thuan nhdt theo thoi gian.
6.2.1. Chudi Markov véi thoi gian roi rac thuin nhat

Pinh nghia 6.1. Qua trinh {X(n), n= 0,1,2,...} voi thoi gian roi rac dwoc goi la chudi

Markov thoi gian roi rac thuan nhat néu
i) Khéng gian trang thdi E ciia moi X (n) la tdp dém duorc.
ii) Ham xdc sudt chuyén la thuan nhat theo thoi gian, nghia la thoa man (6.7).

Ta noi tat chudi Markov thay cho chudi Markov thdi gian roi rac thuan nhat.
6.2.2. Ma trin xac suit chuyén

Gia su {X (n), n= 0,1,2,...} 1a chudi Markov thoi gian roi rac ¢6 khong gian trang thai E .
Céc phan tir cia E duogc ky hiéu i, j, k...

Voimoi i, j € E; dat
py = PX(n+1) = jlX(n) =i (6.8)

khong phu thudc vao n. D6 13 xdc sudt dé tir trang thdi i sau mét budce sé chuyén thanh trang
thai j.

Pit
P =Pl (n+k)=j|X (n) =if= PLX (k) = jl X (0) = if. (6.9)
Pinh nghia 6.1: Ma trgn vuong P = [ pij] goi la ma trdn xdc sudt chuyén sau 1 budc.
Ma trgn vuéng P = [ p;.k )] goi la ma trgn xdc sudt chuyén sau k bude.
Ky hicu PO =7, PO =P, [ 1a ma tran don vi.
Pinh 1y 6.1: V&i moi n > 0, ta cd phuong trinh Chapman- Kolmogorov:

pth = pp(m — pmp (6.10)

Twr d6 suy ra

pm = pr, (6.11)

Chirng minh: 1) Ap dung cong thirc xac xuat day du ta co
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pi "V = P{X(n+1) = j| X(0) =1}
= S P{X(n+1)=j| X(0) =i, X(1) = k[P{ X (1) = k| X(0) = i
keFE

= S P{X(+1) = | XO) = kP{XD =K XO) =i} = Y py g™
keE keE

= P = pp),
Ta cling c6:

py "V = P{X(n+1) = j| x(0) = i}

= S P{X(n+1)=j| X(0) =i, X(n) = k{P{ X (n) = k| X (0) = i}

keE
= > P{X(n+1) = | X(n) = k}P{ X (n) = K| X(0) =i} = > ps ™ py;
keE keFE

= pth_pp,
2) Tur 1) suyra P? = PP, quy nap taco P = pP".
Dit
pyﬂ =P{X(n)=j}, n=0,12,..
Ma tran hang [ = [ pﬁ”)] g0i 1 phan b cua hé tai thoi diém 7.
Khi n=0,ma tran [ = o duoc goi 1a phan bd ban dau.
Pinh 1y 6.2: V6imoi n>20, m=>0:
H(n) =11 p(n);
1D =™ p.

[om) _ g p(m

(6.12)

(6.13)
(6.14)

(6.15)

Chirng minh: Tl dinh 1y 6.1 ta suy ra 3 diéu trén 13 twong dwong. Vi vy dé chimg minh

dinh 1y 6.2 ta chi can chimg minh (6.15).

p " = P{X(n+m)=j}=Y P{X(n) =i |P{X(n+m)=j| X(n)=i]

keFE

= 3 ™
ieE

Vay chudi Markov rdi rac thuan nhét hoan toan duoc xac dinh bai bd ba (X (n),I1, P) trong

d6 X(m)la day cac bién ngau nhién roi rac.
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

Vidu 6.1: n tram thu phat hai tin hi¢u 0, 1 dang kénh dbi xung nhi phan voi xac suat16i p:

x1=1

Day 1a 1 mo hinh chudi Markov c6 khong gian trang thai £ = {0,1}, thoi gian [ = {1,2,..., n}

|: }
P_
p p

6.2.3. Mt s6 md hinh chudi Markov quan trong

c6 ma tran xac suat chuyén

6.2.3.1. M6 hinh phuc vu dam dong

Xét md hinh phue vu ddm déng (Iy thuyét sap hang). Khach dén sap hang chd phuc vu theo
nguyén tic FIFO (first in first out) va trong mdi chu ky ctra hang chi phuc vu mot khach. S&
khach dén trong chu ky thtr 7 12 bién ngiu nhién & . Gia sit &;, &, ... 1a cac bién ngiu nhién doc
1ap cung phan bd véi bién ngiu nhién & c6 phan bd xac suit.

PE=ki=a;; k=025 a >0, > a; =1. (6.16)
k

Trang thai cta hé (cira hang) tai thoi diém dau cta mdi chu ky 1a s6 khach xép hang cho
phuc vu. Néu hién tai h¢ ¢ trang thai i va sau 1 chu ky hé roi vao trang thai ;j thi

o |i-1+4& néu i=1,
J:

& néu i=0. (617)
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Ky hiéu X (n) 1a sé khach hang tai thoi diém dau cia chu ky thir # thi
X(n+1)= (X(n)—l)+ +§, , trongdd X' =max(0,X),

Tur 6.16-6.17 suy ra {X (n);n= 0,1,...} 12 chudi Markov thudn nhit véi ma trin xac sut
chuyén
lag ay ay aj
ap @ 4z a3
P=0 ay a ap .. (6.18)

0 0 ag a

6.2.3.2. Mé hinh kiém ké (Inventory Model)

Gia thiét phai du trit trong kho mot loai hang nao d6 dé dap tmg nhu cau lién tuc ciia khach
hang. Hang dugc nhap kho tai cuéi mdi chu ky n=0,1,2,... Gia st tong sd lugng hang can phai
dap tmg nhu cau trong chu ky # 1a bién ngiu nhién &, co phan bd doc 1ap v6i chu ky thoi gian.
Nghia 1a day {&,} doc 1ap c6 cing phan bd vai & .

Ple=ki=a; ;a; >0 va Y a; =1. (6.19)
k

Mirc hang dy trir duge kiém ké tai cubi mdi chu ky. Cach nhap hang cin ctr vao 2 chi sd
tiéu chuan s va S (s <S) nhu sau: Néu & cudi mdi chu ky luong hang dy trir < s thi ngay tic
khic nhap hang dé c6 s6 hang du trit bang S ; Néu hang hién c6 > s thi khong can nhap hang.

Ky hiéu X (n) 1a luong hang hién co tai cubi chu ky n va trude khi nhap hang, nhu vay

X(n)—¢&,,y néu s<X@m)<S,

, (6.20)
S—-&,1 néu X(n)<s.

X(n+1)={

Céc trang thai cua qua trinh {X (n)} 1a cac s6 lwong hang du trir:
S,S-1...,1,0,-1,-2,...
trong d6 gia tri am la nhu cau chua duge phuc vu ma s& duoc dap ung ngay sau khi nhap hang

P{&,, =i—j} néu s<i<S§,

6.21
P{¢, =S—j} néu i<s. (621

Pij :P{X(n+l):j|X(n):i}:{

Vi du 6.2. Xét md hinh kiém ké phu ting thay thé, trong dé yéu ciu c6 thé 1a 0, 1 hodc 2
don vi phu tung cin thay thé trong mét chu ky bat ky v6i phan bd xac sudt nhu sau

P{e=0}=0,5; P{g=1}=04; P{e=2}=0.]1

vagiase s=0;S=2.
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

Khong gian trang thai s€ la E = {— 1,0,1,2 }

Tacd:  p_j_ :P{X(n+l):—1| X(n):—1}=P(¢)=0,
poo=P{X(n+1)=0|X(n)=-1}=PE=2)=01,
Py =P{X(n+1)=1|X(n) =-1}=P(E=1)=04,

Ma tran x4c suat chuyén:

0 01 04 0,5]

0 01 04 05

01 04 05 0

0 01 04 05

6.2.4. Phan bd dirng, phan b giéi han, phin bd ergodic

Pinh nghia 6.3. H* = [nl T, ] dwoc goi la phan bé dung néu thod man 2 diéu kién:

D Ym =1 2) I =1'"P.
j

(6.22)

Tu2)suyra [T =11 P=T1 P> =..=TT P" ;¥ n. Do d6 néu lay TI" lam phan bé diu

cta chudi Markov thi TT ™ =TT" , Va.

Pinh nghia 6.4: Ta ndi rang chudi Markov cé phdn bé giéi han la [my,75,...] néu thod

man 2 dieu kién:

1) Véi moi j ton tai gidi han lim pl-j(n) =1 ; khong phu thugc i,
n—>0

2) ZTEJZI, TC]'ZO,
J

Néu diéu kién 2) duoc thay boi

2) Yom;=1, n;>0
J

thi chudi Markov dugc goi 1a ¢ tinh ergodic con [, ,n, ,..] la phan bé ergodic.

Pinh Iy 6.3: Néu ton tai phan bd gidi han thi d6 1 phan bd ding duy nhat.

Chiing minh: Gia st [r,, 7, ,..] 12 phan b6 giéi han thi véi moi j

. 1 .
7 = lim p, " = lim (Z pik(n)pkj} =Y mpyg
n— k k

n—>»o0
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= [r,my,.]=[r7,.]P . Do d6 [z, 7, ,..] 1a mot phan bd dimg.

Nguoc lai gia st [ﬁl , Ty, ] 1a mot phan b dimg bat ky ciia chudi Markov nay thi

ﬁj :Zﬁkpk] :Zﬁkpk](z) =...= Zﬁkpkj ()
k k k

=0k k

Nghia 14 phan bd giéi han 1a phan b6 ding duy nhat.

Pinh 1y 6.4: Néu chudi Markov c6 khong gian trang thai hitu han thi chudi nay 1a ergodic

khi va chi khi ton tai nq sao cho min p;;") > 0.
i’j

Chu y: Tur dinh 1y 6.3 va 6.4 ta thiy rang néu chudi Markov v6i ma tran xac suit chuyén

P= I.leJ ton tai ngy sao cho min p () 50 thi chudi nay 1a ergodic. Phan bd ergodic ciing 1a

i
L]

phan b dimg duy nhat, d6 14 nghiém cua hé phuong trinh:

X X
[xl,xz,... ]:[xl,xz,... ]P P x, |=|x,
ijO, ijzl. hay 5 E
J x, 20, ij=1.
J

Vidu 6.3: Cho chudi Markov ¢6 ma trén xac suat chuyén

l-a a
Ra— ,0<a,b<l1
b 1-b

1a chudi Markov c6 tinh ergodic véi phan b ergodic 1a nghiém ciia hé phuong trinh

b
l—a b [y - +bx, =0 1=
{ }{ 1}=[x1}:>{ axy +0xy - a+b
a 1=b %2 X X +xp =1 a

X =
? a+b
b a
— lim P =|a+b a+b
n—>00 b a
a+b a+b

(6.26)

Vi du 6.4: Trong mdt bai bao viét nim 1913 A. A. Markov da chon 1 day gdm 20.000 chit
cai trong trudng ca Evghenhi Onheghin cta A. X. Puskin va thiy rang cac chit cai nay chuyén doi

lién tiép theo hai trang thai nguyén 4m (Na) va phu 4m (Pa) v6i ma tran x4c suit chuyén 1a
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

0,128 0,872 |Na
P=

0,663 0,337
Na Pa

Pa

Phan bd gidi han (ciing 1a phan bd dimg) cua chudi Markov nay 1a (0,423; 0,568). Vay c6
khoang 42,3% nguyén am va 56,8% phu 4m trong tac pham trén.

6.3. PHAN LOAI TRANG THAI CHUOI MARKOV

Dinh 1y 6.4 cho ta dAu hiéu nhan biét mot chudi Markov hitu han trang thai tdn tai phan bd
ergodic. Trong trudng hop téng quat, bang cach phan tich trang thai cua chudi Markov ta s& tim
diéu kién dé ton tai phan bd gi6i han thoa man (6.23)-(6.24).

6.3.1. Cac trang thai lién thong va su phan 1ép

Pinh nghia 6.5: Ta noi rcing trang thai j dat dwoc tw trang thdi i néu ton tai n >0 sao

cho plgn)

hieui— j.

>0 (xdc sudt dé sau n bwGc chuyén tir trang thdi i sang trang thdi j I6n hon 0). Ky

Quy ude pl-(l-o) =1va pl-(jo) =0khii=j.

Hai trang thdi i va j dwoc goi la lién thong véi nhau néu i — jva j— i, hic do ta ky
hiéu i <> j.

C6 thé ching minh duoc ring <> 1a mot quan hé twong dwong trén tap cic trang thai. Do
d6 ta c6 thé phan hoach khong gian trang thai thanh cac 16p tuong dwong. Céac 16p tuong duong

nay roi nhau, hai trang thai bt ky cung mot 16p thi lién théng v6i nhau, con hai trang thai thudc
hai 16p khac nhau khong thé lién théng vdi nhau.

Pinh nghia 6.6: Chudi Markov duwoc goi la téi gidn néu hai trang thdi bat ky cia khéng
gian trang thai lién thong voi nhau.

Nhu vay chudi Markov t6i gian chi c6 mét 16p twong duong.

Gia str khong gian trang thai duoc tach thanh cic 16p twong duong E=E, UE, U---
Trong nhiéu trudng hop ¢6 thé xem mdi E ¢ (k=1,2,...) 1a khong gian trang thai cla chudi
Markov tdi gian. Vi thé E|,E,,... dugc goi la cac lop tbi gian cua chudi.

Vi du 6.5: Cho chudi Markov véi ma tran xac suat chuyén
[1/3 2/3 0 0 O]
1/4 3/4 0 0 O

A 0

P=|0 0 0 1 0 |=

0 0 1/2 0 1/2

o o0 o0 1 0
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

2/3 1

O O m@

3/4 39\_/

1/2
1/4

Khéng gian trang thai E = {1,2,3,4,5} phan thanh hai 16p E; = {1,2}, E, = {3,4,5} va c6
thé xem E;,E, la khong gian trang thai ciia chudi Markov v&i ma tran x4c suat chuyén tuong

ungla A va P,.
6.3.2. Chu ky cua trang thai

Pinh nghia 6.7: Ubc chung Ién nhdt cia tat ca cdc sé tw nhién n>1 théa mén diéu kién
pi(i") >0 dwoe goi la chu ky cia trang thdi i ky hiéu d(i). Néu pl(in) =0 doi v6i moi n>1 thi
dat d(i)=0.

Pinh 1y 6.7: Néu i <> j thi d(i) = d(j). Do d6 cac trang thai thuoc ciing mot 16p co cling
chu ky.

Poi véi chudi Markov toi gian moi trang thdi déu cé ciing chu ky ta goi d la chu ky chung
cu moi trang thdi cua chuoi.

e Néu d =1 thi ma trin x4c suat chuyén P chi co 1 khéi.
e Néu d >1 thi tap trang thai E tach thanh d 16p con: Cy,Cy,....,Cy_1 . Trong
truong hop nay sau mot budc hé xuat phat tir C;, s& chuyén sang C;; xuét phat tir

C s& chuyén sang C, ; v.v... Ma trin x4c suit chuyén P c6 dang khéi nhu sau.

C() C 1 Cd -1

(6.27)

6.3.3. Trang thai hdi quy va trang thai khong hdi quy

Véi mdi trang théi i ta dat:
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

S =PlX, = j, X # jo X,y % j|Xg =i} j€E. (6.28)

Nhu vay fU(”) 1a x4c sudt dé hé xudt phat tir i 1an dAu tién chuyén sang ;j tai budc thi .
Diac biét flgn) 1a xac suat dé hé xuat phat tir i 1an dau tién quay vé i tai budc tha 7.

Tir tinh Markov va cong thirc x4c sudt day du ta co:
k —k 1
plgn)_z ( )p§]n ) n>1; fz()—pi]" (6.29)

trong do ta quy udc fl-](-o) =0 véimoi i, j.
Pinh nghia 6.7: Dit
=S = YA (6:30)
n=0 n=0
e Néu f; =1 thi i dugc goi hoi la trang thdi quy.
o Néu f; <1 thi i duoc goi la trang thai khéng hoi quy.
Nhu vay trang thai i hdi quy khi va chi khi hé xuat phat tir i, v6i xac suat 1 hé lai tro vé i

tai thoi diém hitu han nao do.

12

Truong hop trang thai i hdi quy f; =1, theo cong thirc (6.30) thi (f (n)) lap thanh phan

bd x4c suat. Do d6 ta co thé tinh gia trj trung binh, d6 14 thoi gian trung binh hé tré lai i .

z nf, " (6.31)

n=0
Pinh nghia 6.9: Gid sir i la trang thdi hoi quy. Ta néi:
e i ld trang théi hoi quy dwong néu H; <.
e i latrang thai hoi quy khong néu p; = .
6.3.4. Tiéu chuin hoi quy va khong hdi quy

Pinh 1y 6.8: 1) Trang thai i 12 hoi quy khi va chi khi Zp( =

n=l

2) Trang thai i 1a khong hdi quy khi va chi khi Z p(n)

n=1
3)Néui— j vai hdiquythi j —i va j cling hdi quy.

4)Néu i <> j va j hoi quy thi Ji =1
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

6.3.5. Pinh ly gi6i han co ban ciia chudi Markov
Pinh 1y 6.9: Gia st j 1a trang thai hdi quy, chu ky d(j) =1. Khi do:
1.Néu i va j lién thong thi

m T doi véi j la trang thai dwong
lim p;/”/ =41, (6.32)

0  doivéi j latrang thdi khong
2.Néu i va j khong lién thong thi
Ty

] —— {do6iv6i j latrang thdi duwong
lim p" =p; (6.33)

n—»
0  do6ivéi j latrang thai khong

Pinh 1y 6.10: Gia sir j 1a trang thai hoi quy, chuky d(j)=d > 1. Khi dé:

1.Néu i va j lién thong; i thudc vao 16p con C, con j thude vao l6p C,.,, thi

lim pl.(j”d”) =i, (a=0,1,....d—1) (6.34)
n—>0 M]
2.Néu i va j khong lién thong thi
lim pl.(j”d”) =1> i}”’*") 4 a=0l..d-1) (6.35)
n—> r=0 Hj

6.3.6. Su ton tai phan bo dirng

Pinh 1y 6.11: Diéu kién can va du dé ton tai phan bd giéi han 1a khong gian trang thai £ ¢
dang mot 16p hdi quy duong C, chuky d(C) =1 saocho f;; =1;VjeC, VieE.

. r A A e ~ < A A \ A J 1
Khi d6 phan b6 gidi han cling 1a phan b6 dung duy nhatcé ©; =—.
Hj

Dinh ly 6.12: Gia su {X (n)} 12 mot chudi Markov c6 khong gian trang thai hitu han. Khi
d6 cac diéu sau 1a twong duong:

(i) {X(n)} t6i gian c6 chuky 1.

(i1) {X (n)} t6i gian c6 chu ky 1 va tit ca cac trang thai 1a hdi quy dwong.

(ii1) {X (n)} c6 tinh ergodic, nghia 14 ton tai phan bd ergodic.

(iv) Ton tai ng sao cho min pi(jn) >0 v6i moi n=ny (xem dinh ly 6.4).
L]

6.4. DI PONG NGAU NHIEN TREN PUONG THANG
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

6.4.1. Di dong ngiu nhién trén duwong thing khong coé trang thai hip thu

Gid stir {6‘” }::1 1a diy cac bién ngau nhién doc lap c6 cung phan bd khong — mot A(p):

Dit X, =¢ +¢&,+-¢,,(n=12,..) . Khi d6 {)(n}:’:l lap thanh chudi Markov véi ma tran xac
sudt chuyén la
p Vi j=i+1
Pz[pl.j] trong d6 p, ={1-p véi j=i-1 ; 0<p<l (6.36)
0 véij#ixl

Khong gian trang thi ctia chudi nay 1a E = {O,i I+ 2,...}

\/\/\f\/\/
/\/MW\J\

Chudi nay dung dé mé ta di dong ngdu nhién trén dwong thang cua hat vat chat nao dé: Sau
mdi chu ky hat dich chuyén sang phai voi xac suat p hoac dich sang trai véi xac sudt 1— p.

Di dong ngiu nhién trén dudng thang 1a chudi Markov téi gian, ¢6 chu ky d =2 chudi
khong ton tai phan bd dimg, khong co tinh ergodic.

6.4.2. Di dong ngiu nhién trén duong thang c6 mot trang thai hap thu
Do 1a di dong cua hat vat chit véi khong gian trang thai E = {0, 1, 2,...} va ma tran xac
sudt chuyénla P= [ Pi,} , trong do
p VoI j=i+1Li+#0,

Py =L p;=41-p v6i j=i-1i#0, ;0<p<l (6.37)
0 v6i j#ixli#0,
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

Luc nay {0} 1ap thanh 16p hoi quy duong duy nhéat véi chuky d =1: E={0} U{L,2,..}.
Tat ca cac trang thai 1,2,... 1a khong hoi quy. Vi vay theo dinh 1y 6.11 ton tai phan bd ding duy
nhét, d6 1a

1 véi j=0,
T, = (6.38)
710 vei j#0.

Hon nita c6 thé chung minh dugc rang d6i voi moi i >1 thi

lim e =) (@/P) néup>g, (6.39)
e 1 néu p<q; g=1-p.
Vi vay:

= Khi p > g thi lim p}’ (q/ p) phu thudc vao i, do @6 khong ton tai phan b gidi han.

. \ . . . 1 véi j=0,
* Khi p <gq thi ton tai phan bo gi6i han, do 1a 7, = § e ol
v6i j# 0.

6.4.3. Di dong ngiu nhién trén dwong thing c6 hai trang thai hap thu
D6 1a mo6 hinh di dong nhu hinh vé

@JQ( 550

Trong trudng hop nay 6 hai 16p hoi quy duong 1a {0} va {N } . Céc trang thai con lai khong

hoi quy:
E={0}U{N}U{1,2,..,N-1}.
Di dong sé& ngung lai khi hat roi vao trang thai 0 hoac trang thai N .
Do d6 ton tai vé sb phan bd dung I1= [72'0,7T1,...,7Z'N] , trong dé
ry=a,wy=l-a,r=r,=.=7y ,=0,v61 0<a<]. (6.40)

Khong ton tai phan bd giéi han. Hon nita c6 thé chimg minh duoc rang:
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

(¢/p) =(a/p)"
lim p = 1_(q/p)N

n—»o0

néu p #q,

i
1-— néu p=g=1/2.
N p=q

lim p =1- hrn pfé’) ,

n—0

limp” =0 (Vj=12,.,N-1).

n—
6.4.4. Di dong ngiu nhién trén duwong thing c6 mot trang thai phan hoi

D6 1a chudi Markov c6 dang nhu hinh vé&

1 p p p p
0
1 2 3 4
I-p 1-p 1-p 1-p 1-p

Chudi tbi gian, c6 chuky d =2.

O<p<1

Khi p > g, hat c6 xu huéng di sang phai, chudi khong ton tai phan bd gidi han va phan bd ding.

Khi p=¢g=1/2, tht ca cac trang thai 12 hoi quy khong. Khong ton tai phan bd dimg.

Khi p < ¢, tit ca cac trang thai 1a hdi quy dwong. Ton tai phan bd dimng duy nhét.

-1
4P __4-P :q—p(pJ .

2¢* \ g

6.4.5. Di dong ngiu nhién trén duwong thing cé hai trang thai phan hi

D6 1a chudi Markov ¢6 dang nhu hinh vé&

/\/\( wa\
u\/\ A

O<p<1
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

Chudi ti gian, c6 hiru han trang thai. Tt ca cac trang thai ctia chudi 1 hdi quy duong, co
chuky d=2.

Chudi ton tai phan bd dimg nhung khong ton tai phan bd gidi han.

Phén bd ding 13 nghiém duy nhit cua hé phuong trinh (6.26)

N
X; =le.pl.j (j=0,L...,N),
i=0

Twr d6 suy ra

o)
Xg=Xq, Xy =Xy P; x‘:(p—q)j_l;(ISiSN—l). (6.42)

1+ g (pj
=1\ 9

TOM TAT

Khai niém qu4 trinh ngiu nhién

Qua trinh ngdu nhién 12 mot ho cac bién ngiu nhién {X (t,o);tel } Cac qua trinh nay vura
phu thudc vao thoi gian ¢ va khi ¢6 dinh tham s6 ¢ thi X(z,0) 1a bién ngau nhién theo . Tap
chi s6 I thudng biéu dién tham s thoi gian.

Qua trinh Markov

Qua trinh {X (t);tel } 14 qua trinh Markov néu véi moi cach chon # <t, <....<t, va véi
moi cach chon ay,a5,....,a, thi

Pla< X (1) <X (1)) = agses X(6,) = a, } = Pla < X (0) <X (1,) = a,, }
ding véimoi ¢ >¢, ,voimoi a <b.

Chubi Markov

Chudi Markov 14 qua trinh Markov {X (t)ytel } ¢6 khong gian trang thai £ dém duoc.

Tuy theo tap chi sb [ = {0,1,2,...} hoic I =(0;00) ta c6 twong ung chudi Markov véi thoi

gian 101 rac hodc lién tuc.
Chudi Markov véi thoi gian roi rac thuan nhat

Qua trinh {X (n), n= 0,1,2,..‘} v6i thoi gian roi rac duge goi la chudi Markov thoi gian roi

rac thudn nhat néu
i) Khong gian trang thai E ctia moi X (n) 1a tap dém dugc.
ii) Ham xéc sudt chuyén 1a thudn nhat theo thoi gian, nghia 13 thoa mén:

p(s,ist, j) = p(s+h,i;t +h, j)
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

Ta néi tit chudi Markov thay cho chudi Markov thdi gian roi rac thuan nhét.
Ma tran x4c suét chuyén
Véimoi i, jeE; dit py = PIX(n+1)= jlX(n) =i
k . . . .
P = PiX(n+k) = jlX(n) =i} = P{X (k) = jIX(0) = if.
Ma tran vuéng P = [ py] goi 1a ma trdn xac suat chuyén sau 1 budc.
A A k) _ [ (k) . 1x A . A 2 >
Ma tran vuéng P’ = [ Dy ] goi la ma tran xéc suat chuyén sau k bude.
pit p\" =PX(n)=j} n=012,..
Ma tran hang [1" = [ p;")] goi 14 phén b cua hé tai thoi diém 7.
Phén b6 dirng, phan b giéi han, phan bd ergodic

*

X ‘ ; * *
I1 :[nl,nz ,] duoc goi la phan bo dung néu thod man: an =1;I1 =II1 P.
J

Ta noi rang chu6i Markov ¢6 phan bo gi6i han 1a [r,,n, ,...] néu thoa man 2 diéu kién:

1) Véimoi j ton tai giéi han lim pij(n) =T, khong phu thudc 7,
n—»>0

2) Yn;=1, n;20,
j

Néu diéu kién 2) dugc thay boi 2') Y m; =1, ;>0
J
thi chudi Markov dugc goi 1a ¢ tinh ergodic con [r,, 7, ,...] 1a phan b ergodic.
CAU HOI ON TAP VA BAI TAP
6.1 Qua trinh ngiu nhién X (¢, ®) 1a mot ham sb ctia hai bién (¢, ).

Dung I:l Sai I:l
6.2 Moi qua trinh o gia sé doc 1ap 1a qua trinh Markov.
bung I:I Sai I:I

6.3 Chudi Markov 13 qua trinh Markov {X (t);tel } c6 khong gian trang thai £ dém duoc.

Pang [ ]Sai[_|.

6.4 Ma tran xac suat chuyén sau n budc ciia mot chudi Markov bang tich 7 1an ma tran xac suat
chuyén mot budc cua chudi Markov nay.

Dung I:I Sai I:I .
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

6.5 Néu ton tai phan bd gidi han thi né 1a phan bd dimg duy nhat.

Dung I:I Sai |:|

6.6 Moi chudi Markov c6 hitu han trang thai ludn ton tai phan bd dimg duy nhat d6 13 phan b
ergodic.

Dung I:I Sai I:I .

6.7 Cho chudi Markov {X n };o:l v6oi khong gian trang thai E = {0, 1,2} va ma trin xac suét

chuyén
01 02 0,7
P=109 01 00
01 08 0,1
Biét phan b6 ban dau: p, =P{XO :0}:3; D1 :P{Xo :1}=4; )23 :P{XO :2}:3.
Tinh P{X,=0,X,=2,X, =1}.
6.8 Cho chudi Markov {X, }le v6i khong gian trang thai E=1{0,1,2} va ma trin xac suit
chuyén
01 02 0,7
P=102 02 0,6
06 01 03
a) Tinh ma tran x4c suit chuyén 2 budc.
b) Tinh P{X5 =1]X; =0}; P{X5=1]X,=0}.

¢) Tim phan bd ding.
6.9 Xét bai toan truyén mot birc dién gdm gdém céc tin hidu 0, 1 théng qua kénh c6 nhiéu tram va
mdi tram nhan sai tin hiéu voi xac suit khong d6i bang o € (0,1). Gia sit X o la tin hiéu
truyén di va X, 1a tin hiéu nhan duoc tai tram n. Cho biét {X,;7=0,1,2,..} lap thanh

chuoi Markov vé&i ma tran xac suat chuyén

a l-a
P= :
l-aa «
a) Tinh P{X, =0,X; =0,X, =0}.

b) Tinh P{X, =0,X, =0,X, =0}+P{X,=0,X, =1,X, =0}.

¢) Tinh P{X5 =0/.X, =0}.
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Chwong 6: Qud trinh ngau nhién chuéi Markov

6.10 Xét mo hinh kiém ké phu ting thay thé voi s =0 va S =3 14 cac mic cin cir dé nhap hang
cung voi &, la lugng hang khach yéu cau trong chu ky 7. Biét ring

P{g, =0}=04; P, =1}=03; P{£, =2}=03.
Xac dinh xac suat chuyén cta chudi Markov {X . }, trong d6 X, 1a s6 phu tung con lai
tai cudi chu ky n.
6.11 Cho chudi Markov ergodic v&i 2 trang thai c6 phan bd gi¢i han 1a [p,1— p|. Hay xé4c dinh
ma tran xac suat chuyén?

6.12 Tim cac lép lién thong trang thdi ctia chudi Markov c6 khong gian trang thai
E={0,1,2,3,4} va ma trin x4c suét chuyén

[1/2 1/2 0 0 0

1/2 1/2 0 0 0

P=l0 0 1/2 1/2 0

0 0 1/2 1/2 0

1/4 1/4 0 1/4 1/4]
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HWONG DAN GIAI BAI TAP

DAP AN CHUONG 1

1.1 1.2 1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 1.10

Dung Sai Dung | Dung Sai Dung Sai Sai Dung | Dung

1.11a) P=0,246 b) P=0,495.
1.12 Mdi khach déu c6 6 kha ning dé ra ¢ 6 tang con lai cua toa nha. Do d6 sb két cuc dong kha

ning c6 thé N = A63 =216. Goi A 1a bién cd tat ca cung ra & ting bon, bién cb nay chi ¢6 1

truong hop thuén lgi. Do 46 P(A) = 2L16 .
43
Ly luan tuong tu trén ta c6 B, =i:L ; P, :—622
216 36 216 9
1.13 P:L_
720

1.15 Goi A, va A, tuong tmg la bién cd ngudi thir nhat va thir hai ban trang muc tiéu, 4 1a
bién ¢b chi c6 mot nguoi bin trang muc tiéu. 4 = AIZQ + ZlAz. St dung qui tic cong x4c suit

truong hop xung khic va qui tic nhan truong hop doc 1ap ta co:
P(A) = P(A; A2) + P(A14,5) = P(A,)P(A2) + P(A41)P(45) = 0,8-0,1+0,2-0,9 = 0,26.
Tuong tu tacoé: B, =098 ; P. =0,02.
1.16 Goi 4 1a bién cb san phém léy ra thudc loai 1.
Goi 4, 1a bién c6 san ph'flm léy ra thudc loai 2.
Goi A 1a bién cb san phém léy ra thugc loai 1 hodc loai 2: 4= A4, + 4,
Vi 4, 4, xungkhdcdodd  P(A)=P(d4+4y)=P(4)+P(4)=0,4+0,5=0,9
117 P=C5, (%}5 (%)25 =0,00027 .
1.18 Goi 4; 1a bién cb san pham da qua kiém tra chat lugng & phong tht i, i=1,2,3.
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Goi B 1a bién ¢ phé pham dugc nhap kho.
P(B) =P(Z)P(A_z)l’@)=(1—0,8)(1—0,9)(1—0,99) =0,0002.
1.19 P =0,11.

1.20 Goi A; 1a bién c6 1an th i 1y ra 3 san phdm mé6i dé kiém tra, (i =1,3). Goi A4 1a bién ¢b
sau 3 lan kiém tra tit ca cac san pham déu duoc kiém tra 4 = 4, 4, A;. Vi cac bién cb phu thude
5 1 5

nén P(A) = P(A)P(Ay) A P(As| Ay dy) =1- = — = >
(A) = P(4)P(A| 4)P(43]4,45) 184" 1764

1.21 Goi A4 1a bién c6 san phdm kiém tra 1a phé pham.

Goi B; 1a bién cb san pham l4y ra kiém tra thudc phan xuéng thir i, i=1,2 3.
P(B;)=0,36; P(B,)=0,34; P(B3)=0,30.Hé { B, B,, By} daydu
P(A|By)=0,12; P(A|B,)=0,10; P(A|B;)=0,08.

a. P(4)=P(B,)P(4|B)+P(B,)P(A|By)+P(B3)P(4]B;)=0,1012

_P(B)P(4]Bi) 0,36x0,12

b. P(B|4)= P o100 =0,427
P(5 |A):P(Bz)P(AIBz):0,34><0,10:0 £
g P(4) 0,1012

P(Bs)P(A|B3) _0,30x0,08 _

0,237
P(4) 0,1012

P(B;|4)=

1.22 Goi B; 1a bién cb xa thii dugc xét thude nhoém thir i, i=1,2,3,4.

Goi A 1a bién c6 xa thu ban truot.

Theo dé bai ta co: P(Bl)=%, P(Bz)=%, P(B3)=%, P(B4)=%

P(4By)=0,2, P(4|B,)=0,3, P(4B;)=0,4, P(4By)=0,5.

P(A4)=P(By)P(4|B)+P(By)P(4|By)+ P(By)P(4|By)+ P(By)P(4|By)
5 7 4 2 57

=—x0,24+—x0,3+—x 0,4+—x0,5=—
18 18 18 18 180

Ap dung cong thirc Bayer, ta thu dugc

P(E)PLAE) 15707 1o
P(By|4)= PlA) 3T s

180
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21 16 10
tuong tw P(Bz|A)=§, P(B3|A):§, P(B4|A):§.

Vay xa thu c6 kha nang & nhém thir hai nhét.

1.23 Goi By 1a bién c6 vién dan thtr nhat tring muc tiéu, P(B;)=0,7.
Goi B2 1a bién cb vién dan thir hai trung muc tiéu, P (Bz) =0,4.
Hai bién cb nay doc 1ap
X4c suét bién ¢b chi ¢6 vién dan thu nhét trung muc ti€u
P(A)=P(BB, B, B)=P(BB,)+P(B,B)

=0,7x0,6+0,4x0,3=0,54

p(B4) P(B[BBUBB]) P(BB) 0.7x0.6
P(8i]4)= P(4) P(4) “TR(a) - osa T

b.

1.24 Goi A 14 bién cb san pham kiém tra c6 két luan dat tiéu chuan chat lugng.
Goi By 1a bién cd san pham dat tiéu chuan chat lugng,
Goi By 1a bién cb san pham khong dat tiéu chuan chat lugng.
P(Br)=0,85; P(By)=0,15
Hé { By, By} day du
P(A|Br)=0,9; P(4|B;)=0,95 = P(A|By)=0,1; P(4|B;)=0,05.
a) P(A4)=P(By)P(A|B;)+P(By)P(A|By)=0,85x0,9+0,15x0,05=0,7725

A
by P(By|4) - P(By) P(4]By) _0,15%0,05 _ 0,0097
P(4) 0,7725

¢) P(ABrwABy )= P(ABr)+P(A4By;)=0,85x0,9+0,15x0,95=0,9075.

DAP AN CHUONG II

2.1 2.2 2.3 24 2.5 2.6 2.7 2.8 29 2.10

Sai Sai Dung Sai Dung Sai Sai bung | Pung Sai

2.11 2.12 2.13 2.14 2.15

Sai Sai Dung | Dung Sai
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216 E(X)=0,3; D(X)=15221.
2.17 x3 =29,1; p3=0,2.
218 E(X;)=3,]1; E(X,)=3,4; D(X,)=109; D(X,)=144.
E(X; +X,)=65; D(X| +X,)=253.
219 E(X)=0,8; D(X)=0,12.
220 a) D(Z)=61. b) D(Z)=41.
221 p,;=04; p, =01; p; =0,5.
2.22 a) Goi A, labién cd toa i c6 ngudi ngdi (i :1,_3). Goi A 1a bién cb ca 3 toa déu c6 ngudi

ngdi. Khi do: A= AjAyAy = A=A + Ay + A .

P(A) = P(A1) + P(A2) + P(A3) — P(A41 42) = P(A1 43) = P(42 A3) + P(41 42 43) :29733

= P(A)=@.
243
b)
X 0 1 2 3 4 5
p | 32| 80 | 80 [ 40 | 10 1
243 | 243 | 243 | 243 | 243 | 243
Y 0 1 2 3 4 5
b 1 10 | 40 | 80 | 80 | 32
243 | 243 | 243 | 243 | 243 | 243
223 E(X)=0.
H 64 3
224 @) Vi [x7(4=x)dr=" = k=—.
3 64
0
L 13
b) P{X <V =[Zx2(4=-x)dx=——.
) PLY<y I64 (4-x) 256

0
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2.25 a) Kihiéu 4; 1a bién c6 : A bén tring i vién”,
B; labién c6 : "B ban trang ivién”; =0, 1 2. Dé thay
P(A4y)=0,36; P(4)=0,48; P(4,)=0,16;
P(By)=0,25; P(B)=0,5; P(B,)=0,25.

Twdo P{X =-2}=P(4y)P(B,)=0,09

P{X =—1}=P(4y)P(B))+P(4)P(B,)=0,18+0,12=0,3
P{X =0} =P(4y)P(By)+P(4)P(B,)+P(4)P(B,)=0,37
P{X =1} =P(4)P(By)+P(4)P(B)=0,2

P{X =2}=P(4,)P(By)=0,04
Vay bang phan bd xéac suét ctia X

X N 1 2
P \ 0,09 0.3 037 02 0,04

EX =(-2)x0,09+(=1)x0,3+0x0,37+1x0,2+2x0,04=-0,2
EX? =(2)"x0,09+(=1)*x0,3+0% x0,37+12 x 0,2+ 2% x 0,04 = 1,02
DX = Ex? —(BX)’ =1,02—(~0,2)* = 0,98
b) P{¥ =0}=0,37
P{Y=1}=P{X=1}+P{X =-1}=0,5
P{Y=2}=P{X=2}+P{X=-2}=0,13
EY =0%0,37+1x0,5+2x0,13=0,76.
2.26 Kihiéu 4; labién cd : 6 to thir i bi hong”, i=1, 2.
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2.27

2.28

2.29

Déthay P(4)=0,1; P(4,)=0,2
Goi X 1a s6 6t6 bi hong trong thoi gian 1am viée

Tirdo P{X =0} =P(4)P(4,)=0,9x0,8=0,72

P{X =1}=P(4)P (A2)+P(A1)P(A2):0,1><0,8+0,9><0,2=0,26

P{X =2}=P(4)P(4,)=0,02

X 1 2

‘072 0.26 0,02

EX = 0x0,72+1x0,26+2x0,02=0,3 .
EX2 =0%x0,72+1°x0,26+2%x0,02 =0,34.

DX =EX? —(EX)* =0,34—(0,3)" =0,25.

‘ pi>0 {k>0 y>0
a) Dieu kién Z -1 = = k=-1 =k=1/10.
pi = 2 _
i 10k +9k =1 {kzl/lo
1 1 2 3
b) P{X>25=—+—=—; P X<3l=—.
) { } 10 10 10 { } 10

C) EX:i+i+£+2+ 2 " Y ol d !
10 10 10 10 100 100 100 10

d) EX? = L i+§+ﬁ+ £ + /3 +49[ ! +Lj:16,8
10 10 10 10 100 100 100 10
DX =Ex?—(EX)* =16,8—(3,66) = 3,404 .
) Goi X 1a “s phé pham gip phai” | 0 :
a 01 a So (S am ga ar
: phé pham gap p 7 |o,6 0.4
EX:%; 0y g
5 P3
b) Goi I 14 “s6 chinh pham gip phai” =Y =2-X u | 1 2
01 a SO ¢nin am ga alr = 1 =L— .
0i ] pham gap p p |0’4 0.6
EY=E(2-X)= 2—3:§, pr=2
55 25

Goi X 1a “s0 nit ¢6 trong nhém dugc chon”
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3 12
P{Xzo}zc—gzi, p{le}:%ZE
¢y 30 c3 30
2 A1 12
P{X=2}=C43C6 -2 P{X=1}=C4S6 _15
Ci, 30 ¢, 30
x| o 1 2 3

P| 5/30 15/30 9/30 1/30

EX:0><%+1><£+2><2+3><L:§—é

30 30 030 30 5
2.30 Thing 2 trong 4 van d& hon.

231 a) P=0,238. b) P=0,751.
2.32 a) X tuan theo quy luat nhi thitc B(n;p) vé6i n=5va p=0,8.
b) EX=4;DX=08. c¢) ModX =4 ; P{X =4}=0,4096.
233 a) P=09914
b) S san pham hong trung binh 13 0,5
¢) S6 san pham hong c6 kha ning xay ra nhidu nhét 13 0.
2.34 Goi x 1a sb cau hoi hoc sinh tra 101 ding. S6 diém anh ta nhan duoc 1a
4x+(10—-x)(-2)=6x—-20

a) Anh ta dugc 4 diém khi tra 10i ding: 6x-20=4 = x=4.

4 ,.\6
Vay xéc suat d¢ anh ta dugc diem41a P = C140 (;) (:) =0,088.

b) Anh ta dugc diém am khi tra 10i dung: 6x-20<0 = x=0,1,2,3.

3 k 10—k
Vay x4c suat dé anh ta duoc diém am1a P = Z C140 (;) (:) =0,879.
k=0

2.35 Goi X a6 lan thu duoc tin hiéu trong 5 lan phat doc 1ap thi X ~ B(5; 0,7)
a) Xac sudt thu duoc tin hidu 2 1an  P{x =2} = C$0,7%0,3° = 0,132
b) Xéc suat thu duoc tin hiéu nhiéu nhat 11an  P{X <1} =0,031

c) Xac suat thu duge tin hitu  P{X >1} =1-P{X =0} =1-0,002=0,998

2.36 Khong dung; P =0,41.
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2.37 a) Goi X 1a s cude goi trong khoang thoi gian 10 gidy thi X c6 phan bd Poisson tham s6
A=1/3. Vay xé4c sudt c6 it nhit mot cudc goi trong khoang thoi gian 10 gidy la

P{X>1}=1-P{X =0} =1-¢""3=0,2825.

b) Goi Y 1a sb cudc goi trong khoang thoi gian 3 phut thi I c6 phan bd Poisson tham sb
A=6. Vay xac suit co nhiéu nhit ba cudc goi trong khoang thoi gian 3 phut Ia
P{Y <3} =0,151.

¢) Goi Z 1a sb cudc goi trong khoang thoi gian 1 phut thi Z ¢6 phan bd Poisson tham sb
A=2. Xéc suat c6 nhidu nhit 1 cudc goi trong khoang thoi gian 1 phut 1a P{Z < l} =0,406.

Viy xac suat dé trong khoang thoi gian 3 phut lién tiép mdi phat cé nhiéu nhét 1 cudc goi la

P{Z <1}’ =0,406° = 0,0067 .

238 P{8< X <12}= q{lz;loj_@(%j =0,6826.

239 P=03.
2.40 a) 9544%; b) 4,56%.
241 a) 20,33%; b) P =0,9983.

—_— 43 2 |
242 E(X)=; D(X) =2 = P{X ~ < s}= 2®(ﬂ] 1.
n (e}
PAP AN CHUONG III

31 3.2 3.3 34 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 3.10

Sai bung | PBung | Pung Sai Sai Sai Ding | Ding Sai
3.11 3.12

Sai bung

3.13

X 57 X, Y » ) 3

P 0,56 0,44 P 0,26 0,38 0,36
314 EX =-7/15; EY =0;

cov(X,Y)=-1/8; pxy =-0,15.

315 EX =-1/5; EY =0; pxy =0. X va Y khong doc lap vi
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P{X =1}=2/15, P{r =1}=5/15va P{X =1.Y =1}=0.

3.16 Bang phan bd xéc suét ciia bién ngau nhién Z

Z 1 2 3 4 6
P 0,12 0,43 0,03 0,35 0,07
EX =1,7; EY =1,7; EZ=2,89.
3.17 Bang phan bd x4c suét déng thoicua X vaY
Y
0 1 2 3 4
X
0 0,04 0,12 0,16 0,06 0,02
1 0,03 0,09 0,12 | 0,045 | 0,015
2 0,02 0,06 0,08 0,03 0,01
3 0,01 0,03 0,04 | 0,015 | 0,005
P{X >Y}=0,19.
3.18 X, Y khong doc lap vi
P{X =1}=0,5, P{Y =1}=0,45 va P{X =1.Y =1}=0,15%#0,5-0,45
plx =1y =2{=7/11.
3.19
X
1 2 3 4 5 6
Y
0 112 | 112 | 112 | 112 | 112 | 112
1 112 {112 | 112 | 12 | 112 | 112
P{X =1}=0,5 P{¥Y =1}=0,45 va P{X =1.Y=1}=0,15%0,5-0,45.
3.20
Y|X =26 23 27
P 0,357 | 0,643
X|y =27 26 30 41 50
P 0,1268 | 0,4225 | 0,1549 | 0,2958
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321 E[Y|X =1]=5.EX =293; EY =4,5; DX =483; DY =225.
322 a a=15; EX=-0,2; EY =0.

b. cov(X,Y)=0 = p(X,¥)=0.

c. X, Y khong doc lap vi P{X=1}=£, P{Y=1}=% nhung P{X =1,Y =1} =0.

15
323 a) k=3;
3x2 néu 0<x<l i(l—yz) néu 0<y<l
b) fx(x)= ) s fr(=42 :
0 néunguoc lai 0  néunguoc lai

1 1 1 1
c¢) X vaY khong doc lap vi P{X <5,Y>5} =0 nhung P{X<E}¢O,P{Y>E}¢O.
3.24 Ap dung cong thic (3.14) ta duoc

fOuy)=——

62F_ e néu x>0,y>0;
Ox0y

0 néu nguoc lai.
Ap dung cong thirc (3.53) ta dugc

_x .
f(x|y) _ { eO néu x>0,

néfu x<0.

3.25 a) Cz% ;
o

b) F(x, y)=(larctgx+lj(l arctgy+lj;

T 2N\ 2

. 1 1 . 1 1
¢) Fy(x)= lim F(x,y)=—arctgx+—; Fy(y)= lim F(x,y)=—arctgy+—;
yo® T 2 X—>0 TT 2

Vi F(x,y)=Fy (x)Fy(y) néntakétluan X va Y doc lap.

8 Pi<x<\B.0<r<t}=Pi<x<BPlo<r<p=L1.1- L
12 4 48
Inx
—— néu x2>1,
3.26 Himmatddcia X 1a fy(x)=1 2
0 néu x<1.
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néu 1<y<oo,
Ham mat do cia ¥ 1a fy () =1 2

1
— néu 0<y<l.
> y

Tir d6 ham mat d6 co6 diéu kién ciia ¥ voi didukien X =x (x>1) 1a

f(y|)_f(XJ’) 1

néu lSyﬁx;
fx(x) 2ylnx X

Ham mat do c6 diéu kién cua X voi didukién Y =y (v >0) la

1
— néu 0<y<l,x>y
Sy ] x
fep=22=
Y Pa néu y=>1,y<x.
X

3.27 E(2X —-3Y)=2E(X)-3E(Y)=10;

D(2X —3Y) =4D(X) +9D(Y) —12{/D(X)D(Y) p y y =576

PAP AN CHUONG IV

4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8

Ding | Ding Sai

Sai Pung

bung | bung | Pung

4.9 Goi X 1a s6 may hong trong ca. X c6 phan bd nhi thic EX = 0,5, DX =1. Ap dung bét
dang thirc Trébusép ta co

P{x -003 <2}21-2 475

=0388; P{x-0,05>2}< 0’24275

=0,12.
12

n=l1

410 Pat S=) X, ; ES=12:16 =192, DS =12. Theo bt ding thirc Trébusép

{ —192|gg}21—D—fzo,99.Chona=157,36; b =226,64
€

10000 10000
4.11 bat § = ZX a3 BES=0, DS = T Theo bét dang thirc Trébusép
n=1

P{s|>s00}< 2 _ !

5002 300

159

CuuDuongThanCong.com

https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Huréng dan bai tdp

Ls . x . . 1
4.12 Ta biét rang S 1a bién ngau nhién c6 phan bo nhi thitc tham so p :g. ES=— va
5n £, a2 . ~ .
DS = 36" Theo bat dang thuc Trébusép

DS 5 31 n n 31
PyS —ES >l-——=1-—=— Pi—— S <— >—
{ |<\/;} n 36 36 < {6 \/;< <6+\/;} 36

n=l1 n=1

12 12
4.13 Djt S =) X, . Tacan tim M nh6 nhét dé P{ZXn < M} >0,99.

Taco ES =192, DS =12. Theo bat dang thirc Trébusép

P{s-192/<e}>1 —D—f >0,99 = &=34,64. Viy M = 192+34,64 = 226,64.
4

4.14 Thoa man luat s6 16n Trébusép.

4.15 Thoéa man luat sé 16n Trébusép.

4.16 Thoa man luat s6 16n Trébusép.

4.17 Ap dung bat dang thirc Trébusép tinh duoc xac suit P> 0,9131
4.18 Ap dung bat dang thirc Trébusép can kiém tra 23.750 chi tiét.

4.19 Goi X la s6 san pham hong. Ta c6 X ~ 2B (250;0,02). X s& c6 xdp xi phan bd Poisson
voi A =250-0,02=5. Tu d6 tra bang ta duogc:

a) P{X =2}=0,0842;
b) P{X <2}=0,1247

4.20 Giast X 1aséd nguoi chon an ¢ dot 1. Khi do 1000 — X 1a sb nguoi chon an & dot 2 . Goi
k 1a s6 chd ngdi trong nha an. Ta phai chon & nho nhét dé

P{X <k, 1000 - X <k}>0,99 < P{1000—k <X <k}>0,99.

Taxem X c6 phin bd chuan véi p =500, o =+/250 . Vay ta phai c6

q)(k _500] —qn[SOO_sz 0,99 < 2@[1‘ _ SOOJZ 1,99 < @(k _SOOJ > ®(2,58).
7250 7250 7250 V250

Tu d6 k£ =500+ 2,58v250 =540,49. Vay k =541.

421 a) Goi X la sb nguoi trang tuyén. Ta cd X ~ % (350;0,9). X co6 phan bd xap xi chudn
voi p=292,5, 6=5,4.Vay P{X <300}~ cb[%j = D(1,48)=0,9306.

b
b) Gia st n 1a so nguoi dugc goi. Phan bo cua X xap xi phan bo chuan véi p=0,9n,

6=03vn . Vay
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Huréng dan bai tdp

300-0,9n

03n

Giai bat phuong trinh ta duoc 7 <319,99. Vay n=319.

P{X <300}~ q)( j >0,99 = D(2,33) < 300-0,91 > (0,3)(2,33)n .

DPAP AN CHUONG V

5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 5.10

bung Sai bung | bung | Pung Sai Sai bung | Pung Sai

5.11 5.12 5.13 5.14 5.15 5.16 5.17 5.18

Sai Sai bung | DPung Sai Sai Sai Sai

5.19 Mau ngiu nhién c6 kich thude 10:7 = (X}, X,,..., X10).

. 10 10 )
P{X = %} = P{%ZXI- = %} = P{Z X; = 5}. Vi X c6 phan b6 nhj thirc nén
i=1 i=1

10
P{Z X, = 5} = B(5) = Cj,(0,5)° - (0,5)'°° = ¢}, (0,5)'°.
i=1

B ) 2
520 X co phan bd chuan N(H;Gz) nén X co6 phan bo chuan N(u;G—) . Vay
n

P{}—u‘«a}:P{u—s<}<p+8}=®[¥]—®(_ \/;]=2<1)(87n].D0d()

(¢}
— 241
P{X - 20‘ < 0,2}: 2@(#} —2d(2) = 0,9545.
5.21 Béng phan b tan s6
X 1 2 3 4
Tén s6 2 4 2 2
Bang phan bd tan sut
X 1 2 3 4
Tansuat | 1/5 2/5 1/5 1/5

Ham phén bd thuc nghiém
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Huréng dan bai tdp

0 x<1
/5 1<x<2
Fio(x)=<3/5 2<x<3 x=68; s> =115, s=1,072.
4/5 3<x<4
1 x>4
. =1082>10
522 =192 piaikien &
2000 n(1-)=918>10
JA=1) 1082 \V918x1082
Sf—ug = -2,33 =0,515
Jn 2000 A/2000
Vay t6i thiéu ¢6 51,5% sb phiéu bau cho mg ctr vién A.
523 7o 3415 o0
n 35
2 2
X; 34,15
2oL inz—(z |1 33,8043~ CE) |4 01687
n—1 n 34 35

= 5=0,1299; 15— =1,96x 21207 0,043, Khoang tin cdy 95%:  [0,933 ;1,019].
Jn NE

nf =53>10

5.24 Tansudtmau f = 33 , diéu kién
400 n(l— f)=347>10
Goi p laxac suét bat dugc con ca co danh dau, khoang tin cay 95% cua p:

CAFU=D) | 33347
e n > 4004400

Khoang uéc lugng [O, 0993 ; 0,1657]

=0,0332

Mit khac p = % ,trong d6 N 14 s6 ca trong hd.

Vay O,O993<2OOO<O,1657 = $0ad <N< 2800 = 12070< N <20141.
0,1657 0,0993
- —18,2 u; -
525 Dit u,.=’”T8’5:>f=5L+18,25=541—Ef+18,25=18,025
n

n—1 n 39

) . 2 _ 2
2= Zuiz——(zu’) §[0,76—%10,435
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Huréng dan bai tdp

0,66

S
= 5=0,66; ug—=1,64x——
P dn J40

a) Khoang tin cay 90%: [17,854; 18,196] )

=0,171

2 2
~ N , u s
b) Kich thuge miu cin thiét n > —2—=116,99 chon n=117
&

Uu: —
526 Patu; =x; —50=>x = 2 +50:2—§+50=49,704
n

1,96 x — ! =0,377

=

a) Khoang tin cay 95%: [49,327 ; 50,081].

2 2
~ N , u O
b) Kich thuge miu cin thiét n > —2——=384,16 chon n =385
&

5.27 Goi u la trong luong trung binh cia mot bao san phim dwoc déng goi. Ta kiém dinh gia
thiét Hy: u=100; déithiét H;: <100

N 11 (100-X)Vn
Tiéu chuan kiém dinh T:f; Mién bac bo W, :{T>2,086}.
-—99,25
Dat “i=XIT’ = Zrl-ui=0,4; 2nui2=0,42
2
= X= ><O’4 ,25=99, ;S —25><L 0,4 0,4 =0,37 = s =0,608
29 28 29

(100 -99,319)1/29
= 0,608

= 6,032, .

Vay bac bo H(, chap nhan H,, nghia la sin pham bi déng thiéu.
5.28 Goi u la thoi gian trung binh hoan thanh mot san pham.

Ta kiém dinh gia thiét  Hy: u=14 ; ddithiét H,: u=14

, et (X-14)Vn
Tiéu chudn kiém dinh 7' = ~— "= Mién bic bo 1, = {1]>1,96}.
bat u; = Zru =0; Zru =300
_ 2 1 0
= T=15; s?=4x——|300-—— [=4,819 = s=2,195
249 300
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Huréng dan bai tdp

_ (115-14)4/300
o 2,195

=789eW,.

Vay bac bo H, chap nhan H 1, nghia la can thay d6i dinh murc.

5.29 Goi x 1a mirc hao phi xdng trung binh cua 6t6 chay tir A dén B. Ta kiém dinh gia thiét
Hy: p=50; dbéithiét H,: u<50

_ o (50-X)Vn
Tiéu chuan kiém dinh 7" = T; Mién bac bo W, = {T > 2,052}.
Theo mautacd x = 1387, =49,5536;

2
2 - L[ 6576375138757 | 81696 _sone s
27 28 27

_(50-49,53)4/30
7 0,55

= 42948 W, .

Véy bac bo H, chip nhan H 1> nghia la muc hao phi xang c6 giam xudng.
5.30 Goi x 1a s6 hoa don trung binh hé thdng may tinh méi xur Iy dwoc trong 1 gid. Ta kiém dinh

giathiét  Hy: 4=1300; ddithiét H;: u>1300

, L (X -1300)vn .

Tiéu chudn kiém dinh 7" = *———=—; Mién bic bo ¥, = {T >1,96}.

(1378-1300)~/40
215

Tumaucuthétaco T =

=2,294>1,96

Vay bac bo H(, chap nhan H;, nghia 1a hé thong may tinh méi xir 1y tot hon.

PAP AN CHUONG VI

6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6

Sai Sai bung | PBung | Pung Sai

6.7 P{X,=0,X=2X,=1}

= P{X, =0} P{X, =2|X, =0} P{X, =1|X,=0,X, =2}
164
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Huréng dan bai tdp

= P{X,=0}P{X, =2|X,=0}P{X, =1|X, =2}
=0,3-0,7-0,8=0,168.

0,47 0,13 0,40
6.8 a) P2 =]0,42 0,14 0,44 |.
0,26 0,17 0,57

b) P{X;=1]X,=0}=P{X, =1]X,=0}=0,13;
P{X5=11Xy =0}=P{X5 =1,X, =0[Xy =0}+ P{x5 =1, X, =1lx, =0
+P{X5=1,X, =2/X =0} = P{X, = 0[X = 0}P{X5 =X, = 0,X, =0}
+PLX, = 11X, =0}P{X5 =1X( =0, X, =1}+ P{X, =2[X, =0}P{X; =1|)X, =0, X, =2}
= P{X, =0)X, = 0jP{x5 = 11X, =0} + P{X, = 11X =0}P{xX5 =1|X, =1}
+ P{X, =2X, =0}P{X; = 11X, =2}/=0.47-0,2+0,13-0,2 + 0,40 - 0,1 = 0,16.

¢) Phan b ding [x,y,z] 1a nghiém ctia hé phuong trinh

{[x v zlp=lx »y ]

x,y,z20; x+y+z:1'
Nhu vay x, y,z 1a nghiém khong am ctia hé phuong trinh

-9x +2y +6z =0

2x -8y, +zw= 0
X 4 ~Z = 1
50 21 68

cd nghiém x=1 Y =
6.9 Pit py =P{X,=0}.
a) P{X,=0,X;=0,X,=0}=P{X,=0}P{X, =0,X,=0/X,=0}
= P{X, =0} P{X, =0|X, =0} P{X, =0|X, =0,X, =0} = pyar’.
b) P{Xy=0,X,=0,X, =0}+ P{X,=0,X, =1,X, =0} = py (a” +(1-a)’).
¢) P{X;=0|X,=0}=16(a-1)" +40(a -1)* +40(a 1)’ +20(a ~1)* + 5(a 1) +1.
6.10 Khong gian trang thai s la E ={-1,0,1,2,3}.
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Huréng dan bai tdp

P{§:3—j} néu <0,
P{é=i-j} néu 0<i<3.

P 1 =PlX(n+1)=-1 X(n)=-1}=P(¢) =0,

Theo cong thirc (6.21) ta c6 p; =P{X(n+1) :j|X(n) = i} :{

P =P{X(n+1)=0[ X(n)=~1}=P(§ =3) = P($) =0,

Py =P{X(m+)=1|X(n)=-1}{=P(£=2)=0,3,

paa=P{X(n+)=2|X(n)=-1}=P(,=1)=0,3,

{
pas=P{Xn+)=1|X(n)=-1}=P(£=0)=0,4,

Ma tran xac suat chuyén:

0 0 03 03 04]
0 0 03 03 04
P=0,3 03 0,4 0 0
0 03 03 04 0
0 0 03 03 04]

6.12 Céc trang thai c6 chu ky 1. C6 3 16p lién thong 1a {0,1}, {2,3}, {4]}.

1/4

1/2

1/2
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PHU LUC
x2
PHY LUC I: GIATRIHAM MAT DO o()=——¢ *
T
0 1 2 3 4 5 6 % 8 9
0,0 0,3989 3989 | 3989 3988 39086 | 3984 | 3982 3980 3977 | 3973
0,1 3970 3965 | 3961 3956 3951 3945 | 3939 3932 3925 | 3918
0,2 3910 3902 | 3894 3885 3876 | 3867 | 3857 3847 3836 | 3825
0,3 3814 3802 | 3790 3778 3765 | 3752 | 3739 3726 3712 | 3697
0,4 3683 3668 | 3653 3637 3621 3605 | 3589 3572 3555 | 3538
0,5 3521 3503 | 3485 3467 3448 | 3429 | 3410 3391 3372 | 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 | 2850 2827 2803 2780 | 2756 2732 2709 | 2685
0,9 2661 2637 | 2613 2589 2565 | 2541 2516 2492 2468 | 2444
1,0 0,2420 2396 | 2370 2347 2320 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 | 2131 2107 2083 | 2059 | 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 | 0957
1,7 0940 0925 | 0909 0893 0878 | 0863 | 0848 0833 0818 | 0804
1,8 0790 0775 | 0761 0748 0734 | 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 | 0632 0620 0608 | 0596 | 0584 0573 0562 | 0551
2,0 0,0540 0529 | 0519 0508 0498 | 0488 | 0478 0468 0459 | 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 | 0396 | 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 | 0339 0332 0325 | 0317 | 0310 0303 0297 | 0290
2.3 0283 0277 | 0270 0264 0258 | 0252 | 0246 0241 0235 | 0229
2.4 0224 0219 | 0213 0208 0203 | 0198 | 0194 0189 0184 | 0180
2.5 0175 0171 0167 0163 0158 | 0154 | 0151 0147 0143 | 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 | 0116 0113 0110 0107
2.7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2.8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 | 0067 000065 0063 0061
2.9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 | 0031 0030 0029 | 0028 | 0027 0026 0025 | 0025
3,2 0024 0023 | 0022 0022 0021 0020 | 0020 0019 0018 | 0018
3,3 0017 0017 | 0016 0016 0015 | 0015 | 0014 0014 0013 | 0013
3,4 0012 0012 | 0012 0011 0011 0010 | 0010 0010 0009 | 0009
3,5 0009 0008 | 0008 | 00080 [ 0008 | 0007 | 0007 0007 0007 | 0006
3,6 0005 0005 | 0005 0005 0005 | 0005 | 0005 0005 0005 | 0004
3,7 0004 0004 | 0004 0004 0004 | 0004 | 0003 0003 0003 | 0003
3,8 0003 0003 | 0003 0003 0003 | 0002 | 0002 0002 0002 | 0002
3,9 0002 0002 | 0002 0002 0002 | 0002 | 0002 0002 0001 0001
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PHU LUC II: GIA TRI HAM PHAN BO CHUAN TAC

2 1
r X —
1 - 27,
D) = e 2dx
* V27 _‘[O (1)
| t -
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 ]0,5000 [ 5040 | 5080 | 5120 | 5160 | 5199 | 5239 | 5279 | 5319 | 5359

0,1 5398 | 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5596 | 5636 | 5675 | 5714 | 5753

0,2 5793 | 5832 | 5871 | 5910 | 5948 | 5987 | 6026 | 6064 | 6103 | 6141

0,3 6179 | 6217 | 6255 | 6293 | 6331 | 6368 | 6406 | 6443 | 6480 | 6517

0,4 6554 | 6591 | 6628 | 6664 | 6700 | 6736 | 6772 | 6808 | 6844 | 6879

0,5 [0,6915] 6950 | 6985 | 7019 | 7054 | 7088 | 7123 | 7156 | 7190 | 7224

0,6 7257 | 7291 | 7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | 7549

0,7 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | 7703 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | 7852

0,8 7881 | 7910 | 7939 | 7967 | 7995 | 8023 | 8051 8078 | 8106 | 8132

0,9 8159 | 8186 | 8212 | 8238 | 8264 | 8289 | 8315 | 8340 | 8365 | 8389

1,0 [0,8413 | 8438 | 8461 | 8485 | 8508 | 8531 | 8554 | 8577 | 8599 | 8621

1,1 8643 | 8665 | 8686 | 8708 | 8729 [ 8749 | 8770 | 8790 | 8810 | 8830

1,2 8849 | 8869 | 8888 | 8907 | 8925 | 8944 | 8962 | 8980 | 8997 | 9015

1,3 9032 | 9049 | 9066 | 9082 | 9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177

1,4 9192 | 9207 | 9222 | 9236 | 9251 | 9265 | 9279 | 9292 | 9306 | 9319

1,5 10,9332 | 9345 | 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9429 | 9441

1,6 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | 9545

1,7 9554 | 9564 | 9573 | 9582 | 9591 | 9599 | 9608 | 9616 | 9625 | 9633

1,8 9641 | 9649 | 9656 | 9664 | 9671 | 9678 | 9686 | 9693 | 9699 | 9706

1,9 9712 | 9719 | 9726 | 9732 | 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | 9761 | 9767

2,0 10,9773 | 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | 9798 | 9803 | 9808 | 9812 | 9817

2,1 9821 | 9826 | 9830 | 9834 | 9838 | 9842 | 9846 | 9850 [ 9854 | 9857

2,2 9861 | 9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | 9887 | 9890

2,3 9893 | 9896 | 9898 | 9901 | 9904 | 9906 [ 9909 | 9911 | 9913 | 9916

2,4 9918 | 9920 | 9922 | 9925 | 9927 | 9929 | 9931 9932 | 9934 | 9936

2,5 10,9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 [ 9951 [ 9952

2,6 9953 | 9955 | 9956 | 9957 | 9959 | 9960 | 9961 9962 | 9963 | 9964

2,7 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9969 | 9970 | 9971 | 9972 | 9973 | 9974

2,8 9974 | 9975 | 9976 | 9977 | 9977 | 9978 | 9979 | 9979 | 9980 | 9981

2,9 9981 | 9982 | 9982 | 9983 | 9984 | 9984 | 9985 | 9985 | 9986 | 9986

D(r) [ 0,9987 | 9990 | 9993 | 9995 | 9996 | 9997 | 9998 | 9999 | 9999 | 9999
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PHU LUC III: GIA TRI TOI HAN CUA PHAN BO STUDENT

A

(o

Y ”
to (1)

Bictudo | a=0,05 | 0=0,025 | a=0,01 | a=0,005 | a=0,001
1 6,314 12,706 | 31,821 63,657 318,309
2 2,920 4303 6,965 9,925 22,327
3 2,353 3,128 4,541 5,841 10,215
4 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173
5 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893
6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208
7 1,895 2,365 2,998 3,499 4,705
8 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4297
10 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144
11 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025
12 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930
13 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852
14 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787
15 1,753 k| 2,606 2,947 3,733
16 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686
17 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646
18 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610
19 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579

20 1,725 2,086 2,58 2,845 3,552
21 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527
22 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505
23 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485
24 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467
25 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450
26 1,796 2,056 2,479 2,779 3,435
27 1,703 2,052 2,473 2,771 3421
28 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408
29 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396
inf 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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PHU LUC IV: GIA TRI TOI HAN CUA PHAN BO KHI BiINH PHUONG
2

X

v

X (1)

Bac ty do X%,995 X(2),99 X(2),97 X(2),95 X(2),05 X(z),ozs X(2),01 X(z),oos
1 0,000 0,000 0,001 0,004 3,841 5,024 6,635 7,879
2 0,010 0,020 0,051 0,103 5,991 7,378 9,210 | 10,597
3 0,072 0,115 0,216 0,352 7,815 9,348 | 11,345 | 12,838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 9488 | 11,143 | 13,277 | 14,860
5 0,412 0,554 0,831 1,145 | 11,070 | 12,832 | 15,086 | 16,750
6 0,676 0,872 1,237 1,635 | 12,592 | 14,449 | 16,812 | 18,548
7 0,989 1,239 1,690 2,167 | 14,067 | 16,013 | 18,475 | 20,278
8 1,344 1,646 2,180 2,733 | 15,507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
9 1,735 2,088 2,700 3,325 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589
10 2,156 2,558 3,247 3,940 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25,188
11 2,603 3,053 3,816 4,575 | 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 3,074 3,571 4,404 5,226 | 21,026 | 23,337 | 26,217 | 28,300
13 3,565 4,107 5,009 5,982 | 22,362 | 24,736 | 27,688 | 28,819
14 4,075 4,660 5,629 6,571 | 23,685 | 26,119 | 29,141 | 31,319
15 5,001 5,229 6,262 7,261 | 24,996 | 27,488 | 30,578 | 32,801
16 5,142 5,812 6,908 7,962 | 26,296 | 28,845 | 32,000 | 34,267
17 5,697 6,408 7,564 8,672 | 27,587 | 30,191 | 33,409 | 35,718
18 6,265 7,015 8,231 9,390 | 28,869 | 31,524 | 34,805 | 37,156
19 6,844 7,633 8,907 | 10,117 | 30,144 | 32,852 | 36,191 | 38,582
20 7,343 8,260 9,591 10,851 | 31,410 | 34,170 | 37,566 | 39,997
21 8,034 8,897 | 10,283 | 11,591 | 32,671 | 35,479 | 38,932 | 41,401
22 8,543 9,542 | 10,982 | 12,388 | 33,924 | 36,781 | 30,289 | 42,796
23 9,260 | 10,196 | 11,689 | 13,091 | 35,172 | 38,076 | 41,638 | 44,181
24 9,886 | 10,856 | 12,401 | 13,848 | 36,415 | 39,364 | 42,980 | 45,558
25 10,520 | 11,524 | 13,120 | 14,611 | 37,625 | 40,646 | 44,314 | 46,928
26 11,160 | 12,198 | 13,844 | 15,379 | 38,885 | 41,923 | 45,642 | 48,290
27 11,808 | 12,879 | 14,573 | 16,151 | 40,113 | 43,194 | 46,993 | 46,645
28 12,461 | 13,565 | 15,308 | 16,928 | 41,337 | 44,461 | 48,278 | 50,993
29 13,121 | 14,256 | 16,047 | 17,708 | 42,557 | 45,722 | 49,588 | 52,336
30 13,787 | 14,930 | 16,791 | 18,493 | 43,773 | 46,979 | 50,892 | 53,672
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LOI NOI PAU

CHUONG I: CAC KHAI NIEM CO BAN VE XAC SUAT

GIOT THIEU ..ot e e et et e e e et ee s s s st

NOTDUNG oo ee e ee e ee s eee s eeseeeeesseeeesee st eseees e ee s ee s eerens

1.1. PHEP THU VA BIEN CO ..ot s et ens e e ene e
1.2. DINH NGHIA XAC SUAT VA CAC TINH CHAT ...ooeoeeeeeee i
1.3. XAC SUAT CO DIEU KIEN ....oouiiiiieeeeeee oo sttt tineesten e eeeeen
1.4. DAY PHEP THU BERNOULLL.......cvuvieeieeeeeeeeeeeee et esee s eve e eseeeen

TOM TAT e e e e e e s et e eeees e e e e resen
CAUHOI ON TAP VA BATLTAP ...

CHUONG II: BIEN NGAU NHIEN VA CAC PAC TRUNG CUA CHUNG

PHAN GIOT THIEU ...t see st s eee s e etae s esaeseseeseseesesseenees

NOTDUNG oo et e e e e e s e st e e s eseseeees e es e eesesesseeeeees

2.1 BIEN NGAU NHIEN ... oo
2.2. BIEN NGAU NHIEN ROTRAC ..ot seee e eeseses e
2.3. BIEN NGAU NHIEN LIEN TUC ... oo oteeeeee e eeeeese s eeeseseeeae
2.4. CAC THAM SO PAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN ......coovvoiereeeen,
2.5 HAM DAC TRUNG ..ottt ee et et e se s et seeeeeeseeeeeeseseeresesene

TOM TAT coeeeeeeeeeeeeeeerereerereoe B T o Mo eeeeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeseseseeseeesseseeen
CAUHOION TAP VA BATLTAP ..o

CHUONG III: VEC TO NGAU NHIEN

GIOT THIEU ..o et e et s e eeeees s s seses e eeeeeas

NOTIDUNG .ovoiiiiiissse e ststs ettt s st saeee

3.1. KHAI NIEM VEC TONGAU NHIEN ..ottt
3.2. BANG PHAN BO XAC SUAT CUA VEC TO NGAU NHIEN ROI RAC HAI CHIEU
3.3. VEC TO NGAU NHIEN LIEN TUC ..o eeeteteeeeeeeeeeee e eeeeeeees s seesesesens
3.4. TINH BOC LAP CUA CAC BIEN NGAU NHIEN .......oooiuiiriieeeeeeeeeeeeeeee
3.5. HAM CUA CAC BIEN NGAU NHIEN ......oomoioooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e
3.6. CAC THAM SO DAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN ......ccocooommmrriemnrrrirnnan.
3.7. PHAN BO CO PIEU KIEN VA KY VONG CO BPIEU KIEN......cccoovvvoiieeeereeenn,

3.8. PHAN BO CHUAN NHIEU CHIEU ..o
TOM TATRE. . B et e eeeeeseesesessaseseesassessaseseessnenssanen
CAUHOI ON TAP VA BALTAP ...

CHUONG IV: LUAT SO LON VA PINH LY GIOI HAN

172

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

56


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Muc luc

GIOT THIEU ...ttt e et e e e e et e e s e et e et ee s eeeeeseseeseeeres

INOLDUNG ..ottt nseee

4.1. CAC DANG HOI TU CUA DAY CAC BIEN NGAU NHIEN..........cooovriimnrrirnrreinee.
4.2 LUAT SO LON ..ottt ettt et et e e et s eeesee et es e eeeseeeereseenas
4.3. DINH LY GIOT HAN TRUNG TAM .....cosrrimmrirmmreimreiseseseesssesssssssessssssssssssssseseees
4.4. XAP XTI PHAN BO NHI THUC ...

TOM TAT ettt e et e e e e e e et e e et eeeeee e et eeeeeea st e eee e eaie e erees
CAU HOI ON TAP VA BATTAP ..ot en e st e e

CHUONG V: THONG KE TOAN HQC

GIOT THIEU ..ottt ettt e e e ee et ees e e s s e e st es e ee e eeeene

INOLDUNG ...ttt ettt bttt et s s ek es e s fub s s nsstesnneas
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5.2. LY THUYET UOC LUONG........oooooocoomoeoeeieeeemeeemmmeooseseossssiommesoomsonsis et
5.3. KIEM DINH GIA THIET THONG KE ..o et sie e ses s eeeeeeseeneenes

TOM TAT oottt ee et ee e e e eee e e e ees e s et tee et eeeeetheneeteeeeeeeeeeeeeeeeene
CAU HOION TAP VA BATTAP ..o e ee et se e s

CHUONG VI: QUA TRINH NGAU NHIEN CHUOI MARKOV

GIOT THIEU ..ot teeeeeeee e eeee et e e et es e etee e eeeseseeeeseeeeeeseeeeens

INOLDUNG ..ottt ettt s ettt esaneas

6.1. KHAI NIEM VA PHAN LOAI QUA TRINH NGAU NHIEN ........oooooiiiiiiiicrirnerer
6.2. CHUOI MARKOV ...ttt sttt
6.3. PHAN LOAI TRANG THAT CHUOI MARKOV ....ooviviieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenans

CAU HOI ON TAP VA BATTAP ..ot s e

HUONG DAN GIAI BAI TAP

DAP AN CHUGNG L....ooooooooeeiecceeia et
DAP AN CHUONG TT ..ot eese e
DAP AN CHUONG TIL......oovoiveereieceesitaesi s
DAP AN CHUONG IV ...ovmmiiiiieriesiiees i
DAP AN CHUONG V ..ot
DAP AN CHUONG VI ...ooouiii i

PHU LUC

PHU LUC I: GIA TRTHAM MAT PO  o(x) =
2T

PHU LUC II: GIA TRI HAM PHAN BO CHUAN TAC .....oooeieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
PHU LUC 1II: GIA TRI TOI HAN CUA PHAN BO STUDENT -....ovveeeeeeeeeeee e
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PHU LUC IV: GIA TRI TOI HAN CUA PHAN BO KHI BINH PHUONG x2
TAI LIEU THAM KHAO

MUC LUC
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XAC SUAT THONG KE

Ma sd : 491XSU210

Chiu trach nhiém ban thao
TRUNG TAM PAO TAO BUU CHINH VIEN THONG 1
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