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CHÖÔNG   2. 

 
CAÁU TRUÙC CAÂY. 

 
 
 

2.1 ÑÒNH NGHÓA & THÍ DUÏ. 
 
2.1.1 CAÂY. 
 
Caây laø moät ñoà thò khoâng ñònh höôùng,  lieân thoâng vaø khoâng coù chu trình. 
 
THÍ DUÏ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                               FIG. 2.1. Caây. 
 
 Chieàu daøi cuûa ñöôøng noái hai ñænh laïi vôùi nhau ñöôïc goïi laø khoaûûng caùch giöõa hai ñænh. 

 
TÍNH CHAÁT. 
 Giöõa  hai  ñænh baát kyø cuûa moät caây seõ coù duy nhaát moät daây chuyeàn noái chuùng laïi vôùi 

nhau.  
 Moät caây n ñænh seõ coù n –1 caïnh. Coäng theâm vaøo caây moät caïnh giöõa hai ñænh baát kyø seõ 

taïo neân moät chu trình duy nhaát. 
 
2.1.2 RÖØNG. 
 
Laø moät ñoà thò khoâng ñònh höôùng vaø khoâng coù chu trình (Khoâng lieân thoâng maïnh) Moãi 
thaønh phaàn lieân thoâng cuûa moät röøng laø moät caây. 
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2.1.3 CAÁU TRUÙC CAÂY (CAÂY COÙ GOÁC). 
Laø moät ñoà thò coù ñònh höôùng sao cho moãi ñænh ñeàu coù moät ñænh tröôùc tröø moät phaàn töû duy 
nhaát  khoâng coù , ñöôïc goïi laø GOÁC. Vôùi moïi   ñænh x  thì coù duy nhaát moät ñöôøng töø goác ñi 
ñeán   x. 
 
Xeùt moät ñænh x  cuûa moät  caây T coù goác laø r : 
 Moät ñænh  y baát kyø naèm treân ñöôøng höôùng töø goác ñeán x, ñöôc goïi laø caùc ÑÆNH 

TRÖÔÙC (ANCETRE )  cuûa  x, vaø  x  ñöôïc laø ÑÆNH SAU (DESCENDANT)  cuûa   y.  
 Neáu  (x,y) laø moät caïnh cuûa T, ta goïi  x laø CHA cuûa  y  vaø  y laø CON cuûa  x. Hai ñænh 

cuøng cha ñöôïc goïi laø ANH EM. Moät ñænh khoâng coù con  ñöôïc goïi laø LAÙ. Nhöõng ñænh 
khoâng laø LAÙ ñöôïc goïi laø ÑÆNH TRONG. 
 

 Chieàu daøi cuûa ñöôøng töø goác ñeán  ñænh ñöôïc goïi laø ñoä saâu cuûa ñænh ñoù. 
 

 Möùc (Niveau) cuûa moät ñænh trong T laø khoaûng caùch töø goác ñeán  x. 
 Möùc cuûa nuùt goác           = 0. 
 Möùc cuûa nuùt khaùc goác  =  Möùc cuûa caây con nhoû nhaát chöùa noù  + 1. 

 
 Chieàu cao hay ñoä saâu (Hauteur, profondeur) cuûa caây laø giaù trò lôùn nhaát  cuûa möùc cuûa 

caùc ñænh trong caây. 
 

 Neáu moãi ñænh trong caây coù toái ña hai con, thì ta goïi ñoù laø caây nhò phaân. 
 

 Baäc cuûa nuùt & baäc cuûa caây (Degreùe). 
 Baäc cuûa nuùt laø soá caây con cuûa nuùt ñoù. 
 Baäc cuûa caây laø baäc lôùn nhaát cuûa caùc nuùt cuûa caây. Neáu caây coù baäc laø n, ta goïi laø 

caây n-caønh. 
THÍ DUÏ .  Caây  3 – caønh coù goác,vôùi 8 ñænh vaø coù ñoä cao laø 4. 
 
    --------------------------------------------            d(1) = 3--------------------Möùc  0. 
 
 
     ---------------------- d(4)=2          -------         ----------          d(3)=0 -----Möùc 1. 
              d( 2)=0 
 
     -------------d(5)=2       ----------     ------------------------------------------Möùc 2. 
           d(9)=0    
 
     d(6)=0           -------          d(7) =1 ----------------------------------------- Möùc 3. 
 
     --------d(8)=0              --------------------------------------------------------Möùc 4. 
 
                          FIG.2.2.     Caây coù goác. 
2.1.4. THÍ DUÏ. 

2
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 Ñoâi khi ta coù theå bieåu dieãn moät quan heä bao haøm thöùc cuûa nhieàu taäp hôïp baèng moät 
caáu truùc caây. 
Thí duï. Bao haøm cuûa caùc taäp hôïp sau coù theå bieåu dieãn thaønh caáu truùc caây nhö sau : 

  B, C, D    ⊂   A.     A 
   E, F, G, H    ⊂    B. 
   M, N                ⊂    D.                     D  C B  
  I      ⊂    E.  

J,K     ⊂    F. M N E F G H 
  L      ⊂   H.          I         J      K           L 
 Moät Bieán coù caáu truùc coù theå bieåu dieãn döôùi daïng caây. 

                                            SINH VIEÂN 
 
               TRÖÔØNG    CMNN 
 
 CAO ÑAÚNG         ÑAÏI HOÏC   HOÏ  TEÂN   SINH 
 
          NGAØY           NOI   
 
                                                                    N        T      N TP Q 
 Bieåu thöùc soá hoïc. Bieåu thöùc    + 

X  =  (x – (2* y) +((x+(y+z)) *z)  -  *   
coù theå bieåu dieãn thaønh hình caây     x        *              + z 
nhö sau :      2 y x + 

               y        z   
 Voøng loaïi trong moät cuoäc thi ñaáu boùng baøn. 

 Voøng 1. J  ñaáu vôùi T,  F ñaáu vôùi M, L ñaáu vôùi P.                        J 
 Voøng 2. J  ñaáu vôùi M,  L  ñaáu vôùi  Ph                         J                               Ph  
 Voøng 3.  J  ñaáu  Ph.          J                  M                L             Ph 
 Cuoái cuøng J thaéng.                                       

                J     T       F     M  P      L      
 Caâu trong ngoân ngöõ töï nhieân (hay trong ngoân ngöõ laäp trình)     

                         Ferme 
Ñoái vôùi caâu « Le Pilote ferme la porte »  Pilote   porte 

      Coù theå bieåu dieãn döôùi daïng    Le   la  
 

 Töï ñieãn coù theå toå chöùc theo hình caây.    . 
Chaúng haïn töï ñieãn goàm caùc töø ART,       ART    COU 
ARTICLE, ASTISTE, COU, COUR, 
 COUTEAU,  COUVE, COUVENT,  *       I  * R          TEAU     VE 
COUVER  coù   theå  bieåu  dieãn  theo  
hình veõ sau.  Kyù töï «*» chæ chaám döùt  CLE STE  *   *     *    NT    R 
moät töø.  Chuù yù, thöù töï ALPHABET  
theo thöù töï töø phaûi sang traùi.     *   *        *       * 

 
 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chöông 2. Caáu truùc Caây. 

Tröông Myõ Dung 21

 
 
 
 

2.2 TÍNH CHAÁT CÔ BAÛN. 
 
 
2.2.1 ÑÒNH LYÙ 1. 
 

Cho     G   laø moät caây  baäc  n > 1. Caùc tính chaát sau ñaây töông ñöông vôùi nhau : 
1. G   lieân thoâng vaø khoâng coù chu trình. 
2. G   lieân thoâng vaø coù  n –1 caïnh. 
3. G  khoâng coù chu trình vaø coù   n – 1 caïnh. 
4. G  khoâng coù chu trình vaø neáu theâm vaøo moät caïnh giöõa hai ñænh khoâng keà seõ 

taïo moät chu trình duy nhaát giöõa chuùng. 
5. G lieân thoâng toái thieåu(coù nghóa laø neáu xoùa ñi moät caïnh baát kyø thì G khoâng coøn 

lieân thoâng nöõa) 
6. Moïi caëp ñænh coù duy nhaát daây chuyeàn noái chuùng. 
 
CHÖÙNG MINH. Baøi taäp. 

 
 
 
2.2.2 ÑÒNH LYÙù  2. 
 

Moät ñoà thò    G  =  (X,U)  laø moät ñoà thò  coù chöùa moät ñoà thò rieâng phaàn neáu vaø chæ neáu 
G lieân thoâng. 

 
CHÖÙNG MINH. Baøi taäp. 

 
 
 
 
2.2.3 ÑÒNH LYÙ 3. 
 

Moïi  Caáu truùc caây laø moät caây. 
 

CHÖÙNG MINH. Baøi taäp. 
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2.3 CAÂY NHÒ PHAÂN. 
 
2.3.1. ÑÒNH NGHÓA (THEO ÑEÄ QUI). 

Moät caây nhò phaân  B hoaêc laø  ∅ hoaëc coù daïng :   
  B = < O, B1, B2 >  trong ñoù : 
   O : goác, 
   B1 :  caây con traùi vaø  

B2 : caây con phaûi. 
 
2.3.2. BIEÅU DIEÃN CAÂY NHÒ PHAÂN. 

THÍ DUÏ. 
  
 
 
                
 
 
       
 

 
 SÖÛ DUÏNG BAÛNG.  Coù  theå ñònh nghóa kieåu döõ lieäu nhö sau : 

Type  Arbtab  = Array [1..n]  of  Record      v : t ; 
       G : integer ; 
       D : integer ; 
          End ; 
 Vôùi thí duï ôû treân, ta coù : 

    Traùi  Phaûi  
1      
2           d 0 8 
3           a 5 6 
4           e 0 9 
5           b 2 0 
6           c 4 0 
7   
8           f 0 0 
9           g 0 0 
10   

 
 SÖÛ DUÏNG CON TROÛ. Coù  theå ñònh nghóa kieåu döõ lieäu nhö sau : 

Type    Pt    =    ^nut ; 
                  nut   =     Record       
     G    : Pt ; 
    Val : t ; 
    D    : Pt ; 
       End ; 

e

a

b

d

c

f g
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2.3.3. DUYEÄT MOÄT CAÂY NHÒ PHAÂN. 
 
Coù 3 caùch duyeät moät caây nhò phaân (phuï thuoäc theo goác). 
 

1. THÖÙ TÖÏ TRÖÔÙC (PREFIXEÙ). 
 Xöû lyù goác. 
 Duyeät caây con traùi. 
 Duyeät caây con phaûi. 

 
2. THÖÙ TÖÏ GIÖÕA (INFIXEÙ). 

 Duyeät caây con traùi. 
 Xöû lyù goác. 
 Duyeät caây con phaûi. 

 
3. THÖÙ TÖÏ SAU (POSTFIXEÙ). 

 Duyeät caây con traùi. 
 Duyeät caây con phaûi. 
 Xöû lyù goác. 

 
THÍ DUÏ.  Theo caây  ôû thí duï treân , ta coù : 
 

 Tröôùc :  a  b  d  f  c  e  g. 
 Giöûa   :  d  f  b  a  e  g  c. 
 Sau     :  f  d  b  g  e  c  a. 

 
 
 
2.4 CAÂY PHUÛ.  
 
2.4.1. ÑÒNH NGHÓA. 
 

Cho moät ñoà thò voâ höôùng  G.  Moät caây   H  goïi laø caây phuû cuûa  G  neáu  H  laø caây rieâng 
phaàn cuûa  G  chöùa moïi ñænh cuûa  G. 

 
2.4.2. ÑÒNH LYÙ. 
 

Ñoà thò G coù caây  phuû neáu vaø chæ neáu   G lieân thoâng. 
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2.4.3.  GIAÛI THUAÄT TÌM CAÂY PHUÛ. 
 

Xeùt moät ñoà thò  G. 
 

GIAÛI THUAÄT. 
 
 Böôùc 1.  Choïn tuøy  yù moät ñænh  cuûa   G  ñaët vaøo  H. 
 Böôùc 2. Neáu moïi ñænh cuûa  G ñeàu naèm trong  H thì  döøng. 
 Bööùc 3. Neáu khoâng, tìm moät ñænh cuûa  G khoâng naèm trong   H  maø noù coù theå noái  

noù vôùi moät ñænh  cuûa  H  baèng moät caïnh. Theâm ñænh  vaø caïnh naøy vaøo  H.  Quay 
veà böôùc 2.  

 
THÍ DUÏ .  Cho ñoà thò G theo hình veõ sau : 

 
                                 x3                   x2                                     
                                                                                                                                                         
                                                   x1 
                                                                        x6                                                                         
                                                                                                       
                                                                                                                                       
                               
                                x4                    x5                                                 
          FIG. 2.3.   

 

 Khôûi töø  x1.  T= ∅.   
 Böôùc 1.  Choïn x2,   T = {(x1,x2)}. 
 Böôùc 2.  Choïn x3,   T = {(x1,x2), (x2,x3)}. 
 Böôùc 3.  Choïn x4,   T = {(x1,x2), (x2,x3), (x3,x4)}. 
 Böôùc 4.  Choïn x5,   T = {(x1,x2), (x2,x3), (x3,x4), (x4,x5)}. 
 Böôùc 5.  Choïn x6,   T = {(x1,x2), (x2,x3), (x3,x4), (x4,x5), (x5,x6)}. 

 
Keát quaû :  T  laø  caây phuû cuûa G . 

 
  
2.4.4. ÑÒNH LYÙ. 

Coi moät caây phuû   H  cuûa   G. 
Theâm vaøo   H moät caïnh cuûa  G  (khoâng thuoäc  H), ta ñöôïc  moät chu trình trong  H.  
Huõy moät caïnh baát kyø treân chu trình naøy ra khoûi   H, ta nhaän  ñöôïc moät caây phuû môùi 
cuûa  G. 
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2.4.5. GIAÛI THUAÄT KIEÅM TRA TÍNH LIEÂN THOÂNG. 
Xeùt moät ñoà thò  khoâng ñònh höôùng G. 
Aùp duïng giaûi thuaät treân vaøo  G. Khi giaûi thuaät döøng. 
 Neáu   H  chöùa moïi  ñænh cuûa  G  thì  G lieân thoâng  vaø  H  laø moät caây phuû cuûa   G. 
 Neáu   H  khoâng chöùa moïi ñænh cuûa  G thì   G khoâng lieân thoâng vaø  H laø moät caây 

phuû cuûa  moät thaønh phaàn lieân thoâng cuûa  G. 
 
THÍ DUÏ 1. Tröôøng hôïp ñoà thò G  ôû hình FIG. 2.3. thì ta coù  G lieân thoâng. 
 
THÍ DUÏ 2.  Cho ñoà thò G theo hình veõ sau : 
 
                               x3                     x2                                     
                                                                                                                                                          
                                                    x1 
                                                                         x6                                                                         
                                                                                                       
                                                                                                                                       
                               
                                x4                    x5 

    

 Khôûi töø  x1.  T= ∅.   
 Böôùc 1.  Choïn x3,   T = {(x1,x3)}. 
 Böôùc 2.  Choïn x4,   T = {(x1,x3), (x3,x4)}. 

 
Thuaät toaùn döøng.  T laø caây phuû cuûa moät thaønh phaàn lieân thoâng cuûa G maø thoâi. 

 
2.4.6. GIAÛI THUAÄT TÌM THAØNH PHAÀN LIEÂN THOÂNG THEO CAÙCH 

DUYEÄ T THEO CHIEÀU SAÂU. 
 
Do thuû tuïc  duyeät theo chieàu saâu  PROF(s) cho pheùp thaêm taát caû caùc ñænh thuoäc cuøng 
moät thaønh phaàn lieân thoâng vôùi ñænh  s, neân soá thaønh phaàn lieân thoâng cuûa ñoà thò chính 
baèng soá laàn goïi ñeán thuû tuïc naøy. Vaán ñeà coøn laïi  laø caùch ghi nhaän caùc ñænh trong töøng 
thaønh phaàn lieân thoâng baèng caùch caûi tieán thuû tuïc chieàu theo chieàu saâu PROF(s) nhö 
sau : 

 
THUÛ TUÏC DFS(int k) ; 
//Duyeät theo chieàu saâu baét ñaàu töø ñænh k 
{ 
 Mark[k] = socomp; 
 For (int i = 1;i ≤ n ;i++) 
    if (a[i][k]==1 && (Mark[i]= =0) DFS(i); 
 }        
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THUÛ TUÏC CONNEXE ;   

{  
 // Khôûi taïo soá lieäu ban ñaàu cho Mark (caùc ñænh ñaõ duyeät roài) vaø socomp (soá 

thaønh phaàn lieân thoâng 
     For  (int  j= 1 ;j≤ n ;j++) { Mark[j] =0 ; Socomp =0 ;} 

        //Goïi thuû tuïc ñeå xaùc ñònh caùc thaønh phaàn lieân thoâng 
 For  (int  i= 1 ;i≤n ;i++) 

If  Mark [i] = =0  
{   

                  Socomp = Socomp +1 ; 
     DFS(i) ; 
} 
//In keát quaû 

 } 
 
 
THÍ DUÏ. 
        s8                  s1           s2      s3 

 
 
  
 
         s7                s6                                           s4               s5    
 
 

 Khôûi töø  s1 . Goïi DFS(1) , ta coù Taäp ñaùnh daáu {s1, s2, s6, s7, s8}. 
 i= 3              Goïi DFS(3) , ta coù Taäp ñaùnh daáu {s3, s4, s5}. 

 
 
 

 Keát quaû. Coù 2 thaønh phaàn lieân thoâng. 
 
  C1 =  {s1, s2, s6, s7, s8}. 
  C2  = {s3, s4, s5}. 
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2.5 CAÂY PHUÛ TOÁI THIEÅU. 

 
BAØI TOAÙN 1.  Cho moät ñoà thò lieân thoâng   G = (X,U), vaø,vôùi moïi caïnh u lieân keát vôùi 
moät con soâ   l(u)   maø ta goïi laø chieàu daøi (trong löôïng). Vaán ñeà ñaët ra laø tìm moät caây 
rieâng   phaàn  H=(X,V)  cuûa G sao cho toång chieàu daøi  ∑

u

ul )(   laø nhoû nhaát. 

THÍ DUÏ.  Baøi toaùn naøy thöôøng gaëp trong vieãn thoâng vaø trong nhieàu tröôøng hôïp khaùc. 
Chaúng haïn, baøi toaùn ñaët ra cho chuùng ta laø Tìm ñöôøng daây caùp ngaén nhaát  ñeå noái  n 
thaønh phoá laïi vôùi nhau ?        Caùc thaønh phoá ñöôïc bieåu dieãn laø ñænh cuûa moät ñoà thò vaø  
l( (x,y)   laø khoaûng caùch  giöõa thaønh phoá  x  vaø  y.  Maïng daây caùp noái baét buoäc phaûi 
lieân thoâng.  ÔÛ ñaây, vaán ñeà laø tìm caây rieâng phaàn coù toång chieàu daøi nhoû nhaát noái taát 
caû caùc ñænh ? 
 
BOÅ ÑEÀ.   Neáu    G = (X,U)   laø moät ñoà thò ñaày ñuû  vaø neáu taát caû caùc chieàu daøi  l(u) 
töông öùng cuûa caùc caïnh ñeàu phaân bieät thì khi aáy, Baøi toaùn 1 coù moät lôøi giaûi duy nhaát 
(X, V).  Taäp   V={v1,v2,…,vn-1}   nhaän ñöôïc theo caùch sau ñaây : 
 
 Choïn    v1   laø caïnh coù chieàu daøi nhoû nhaát. 
            v2  laø caïnh coù chieàn daøi nhoû nhaát sao cho    v2  ≠  v1  vaø   V2 = {v1,v2} khoâng 

chöùa chu trình. 
             v3    laø  caïnh nhoû nhaát  sao cho    v3  ≠  v2  ≠  v1    vaø   V3 = {v1,v2,v3}   khoâng 

chöùa chu trình. 
 Cöù theá, tieáp tuïc. 
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2.5.1. THUAÄT TOAÙN   PRIM . 
Kyù hieäu : 
♦ A =  Ma traän keà  bieåu dieãn  ñoà thò, coù troïng löôïng, ñöôïc ñònh nghóa  nhö sau : 
        A= [ ai,j]   =     l(i,j)  =  chieàu daøi cuûa caïnh cung öùng u=(i,j)  ∈ U 
   ∝      u=(i,j) ∉ U  

 0 ,                                                             i=j   
 
♦ M      =  Taäp ñænh  chöa ñaùnh daáu (coù soá phaàn töû laø n0).  
♦ Pr(p) =  Ñænh tröôùc ñænh p. 
♦ d       =  Taäp chieàu daøi cuûa Caây phuû coù chòeâ&u daøi ngaén nhaát. 
♦ Mark  =  Taäp ñænh ñaõ ñaùnh daáu (ñaõ xeùt roài), ñònh nghóa nhö sau : 
     Mark[i]= 1, neáu ñænh ñaõ xeùt roài,  
        0, ngöôïc laïi.   

 
NGUYEÂN LYÙ THUAÄT TOAÙN. 
1. Khôûi taïo : Xuaát phaùt töø ñænh 1. T = ∅,   

M  = {2,..n} 
 Pr  = [1,1,…1]  
 d   = a[1,j], j=1..n (Doøng ñaàu cuûa ma  traän keà   A) 
 Mark  = [1,0…0] 
 
2. ÔÛ moãi böôùc laëp, choïn ñænh ñaùnh daáu laø ñænh coù ñoä daøi ngaén nhaát. 

 k = Argminx ∈ M   d[x]. 
 Mark[k]=1. 
 Caäp nhaät laïi  d[i],   Pr[i]   vôùi    i∈  M \{k}  theo coâng thöùc: 
• d[i]   =    a[k,i] neáu    d[i]  > a[k,i]. 
• Pr[i] =    k. 

 Thay  M :=   M\{k}. 
 
Neáu  M = ∅.  Döøng. Neáu khoâng , quay laïi 2. 
 

 
Ñoä phöùc taïp : O(m log n). 
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THÍ DUÏ.  Ta  coù Ma traän keà  A, bieåu dieãn Ñoà thò ôû   FIG. 2.3., nhö sau : 
 1 2 3 4 5 6  

  1 0 2 3 11 5 8  
  2 2 0 1 10 ∞  9  
 A   = 3 3 1 0 6 12 ∞   
  4 11 10 6 0 4 ∞   
  5 5 ∞  12 4 0 7  
  6 8 9 ∞  ∞  7 0  
   

 
Caùc böôùc cuûa thuaät toaùn thöïc hieän nhö sau : 
 
 Gaùn ban ñaàu cho : M, d, Pr : 

M = {      2, 3,  4, 5, 6} 
d  = [0,  2,  3, 11, 5,  8] 
Pr = [1,  1, 1,   1, 1, 1] 
 

 Böôùc 1.  Choïn ñænh   s2 .  Caäp nhaät M, d, Pr : 
M = {      ,  3,   4, 5,  6} 
d  = [0,  2,  1, 10, 5,  8] 
Pr = [1,  1, 2   2, 1, 1] 
 

 Böôùc 2.  Choïn ñænh   s3 .  Caäp nhaät M, d, Pr : 
M = {       ,  ,   4, 5,  6} 
d  = [0,  2,  1,  6, 5,  8] 
Pr = [1,  1, 2,   3, 1, 1] 

 Böôùc 3.  Choïn ñænh   s5 .  Caäp nhaät M, d, Pr : 
M = {      ,   ,   4,    ,  6} 
d  = [0,  2,  1,  4, 5,  7] 
Pr = [1,  1, 2,   5, 1, 5] 

 Böôùc 4.  Choïn ñænh   s4 .  Caäp nhaät M, d, Pr : 
M = {     ,    ,    ,    ,   6} 
d  = [0,  2,  1,  4,  5,  7] 
Pr = [1,  1, 2,   5,  1, 5] 

 
Ta coù Keát quaû nhö sau : 
 
 Caây Phuû coù ñoä daøi ngaén nhaát theo caùc Böôùc laëp : 

T= (x1, x2), (x2,x3), ), (x1,x5) , ), (x5,x4),  (x5,x6)} vaø coù ñoä daøi l(T) = 19 
 Caây Phuû coù ñoä daøi ngaén nhaát ñoïc keát   quaû theo d vaø Pr  : 

T= (x1, x2), (x2,x3), ), (x5,x4),  (x1,x5) , ),  (x5,x6)} vaø coù ñoä daøi l(T) = 19 
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                      10      x3          1           x2                                                                      
                                                                                                                                        x2 
                                     3    x1       2             9                                                                                     2 
                             6                           8             x6              x1 

                                          11                                                                                        x1 
                                      12        5            7                 Caây khôûi ñaàu 
                           
                               x4           4         x5                                                  Caïnh theâm vaøo thöù 1 
                                  Caây ban ñaàu 
 
 
                                                                                                x3          1             x2 

                              x3             1              x2 
                                                                                                                      2 
                                                2                                                              
 
                                                                                                          x1 

                                              x1                                                                     5 
                                                                                                                     x5 

                   Caïnh theâm vaøo thöù 2 
                                                                                                       Caïnh theâm vaøo thöù 3 
 
 
                                                                                                                 1 
                              x3          1                x2                            x3                                  x2 

 
                                                2                                                              2 
                                                                                                                                               x6 

                                          x1                                                                  x1 

                                                  5                                                                 5               7 
                                             4                                                                4 
                                x4                       x5                                   x4                          x5 
 
                        Caïnh theâm vaøo thöù 4                                 Caïnh theâm vaøo thöù 5. 
 
                    FIG. 2.3.  Tìm Caây phuû coù ñoä daøi ngaén  nhaát theo PRIM (s=1). 
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2.5.2. THUAÄT TOAÙN    KRUSKAL (1956). 
Cho ñoà thò   G = (X, U) laø ñoà thò lieân thoâng khoâng ñònh höôùng, coù troïng löôïng. Giaû  
Söû  ñaõ saép xeáp caùc caïnh cuûa ñoà thò theo thöù töï khoâng giaûm theo chieàu daøi. 
 
YÙ töôûng cuûa thuaät toaùn KRUSKAL ôû moãi böôùc laëp, ta  boå sung vaøo taäp caïnh cuûa caây 
phuû  H =(X, T)  sao cho khoâng taïo thaønh chu trình. 

 
Thuaät toaùn döøng khi taát caû caùc ñænh cuûa ñoà thò ñeàu ñöôïc noái, nghóa laø soá caïnh cuûa  H 
baèng  n – 1. Ñaây laø thuaät toaùn « haùu aên », theo nghóa laø ôû moãi böôùc, ta choïn moät lôøi 
giaõi toái öu ñòa phöông vaø mong muoán lôøi giaûi toái öu ñòa phöông  naøy laø toái öu toaøn 
cuïc. 
 
Caây nhaän ñöôïc laø duy nhaát neáu taát caû caùc caïnh coù chieàu daøi khaùc nhau. 

 
Ñoä phöùc taïp : O(m log m). 

 
THUÛ TUÏC KRUSKAL ; 
Begin 
    T := {∅} ; 
    While  Card(T)  < (n-1)  and  (U ≠ ∅)  Do Begin  
           Chon   u  laø caïnh coù ñoä daøi nhoû nhaát trong  U ; 
           U :=  U\{u} ; 
          If  (T  ∪ {u}) khoâng chöùa chu trình) then  T := T∪ {u} ; 
     End ; 
     If  (Card(T) < n-1 ) Then  Ñoà thò khoâng lieân thoâng. 
End ; 
THÍ DUÏ 1.  Xem  hình  FIG. 2.3. Ta coù : 
     U={(x2, x3),(x1,x2),(x1,x3),(x4,x5),(x1,x5),(x3,x4), (x5,x6),(x1,x6),(x2,x6),(x2,x4),(x1,x4),(x3,x5)} 
 L(U) = {   1,          2,           3,      4,         5,        6,        7,        8,         9,       10,     11,      12} 
Caùc böôùc cuûa thuaät toaùn thöïc hieän nhö sau : 
 Böôùc 1.       T= {(x2, x3)}, 

                        L(T) = {    1} 
 Böôùc 2.      T= {(x2, x3),(x1,x2)}, 

                        L(T) = {    1,        2      } 
 Böôùc 3.      T= {(x2, x3),(x1,x2), ),(x4,x5)}, 

                        L(T) = {    1,        2 ,   4   } 
 Böôùc 4.      T= {(x2, x3),(x1,x2), ),(x4,x5) ,(x1,x5)}, 

                        L(T) = {    1,        2 ,   4, 5   } 
 Böôùc 5.  T= {(x2, x3), (x1,x2), ),(x4,x5) ,(x1,x5) , (x5,x6)} 

Keát thuùc vì  Card(T) = 5 = 6 (ñænh) –1.  Toång chieàu daøi nhoû nhaát = 19. 
 
Chuù yù. Trong thí duï naøy, ta tìm laïi caây phuû gioáng nhö trong thuaät toaùn PRIM. Nhöng, 
trong tröôøng hôïp toång quaùt, ta coù theå tìm thaáy moät caây phuû khaùc nhöng coù cuøng toång 
troïng löôïng. 
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                         10     x3          1        x2                                  x2 ,  x3  

                                                                                     9                              
x1      2             9                                                      2       x1              

                                        3             8              x6              1                 6                           8               x6 
                             6                                                                               11      12      5 
                                 11          12     5          7                                                                                  7 
                               
                                x4         4         x5                                                x4         4         x5 

 
 
                                                   x1,  x2,     x3 
 
 
                                2                             6     5               8         x6                    4 
 
                                                                                          7 
 
                                                               x4      4       x5 
 
 
 
 
                            x1,      x2, x3                                                               x1,x2, x3,    x4, x5 
 
 
                               5                        8        x6                5                                   7 
 
 
 
                           x4, x5                                                                                     x6 
 
 
 
 
 
 
                    FIG. 2.4. Tìm caây phuû coù chieàu daøi ngaén nhaát theo thuaät toaùn  KRUSKAL. 
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