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CHÖÔNG  4. 
 
 

ÑOÀ THÒ PHAÚNG & BAØI TOAÙN 
TOÂ MAØU. 

 
 
 
 

4.1. ÑINH NGHÓA VEÀ ÑOÀ THÒ PHAÚNG. 
 
Ñoà thò phaúng laø moät ñoà thò  coù theå bieåu dieãn  treân moät maët phaúng (hay treân hình 
caàu)  sao cho hai cung  (hay hai caïnh)  khoâng caét nhau.   

 
Ghi chuù. Hai caïnh coù chung moät ñænh ñöôïc goïi laø khoâng caét nhau. 

 
 
 
 
 
 
 
            Caét nhau         Khoâng caét nhau . 
 
 
 

Thí duï. Ñoà thò  G1 laø ñoà thò phaúng vaø  G2   , G3  laø caùc bieåu dieãn phaúng cuûa  G1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
           Ñoà thò G1                Bieåu  dieãn   G2,   G3     cuûa G1. 
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Cho   G  laø ñoà thò phaúng. Moät maët  (FACE)  cuûa G laø moät mieàn, giôùi haïn bôûi caùc 
caïnh, khoâng coù ñænh laãn caïnh ôû beân trong. Trong caùc maët naøy luoân luoân  coù moät 
vaø chæ moät maët voâ haïn.  Ñöôøng bieân (CONTOUR)  cuûa moät maët   r  laø chu trình  
hôïp thaønh töø caùc caïnh bieân cuûa  r.  Hai maët   r   vaø   s  ñöôïc goïi laø KEÀ  
(ADJACENTES) neáu ñöôøng bieân cuûa chuùng coù  chung ít nhaát moät caïnh. Hai maët 
khoâng coù chung moät ñænh naøo thì seõ khoâng keà. 

 
THÍ DUÏ. 

 
� Moät baûn ñoà ñòa dö  laø moät ñoà thò phaúng (vôùi ñieàu kieän laø khoâng coù ñaûo). 

Ñoà thò naøy ñaëc bieät  moãi ñænh coù baäc  ≥  3.  Maët  h laø maët voâ haïn, nhöõng 
maët coøn laïi   a, b, c, d, e, f, g  laø nhöõng maët höõu haïn. 

 
 
                                                                                                h 
           A       a  
                                                                                                              c 
                                                                      a                      b  
 
                                                                                                    d        e 
                                                                                        f 
 
 
                                                               FIG. 4.1. ÑOÀ THÒ PHAÚNG. 
 
 

� Baøi  toaùn   ba laøng vaø  ba nhaø maùy. Ta coù 3 laøng   a,  b,  c, maø ta muoán 
ñaët ñöôøng noái  vôùi  3 nhaø maùy : moät nhaø maùy cung caáp nöôùc   d, moät nhaø 
maùy cung caáp  ga   e, moät nhaø maùy cung caáp ñieän  f.  Vaán ñeà ñaët ra laø , ta 
coù theå  ñaët treân moät maët phaúng sao cho caùc ñöôøng daãn khoâng giao nhau 
ngoaøi caùc ñænh cöïc  bieân ? Ñoà thò bieåu dieãn 3 laøng vaø 3 nhaø maùy cho pheùp 
ñònh nghóa moät lôùp caùc ñoà thò khoâng phaúng. 

 
                                               a  b          c  
                                             
 
 
 
 
 
     d  e           f  
 
                        FIG 4.2.  ÑOÀ THÒ KHOÂNG PHAÚNG LOAÏI 1 : K3,3. 

g
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4.2. COÂNG THÖÙC  EULER , HEÄ QUAÛ  & THÍ DUÏ. 
 

4.2..1.  COÂNG THÖÙC EULER. 
 

Cho moät ñoà thò phaúng lieân thoâng coù    n  ñænh,   m   caïnh  vaø     f  maët, ta coù 
 

n   -   m    +    f   =  2 
 

Chöùng minh. Truy chöùng treân soá caïnh : 
 
� m = 1. Ta coù  n= 2 ñænh vaø  f=1 maët. Ta coù   n – m + f  = 2 – 1 + 1  = 2 

Vaäy coâng thöùc EULER  ñuùng cho tröôøng hôïp  m = 1. 
� Giaû söû coâng thöùc EULER ñuùng cho tröôøng hôïp   ñoà thò Gi-1  coù  mi – 1 caïnh. 

Ta seõ chöùng minh coâng thöùc EULER cuõng ñuùng cho tröôøng hôïp ñoà thò coù mi 
caïnh.    
Goïi caïnh   u = (x,y) laø caïnh veõ theâm vaøo Gi-1  ñeå coù Gi. 
Hieãn nhieân laø coù it nhaát moät ñænh thuoäc  Gi-1  vaø u=(x,y)  thuoäc moät maët  K 
cuûa  Gi-1.  Giaû söû    x   ∈  Gi-1. Coù 2 tröôøng hôïp xaõy ra : 
 
1.    y  ∈  K.  Do ñoù  ta coù :     x 

fi   =  fi-1  + 1. 
ni =   ni-1            K  
mi =  mi-1  + 1 
Ta coù :         y   
    ni   - mi  +   fi   =  ni    –  (mi-1  + 1)  +   (fi-1  + 1). 
             =   ni    –  mi-1   +   fi-1        =   2 
Vaäy coâng thöùc EULER ñuùng. 
 

2. y  ∉  K.  Ta coù : 
fi   =  fi-1  . 
ni =   ni-1   + 1           
mi =  mi-1  + 1 
Ta coù :           
    ni   - mi  +   fi   =  (ni   +  1)  –  (mi-1  + 1)  +   fi-1   
             =   ni    –  mi-1   +   fi-1        =   2 
Vaäy coâng thöùc EULER ñuùng. 
 

Vaäy coâng thöùc EULER ñuùng vôùi moïi  m. 
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4.2.2. Heä quaû.  

 
Trong moät ñoà thò ñôn giaûn phaúng, lieân thoâng baát kyø coù   n ñænh,  m caïnh (m > 2) 
vaø  f maët. Khi aáy, ta coù : 
 
       3f/2  ≤   m   ≤   3n  - 6.   (1) 
 

Chöùng minh. 
Moãi maët bò bao ít nhaát 3 caïnh, moãi caïnh thuoäc 2 maët. 
Ba caïnh xaùc ñònh toái ña 2 maët. Vaäy soá maët toái ña laø  2m/3. 
Ta coù   f ≤  2m/3. Duøng coâng thöùc  EULER suy ra baát ñaúng thöùc (1). 
 

4.2.3. Heä quaû. 
Trong taát caû caùc ñoà thò phaúng ñôn giaûn, coù ít nhaát  moät ñænh coù baäc    ≤  5. 
 

Chöùng minh. 
Giaû söû moïi ñænh coù baäc   >  6. Khi aáy  2m > 6n  ⇒  m > 3n > 3n – 6. Maâu thuaån. 
 

4.2.4. THÍ DUÏ. 
Duøng coâng thöùc EULER, ta seõ chöùng minh  laø taát caû ñoà thò ñaày ñuû 5 ñænh  K5  laø 
khoâng phaúng. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                FIG 4.3. ÑOÀ THÒ KHOÂNG PHAÚNG LOAÏI 2 : K5. 
Chöùng minh. 
Ta coù soá ñænh   n = 5,  Soá caïnh   m =  n(n-1)/2  = 10. 
Neáu  K5 phaúng, aùp duïng heä quaû  3.2.2  ta coù : 
 10 = m  ≤  3n – 6  =  3x5 – 6  = 9. 
Maâu thuaån. Vaäy  K5  khoâng phaúng. 
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Nhaän xeùt. 
� Ñoà  thò  nhöõng  laøng  vaø  nhöõng  nhaø  maùy  (Loaïi 1 : K3,3)  vaø ñoà thò ñaày ñuû   5 

ñænh  (loaïi  2 :K5)  cho pheùp ñònh nghóa taát caû nhöõng ñoà thò maø khoâng phaúng. 
� K5, K3,3  cuøng laø ñoà thò ñeàu. 
� Ñoà thò  K5 khoâng phaúng vôùi soá ñænh nhoû nhaát, ñoà thò  K3,3 laø ñoà thò khoâng phaúng 

coù soá caïnh nhoû nhaát, vaø caû hai laø ñoà thò khoâng phaúng ñôn giaûn nhaát. 
 
 

4.3. BAÁT ÑAÚNG THÖÙC CAÏNH- ÑÆNH. 
 
4.3.1. THÍ DUÏ. 

Ta xeùt baøi toaùn xaùc ñònh  xem ñoà thò  G cho tröôùc coù phaúng khoâng ? 
 

� THÍ DUÏ 1. Cho ñoà thò   K4.. K4 phaúng. 
 
� THÍ DUÏ 2. Cho ñoà thò  G sau : 

          a   b  c           d 
 
 
 
 
 
 
            h  g  f                    e  
   

    G   phaúng vì   ta  coù theå veõ laïi nhö sau : 
              g        b  f 
      
 
                 a         c    
 
 
              h       d  e 
    

� THÍ DUÏ 3.  Ñoà  thò sau ñaây khoâng phaúng. 
  a  b          c  
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     1  2          3  
 

4.3.2. BAÁT ÑAÚNG THÖÙC CAÏNH – ÑÆNH. 
 

Cho   G laø moät ñoà thò  phaúng lieân thoâng  coù  n ñænh,  m  caïnh  vaø  ñöôøng bieân cuûa 
caùc maët coù soá caïnh   g ≥ 3.  Khi aáy, ta coù : 
 
  m   ≤   (n-2)  g/ (g-2). 
 
Chöùng minh.  
 
Giaû söû  ma traän  keà caïnh- maët  coù daïng : 
 
  f1 f2  . fj fF 
 m1    .   

 m2    .   
A  = .    .    
 mI . . . mij 

 . 

 mf 

 
trong ñoù : 
  mij = 1  neáu   mI  laø caïnh bieân cuûa  fj, 
   0  ngöôïc laïi. 
 
Xeùt haøng thöù  i, ta coù : 

        Σ  mij     ≤  2   ( vì  mij laø caïnh bieân cuûa nhieàu nhaát 2 maët) 

Suy ra   Σ Σ  mij    ≤  2m   (1) 
 
Xeùt coät  thöù  j, ta coù : 

   Σ  mij     ≥  g  (vì  maët  fj  coù it nhaát   g  caïnh bieân) 

Suy ra   Σ Σ  mij    ≥ gf   (2) 
 
Theo coâng thöùc EULER, ta coù : 

n   -   m    +    f   =  2  (3) 
  
 Theo  (2), (1), ta coù : 

    gf  =  g(2   +   m  -  n)    ≤  2m 
  (2   +   m  -  n)                ≤  2m/g 

  ⇔   m(1-2/g)    ≤  n – 2 
  ⇔   m    ≤ (n-2) g/(g-2) 
 BÑT ñaõ chöùng minh xong. 
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� THÍ DUÏ. 
 
Nhôø  Baát ñaúng thöùc treân, ta seõ chöùng minh ñöôïc raèng ñoà thò 3 laøng vaø 3 nhaø maùy  
K3,3 , xem  hình FIG. 4.2.  khoâng  phaúng. 
Thaät vaäy, nhaän xeùt raèng moïi chu trình trong K3,3 coù soá caïnh ít nhaát laø 4. Vaäy 
neáu  K3,3 phaúng moïi maët phaûi coù soá caïnh ít nhaát laø 4. 
Theo Baát ñaúng thöùc treân, ta coù :    9 = m ≤ (6-2) 4/(4-2) = 8. Maâu thuaån. 
Vaäy K3,3 khoâng phaúng. 
 

4.4. PHEÙP ÑOÀNG DAÏNG. 
 

4.4.1. ÑÒNH NGHÓA. 
 

Hai ñoà thò ñöôïc goïi laø ñoàng daïng vôùi nhau neáu ñoà thò naøy coù ñöôïc baèng 
caùch bieán ñoåi ñoà thò kia theo caùch theâm ñænh baäc 2 hoaëc boû ñi ñænh baäc 2. 
 
 

THÍ DUÏ.     a              b    →    a    c             b     →    a       b 
 
                      Theâm     Bôùt 
                   Ñænh  c baäc 2  vaøo  ab  Ñænh  c baäc 2 khoûi acb. 
 
                      

4.4.2.  BOÅ ÑEÀ. 
 

Giaû söû  H laø ñoà thò con cuûa  G. Khi aáy : 
� Neáu  G phaúng thì  H phaúng. 
� Neáu  H khoâng phaúng thì G cuõng khoâng phaúng. 
 

4.4.3.  BOÅ ÑEÀ. 
 

Moïi ñoà thò  laø phaúng neáu ñoàng daïng cuûa noù laø phaúng. 
 
 

4.5. ÑÒNH LYÙ KURATOWSKI. 
 

Ñoà thò  G laø phaúng neáu vaø chæ neáu  G  khoâng chöùa moät ñoà thò con ñoàng caáu vôùi  
K5 cuõng nhö vôùi K3,3. 
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4.6.     BAØI TOAÙN TOÂ MAØU ÑOÀ THÒ. 

 
4.6.1. ÑÒNH NGHÓA. 

Pheùp toâ maøu moät ñoà thò laø pheùp gaùn maøu cho caùc ñænh cuûa ñoà thò sao cho hai ñænh 
keà nhau coù maøu khaùc nhau. 
Moät caùch hình thöùc coù theå ñònh nghóa pheùp toâ maøu nhö sau : 
Pheùp toâ maøu laø moät aùnh xaï    γ :  X  →  N   sao cho ∀ (x, y)  ∈  X,   γ(x) ≠  γ (y). 
 

THÍ DUÏ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                     FIG  4.4. 

Soá maøu  (phaân bieät)  ít nhaát caàn thieát ñeå toâ maøu caùc ñænh cuûa ñoà thò    G     ñöôïc 
goïi laø  Saéc toá   (CHROMATIQUE) vaø kyù hieäu laø    γ (G). 

 
Moät ñoà thò   G    γ (G) ≤ k   ñöôïc goïi laø   k-saéc toá. 
 
Chaän treân cuûa saéc toá ñöôïc cho bôûi    d  +  1  vôùi    d  baäc lôùn nhaát  cuûa ñænh. 

 
                                   γ (G)    ≤   d  +  1 

4.6.2.    CAÙC ÖÙNG DUÏNG. 
 

� XEÁP LÒCH THI. 
Giaû söû ta khaûo saùt vieäc thi vaán ñaùp cuûa moät kyø thi.  Coù nhöõng raøng buoäc sau : 
♦ Moät thaày , moät luùc chæ coù theå  hoûi thi  moät em. 
♦ Moät thí sinh thi vôùi moät thaày vaøo moät thôøi gian ñaõ ñònh tröôùc. 
 
Söï phaân boá  thí sinh thi vôùi thaày naøo  ñaõ ñöôïc aán ñònh  tröôc. (Thaày Pi thí sinh 
Ej) : 

 

THÍ DUÏ. (P1, E1), (P1, E2), (P1, E3), (P2, E1), (P2, E2),  
 
 

� BAÛN ÑOÀ ÑÒA DÖ. 
Moät  baøi toaùn heát söùc lyù thuù laø toâ maøu caùc baûn ñoà sao cho hai vuøng khaùc nhau 
khoâng cuøng moät maøu. 
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4.6.3.  THUAÄT TOAÙN TOÂ MAØU. 
 

DÖÕ LIEÄU   :  Ñoà thò  G = (X, U). 
 
KEÁT QUAÛ :  Moät pheùp toâ maøu    γ : X  →  N. 
 
 
BEGIN. 

 
Cho  τ  =  x1, x2, …,xn  laø moät pheùp ñaùnh soá thöù töï caùc ñænh cuûa G. 
 
Cho  C  = {1 , 2, …, k}  taäp caùc maøu. 
 
FOR  i=1   To   n  Do 
   γ(xi) = Min{k ∈ C :∀ ñænh   y   keà  x,, γ(y) ≠ k} 

 
END. 

 
 
 

4.6.4. ÑÒNH LYÙ. 
 

Neáu  G  coù chöùa moät ñoà thò con ñaúng hình vôùi Km  thì  γ (G) ≥ m. 
 
CHÖÙNG MINH.  Hieãn nhieân. 
 
 
 

4.6.5. ÑÒNH LYÙ 5 MAØU (KEMPE-HEAWOOD). 
 

Moïi  ñoà thò phaúng ñeàu coù  5-saéc toá. 
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4.6.6. BAØI TOAÙN 4 MAØU. 
 

� GIAÛ THIEÁT BAØI TOAÙN 4 MAØU. 
Treân  moät baûn ñoà baát kyø, ta noùi  noù ñöôïc toâ maøu neáu moãi mieàn cuûa baûn ñoà ñöôïc toâ 
moät maøu xaùc ñònh sao cho 2 mieàn keà nhau  (chung moät phaàn bieân) phaûi ñöôïc toâ 
baèng hai maøu khaùc nhau. Vaán ñeà ñaët ra  laø caàn duøng toái thieåu bao nhieâu maøu ñeå 
toâ ñöôïc moät baûn ñoà baát kyø. Vaán ñeà naøy ñöôïc ñaët ra töø naêm 1852 do giaùo sö De 
Morgan ñaët ra : « Moïi baûn ñoà ñeàu coù theå toâ baèng 4 maøu sao cho hai nöôùc naèm keà 
nhau phaûi ñöôïc toâ baèng hai maøu khaùc nhau ». Sau ñoù coù raát nhieàu coá gaéng cuûa 
caùc nhaø toaùn hoïc ñeå giaûi baøi toaùn naøy nhöng ñeàu khoâng ñi ñeán keát quaû cuoái cuøng.  
Cho ñeán naêm 1976, moät nhoùm caùc nhaø toaùn hoïc (K. Appel, W. Haken, J.Koch) 
ñaõ xaây döïng moät lôøi giaûi döïa treân keát quaû do maùy tính IBM cung caáp ñaõ khaúng 
ñònh ñöôïc giaû thieát 4 maøu laø ñuùng.  

 
 
 
� LIEÂN QUAN GIÖÕA BAØI TOAÙN 4 MAØU & SAÉC TOÁ ÑOÀ THÒ PHAÚNG.  

 
Cho moät ñoà thò phaúng   G  lieân thoâng, khoâng coù ñænh coâ laäp.  Ta xaây döïng moät ñoà 
thò ñoái ngaãu cuûa noù  goïi laø  G�   nhö sau : 
� Moãi ñænh  x*   cuûa   G�  töông öùng ñuùng  vôùi moät maët   s  cuûa  G. 
� Môõi caïnh  u*  cuûa   G�   noái  2  ñænh   cuûa G�  töông öùng vôùi  2 vuøng keà nhau 

vaø caét caïnh chung cuûa hai vuøng ñoù. 
 
G�   ñöôïc xaây  döïng nhö treân laø moät ñoà thò phaúng, vaø cuõng khoâng coù ñænh coâ laäp. 

 
Chuù yù : Ñoái ngaãu cuûa   G�  laø  G. 

 
 

� HEÄ QUAÛ. 
Trong taát caû caùc baûn ñoà ñòa dö,    coù   ít  nhaát  moät  maët  coù  ñöôøng  bieân  coù soá 
caïnh ≤  5. 
Chöùng minh. 
Chuyeån baûn ñoà ñòa dö thaønh ñoà thò ñoái ngaãu. Giaû thieát trôû thaønh « coù it nhaát moät 
ñænh coù baäc 5 ≤ ». aùp duïng Heä quaû 4.2.3. suy ra keát luaän cuûa heä quaû treân. 

 
� ÑÒNH LYÙ 4 MAØU. 

Moïi ñoà thò phaúng coù saéc toá      γ (G) ≤  4. 
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