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CHÖÔNG II. CAÂY 
 
II.1 Ñònh nghóa 
(a) Caây laø ñoà thò lieân thoâng vaø khoâng coù chu trình 
(b) Moät röøng p caây laø moät ñoà thò goàm p thaønh phaàn lieân thoâng, trong ñoù moãi thaønh 
phaàn lieân thoâng laø moät caây 
 
Ví duï. Trong caùc ñoà thò döôùi ñaây thì (G1) khoâng laø caây, (G2) vaø (G3) laø caây (chuù yù 
ñònh nghóa chu trình cuûa ñoà thò coù höôùng trong chöông I) 
 

(G2) 
(G3) 

 

(G1) 

. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ghi chuù.
Ñònh nghóa caây haøm yù raèng moïi caây ñeàu khoâng chöùa khuyeân cuõng khoâng chöùa 
caïnh song song. 
 
II.2 Ñònh lyù (veà söï toàn taïi caùc ñænh treo) 
Neáu moät caây T goàm n ñænh vôùi n ≥ 2 thì T chöùa ít nhaát hai ñænh treo 
 
II.3 Ñònh lyù (veà caùc ñònh nghóa töông ñöông) 
 
Xeùt moät ñoà thò G goàm n ñænh, caùc ñieàu sau ñaây töông ñöông. 
(a) Ñoà thò G laø caây. 
(b) Giöõa hai ñænh baát kyø cuûa G, toàn taïi duy nhaát moät daây chuyeàn noái chuùng vôùi 
nhau. 
(c) G lieân thoâng toái tieåu (nghóa laø G lieân thoâng vaø neáu xoùa ñi baát kyø moät caïnh naøo 
cuûa G thì noù khoâng coøn lieân thoâng nöõa). 
(d) Theâm moät caïnh noái 2 ñænh baát kyø cuûa G thì G seõ chöùa moät chu trình duy nhaát. 
(e) G lieân thoâng vaø coù n-1 caïnh 
(f)  G khoâng coù chu trình vaø coù n-1 caïnh 
 
II.4 Caây toái ñaïi (caây phuû, caây bao truøm, caây khung) 
 
II.4.1 Ñònh nghóa 
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Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò lieân thoâng vaø T=(X, F) laø moät ñoà thò boä phaän cuûa G. 
Neáu T laø caây thì T ñöôïc goïi laø moät caây toái ñaïi cuûa G. 
 
II.4.2 Ñònh lyù (söï toàn taïi caây toái ñaïi) 
Moïi ñoà thò lieân thoâng ñeàu coù chöùa ít nhaát moät caây toái ñaïi 
 
II.4.3 Thuaät toaùn (tìm moät caây toái ñaïi cuûa ñoà thò G) 
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò lieân thoâng goàm n ñænh. Thuaät toaùn sau ñaây cho pheùp 
tìm ra ñöôïc moät caây toái ñaïi cuûa G. 
 

Böôùc1. Choïn tuøy yù v ∈ X vaø khôûi taïo V := { v };  T := ∅ 
Böôùc 2. Choïn   w∈ X \ V  sao cho coù moät caïnh e naøo ñoù cuûa G noái w vôùi moät 

ñænh trong V 
Böôùc 3. Gaùn     V := V ∪ {w} vaø T := T ∪ {e} 
Böôùc 4. Neáu T ñuû n-1 phaàn töû thì döøng, ngöôïc laïi laøm tieáp tuïc böôùc 2. 
 

 
 
II.5 Caây toái ñaïi ngaén nhaát 
 
II.5.1 Ñònh nghóa 
Cho ñoà thò G=(X, E). 
(a) Ñoà thò G ñöôïc goïi laø coù troïng neáu moãi caïnh cuûa G ñöôïc töông öùng vôùi moät soá 
thöïc döông, nghóa laø coù moät aùnh xaï nhö sau: 

L: E ⎯⎯→ |R+

     e |⎯⎯→ L(e) 
(b) Troïng löôïng (hay giaù) cuûa moät caây toái ñaïi T trong ñoà thò lieân thoâng coù troïng 
baèng vôùi toång troïng löôïng caùc caïnh trong caây: 

L(T) = ∑ (e∈T) L(e) 
 
(c) Giaû söû G lieân thoâng coù troïng. Caây toái ñaïi ngaén nhaát cuûa G laø caây toái ñaïi coù 
troïng löôïng nhoû nhaát khi xeùt trong taäp hôïp taát caû caùc caây toái ñaïi coù theå coù cuûa G. 
 
II.5.2 Thuaät toaùn Prim 
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò lieân thoâng coù troïng goàm n ñænh. Thuaät toaùn Prim ñöôïc 
duøng ñeå tìm ra caây toái ñaïi ngaén nhaát cuûa G. 
 

Böôùc 1. Choïn tuøy yù v ∈ X vaø khôûi taïo Y := { v };  T := ∅ 
Böôùc 2. Trong soá nhöõng caïnh e noái ñænh w vôùi v maø   w ∈ X\V vaø v ∈ Y ta 

choïn caïnh coù troïng löôïng nhoû nhaát. 
Böôùc 3. Gaùn     Y := Y ∪ {w} vaø T := T ∪ {e} 
Böôùc 4. Neáu T ñuû n-1 phaàn töû thì döøng, ngöôïc laïi laøm tieáp tuïc böôùc 2. 
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* Caøi ñaët thuaät toaùn Prim. 
Trong caùc thuaät toaùn tìm caây toái ñaïi ngaén nhaát chuùng ta coù theå boû ñi höôùng caùc 
caïnh vaø caùc khuyeân; ñoái vôùi caùc caïnh song song thì coù theå boû ñi vaø chæ ñeå laïi moät 
caïnh troïng löôïng nhoû nhaát trong chuùng. Vì vaäy döõ lieäu nhaäp cho thuaät toaùn thöôøng 
laø ma traän troïng löôïng ñöôïc qui öôùc nhö sau: 
 

  troïng löôïng caïnh nhoû nhaát noái i ñeán j neáu coù 
Lij = 

  0 neáu khoâng coù caïnh noái i ñeán j 
 
Ma traän coù theå L ñöôïc löu tröõ baèng moät maûng 2 chieàu trong boä nhôù. Thuû tuïc Prim 
döôùi ñaây ñöôïc caøi baèng ngoân ngöõ Pascal, nhaän vaøo tham bieán G coù kieåu DOTHI 
vôùi giaû thieát laø soá ñænh G.n vaø ma traän G.L ñaõ ñöôïc ñoïc saün vaøo boä nhôù 
 
const MAXV=20; 
type   
 CANH=record 
  dinh1, dinh2: byte; 
  dodai: real; 
 end; 
 DOTHI=record 
  n: byte; 
  L: array[1..MAXV, 1..MAXV] of real; 
  Y, X: set of 1..MAXV; 
  T: array[1..MAXV] of CANH;  {cay T} 
  nT: byte;     {so canh cua cay T} 
  lT: real;     {trong kuong cay T} 
 end; 
procedure Prim(var G: DOTHI); 
var min: real; 
   x, y, x0, y0: 1..MAXV; 
begin 
   G.nT := 0; G.lT := 0; G.X := [1..G.n]; G.Y  := [1]; 
   while G.nT < G.n - 1 do 
  begin 
  min := -1; 
  for x:=1 to g.n do 
   for y:=1 to g.n do 
    if (x in G.Y) and (y in (G.X - G.Y)) and 
      (G.L[x,y]>0) then 
      begin 
      if (min = -1) or (min>G.L[x, y]) then 
      begin 
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       min := G.L[x, y]; 
       x0 := x;  y0 := y; 
      end 
      end; 
   G.Y := G.Y + [y0];  
   G.nT := G.nT + 1;  G.lT := G.lT + min; 
   with G.T [G.nT] do 
     begin 
     dinh1 := x0; 
     dinh2 := y0; 
     dodai := min; 
     end; 
  end; 
end; 
 
 
II.5.3 Thuaät toaùn Kruskal 
Cho ñoà thò G=(X, E). 

Böôùc 1. Saép xeáp caùc caïnh theo thöù töï troïng löôïng taêng daàn vaø khôûi taïo T := 
∅. 

Böôùc 2. Laàn löôït laáy töøng caïnh e thuoäc danh saùch ñaõ saép xeáp. Neáu T+{e} 
khoâng chöùa chu trình thì gaùn T := T+{e}. 

Böôùc 3. Neáu T ñuû n-1 phaàn töû thì döøng, ngöôïc laïi laøm tieáp tuïc böôùc 2. 
 
II.6 Caây coù höôùng (caây ngoaøi) 
 
II.6.1 Ñoà thò coù goác 
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng. Ta noùi G laø moät ñoà thò coù goác neáu toàn taïi 
ñænh r ∈ X sao cho töø r coù ñöôøng ñi ñeán taát caû caùc ñænh khaùc cuûa ñoà thò. 
(Chuù yù ñònh nghóa trong chöông 1 veà ñöôøng ñi trong ñoà thò coù höôùng .) 
 
Ví duï: 

  

d 

(G1) 

a 
(G2) 

b 

c 

Trong ñoà thò (G1), caùc ñænh b, c, 
d ñeàu laø goác; ñænh a khoâng phaûi 
laø goác. Ñoà thò (G2) khoâng phaûi laø 
ñoà thò coù goác. 
 
II.6.2 Ñoà thò töïa lieân thoâng 
maïnh 
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù 
höôùng. Ta noùi G laø ñoà thò töïa 
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lieân thoâng maïnh neáu: vôùi moïi ñænh i, j ∈ X luoân toàn taïi moät ñænh k ∈ X sao cho coù 
ñöôøng ñi töø k ñeán i vaø coù ñöôøng ñi töø k ñeán j. 
 
Nhaän xeùt:
Töø caùc ñònh nghóa ta suy ra ngay tính chaát sau ñoái vôùi moät moät ñoà thò coù höôùng: 

Coù goác ⇒ Töïa lieân thoâng maïnh ⇒ Lieân thoâng. 
Do tính chaát höõu haïn cuûa caùc ñoà thò trong giaùo trình naày, chuùng ta cuõng coù ñònh lyù 
sau ñaây. 
 
Ñònh lyù. 

G laø ñoà thò coù goác ⇔ G laø ñoà thò töïa lieân thoâng maïnh 
 
 
II.6.3 Ñònh nghóa caây coù höôùng 
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng. G ñöôïc goïi laø caây coù höôùng neáu: 

(a) G khoâng coù chu trình, 
(b) G coù goác. 

 
Ghi chuù. 
- Theo ñònh nghóa trong chöông 1, moät chu trình coù theå khoâng keå ñeán höôùng cuûa 
caùc caïnh. 
- Töø ñònh nghóa ta suy ra caây coù höôùng cuõng laø caây. 
- Khaùi nieäm caây coù höôùng trong ñònh nghóa treân vaãn coøn toång quaùt hôn khaùi nieäm 
caây trong caùc giaùo trình tin hoïc (chaúng haïn nhö giaùo trình caáu truùc döõ lieäu). Caùc 
caây trong caùc giaùo trình tin hoïc ñöôïc veõ ra giaáy vôùi nuùt goác ñöôïc veõ treân cuøng, nuùt 
cha luoân ôû phía treân, ngoaøi ra phaûi coù söï phaân bieät giöõa caây con beân traùi vaø caây 
con beân phaûi. 
 

(T2) 

C B

F DE

AVí duï
 (T1) 

C B

FD E 

A 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hai caây coù höôùng (T1) vaø (T2) xem nhö ñaúng caáu nhau trong giaùo trình lyù thuyeát 
ñoà thò nhöng chuùng laø hai caây hoaøn toaøn khaùc nhau trong giaùo trình caáu truùc döõ 
lieäu. 
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II.6.4 Ñònh lyù veà caùc ñieàu kieän töông ñöông vôùi ñònh nghóa cuûa caây coù höôùng 
 
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng goàm n ñænh. Caùc ñieàu sau ñaây töông ñöông 
vôùi nhau. 
(a) G laø moät caây coù höôùng. 
(b) G coù moät ñænh r vaø töø r toàn taïi moät ñöôøng ñi duy nhaát ñeán taát caû caùc ñænh coøn 
laïi. 
(c) G töïa lieân thoâng maïnh toái tieåu (töùc laø neáu xoùa bôùt baát kyø moät caïnh naøo thì G seõ 
khoâng coøn töïa lieân thoâng maïnh). 
(d) G lieân thoâng vaø coù ñænh r sao cho: 

d-(r)=0 vaø d-(i)=1, ∀i∈X\{r}. 
(e) G khoâng coù chu trình vaø coù ñænh r sao cho: 

d-(r)=0 vaø d-(i)=1, ∀i∈X\{r}.  
(f) G töïa lieân thoâng maïnh vaø khoâng coù chu trình. 
(g) G töïa lieân thoâng maïnh vaø coù n-1 caïnh. 
 
Ghi chuù:
- Ñænh r trong ñònh lyù treân laø duy nhaát vaø ñöôïc goïi laø goác cuûa caây coù höôùng. 
- Moãi ñænh i∈X, i≠r do d-(i)=1 neân coù duy nhaát moät ñænh j maø caïnh lieân keát vôùi (j, 
i) höôùng vaøo i, ñænh j ñöôïc goïi ñænh cha cuûa I. 
- Neáu ñænh x∈X thoûa ñieàu kieän d+(x)=0 thì x ñöôïc goïi laø laù cuûa caây coù höôùng. 
 
II.6.5 Söï toàn taïi caây coù höôùng. 
Cho G laø ñoà thò coù höôùng.  
(a) Neáu G coù chöùa moät ñoà thò boä phaän laø caây coù höôùng thì G töïa lieân thoâng maïnh. 
(b) Neáu G töïa lieân thoâng maïnh thì G coù chöùa moät ñoà thò boä phaän laø caây coù höôùng. 
 
Ghi chuù. 
Neáu G töïa lieân thoâng maïnh, T laø moät caây coù höôùng laø ñoà thò boä phaän G thì T cuõng 
ñöôïc goïi laø caây coù höôùng toái ñaïi cuûa G. 
 
 
II.6.6 Ma traän Kirchoff 
 
(a) Ñònh nghóa
Cho G=(X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng. Ta ñònh nghóa ma traän K nhö sau: 
 

  d-(i) neáu i=j 
Kij = 

 -Bij neáu i≠j 
(Trong ñoù Bij laøphaàn töû ôû doøng i coät j cuûa ma traän keà) 
 
(b) Ñònh lyù (Kirchoff)
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Giaû söû G laø ñoà thò coù höôùng ñôn, n ñænh, n-1 caïnh coù ma traän Kirchoff laø K. Goïi 
K(1, 1) laø ma traän coù ñöôïc töø ma traän K baèng caùch boû ñi doøng 1 vaø coät 1, khi ñoù G 
laø caây ngoaøi coù goác taïi ñænh 1∈X khi vaø chæ khi det K(1, 1)=1. 
 
 

________________________________________________________  
Chöông II   Caây, trang I/7 
 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

