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CHÖÔNG 5 

LUOÀNG TRONG MAÏNG 
(NETWORK FLOWS) 

1. GIÔÙI THIEÄU 

Khaép nôi trong ñôøi soáng haøng ngaøy cuûa chuùng ta hieän dieän caùc loaïi 
maïng (network) khaùc nhau. Caùc maïng löôùi ñieän vaø naêng löôïng mang laïi aùnh 
saùng vaø caùc phöông tieän giaûi trí cho chuùng ta. Maïng ñieän thoaïi cho chuùng ta 
khaû naêng lieân laïc vôùi nhau duø ñang ôû nôi naøo treân theá giôùi. Heä thoáng ñöôøng 
quoác loä, ñöôøng saét vaø ñöôøng haøng khoâng cho pheùp chuùng ta vöôït qua nhöõng 
khoaûng caùch ñòa lyù khaùc nhau ñeå thöïc hieän coâng taùc cuûa mình hay ñi du lòch, 
giaûi trí sau nhöõng ngaøy laøm vieäc naëng neà. Maïng löôùi saûn xuaát vaø phaân phoái 
saûn phaåm cung caáp cho chuùng ta thöïc phaåm vaø caùc nhu yeáu phaåm thöôøng 
ngaøy. Vaø cuoái cuøng, maïng löôùi maùy tính nhö maïng ñaët veù maùy bay, maïng 
ngaân haøng, nhaát laø internet ñaõ thay ñoåi veà chaát phöông thöùc trao ñoåi thoâng 
tin, caùch thöïc hieän caùc thöông vuï vaø caû ñôøi soáng haøng ngaøy cuûa chuùng ta. 

Trong taát caû caùc laõnh vöïc ñeà caäp ôû treân, vaø trong raát nhieàu laõnh vöïc 
khaùc nöõa, chuùng ta muoán chuyeån moät thöïc theå naøo ñoù (doøng ñieän, saûn phaåm, 
con ngöôøi hay xe coä hoaëc caùc thoâng ñieäp, …) töø moät ñieåm ñeán moät vò trí khaùc 
trong moät maïng löôùi töông öùng, vaø ta muoán thöïc hieän coâng vieäc naøy sao cho 
hieäu quaû nhaát coù theå. 

Luoàng trong maïng laø moät lôùp caùc baøi toaùn lieân quan ñeán nhieàu laõnh 
vöïc khaùc nhau nhö toaùn öùng duïng, tin hoïc, coâng ngheä, quaûn lyù, quaûn trò, … 
Baøi toaùn luoàng trong maïng coù lòch söû phaùt trieån khaù laâu ñôøi keå töø khi nhöõng 
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coâng trình ñaàu tieân lieân quan ñeán laõnh vöïc naøy ñöôïc coâng boá bôûi Gustav 
Kirchhof vaø caùc nhaø tieân phong khaùc. Hoï laø nhöõng ngöôøi ñaàu tieân phaân tích 
moät caùch coù heä thoáng veà doøng ñieän. Hoï ñaõ söû duïng maïng (network hay ñoà 
thò) nhö nhöõng phöông tieän höõu ích bieåu dieãn nhieàu heä thoáng vaät lyù khaùc 
nhau. 

Ngoaøi ra, chuùng ta cuõng seõ xem xeùt ñeán moät soá vaán ñeà khoâng hoaøn 
toaøn thuoäc veà lôùp caùc baøi toaùn luoàng treân maïng nhöng coù nhieàu lieân quan. 

2. BAØI TOAÙN LUOÀNG TRONG MAÏNG 

Tröôùc tieân, chuùng ta cuøng nhau xem xeùt moät soá moâ hình luoâng trong 
maïng. Sau ñoù ôû caùc phaàn sau, chuùng ta seõ cuøng nhau xem xeùt moät vaøi öùng 
duïng cuûa luoàng trong maïng. 

2.1. Baøi toaùn luoàng vôùi chi phí cöïc tieåu (Minimum cost flow 
problem) 

Moâ hình luoàng vôùi chi phí cöïc tieåu (goïi taét laø luoàng cöïc tieåu) laø moâ 
hình cô sôû cuûa taát caùc baøi toaùn luoàng trong maïng. Baøi toaùn coù theå phaùt bieåu 
nhö sau: Ta muoán xaùc ñònh chi phí thaáp nhaát cho moät chuyeán vaän chuyeån 
haøng (shipment) theo yeâu caàu töø nôi cung caáp ñeán choã ñaët haøng. Moâ hình naøy 
coù moät soá öùng duïng gaàn guõi nhö: phaân phoái saûn phaåm töø caùc chi nhaùnh saûn 
xuaát ñeán caùc kho chöùa hoaëc töø kho chöùa ñeán caùc nhaø baùn leû; luoàng luaân 
chuyeån caùc nguyeân vaät lieäu qua caùc toå hôïp maùy trong moät daây chuyeàn saûn 
xuaát; luoàng di chuyeån cuûa caùc oâ toâ trong moät maïng löôùi giao thoâng ñoâ thò; 
ñöôøng ñi cuûa caùc cuoäc goïi trong maïng ñieän thoaïi … 

Moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn luoàng cöïc tieåu nhö sau: 

Cho G=(N, A)  laø moät ñoà thò (maïng) coù höôùng ñònh nghóa bôûi taäp hôïp N 
goàm n nuùt vaø taäp hôïp A goàm m cung. Moãi cung (i,j) ∈ A ñöôïc gaùn moät giaù 
trò cij goïi laø chi phí (cost) cuûa cung (i,j). Noù cho bieát chi phí cuûa moät luoàng 
ñôn vò chuyeån taûi qua cung (i,j). Ta giaû thieát chi phí cuûa luoàng thay ñoåi moät 
caùch tuyeán tính theo kích thöôùc cuûa noù. Ta cuõng gaùn cho moãi cung (i,j) hai 
giaù trò uij vaø lij goïi laø khaû naêng thoâng qua cuûa cung (i,j). Giaù trò uij vaø lij laàn 
löôït cho bieát khoái löôïng luoàng toái ña vaø toái thieåu coù theå (phaûi) chuyeån taûi 
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qua cung. Moãi moät nuùt i ∈ N ñöôïc gaùn moät giaù trò b(i) bieåu dieãn khaû naêng 
cung/caàu cuûa nuùt. Neáu b(i) > 0, nuùt i goïi laø nuùt cung (nuùt nguoàn); neáu b(i) < 
0, nuùt i goïi laø nuùt caàu (nuùt ñích); vaø neáu b(i) = 0, nuùt i goïi laø nuùt trung 
chuyeån. Caùc aån soá caàn xaùc ñònh trong baøi toaùn luoàng cöïc tieåu laø giaù trò luoàng 
taïi caùc cung (ta kyù hieäu laø xij). Baøi toaùn luoàng cöïc tieåu laø moät baøi toaùn toái öu 
ñöôïc moâ hình nhö sau: 

Cöïc tieåu hoùa giaù trò ∑
∈Aji

ijij xc
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Vôùi caùc raøng buoäc: 

( ){ } ( ){ }
,),(

,:,:
Niibxx

Aijj
ij

Ajij
ij ∈∀=− ∑∑

∈∈

( ) ,,, Ajiuxl ijijij ∈∀≤≤

trong ñoù, ∑ =
=

n

i
ib

1
0)( .  

Döôùi daïng ma traän, ta coù theå bieåu dieãn baøi toaùn luoàng cöïc tieåu nhö sau: 

Cöïc tieåu hoùa cx

Vôùi caùc raøng buoäc: 

ℵx = b

l ≤ x ≤ u.

Trong caùch bieåu dieãn naøy, ℵ laø moät ma traän n×m, goïi laø ma traän lieân 
thuoäc nuùt-cung (node-arc incidence matrix) cuûa baøi toaùn luoàng cöïc tieåu. Moãi 
coät ℵ(i,j) (öùng vôùi cung (i,j)) coù giaù trò +1 taïi doøng i vaø –1 taïi coät j. Caùc phaàn 
töû khaùc cuûa coät ñeàu baèng 0. 

Ta goïi raøng buoäc (1.b) laø raøng buoäc veà caân baèng vaät chaát (mass 
balance contraint). Toång ñaàu tieân trong raøng buoäc naøy cho bieát toång giaù trò 
luoàng ñi ra töø moät nuùt vaø toång thöù 2 cho bieát toång giaù trò luoàng ñi vaøo nuùt ñoù. 
Raøng buoäc veà caân baèng vaät chaát baét buoäc hieäu cuûa toång luoàng vaøo vaø ra cuûa 
moät nuùt phaûi baèng khaû naêng cung/caàu cuûa noù. Caùc giaù trò luoàng coøn phaûi 
thoûa maõn chaën treân uij vaø chaën döôùi lij cuûa cung. Trong ña soá öùng duïng, giaø 
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trò cuûa lij thöôøng laø 0. Vì vaäy, neáu ta khoâng nhaéc tôùi giaù trò lij trong moät öùng 
duïng naøo ñoù thì ta phaûi hieåu raèng chuùng coù giaù trò ngaàm ñònh laø 0. 

Trong ña soá tröôøng hôïp, vì lyù do ñôn giaûn, ta seõ giaû thieát caùc giaù trò 
trong baøi toaùn luoàng cöïc tieåu laø caùc soá nguyeân. Giaû thieát naøy seõ khoâng laøm 
maát tính toång quaùt cuûa baøi toaùn. Sau ñaây laø moät soá tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa 
baøi toaùn luoàng cöïc tieåu: 

2.2. Baøi toaùn tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát 

Baøi toaùn naøy chuùng ta ñaõ khaûo saùt kyõ trong phaàn tröôùc cuûa quyeån saùch 
naøy. ÔÛ ñaây chuùng ta seõ phaùt bieåu noù nhö moät tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa baøi 
toaùn luoàng treân maïng. 

Baøi toaùn ñöôøng ñi ngaén nhaát coù leõ laø baøi toaùn deã nhaát trong caùc baøi 
toaùn luoàng trong maïng. Ñoái vôùi baøi toaùn naøy, chuùng ta mong muoán tìm ñöôïc 
moät ñöôøng ñi vôùi chi phí thaáp nhaát töø moät nuùt nguoàn s tôùi nuùt ñích t, giaû söû 
raèng moãi cung (i,j)∈A coù chi phí töông öùng laø cij. Neáu ta ñaët b(s) = 1, b(t)=-1 
vaø b(i) = 0 vôùi moïi nuùt i coøn laïi, lôøi giaûi cuûa baøi toaùn tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát 
töø s ñeán t chính laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn luoàng cöïc tieåu khi ta göûi 1 ñôn vò 
luoàng töø s ñeán t (seõ ñi theo ññnn). Neáu ta ñaët b(s) = n-1 vaø b(i) = 0 vôùi moïi 
nuùt i coøn laïi, ta seõ nhaän ñöôïc moâ hình luoàng cöïc tieåu cuûa baøi toaùn tìm ñöôøng 
ñi ngaén nhaát töø s ñeán taát caû caùc ñænh coøn laïi. 

2.3. Baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi (maximum flow problem) 

Baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi tìm moät phöông aùn phuø hôïp ñeå göûi 1 luoàng coù 
giaù trò lôùn nhaát coù theå töø nuùt nguoàn s ñeán nuùt ñích t. Neáu khaû naêng thoâng qua 
cöïc ñaïi cuûa cung (i,j) laø uij, baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi coù theå bieåu dieãn nhö 
tröôøng hôïp rieâng cuûa baøi toaùn luoàng cöïc tieåu neáu ta ñaët b(i) = 0 ∀i ∈ N, cij = 
0 ∀(i,j) ∈ A, vaø theâm vaøo maïng cung (t,s) vôùi cts=-1 vaø uts= ∞. 

Lôøi giaûi cuûa baøi toaùn luoàng cöïc tieåu seõ cho ta giaù trò cöïc ñaïi cuûa luoàng 
treân cung (t,s); nhöng vì luoàng baát kyø treân cung (t,s) seõ chuyeån ngöôïc töø nuùt s 
ñeán nuùt t thoâng qua caùc cung thuoäc A (bôûi vì b(i) = 0). Vì vaäy, lôøi giaûi cuûa 
baøi toaùn luoàng cöïc tieåu seõ chính laø giaù trò luoàng cöïc ñaïi treân maïng goác ban 
ñaàu. 
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Luoàng cöïc ñaïi seõ laø moät trong nhöõng baøi toaùn trung taâm cuûa chöông 
naøy. 

2.4. Baøi toaùn phaân coâng (assignment problem)  

Trong baøi toaùn phaân coâng, ta coù 2 taäp hôïp cuøng kích thöôùc N1 vaø N2 
(nghóa laø ⏐N1⏐ = ⏐N2⏐), moät taäp hôïp caùc caëp A ⊆ N1×N2 bieåu dieãn caùc khaû 
naêng phaân coâng, vaø chi phí phaân coâng cij öùng vôùi moãi phaàn töû (i,j) ∈ A. 
Trong baøi toaùn phaân coâng, ta caàn gheùp caëp moãi phaàn töû i trong N1 vôùi moät 
phaàn töû j trong N2 moät caùch duy nhaát (song aùnh) sao cho toång chi phí phaân 
coâng laø thaáp nhaát. Caùc baøi toaùn phaân coâng thöôøng gaëp trong thöïc teá raát 
nhieàu. Chaúng haïn nhö baøi toaùn phaân coâng ngöôøi tham gia caùc döï aùn, phaân 
coâng coâng vieäc thöïc hieän treân caùc maùy, …. Baøi toaùn phaân coâng chính laø baøi 
toaùn luoàng cöïc tieåu trong maïng (ñoà thò) 2 phía G=(N1∪N2, A) vôùi b(i) = 1 ∀i 
∈ N1, b(i) = 1 ∀i ∈ N2 vaø uij = 1 ∀(i,j) ∈ A. 

2.5. Baøi toaùn vaän taûi (transportation problem) 

Baøi toaùn vaän taûi laø tröôøng hôïp rieâng cuûa baøi toaùn luoàng cöïc tieåu vôùi 
caùc ñaëc tính nhö sau: taäp nuùt N ñöôïc chia laøm 2 taäp con N1 vaø N2 sao cho (1) 
moãi nuùt trong N1 laø nuùt cung, (2) moãi nuùt trong N2 laø nuùt caàu vaø (3) vôùi moïi 
cung (i,j) ∈ A, i ∈ N1 vaø j ∈ N2. Trong baøi toaùn naøy, thöôøng lij = 0. Ví duï 
kinh ñieån veà baøi toaùn maïng vaän taûi chính laø baøi toaùn phaân phoái haøng töø caùc 
kho chöùa ñeán khaùch haøng. Trong ví duï naøy, N1 bieåu dieãn taäp caùc kho chöùa, 
N2 bieåu dieãn taäp caùc khaùch haøng vaø moãi cung (i,j) ∈ A bieåu dieãn moät keânh 
phaân phoái töø kho i ñeán khaùch haøng j. 

2.6. Baøi toaùn löu thoâng (circulation problem) 

Baøi toaùn löu thoâng laø baøi toaùn luoàng cöïc tieåu maø trong ñoù maïng chæ 
chöùa caùc nuùt trung gian (nghóa laø b(i) = 0 ∀i ∈ N). Trong baøi toaùn naøy, ta 
muoán tìm moät luoàng töông thích thoûa maõn chaën döôùi lij vaø chaën treân uij cuûa 
giaù trò luoàng xij treân moïi cung (i,j). Do trong maïng khoâng coù nuùt cung cuõng 
nhö nuùt caàu neân ta khoâng theâm vaøo cuõng nhö khoâng laáy gì ra khoûi luoàng, 
toaøn boä luoàng seõ luaân chuyeån trong maïng. Muïc tieâu cuûa baøi toaùn laø tìm moät 
luoàng töông thích vôùi chi phí toái thieåu. Baøi toaùn thieát keá caùc tuyeán bay cuûa 
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moät haõng haøng khoâng laø moät ví duï cuûa baøi toaùn löu thoâng. Trong ví duï naøy, 
moïi maùy bay cuûa haõng löu thoâng trong moät maïng löôùi caùc thaønh phoá. Moãi 
cung (i,j) coù giaù trò luoàng chaën döôùi lij = 1 neáu haõng haøng khoâng caàn cung 
caáp tuyeán bay töø thaønh phoá i ñeán thaønh phoá j. Luùc ñoù, haõng caàn ñieàu phoái ít 
nhaát 1 maùy bay cho tuyeán ñöôøng naøy. 

2.7. Baøi toaùn luoàng toång quaùt (generalized flow problem) 

Trong baøi toaùn luoàng cöïc tieåu, caùc cung baûo toaøn giaù trò luoàng. Nghóa 
laø, giaù trò luoàng ñi vaøo moät cung baêng giaù trò luoàng ñi ra töø cung ñoù. Trong 
baøi toaùn luoàng toång quaùt, moät cung coù theå laøm giaûm hoaëc taêng giaù trò luoàng 
vôùi moät heä soá nhaát ñònh. Neáu giaù trò luoàng vaøo cung (i, j) laø xij thì luoàng ra töø 
cung naøy seõ coù giaù trò µijxij. Neáu 0 < µij < 1 thì cung (i, j) laøm maát maùt luoàng, 
coøn neáu 1 < µij < ∞ thì cung (i, j) seõ sinh theâm luoàng. Baøi toaùn luoàng toång 
quaùt gaëp trong nhieàu öùng duïng thöïc teá khaùc nhau. Chaúng haïn nhö (1) baøi 
toaùn truyeàn taûi naêng löôïng ñieän, trong ñoù naêng löôïng ñieän seõ bò hao toån treân 
ñöôøng truyeàn, (2) maïng cung caáp nöôùc vôùi vieäc hao toån nöôùc do söï roø ræ, (3) 
baøi toaùn vaän chuyeån haøng hoùa coù söï hao huït (rau, quaû, nöôùc ñaù, …) vaø (4) 
vaán ñeà luaân chuyeån vaø ñaàu tö tieàn maët trong ñoù moãi cung öùng vôùi khaû naêng 
ñaàu tö vaø heä soá µij bieåu dieãn söï taêng giaù hoaëc giaûm giaù cuûa giaù trò ñaàu tö. 

2.8. Baøi toaùn caëp gheùp (matching problem) 

Baøi toaùn caëp gheùp tuy khoâng thuoäc moâ hình baøi toaùn luoàng treân maïng 
nhöng noù laø moät moâ hình caùc baøi toaùn raát quan trong treân maïng. Tuy veà maët 
toaùn hoïc baøi toaùn caëp gheùp coù moâ hình raát khaùc so vôùi moâ hình luoàng treân 
maïng nhöng baøi toaùn naøy coù nhöõng moái lieân heä maät thieát vôùi moät soá baøi 
toaùn luoàng treân maïng. 

Moät boä caëp gheùp treân ñoà thò G=(N, A) laø moät taäp hôïp caùc cung vôùi 
thuoäc tính sau: moãi nuùt keà vôùi toái ña moät cung trong taäp hôïp. Nhö vaäy, trong 
moät boä caëp gheùp, moãi nuùt ñöôïc gheùp caëp vôùi toái ña moät nuùt khaùc. Baøi toaùn 
caëp gheùp seõ tìm moät boä caëp gheùp theo moät tieâu chuaån toái öu naøo ñoù. Baøi 
toaùn caëp gheùp treân ñoà thò hai phía tìm moät boä caëp gheùp töø hai taäp hôïp nuùt. 
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3. MOÄT SOÁ ÖÙNG DUÏNG CUÛA BAØI TOAÙN LUOÀNG CÖÏC TIEÅU 

Coù theå noùi, maïng xuaát hieän khaép nôi. Coù nhöõng baøi toaùn, nhìn vaøo ta 
thaáy ngay söï hieän dieän cuûa maïng, nhöng cuõng coù nhöõng baøi toaùn maø maïng 
bò che khuaát bôûi phaùt bieåu cuûa noù. Ñeå öùng dung ñöôïc caùc keát quaû nghieân cöùu 
veà luoàng trong maïng, ta caàn thieát laäp ñöôïc maïng töông öùng trong caùc baøi 
toaùn naøy. ÖÙng duïng kinh ñieån cuûa baøi toaùn luoàng trong maïng laø nghieân cöùu 
vaà baøi toaùn vaän taûi. Trong baøi toaùn naøy, nhaø cung caáp vôùi caùc thoâng tin veà 
haøng toàn kho taïi caùc kho chöùa cuûa mình phaûi vaän chuyeån haøng hoùa töø caùc 
kho naøy ñeán caùc ñaïi lyù baùn leû cuûa mình naèm ôû nhöõng vò trí ñòa lyù raát khaùc 
nhau. Moãi ñaïi lyù ñeàu coù nhöõng yeâu caàu cuï theå veà caùc loaïi haøng hoùa tuøy theo 
ñoøi hoûi cuûa caùc khaùch haøng cuûa mình. Vaø ñöông nhieân, nhaø cung caáp muoán 
toái thieåu hoùa chi phí vaän chuyeån. 

Baûng döôùi ñaây seõ lieät keâ moät soá moâ hình maïng thöôøng gaëp: 

ÖÙng duïng Nuùt Cung Luoàng 
Caùc heä thoáng 
truyeàn tin 

Maùy ñieän thoaïi, maùy 
tính, veä tinh, caùc traïm 
truyeàn tin, … 

Daây caùp, caùp 
quang, keânh lieân 
keát voâ tuyeán,… 

Lôøi noùi, döõ 
lieäu, tín hieäu 
video,… 

Caùc heä thoáng 
caáp nöôùc, chaát 
loûng,… 

Traïm bôm, hoà chöùa, 
hoà, … 

OÁng daãn Nöôùc, ga, daàu, 
… 

Maïch IC Caùc coång, thanh ghi, 
caùc boä vi xöû lyù, … 

Daây daãn Doøng ñieän 

Caùc heä thoáng cô 
khí 

Caùc khôùp noái Caàn, thanh noái, loø 
xo, con laéc, … 

Söùc noùng, naêng 
löôïng, … 

Maïng giao 
thoâng 

Giao loä, saân bay, nhaø 
ga, … 

Con ñöôøng, tuyeán 
bay, ñöôøng ray xe 
löûa, … 

Haøng khaùch, 
haøng hoùa, xe 
coä, … 

 

3.1. ÖÙng duïng 1: Chuyeån nhaø 

Moät chuû nhaø coù moät soá caên nhaø muoán cho thueâ. Moãi caên nhaø coù nhöõng 
ñaëc ñieåm rieâng. Ví duï, moät caên nhaø coù theå coù hay khoâng garage, coù moät soá 
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löôïng phoøng nguû, phoøng taém vaø coù giaù cho thueâ khaùc nhau. Caùc tham soá naøy 
seõ giuùp chuùng ta nhoùm caùc caên nhaø thaønh nhöõng loaïi khaùc nhau ñöôïc ñaùnh 
soá 1, 2, …, n. 

Sau moät thôøi gian, moät soá khaùch thueâ seõ traû laïi caên nhaø ñang thueâ vaø 
chuyeån ñeán ôû choã môùi phuø hôïp vôùi nhu caàu cuûa mình hôn. Nhö vaäy, ñoøi hoûi 
cuûa khaùch thueâ thay ñoåi theo thôøi gian. Chuû nhaø ñöông nhieân muoán chuyeån 
nhöõng ngöôøi khaùch thueâ ñeán caên nhaø môùi phuø hôïp vôùi nhu caàu vaø khaû naêng 
môùi cuûa hoï. Coù theå xaûy ra tröôøng hôïp xoay voøng khi a chuyeån ñeán nhaø b, b 
chuyeån ñeán nhaø c, …, d chuyeån ñeán nhaø a. Baøi toaùn ñaët ra laø tìm xem lieäu coù 
moät chu trình nhö vaäy toàn taïi hay khoâng. 

Ñeå giaûi baøi toaùn naøy nhö laø moät baøi toaùn treân maïng, tröôùc tieân ta taïo 
moät ñoà thò G trong ñoù taäp hôïp caùc nuùt bieåu dieãn caùc loaïi nhaø khaùc nhau. Ta 
theâm moät cung (i,j) vaøo ñoà thò khi moät ngöôøi ñang soáng trong caên nhaø thuoäc 
loaïi i muoán chuyeån sang caên nhaø loaïi j. Moät chu trình trong G bieåu dieãn chu 
trình thay ñoåi nhaø thoûa maõn ñoøi hoûi cuûa taát caû nhöõng ngöôøi ñang soáng taïi 
nhöõng caên nhaø tham gia vaøo chu trình. Laäp ñi laäp laïi phöông phaùp naøy ta coù 
theå thoûa maõn ñoøi hoûi cuûa ngaøy caøng nhieàu khaùch haøng hôn. 

ÖÙng duïng naøy ñoøi hoûi moät phöông phaùp xaùc ñònh chu trình trong maïng 
neáu noù toàn taïi. Moät phöông phaùp ñöôïc nhieàu ngöôøi bieát laø Topo Sort. Noùi 
chung, coù nhieàu caùch di chuyeån khaùch thueâ bôûi vì ñoà thò G coù theå chöùa nhieàu 
chu trình khaùc nhau. Trong tröôøng hôïp naøy chuû nhaø mong muoàn tìm moät chu 
trình chöùa caøng ít cung caøng toát bôûi vì caøng ít söï di chuyeån thì caøng deã quaûn 
lyù khi thay ñoåi. Ta coù theå giaûi quyeát vaán ñeà naøy baèng caùch giaûi baøi toaùn tìm 
ñöôøng ñi ngaén nhaát. 

3.2. ÖÙng duïng 2: Söï phaân loaïi nhöõng sôïi theùp 

Trong nhöõng döï aùn xaây döïng khaùc nhau, moät coâng ty xaây döïng caàn 
nhöõng sôïi theùp coù caáu truùc cuûa maët caét gioáng nhau nhöng coù chieàu daøi khaùc 
nhau. Vôùi moãi i = 1..n cho Di>0 bieåu dieãn yeâu caàu soá löôïng sôïi theùp coù chieàu 
daøi Li vaø giaû söû raèng L1<L2<…<Ln. Coâng ty coù theå ñaùp öùng nhöõng yeâu caàu 
baèng caùch löu tröõ vaø cung caáp ñuùng Di sôïi theùp coù chieàu daøi Li, ∀i. Tuy 
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nhieân, coù theå khoâng kinh teá neáu laáy ñuùng soá löôïng taát caû caùc sôïi theùp coù 
chieàu daøi ñöôïc yeâu caàu vì toán nhieàu chi phí ñeå löu tröõ vaø quaûn lyù taát caû caùc 
loaïi sôïi theùp vôùi chieàu daøi khaùc nhau. Trong tröôøng hôïp neáu coâng ty caàn moät 
sôïi theùp coù chieàu daøi Li maø khoâng coù trong kho, coâng ty coù theå caét moät sôïi 
theùp daøi hôn thaønh chieàu daøi caàn laáy. Vieäc caét caùc sôïi theùp thöôøng phaùt sinh 
ra caùc ñoaïn thöøa ñöôïc coi laø pheá lieäu. Goïi Ki laø chi phí ñeå toå chöùc quaûn lyù 
caùc sôïi theùp coù chieàu daøi Li vaø Ci laø giaù cuûa sôïi theùp naøy. Coâng ty muoán xaùc 
ñònh cuï theå soá löôïng cuûa töøng loaïi sôïi theùp ñeå ñaùp öùng yeâu caàu cuûa döï aùn 
vôùi chi phí toái thieåu. Chi phí bao goàm chi phí quaûn lyù sôïi theùp vaø hao huït do 
caùc ñoaïn pheá lieäu. 

Ta coù theå phaùt bieåu baøi toaùn naøy nhö baøi toaùn tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát 
nhö sau. Ta xaây döïng moät ñoà thò coù höôùng goàm (n+1) nuùt ñaùnh soá töø 0 → n. 
Moãi nuùt trong ñoà thò töông öùng vôùi caùc loaïi sôïi theùp coù chieàu daøi khaùc nhau. 
Nuùt 0 töông öùng vôùi sôïi theùp coù chieàu daøi 0 (zero) vaø nuùt n töông öùng vôùi sôïi 
theùp daøi nhaát. Vôùi moãi nuùt i, ta döïng caùc cung noái i vôùi moïi nuùt j = i+1, i+2, 
…, n. Cung (i,j) cho bieát raèng ta seõ löu tröõ caùc sôïi theùp vôùi chieàu daøi Lj trong 
kho vaø duøng noù ñeå ñaùp öùng yeâu caàu cuûa döï aùn veà caùc sôïi theùp loaïi coù chieàu 
daøi Li+1, Li+2, …, Lj. Chi phí (troïng) cij cuûa cung (i,j) laø 

∑
+=

+=
j

ik
kjij DKc

1
 

Chi phí cuûa cung (i,j) goàm 2 phaàn: (1) chi phí coá ñònh Kj cuûa vieäc löu 
tröõ theùp loaïi chieàu daøi Lj, vaø (2) chi phí söû duïng sôïi theùp loaïi Lj ñeå ñaùp öùng 
nhu caàu veà sôïi theùp loaïi Li+1, Li+2, …, Lj. Moät ñöôøng ñi töø nuùt 0 ñeán nuùt n cho 
bieát moät phöông thöùc ñaùp öùng yeâu caàu cuûa döï aùn. Ñöôøng ñi ngaén nhaát töø 0 
ñeán n cho bieát phöông aùn vôùi chi phí toái thieåu caàn tìm. 

3.3. ÖÙng duïng 3: Baøi toaùn lòch thi ñaáu 

Xem xeùt moät giaûi thi ñaáu giöõa n ñoäi theå thao. Giaû söû raèng, hai ñoäi baát 
kyø thi ñaáu vôùi nhau ñuùng c traän vaø caùc traän ñaáu khoâng hoøa (luoân phaân ñònh 
thaéng thua). Moät ngöôøi noùi raèng, sau khi hoaøn taát giaûi, ñoäi i thaéng ñuùng αi 
traän (1 ≤ i ≤ n). Ta caàn kieåm chöùng xem lieäu boä soá α1, α2, …, αi, …, αn coù khaû 
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naêng bieåu dieãn keát quaû thi ñaáu cuûa moät giaûi nhö vaäy khoâng ? 

Ta ñònh nghóa moät ñoà thò coù höôùng G = (N, A) vôùi taäp ñænh N = {1,2, …, 
n} bieåu dieãn cho n ñoäi vaø taäp cung A = {(i,j) ∈ NxN : i < j}. Nhö vaäy, moãi 
nuùt i ñöôïc noái vôùi caùc nuùt i+1, i+2, …, n. Goïi xij laø soá laàn ñoäi i thaéng ñoäi j (i < 
j). Nhö vaäy, soá laàn ñoäi i thaéng caùc ñoäi i+1, i+2, …, n laø { }∑ ∈Ajij ijx

),:(
. Ngoaøi 

ra, soá laàn ñoäi i thaéng ñoäi j (i>j) seõ laø c-xij. Töø ñaây ta coù, soá laàn ñoäi i thaéng 
caùc ñoäi 1, 2, …, i-1 laø { }∑ ∈

−−
Aijj jixci

),:(
)1( . Toång soá traän thaéng cuûa ñoäi i 

phaûi baèng toång caùc traän thaéng caùc ñoäi 1, 2, …, n. Töø nhaän xeùt naøy ta coù 
phöông trình: 

{ } { } cixx ijAijj jiAjij ij )1(
),(:),(:

−−=−∑∑ ∈∈
α  vôùi moïi i ∈ N. (5.1) 

Hôn nöõa, caùc giaù trò xij coøn phaûi thoûa maõn raøng buoäc: 

0 ≤ xij ≤ c vôùi moïi (i, j) ∈ A (5.2) 

Nhöõng phaân tích treân cho ta thaáy raèng, caùc giaù trò αi chæ coù theå laø keát 
quaû thi ñaáu cuûa giaûi khi caùc raøng buoäc (5.1), (5.2) coù ít nhaát moät lôøi giaûi x 
thoûa. Ñaët b(i) = αi-(i-1)c. Löu yù raèng ta coù ñaúng thöùc sau: 

2
)1()1( −

=−= ∑∑ ∈∈

ncnci
NiNi iα   

nhö vaäy ta coù theå deã daøng suy ra: 

0)( =∑∈Ni
ib   

Vôùi caùch phaùt bieåu naøy, baøi toaùn tìm moät nghieäm töông thích vôùi heä 
daïng (5.1) & (5.2) ñöôïc goïi  laø baøi toaùn luoàng töông thích vaø coù theå giaûi 
baèng caùch giaûi moät baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi (xin xem ôû phaàn cuoái chöông). 

3.4. ÖÙng duïng 4: Baøi toaùn laøm troøn soá treân ma traän 

Baøi toaùn naøy lieân quan ñeán vaán ñeà laøm troøn giaù trò cuûa caùc phaàn töû, 
toång giaù trò caùc phaàn töû treân doøng, toång giaù trò caùc phaàn töû treân coät cuûa moät 
ma traän. Ta coù moät ma traän kích thöôùc p×q caùc soá thöïc D = (dij) vôùi caùc giaù 
trò toång doøng, toång coät laàn löôït laø αi vaø βj. Ta coù theå laøm troøn moät soá thöïc baát 
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kyø a thaønh soá nguyeân lôùn nhaát nhoû hôn hay baèng noù ⎣a⎦ (phaàn nguyeân), hoaëc 
thaønh soá nguyeân nhoû nhaát lôùn hôn hay baèng noù ⎡a⎤ (soá traàn), vaø vieäc quyeát 
ñònh laøm troøn leân hay xuoáng hoaøn toaøn phuï thuoäc vaøo quyeát ñònh cuûa chuùng 
ta. Baøi toaùn laøm troøn ma traän ñoøi hoûi chuùng ta phaûi laøm troøn caùc phaån töû cuûa 
ma traän vaø caùc giaù trò toång doøng, toång coät sao cho toång caùc phaàn töû treân moãi 
doøng cuõng nhö moãi coät cuûa ma traän ñaõ ñöôïc laøm troøn baèng vôùi giaù trò laøm 
troøn cuûa caùc toång doøng, toång coät töông öùng. Pheùp laøm troøn nhö vaäy ta goïi laø 
pheùp laøm troøn ma traän. 

Ta seõ chæ ra caùch giaûi baøi toaùn naøy baèng caùch ñöa veà vieäc giaûi moät baøi 
toaùn luoàng coù chaën döôùi (luoàng treân cung vôùi khaû naêng thoâng qua toái thieåu 
lôùn hôn khoâng). Vaø trong phaàn sau, caùc baïn coù theå thaáy raèng, baøi toaùn luoàng 
coù chaën döôùi seõ ñöôïc giaûi baèng hai baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi bình thöôøng.  

Ñeå minh hoïa cho phöông phaùp giaûi, ta xeùt ví duï trong hình 5.1 döôùi 
ñaây: 

    Toång doøng 
 3.1 6.8 7.3 17.2 
 9.6 2.4 0.7 12.7 
 3.6 1.2 6.5 11.3 

Toång coät: 16.3 10.4 14.5  

Hình 5.1 - Baøi toaùn laøm troøn ma traän 

Hình 5.2 bieåu dieãn maïng luoàng cöïc ñaïi töông öùng vôùi baøi toaùn treân. 
Maïng naøy chöùa caùc nuùt i töông öùng vôùi caùc doøng vaø caùc nuùt j’ töông öùng vôùi 
caùc coät. Cung (i, j’) trong maïng töông öùng vôùi moãi phaàn töû dij cuûa ma traän vaø 
caùc cung (s, i) töông öùng vôùi caùc toång doøng coøn caùc cung (j’, t) töông öùng vôùi 
caùc toång coät. Khaû naêng thoâng qua toái thieåu vaø toái ña cuûa cung (i,j’) töông 
öùng laø ⎣ dij ⎦ vaø ⎡dij⎤. Deã daøng nhaän thaáy söï töông öùng 1-1 giöõa lôøi giaûi cuûa 
baøi toaùn vaø moät luoàng töông thích cuûa maïng trong hình 5.2. Nhö vaäy, ta coù 
theå tìm lôøi giaûi cuûa baøi toaùn laøm troøn ma traän baèng caùch giaûi baøi toaùn luoàng 
cöïc ñaïi treân maïng töông öùng. 
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Baøi toaùn laøm troøn ma traän naøy xuaát hieän trong moät soá öùng duïng thöïc 
teá. Ví duï, UÛy ban ñieàu tra daân soá coù theå söû duïng caùc thoâng tin ñieàu tra ñöôïc 
ñeå laäp thaønh haøng trieäu baûng duøng trong caùc muïc ñích khaùc nhau. Theo luaät 
ñònh, UÛy ban coù nghóa vuï baûo maät caùc nguoàn cung caáp thoâng tin vaø khoâng 
ñöôïc coâng boá caùc thoâng tin mang tính rieâng tö cuûa baát kyø caù nhaân naøo. 
Chuùng ta coù theå che daáu caùc thoâng tin nhö sau. Ta seõ laøm troøn caùc soá lieäu 
trong baûng, keå caùc caùc toång doøng, toång coät thaønh moät boäi soá cuûa haèng soá 
nguyeân döông k ñònh tröôùc naøo ñoù töông töï nhö baøi toaùn laøm troøn ma traän ôû 
treân. Chæ khaùc laø, thay vì laøm troøn thaønh caùc boäi soá cuûa 1 thì baây giôø ta laøm 
troøn thaønh boäi soá cuûa moät haèng soá k ≥ 1. Neáu bieát giaù trò cuûa k, ta coù theå giaûi 
quyeát baøi toaùn baéng caùch xaây döïng maïng töông öùng gioáng nhö ñaõ laøm, 
nhöng baây giôø, khaû naêng thoâng qua toái thieåu vaø toái ña cuûa cung (i,j’) töông 
öùng laø boäi soá lôùn nhaát nhoû hôn hay baèng dij vaø boäi soá nhoû nhaát lôùn hôn hay 
baèng dij. 

3.5. ÖÙng duïng 5: phaân boá tính toaùn treân maùy tính coù hai boä vi xöû lyù 

ÖÙng duïng naøy xem xeùt söï phaân boá vieäc thöïc hieän caùc module khaùc 
nhau cuûa moät chöông trình treân maùy tính coù 2 boä vi xöû lyù sao cho toång chi 

Hình 5.2 - Maïng cho baøi toaùn laøm troøn ma traän 

i j
(lij, uij)

1 

3
(17, 18) 

2

4

(3, 4)

(12, 13) 

(6, 7)

(11, 12) 

2

3

2

2

(16, 17)

(14, 15)

(10, 11)(2, 3)

(6, 7)

(7, 8)
(9, 10)

(0, 1)
(3, 4)

(1, 2)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 

Khoa Công Nghệ Thông Tin – Đại Học Khoa Học Tự Nhiên 

Giáo trình Lý thuyết đồ thị - Chương 5: Luồng trong mạng 13 

phí thöïc hieän chöông trình laø toái thieåu. Chi phí thöïc hieän seõ bao goàm chi phí 
tính toaùn treân caùc module vaø chi phí truyeàn thoâng giöõa caùc module. Chi phí 
thöïc hieän moät module treân 2 boä vi xöû lyù seõ khaùc nhau bôûi boä nhôù ñi keøm, toác 
ñoä tính toaùn, khaû naêng xöû lyù soá hoïc, …. Giaû söû αi vaø βi kyù hieäu chi phí tính 
toaùn cuûa module i laàn löôït treân boä vi xöû lyù 1 vaø 2. Khi 2 module i, j ñöôïc 
thöïc hieän treân 2 boä vi xöû lyù khaùc nhau ta seõ toán theâm chi phí truyeàn thoâng 
giöõa 2 module cij. Nhieäm vuï cuûa chuùng ta laø choïn löïa nôi thöïc hieän caùc 
module sao cho toång chi phí laø toái thieåu. 

       1 2 3 4 
i 1 2 3 4  1 0 5 0 0 
αi 6 5 10 4  (cij) = 2 5 0 6 2 
βi 4 10 3 8  3 0 6 0 1 
      4 0 2 1 0 

(a)   (b) 

Hình 5.3 Döõ lieäu cho moâ hình tính toaùn phaân boá treân 2 boä vi xöû lyù 

Ta seõ bieåu dieãn baøi toaùn naøy nhö laø baøi toaùn laùt caét nhoû nhaát treân maïng 
voâ höôùng nhö sau. Ta ñònh nghóa nuùt nguoàn s töông öùng vôùi boä vi xöû lyù 1, nuùt 
ñích t töông öùng vôùi boä vi xöû lyù 2 vaø moãi module seõ coù moät nuùt töông öùng 
trong maïng. Vôùi moãi nuùt i khaùc s vaø t, ta noái cung (s,i) vôùi khaû naêng thoâng 
qua laø βi vaø cung (i,t) vôùi khaû naêng thoâng qua laø αi. Cuoái cuøng, neáu module i 
coù giao tieáp vôùi module j, ta theâm cung (i,j) vôùi khaû naêng thoâng qua laø cij. 
Hình 5.3 vaø hình 5.4  cho ta moät ví duï veà baøi toaùn treân. Hình 5.3 cho bieát döõ 
lieäu cuûa baøi toaùn vaø hình 5.4 minh hoïa maïng töông öùng. 
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Vôùi caùch bieåu dieãn naøy, ta coù söï töông öùng 1-1 giöõa moät laùt caét s-t vaø 
moät caùch phaân coâng vieäc thöïc hieän caùc module treân 2 boä vi xöû lyù. Giaù trò cuûa 
laùt caét chính laø chi phí cuûa caùch phaân coâng töông öùng (xem hình veõ 5.4). 

4. PHAÂN RAÕ LUOÀNG 

Khi phaùt bieåu baøi toaùn luoàng treân maïng, ta coù theå söû duïng 2 höôùng tieáp 
caän töông ñöông: (1) ta coù theå ñònh nghóa luoàng thoâng qua giaù trò luoàng treân 
caùc cung (arc flow) cuûa maïng (nhö ñeà caäp trong phaàn II) hoaëc (2) ta coù theå 

ñònh nghóa luoàng thoâng qua giaù trò luoàng treân caùc ñöôøng ñi vaø chu trình (path 
and circle flow). Ví duï, luoàng treân maïng trong hình 5.5a ñònh nghóa theo 
höôùng tieáp caän (1) göûi 7 ñôn vò luoàng töø nuùt 1 ñeán nuùt 6. Luoàng treân maïng 
trong hình 5.5b ñònh nghóa theo höôùng tieáp caän (2) töông öùng vôùi luoàng trong 
hình 5.5a. Trong 5.5b, ta göûi 4 ñôn vò luoàng doïc theo ñöôøng ñi 1-2-4-6, 2 ñôn 
vò luoàng doïc theo ñöôøng ñi 1-3-5-6, vaø 2 ñôn vò luoàng doïc theo chu trình 2-4-
5-2. Maëc duø trong haàu heát giaùo trình naøy, chuùng ta söû duïng daïng luoàng treân 
cung, nhöng trong moät soá tröôøng hôïp, ta seõ caàn bieåu dieãn daïng ñöôøng ñi vaø 
chu trình cuûa luoàng hoaëc caùc keát quaû naûy sinh töø höôùng tieáp caän naøy. Trong 
phaàn naøy, chuùng ta seõ xem xeùt moät soá moái lieân heä giöõa 2 höôùng tieáp caän 

Hình 5.5 - Hai caùch moâ taû luoàng 

(a) 
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Hình 5.4 - Maïng cho moâ hình tính toaùn phaân boá 
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naøy. 

Trong phaàn naøy, moät luoàng treân cung chuùng ta hieåu laø moät vectô x = 
{xij } thoûa caùc raøng buoäc sau : 

 

( ){ } ( ){ }
( ) Niiexx

Aijj
ji

Ajij
ij ∈∀−=− ∑∑

∈∈ ,:,:
 (5.3a) 

0 ≤ xij ≤ uij vôùi moïi (i, j) ∈ A (5.3b) 

trong ñoù ∑ =
=

n

x
ie

1
0)( . Chuù yù raèng trong moâ hình naøy chæ soá cung vaø caàu b(i) 

cuûa nuùt i chính laø –e(i); chuùng ta xem e(i) nhö laø löôïng maát caân ñoái cuûa nuùt 
i. Chuùng ta choïn moät moâ hình khaùc thay theá bôûi vì moät soá thuaät giaûi luoàng 
cöïc ñaïi vaø cöïc tieåu ñöôïc moâ taû trong saùch naøy ñöa ra caùc lôøi giaûi thoûa caùc 
raøng buoäc cuûa luoàng nhöng khoâng nhaát thieát thoûa caùc raøng buoäc veà cung vaø 
caàu. Giaù trò e(i) laø hieäu caùc giaù trò luoàng vaøo vaø luoàng ra taïi nuùt i. Neáu giaù trò 
cuûa luoàng vaøo lôùn hôn giaù trò cuûa luoàng ra taïi nuùt i thì e(i) > 0 vaø chuùng ta 
noùi raèng nuùt i laø nuùt thöøa. Ngöôïc laïi, neáu giaù trò cuûa luoàng vaøo nhoû hôn giaù 
trò cuûa luoàng ra thì e(i) < 0 vaø chuùng ta noùi raèng nuùt i laø nuùt thieáu. Neáu giaù trò 
luoàng vaøo vaø giaù trò luoàng ra baèng nhau thì ta goïi nuùt i laø nuùt caân baèng. Chuù 
yù raèng, neáu e = -b thì luoàng x laø moät luoàng töông thích cuûa baøi toaùn luoàng 
cöïc tieåu. 

Trong phöông phaùp bieåu dieãn luoàng khoâng qua giaù trò luoàng treân cung, 
caùc bieán cô sôû laø caùc giaù trò luoàng xij treân cung (i, j) ∈ A. Bieåu dieãn luoàng 
thoâng qua ñöôøng ñi vaø chu trình baét ñaàu vôùi moät danh saùch taát caû caùc ñöôøng 
ñi coù höôùng p giöõa hai caëp nuùt baát kyø vaø taát caû caùc chu trình coù höôùng w cuûa 
maïng. Goïi P laø taäp hôïp taát caû caùc ñöôøng ñi vaø W laø taäp hôïp taát caû caùc chu 
trình. Caùc bieán cô sôû trong bieåu dieãn luoàng thoâng qua ñöôøng ñi vaø chu trình 
laø : f(p) - giaù trò luoàng treân ñöôøng ñi p, f(w) - giaù trò luoàng treân chu trình w; 
chuùng ta ñònh nghóa caùc bieán naøy cho moãi ñöôøng ñi coù höôùng p trong P vaø 
moãi chu trình coù höôùng w trong W. 

Chuù yù raèng vôùi moãi taäp luoàng treân ñöôøng ñi vaø chu trình ñònh nghóa 
moät caùch duy nhaát caùc giaù trò luoàng treân cung moät caùch töï nhieân : giaù trò 
luoàng xij treân cung (i, j) baèng vôùi toång cuûa caùc giaù trò luoàng f(p) vaø f(w) cuûa 
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taát caû caùc ñöôøng ñi p vaø caùc chu trình w coù chöùa cung naøy. Chuùng ta hình 
thöùc hoùa nhaän xeùt treân baèng caùch ñònh nghóa moät soá kyù hieäu môùi: δij(p) = 1 
neáu cung (i, j)∈p, vaø ngöôïc laïi seõ baèng 0. Töông töï nhö vaäy, δij(w) = 1 neáu 
cung (i, j) ∈W, vaø baèng 0 trong tröôøng hôïp ngöôïc laïi. Khi ñoù,  

 )()()()( wfwpfpx
Ww

ij
Pp

ijij ∑∑
∈∈

+= δδ   

Do ñoù, moãi luoàng treân ñöôøng ñi vaø chu trình xaùc ñònh duy nhaát caùc giaù 
trò luoàng treân cung. Chuùng ta coù theå quay ngöôïc qui trình naøy ñöôïc khoâng? 
Nghóa laø, chuùng ta coù theå phaân raõ baát kyø moät luoàng treân cung naøo thaønh 
luoàng treân ñöôøng ñi vaø chu trình khoâng? Caùc ñònh lyù sau seõ ñöa ra giaûi ñaùp 
cho caâu hoûi naøy. 

Ñònh lyù 5.1: (Ñònh lyù veà söï phaân raõ luoàng)  

Moãi luoàng treân ñöôøng ñi vaø chu trình ñöôïc bieåu dieãn duy nhaát baèng caùc 
giaù trò luoàng khoâng aâm treân cung. Ngöôïc laïi, moãi luoàng khoâng aâm treân cung 
x coù theå ñöôïc bieåu dieãn nhö laø moät luoàng ñöôøng ñi vaø chu trình (khoâng duy 
nhaát) vôùi hai tính chaát sau : 

a) Moãi ñöôøng ñi coù höôùng vôùi giaù trò luoàng döông noái moät nuùt thieáu 
vôùi moät nuùt thöøa. 

b) Coù nhieàu nhaát n + m ñöôøng ñi vaø chu trình coù giaù trò luoàng khaùc 0; 
hôn nöõa, coù toái ña m chu trình coù giaù trò luoàng khaùc 0. 

Chöùng minh: tröôùc tieân, chuùng ta nhaän thaáy raèng chæ caàn phaûi chöùng 
minh phaûn chöùng. Chuùng ta seõ ñöa ra moät chöùng minh daïng thuaät toaùn ñeå 
chæ ra caùch phaân raõ moät luoàng treân cung x baát kyø thaønh moät luoàng treân 
ñöôøng ñi vaø chu trình. Giaû söû raèng i0 laø nuùt thieáu. Khi ñoù moät cung (i0, i1) naøo 
ñoù mang giaù trò luoàng döông. Neáu i1 laø moät nuùt thöøa thì thuaät toaùn ngöøng; 
ngöôïc laïi, raøng buoäc (5.3a) cuûa nuùt i1 baûo ñaûm raèng toàn taïi moät cung (i1, i2) 
khaùc mang giaù trò luoàng döông. Chuùng ta laëp laïi thao taùc treân cho ñeán khi 
gaëp phaûi moät nuùt thöøa hoaëc laø chuùng ta seõ gaëp laïi nuùt ñaõ ñi qua roài. Chuù yù 
raèng moät trong hai tröôøng hôïp naøy seõ xaûy ra sau toái ña sau n laàn thöïc hieän 
thao taùc treân. Trong tröôøng hôïp 1, chuùng ta coù moät ñöôøng ñi coù höôùng p töø 
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moät nuùt thieáu i0 tôùi nuùt thöøa ik vaø trong tröôøng hôïp 2, chuùng ta seõ coù moät chu 
trình coù höôùng w. Trong baát kyø tröôøng hôïp naøo, ñöôøng ñi hoaëc chu trình 
nhaän ñöôïc seõ chöùa toaøn caùc cung coù giaù trò luoàng döông. Neáu chuùng ta nhaän 
ñöôïc moät ñöôøng ñi coù höôùng, ta coù f(p) = min{-e(i0), e(ik), min{xij : (i, j) ∈ 
P}} vaø caäp nhaät laïi e(i0) = e(i0) + f(p), e(ik) = e(ik) – f(p), vaø xij = xij – f(p) 
cho moãi cung (i, j) trong p. Neáu chuùng ta nhaän ñöôïc moät chu trình w, ta coù 
f(w) = min{xij : (i, j) ∈ w} vaø caäp nhaät laïi xij = xij – f(w) trong moãi cung (i, j) 
trong w. 

Chuùng ta laëp laïi quaù trình treân cho baøi toaùn ñaõ ñöôïc caäp nhaät laïi cho 
ñeán khi taát caû caùc nuùt ñeàu caân baèng. Khi ñoù, chuùng ta choïn moät nuùt baát kyø 
coù ít nhaát moät cung ra vôùi giaù trò luoàng döông nhö laø nuùt baét ñaàu vaø laëp laïi 
quy trình treân. Luùc naøy, chuùng ta phaûi tìm ñöôïc moät chu trình coù höôùng. 
Chuùng ta seõ ngöøng laïi khi x = 0. Roõ raøng, luoàng nguyeân thuûy baèng toång cuûa 
caùc luoàng treân ñöôøng ñi vaø chu trình xaùc ñònh ñöôïc bôûi phöông phaùp naøy. 
Baây giôø, haõy chuù yù raêng, moãi khi chuùng ta xaùc ñònh ñöôïc moät ñöôøng ñi coù 
höôùng, chuùng ta seõ bieán moät nuùt thöøa hay thieáu thaønh nuùt caân baèng hoaëc 
giaûm giaù trò luoàng cuûa moät cung naøo ñoù veà 0; moãi khi chuùng ta xaùc ñònh 
ñöôïc moät chu trình coù höôùng, chuùng ta seõ giaûm giaù trò luoàng cuûa moät cung 
naøo ñoù veà 0. Keát quaû laø, luoàng treân ñöôøng ñi vaø chu trình luoàng x thì chöùa 
toång coäng nhieàu nhaát n + m ñöôøng ñi coù höôùng vaø chu trình, vaø nhieàu nhaát m 
trong soá naøy laø chu trình coù höôùng. 

Chuùng ta haõy xem xeùt moät luoàng x maø e(i) = 0 ∀i∈N. Nhaéc laïi raèng 
trong phaàn II chuùng ta baøi toaùn naøy goïi laø baøi toaùn luoàng löu thoâng. Khi 
chuùng ta aùp duïng thuaät giaûi phaân raõ luoàng ñoái vôùi baøi toaùn luoàng löu thoâng, 
vôùi moãi laàn laëp ta seõ phaùt hieän ra moät chu trình coù höôùng chöùa toaøn laø caùc 
cung coù giaù trò luoàng döông vaø heä quaû laø luoàng treân ít nhaát moät cung giaûm 
xuoáng 0. Keát quaû laø, moät luoàng löu thoâng seõ ñöôïc phaân raõ toái ña thaønh m giaù 
trò luoàng treân chu trình coù höôùng. 

5. LUOÀNG CÖÏC ÑAÏI 

Moät trong nhöõng baøi toaùn luoàng cöïc tieåu coù nhieàu öùng duïng nhaát laø baøi 
toaùn luoàng cöïc ñaïi. Luoàng cöïc ñaïi ñöôïc phaùt bieåu nhö sau: Trong moät maïng 
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vôùi caùc cung coù ñoä thoâng qua uij, ta muoán göûi moät moät luoàng coù giaù trò cöïc 
ñaïi giöõa 2 nuùt ñaëc bieät, nuùt nguoàn s vaø nuùt ñích t maø khoâng vöôït quaù khaû 
naêng thoâng qua cuûa caùc cung. 

5.1. Caùc kyù hieäu vaø giaû thieát 

Ta seõ xem xeùt moät maïng G=(N,A) vôùi caùc ñoä thoâng qua khoâng aâm uij 
cuûa caùc cung (i,j) ∈ A. Giaû söû U = max{uij: (i,j) ∈ A}. Ta kyù hieäu A(i) = 
{(i,k}: (i,k) ∈ A} laø taäp hôïp caùc cung ñi ra töø i. Ñeå ñònh nghóa baøi toaùn luoàng 
cöïc ñaïi, ta phaân bieät 2 nuùt ñaëc bieät trong maïng G: nuùt nguoàn s vaø nuùt ñích t. 
Ta muoán tìm luoàng cöïc ñaïi göûi töø nuùt nguoàn s ñeán nuùt ñích t thoûa maõn moïi 
raøng buoäc veà khaû naêng thoâng qua cuûa caùc cung. Ta coù theå bieåu dieãn baøi toaùn 
moät caùch hình thöùc nhö sau: 

Cöïc ñaò hoùa giaù trò luoàng v (5.4a) 

thoûa maõn raøng buoäc: 
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 (5.4b) 

0 ≤ xij ≤ uij ∀(i,j) ∈ A. (5.4c) 

Ta goïi vector x = {xij} thoûa maõn (5.4b) vaø (5.4c) laø luoàng vaø giaù trò v 
töông öùng goïi laø giaù trò cuûa luoàng. Ta seõ xem xeùt baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi vôùi 
caùc giaû thieát sau: 

• Maïng G laø maïng coù höôùng. 

• Taát caû caùc ñoä thoâng qua cuûa caùc cung trong maïng ñeàu laø caùc soá 
nguyeân khoâng aâm. Giaû thieát naøy hoaøn toaøn khoâng laøm maát tính toång 
quaùt cuûa baøi toaùn do caùc maùy tính hieän taïi ñeà bieåu dieãn caùc soá thöïc 
baèng caùc soá höõu tæ. 

• Maïng khoâng chöùa moät ñöôøng ñi töø s ñeán t maø trong ñoù taát caû caùc 
cung ñeàu coù ñoä thoâng qua laø ∞. 

• Neáu cung (i,j) thuoäc A thì cung (j,i) cuõng thuoäc A. Giaû thieát naøy 
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khoâng baét buoäc vì trong maïng coù theå chöùa caùc cung vôùi ñoä thoâng 
qua uij = 0. 

• Maïng khoâng chöùa caùc cung song song. Giaû thieát naøy chæ ñôn thuaàn vì 
söï tieän lôïi trong vieäc xeùt baøi toaùn. Noù khoâng laøm maát tính toång quaùt 
cuûa baøi toaùn (taïi sao ?). 

5.2. Luoàng vaø laùt caét (flows and cuts) 

Trong phaàn naøy, chuùng ta seõ xem xeùt moät soá thuoäc tính cô baûn cuûa 
luoàng vaø laùt caét. Ta seõ duøng caùc thuoäc tính naøy ñeå chöùng minh ñònh lyù quan 
troïng nhaát veà luoàng cöïc ñaïi, ñònh lyù veà laùt caét toái thieåu (max-flow min-cut 
theorem). 

5.2.1. Maïng thaëng dö (residual network) 

Khaùi nieäm maïng thaëng dö seõ ñoùng vai troø trung taâm trong quaù trình 
xaây döïng caùc thuaät toaùn tìm luoàng cöïc ñaïi maø chuùng ta seõ xem xeùt trong 
giaùo trình naøy. 

i j(xij, uij) 

1 

3 
(3, 4) 

2 

4

(5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2) 

(a) Luoàng ban ñaàu 

i j rij

1

3

1

2

4 

5

1

12

(b) luoàng thaëng dö 

3

2

Hình 5.6 Minh hoïa luoàng thaëng dö 
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Giaû söû coù moät luoàng x, khaû naêng thoâng qua thaëng dö (residual 
capacity) rij cuûa moät cung (i,j) baát kyø laø giaù trò luoàng toái ña coù theå göûi töø nuùt i 
ñeán nuùt j thoâng qua cung (i,j) vaø cung (j,i). Khaû naêng thoâng qua thaëng dö rij 
coù 2 thaønh phaàn: (1) uij - xij laø khaû naêng thoâng qua coøn chöa duøng cuûa cung 
(i,j), vaø (2) giaù trò luoàng hieän haønh xji treân cung (j,i) vaø ta coù theå loaïi boû 
(cancel) ñeå taêng luoàng töø nuùt i ñeán nuùt j. Nhö vaäy, rij = uij - xij + xji. Ta kyù 
hieäu G(x) laø maïng chöùa caùc cung vôùi ñoä thoâng qua thaëng dö rij öùng vôùi luoàng 
x. Ta goïi G(x) laø maïng thaëng dö. Hình 5.6 cho moät ví duï veà maïng thaëng dö. 

5.2.2. Laùt caét s-t 

Laùt caét laø moät phaân hoaëch chia taäp nuùt N thaønh 2 taäp con S vaø S  = N–
S. Ta kyù hieäu laùt caét naøy laø [S, S ]. Ta cuõng coù theå ñònh nghóa laùt caét laø moät 

taäp hôïp caùc cung maø caùc nuùt keà vôùi chuùng thuoäc 2 taäp nuùt con S vaø S . ta goïi 
moät laùt caét laø laùt caét s-t neáu s ∈ S vaø t ∈ S . Ta cuõng goïi cung (i,j) vôùi i∈S 
vaø j∈S’ laø cung tôùi vaø goïi cung (i,j) vôùi i∈S  vaø j∈S laø cung luøi cuûa laùt caét 
[S, S ]. Giaû söû (S, S ) laø taäp hôïp caùc cung tôùi trong laùt caét vaø ( S ,S) laø taäp 
hôïp caùc cung luøi. Ví duï, trong hình 5.7, caùc cung bieåu dieãn baèng ñöôøng gaïch 
noái xaùc ñònh moät laùt caét s-t. Vôùi laùt caét naøy, (S, S ) = {(1,2),(3,4),(5,6)} vaø 
( S ,S) = {(2,3), (4,5)}. 

1 

4

Nguoàn 6
ñích 

Hình 5.7 Ví duï moät laùt caét s-t 

2

53
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Ta ñònh nghóa ñoä thoâng qua cuûa moät laùt caét s-t [S, S ], kyù hieäu laø u[S, 
S ], laø toång cuûa caùc ñoä thoâng qua cuûa caùc cung tôùi trong laùt caét. Nghóa laø 

[ ] ∑
∈

=
),(),(

,
SSji
ijuSSu  

Roõ raøng, ñoä thoâng qua cuûa moät laùt caét s-t laø chaën treân cuûa giaù trò luoàng 
toái ña ta coù theå göûi töø caùc nuùt trong S ñeán caùc nuùt trong S . 

Laùt caét toái thieåu laø laùt caét s-t coù ñoä thoâng qua nhoû nhaát. 

Ta ñònh nghóa ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa moät laùt caét s-t [S,S’], kyù hieäu 
laø r[S, S ], laø toång cuûa caùc ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa caùc cung tôùi trong laùt 
caét. Nghóa laø 

[ ] ∑
∈

=
),(),(

,
SSji
ijrSSr  

Luoàng baêng qua moät laùt caét s-t: giaû söû x laø moät luoàng trong maïng G. 
Coäng 2 veá cuûa ñaúng thöùc (5.4b) öùng vôùi caùc nuùt trong S, ta nhaän ñöôïc: 

∑ ∑∑
∈ ∈∈ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

Si Aijj
ji

Ajij
ij xxv

}),(:{}),(:{
 

Ta coù theå ñôn giaûn hoùa bieåu thöùc treân nhôø löu yù ñeán tính chaát sau: neáu 
nuùt p vaø nuùt q cuøng thuoäc taäp S vaø (p.q) ∈ A, bieán xpq trong toång ñaàu tieân seõ 
trieät tieâu bieán –xqp trong toång thöù hai. Hôn theá nöõa, neáu caû 2 nuùt p, q cuøng 
thuoäc S , thì xpq seõ khoâng xuaát hieän trong bieåu thöùc. Nhö vaäy: 

∑∑
∈∈

−=
),(),(),(),( SSji
ij

SSji
ij xxv  (5.5) 

Toång ñaàu tieân trong veá phaûi cuûa (5.5) bieåu dieãn löôïng luoàng truyeàn töø 
caùc nuùt trong S ñeán caùc nuùt trong S  vaø toång thöù 2 bieåu dieãn löôïng luoàng 
truyeàn töø caùc nuùt trong S  ñeán caùc nuùt trong S. Nhö vaäy, veá phaûi cuûa (5.5) 
bieåu dieãn toång giaù trò luoàng baêng qua laùt caét, vaø (5.5) haøm yù raèng luoàng baêng 
qua moät laùt caét s-t baát kyø baèng v. Do 0 ≤ xij ≤ uij neân töø (5.5) suy ra: 
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[ ]SSuuv
SSji
ij ,
),(),(

=≤ ∑
∈

 (5.6) 

Baát ñaúng thöùc (5.6) cho pheùp ta khaúng ñònh raèng giaù trò cuûa moät luoàng 
baát kyø nhoû hôn hay baèng khaû naêng thoâng qua cuûa moät laùt caét s-t baát kyø trong 
maïng. 

Meänh ñeà 5.1: Giaù trò cuûa moät luoàng baát kyø nhoû hôn hay baèng khaû naêng 
thoâng qua cuûa moïi laùt caét trong maïng. 

Meänh ñeà treân haøm yù raèng neáu ta phaùt hieän ñöôïc moät luoàng x maø giaù trò 
cuûa noù baèng khaû naêng thoâng qua cuûa moät laùt caét [S, S ] naøo ñoù, thì x chính 
laø luoàng cöïc ñaïi vaø laùt caét [S, S ] chính laø laùt caét toái thieåu. Ñònh lyù veà laùt caét 
toái thieåu, seõ ñöôïc chöùng minh trong phaàn keá, khaúng ñònh raèng, moät luoàng baát 
kyø luoân cos giaù trò luoàng baèng khaû naêng thoâng qua cuûa moät laùt caét naøo ñoù. 

Tieáp theo, chuùng ta seõ phaùt bieåu laïi meänh ñeà 5.1 theo thuaät ngöõ cuûa ñoä 
thoâng qua thaëng dö. Giaû söû raèng x laø moät luoàng coù giaù trò v vaø x’ laø moät 
luoàng coù giaù trò v + ∆v (∆v > 0). Baát ñaúng thöùc (5.6) cho ta: 

∑
∈

≤∆+
),(),( SSji
ijuvv  (5.7) 

Laáy (5.7) tröø (5.5) ta ñöôïc: 

( ) ∑∑
∈∈

+−≤∆
),(),(),(),( SSji
ij

SSji
ijij xxuv  (5.8) 

Baây giôø, ta söû duïng giaû thieát 5.4 ñeå coù theå vieát ∑ ∈ ),(),( SSji ijx thaønh 

∑ ∈ ),(),( SSji jix . Nhö vaäy: 

( ) ∑∑
∈∈

=+−≤∆
),(),(),(),( SSji

ij
SSji

jiijij rxxuv  (5.9) 

Meänh ñeà sau ñaây trôû neân hieån nhieân: 

Meänh ñeà 5.2: Vôùi moïi luoàng x coù giaù trò v trong maïng, löôïng luoàng coù 
theå göûi theâm töø s ñeán t luoân nhoû hôn khaû naêng thoâng qua thaëng dö cuûa moät laùt 
caét s-t baát kyø. 
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5.3. Thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng (augmenting path) tìm luoàng 
cöïc ñaïi 

Trong muïc naøy, chuùng ta seõ tìm hieåu moät thuaät toaùn sô khai nhaát ñeå 
giaûi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi. Thuaät toaùn naøy ñöôïc bieát vôùi teân goïi thuaät toaùn 
ñöôøng taêng tröôûng (augmenting path algorithm). 

Ta goïi moät ñöôøng ñi coù höôùng töø s ñeán t trong maïng thaëng dö laø moät 
ñöôøng taêng tröôûng (augmenting path). Ta goïi ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa moät 
ñöôøng taêng tröôûng laø ñoä thoâng qua thaëng dö nhoû nhaát cuûa caùc cung trong con 
ñöôøng naøy. Ví duï, trong maïng thaëng dö trình baøy ôû hình 5.5b chöùa duy nhaát 
1 ñöôøng taêng tröôûng 1-3-2-4 vaø ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa noù δ = min{r13, 
r32, r24} = min{1,2,1} = 1. Nhö vaäy ñoä thoâng qua thaëng dö δ cuûa moät ñöôøng 
taêng tröôûng luoân döông. Vì vaäy, neáu maïng thaëng dö chöùa moät ñöôøng taêng 
tröôûng, ta coù theå taêng giaù trò luoàng göûi töø s ñeán t trong maïng. Thuaät toaùn 
ñöôøng taêng tröôûng döïa treân cô sôû cuûa nhaän xeùt vöøa neâu. Thuaät toaùn hoaït 
ñoäng theo qui trình laäp ñi laäp laïi vieäc tìm moät ñöôøng taêng tröôûng vaø taêng giaù 
trò luoàng göûi töø s ñeán t doïc theo con ñöôøng naøy. 

Thuaät toaùn Augmenting path 
Begin 

x := 0; 
while (G(x) chöùa moät ñöôøng ñi coù höôùng töø s ñeán t) do 
begin 

Xaùc ñònh ñöôøng taêng tröôûng P töø s ñeán t; 
δ := min{rij: (i,j) ∈ P}; 
Taêng luoàng theâm giaù trò laø δ doïc theo P vaø caäp nhaät G(x); 
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end; 
End; 

 Chuùng ta seõ duøng maïng trong hình 5.8a ñeå minh hoïa vieäc giaûi baøi toaùn 
luoàng cöïc ñaïi baèng thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng. Giaû söû raèng thuaät toaùn 
choïn ñöôøng ñi 1-3-4 ñeå taêng tröôûng. Ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa con ñöôøng 
naøy laø δ = min{r13, r34} = min {4, 5} = 4. Böôùc taêng tröôûng naøy giaûm ñoä 
thoâng qua thaëng dö cuaû cung (1,3) ñi 4 ñôn vò.  

Hình 5.8 - Minh hoïa thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng 
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Ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa cung (3,4) cuõng giaûm töø 5 xuoáng coøn 1 vaø 
ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa cung (4,3) taêng töø 0 leân 4. Hình 5.8b minh hoïa 
maïng thaëng dö ôû giai ñoaïn naøy. ÔÛ laàn laëp thöù 2, giaû söû raèng thuaät toaùn choïn 
ñöôøng ñi 1-2-3-4. Ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa con ñöôøng naøy δ = min{2, 3, 1} 
= 1. Taêng tröôûng 1 ñôn vò luoàng doïc theo con ñöôøng naøy, traïng thaùi cuûa 
luoàng thaëng dö seõ gioáng nhö trong hình 5.8c. Trong laàn laëp thöù 3, thuaät toaùn 
taêng tröôûng 1 ñôn vò luoàng doïc theo ñöôøng 1-2-4. Hình 5.8d chæ ra luoàng 
thaëng dö töông öùng. Luùc naøy, luoàng thaëng dö khoâng coøn chöùa con ñöôøng naøo 
töø 1 ñeán 4, neân thuaät toaùn döøng ôû ñaây. 

5.3.1. Moái quan heä giöõa maïng goác vaø maïng thaëng dö 

Trong khi caøi ñaët thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng, ta coù theå choïn löïa laøm 
vieäc tröïc tieáp treân maïng goác vôùi luoàng xij hoaëc xaây döïng maïng thaëng dö 
G(x) vaø theo doõi söï thay ñoåi cuûa caùc giaù trò luoàng thaëng dö rij. Vaø sau ñoù, khi 
thuaät toaùn döøng, ta seõ khoâi phuïc giaù trò luoàng xij döïa vaøo rij. Ñeå naém vöõng caû 
2 caùch tieáp caän naøy, chuùng ta caàn tìm hieåu moái lieân heä giöõa caùc giaù trò luoàng 
trong maïng goác vaø caùc giaù trò luoàng thaëng dö trong maïng thaëng dö. 

Tröôùc tieân, chuùng ta haõy xem xeùt khaùi nieäm 1 ñöôøng taêng tröôûng trong 
maïng goác. Moät ñöôøng taêng tröôûng trong maïng goác G laø moät ñöôøng ñi P 
(khoâng caàn coù höôùng – moät daây chuyeàn) töø nuùt nguoàn ñeán nuùt ñích thoûa xij < 
uij vôùi moïi cung (i, j) höôùng tôùi (höôùng theo chieàu töø nuùt nguoàn tôùi nuùt ñích) 
treân P vaø xij > 0 vôùi caùc cung (i, j) höôùng ngöôïc laïi. Deã daøng nhaän thaáy raèng, 
maïng goác G chöùa moät ñöôøng taêng tröôûng töông öùng vôùi luoàng x khi vaø chæ 
khi maïng thaëng dö G(x) chöùa moät ñöôøng ñi coù höôùng töø nuùt nguoàn ñeán nuùt 
ñích. 

Hình 5.9 Aûnh höôûng cuûa pheùp taêng tröôûng leân söï phaân raõ luoàng 
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Baây giôø, giaû söû raèng ta caäp nhaät caùc giaù trò luoàng thaëng dö taïi moät thôøi 
ñieåm naøo ñoù trong quaù trình thöïc thi thuaät toaùn. Luùc ñoù xij seõ bò aûnh höôûng ra 
sao ? Ñònh nghóa cuûa luoàng thaëng dö (rij = uij – xij + xji) xaùc nhaän raèng, vieäc 
taêng δ ñôn vò luoàng treân cung (i, j) trong maïng thaëng dö töông öùng vôùi (1) 
vieäc taêng xij theâm δ ñôn vò luoàng hoaëc (2) giaûm xji ñi δ ñôn vò luoàng hay (3) 
moät toå hôïp tuyeán tính giöõa (1) vaø (2) nghóa laø xij taêng theâm δ1 ñôn vò coøn xji 
giaûm ñi δ2 ñôn vò vôùi δ1 + δ2 = δ. Chuùng ta seõ duøng ví duï trong hình 5.9 ñeå 
minh hoïa nhöõng tröôøng hôïp naøy. Vieäc taêng tröôûng 1 ñôn vò luoàng doïc theo 
ñöôøng 1-2-4-3-5-6 trong maïng sinh ra maïng thaëng dö trong hình 5.9c vôùi caùc 
giaù trò luoàng xij töông öùng nhö trong hình 5.9d. So saùnh lôøi giaûi trong hình 
5.9d vôùi maïng trong hình 5.9a, ta thaáy raèng vieäc taêng luoàng laøm taêng giaù trò 
luoàng treân caùc cung (1,2), (2,4), 3,5), (5,6) vaø giaûm luoàng treân cung (3,4). 

Cuoái cuøng, giaû söû raèng ta ñaõ nhaän ñöôïc caùc giaù trò luoàng thaëng dö. Laøm 
theá naøo ñeå caùc ñònh xij ? Vì rij = uij – xij + xji, coù raát nhieàu toå hôïp cuûa xij vaø xji 
töông öùng vôùi cuøng moät giaù trò rij. Ta coù theå choïn moät trong nhöõng khaû naêng 
naøy. Nhaän xeùt raèng, ta coù theå vieát laïi bieåu thöùc rij = uij – xij + xji thaønh xij - xji 
= uij – rij. Nhö vaäy, ta coù theå choïn xij = uij – rij vaø xji = 0 neáu uij – rij > 0; 
ngöôïc laïi ta choïn xij = 0 vaø xji = rij – uij. 

5.3.2. Aûnh höôûng cuûa pheùp taêng tröôûng leân söï phaân raõ luoàng 

Ñeå hieåu roõ hôn veà thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng, chuùng ta haõy xem 
minh hoïa veà hieäu öùng cuûa söï taêng tröôûng taùc ñoäng leâân söï phaân raõ luoàng 
trong ví duï ôû hình 5.9. Hình 5.10a cho chuùng ta thaáy söï phaân raõ cuûa luoàng 
ban ñaàu vaø hình 5.10b cho chuùng ta thaáy söï phaân raõ cuûa luoàng sau khi ta ñaõ 
taêng 1 ñôn vò luoàng doïc theo ñöôøng ñi 1-2-4-3-5-6. Maëc duø chuùng ta taêng 1 
ñôn vò luoàng doïc theo ñöôøng ñi 1-2-4-3-5-6 nhöng trong phaân raõ luoàng laïi 
khoâng chöùa con ñöôøng naøy. Taïi sao ? 
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Hình 5.10 Keát quaû cuûa phaân raõ luoàng 
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Con ñöôøng 1-3-4-6 xaùc ñònh luoàng trong hình 5.10 chöùa 3 ñoaïn: ñoaïn 
ñöôøng ñeán nuùt 3, cung (3,4) laø 1 cung tôùi, vaø ñoaïn ñöôøng tôùi nuùt 6. Ta coù theå 
xem con ñöôøng naøy nhö moät söï taêng tröôûng 0 ñôn vò luoàng. Töông töï nhö 
vaäy, ñöôøng 1-2-4-3-5-6 chöùa 3 ñoaïn: ñoaïn ñöôøng ñeán nuùt 4, cung (3,4) laø 1 
cung lui, vaø ñoaïn ñöôøng tôùi nuùt 6. Ta coù theå xem söï taêng tröôûng treân ñöôøng 
1-2-4-3-5-6 nhö laø söï lieân keát ñoaïn ñaàu cuûa con ñöôøng 1-3-4-6 vôùi ñoaïn cuoái 
cuûa ñöôøng taêng tröôûng vaø noái ñoaïn cuoái cuûa ñöôøng 1-3-4-6 vôùi ñoaïn ñaàu cuûa 
ñöôøng taêng tröôûng (1-2-4-3-5-6) ñoàng thôøi trieät tieâu giaù trò luoàng treân cung 

(3, 4) (xem hình 5.11). 

5.4. Thuaät toaùn gaùn nhaõn vaø ñònh lyù laùt caét nhoû nhaát 

Trong muïc naøy, chuùng ta seõ khaûo saùt thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng moät 
caùch chi tieát hôn. Trong muïc tröôùc, khi khaûo saùt thuaät toaùn naøy, chuùng ta ñaõ 
boû qua moät soá chi tieát quan troïng, chaúng haïn nhö (1) laøm theá naøo ñeå tìm ra 
moät ñöôøng taêng tröôûng hoaëc khaúng ñònh raèng maïng khoâng chöùa ñöôøng taêng 
tröôûng naøo, vaø (2) lieäu thuaät toaùn coù döøng sau moät soá höõu haïn laàn laëp khoâng 
vaø döøng ôû ñaâu, lieäu thuaät toaùn coù thaät söï tìm ra luoàng cöïc ñaïi nhö mong 
muoán hay khoâng ? Trong muïc naøy, chuùng ta seõ xem xeùt caùc vaán ñeà treân vôùi 
moät phieân baûn caøi ñaët cuûa thuaät toaùn ñöôøng taêng tröôûng ñöôïc bieát vôùi teân 
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Hình 5.11 Aûnh höôûng cuûa pheùp taêng tröôûng leân söï phaân raõ luoàng: (a) hai 

ñöôøng taêng tröôûng P1-P2-P3 va Q1-Q2-Q3 ø; (b) Aûnh höôûng thaät söï cuûa chuùng 
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goïi thuaät toaùn gaùn nhaõn (labeling algorithm).  

Thuaät toaùn gaùn nhaõn söû duïng moät kyõ thuaät tìm kieám (theo chieàu roäng 
hoaëc theo chieàu saâu) ñeå tìm moät ñöôøng ñi töø nuùt nguoàn s ñeán nuùt ñích t trong 
maïng G(x). Thuaät toaùn seõ laàn ñeán taát caû caùc nuùt coù theå ñeán töø nuùt nguoàn 
theo moät ñöôøng ñi coù höôùng. Taïi moãi böôùc, thuaät toaùn phaân hoaïch taäp caùc 
nuùt cuûa maïng thaønh hai nhoùm: nhoùm caùc nuùt ñöôïc gaùn nhaõn vaø khoâng ñöôïc 
gaùn nhaõn. Caùc nuùt ñöôïc gaùn nhaõn laø nhöõng nuùt maø taïi thôøi ñieåm ñang xeùt, 
thuaät toaùn ñaõ phaùt hieän ít nhaát moät ñöôøng ñi noái töø nuùt nguoàn ñeán nuùt naøy. 
Nhöõng nuùt coøn laïi laø nhöõng nuùt khoâng ñöôïc gaùn nhaõn. Thuaät toaùn laäp ñi laäp 
laïi quaù trình choïn moät nuùt ñaõ coù nhaõn vaø queùt theo danh saùch caùc nuùt keà vôùi 
noù ñeå gaùn nhaõn cho caùc nuùt chöa coù nhaõn. Quaù trình naøy ñöôïc tieán haønh cho 
ñeán khi nuùt ñích t ñöôïc gaùn nhaõn. Khi ñoù, ta tìm ñöôïc moät ñöôøng ñi töø s ñeán 
t. Ñaây chính laø moät ñöôøng taêng tröôûng. Göûi moät löôïng luoàng toái ña coù theå 
doïc theo con ñöôøng naøy ta seõ taêng ñöôïc giaù trò luoàng x trong maïng ban ñaàu. 
Vôùi maïng G(x) môùi, ta tieáp tuïc quaù trình gaùn nhaõn vaø taêng luoàng cho ñeán 
khi khoâng theå gaùn nhaõn ñöôïc cho nuùt ñích t. Thuaät toaùn döøng taïi ñaây. Döôùi 
ñaây laø thuaät toaùn gaùn nhaõn: 

Thuaät toaùn Labeling 
Begin 

repeat 
Ñaët moïi nuùt ôû traïng thaùi khoâng gaùn nhaõn; 
Vôùi moïi nuùt j ∈ N, ñaët prev(j) = 0; 
Gaùn nhaõn cho nuùt s vaø ñaët LIST = {s}; 
while (LIST ≠ {} vaø t chöa coù nhaõn) 
begin 

Laáy moät nuùt I töø LIST; 
for (moãi cung (i, j) trong maïng thaëng dö) do 

if (rij > 0 vaø nuùt j chöa coù nhaõn) then 
begin 

Ñaët prev(j) = i; Gaùn nhaõn cho j; 
Theâm j vaøo LIST; 

end;  
end; 
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if (t ñöôïc gaùn nhaõn) then Taêng luoàng; 
until (t khoâng coù nhaõn); 

End; 
Procedure Taêng luoàng 
Begin 

Duøng giaù trò nhaõn prev() ñeå tìm ñöôøng taêng tröôûng P töø s ñeán t; 
δ = min{rij: (i,j) ∈ P}; 
Taêng δ ñôn vò luoàng doïc theo P vaø caäp nhaät khaû naêng thoâng qua 
thaëng dö trong maïng thaëng dö; 

End; 
5.4.1. Tính ñuùng ñaén cuûa thuaät toaùn gaùn nhaõn 

Ñeå khaûo saùt tính ñuùng ñaén cuûa thuaät toaùn gaùn nhaõn, ta caàn chuù yù raèng 
trong moãi laàn laëp cuûa voøng laëp repeat, thuaät toaùn hoaëc tìm ra moät ñöôøng 
taêng tröôûng hoaëc khoâng gaùn nhaõn ñöôïc cho nuùt ñích t. Trong tröôøng hôïp sau, 
ta phaûi chöùng minh giaù trò cuûa luoàng x laø giaù trò luoàng cöïc ñaïi. Giaû söû taïi giai 
ñoaïn naøy, S laø taäp caùc nuùt ñaõ ñöôïc gaùn nhaõn vaø S = N - S laø taäp caùc nuùt 
khoâng ñöôïc gaùn nhaõn. Roõ raøng, s ∈ S vaø t ∈S . Do thuaät toaùn khoâng theå gaùn 
nhaõn cho baát kyø nuùt naøo trong S  neân rij = 0 vôùi moïi (i,j) ∈ (S, S ). Hôn nöõa, 
do rij = (uij – xij) + xji, xij ≤ uij vaø xji ≥ 0, neân xij = uij vôùi moïi (i,j) ∈ (S, S ) vaø 
xij = 0 vôùi moïi (i,j) ∈ ( S , S). Thay caùc giaù trò naøy vaøo bieåu thöùc (5.5) ta coù: 

].,[
),(),(),(),(),(),(

SSuuxxv
SSji
ij

SSji
ij

SSji
ij ==−= ∑∑∑

∈∈∈

  

Nhö vaäy, giaù trò cuûa luoàng x hieän taïi baèng khaû naêng thoâng qua cuûa laùt 
caét [S, S ]. Keát hôïp vôùi meänh ñeà 5.1, ta coù theå khaúng ñònh x chính laø moät 
luoàng cöïc ñaïi vaø [S, S ] laø laùt caét nhoû nhaát. Keát luaän naøy chöùng minh tính 
ñuùng ñaén cuûa thuaät toaùn vaø noù cuõng chöùng minh luoân ñònh lyù veà laùt caét nhoû 
nhaát. 

Ñònh lyù 5.2: (Ñònh lyù veà laùt caét nhoû nhaát – Ford-Fullkerson)  

Giaù trò cöïc ñaïi cuûa luoàng göûi töø nuùt nguoàn s ñeán nuùt ñích t treân maïng 
baèng khaû naêng thoâng qua cuûa laùt caét s-t nhoû nhaát. 

Phaàn chöùng minh cuûa ñònh lyù veà laùt caêt nhoû nhaát chæ ra raèng khi thuaät 
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toaùn gaùn nhaõn döøng, ta xaùc ñònh ñöôïc caû laùt caét nhoû nhaát. Thuaät toaùn naøy 
cuõng chöùng minh ñònh lyù veà ñöôøng taêng tröôûng sau: 

Ñònh lyù 5.3: (Ñònh lyù veà ñöôøng taêng tröôûng)  

Moät luoàng x* laø luoàng cöïc ñaïi khi vaø chæ khi maïng thaëng dö G(x*) 
khoâng chöùa ñöôøng taêng tröôûng. 

Chöùng minh: 

Neáu maïng thaëng dö G(x*) chöùa moät ñöôøng taêng tröôûng, roõ raøng luoàng 
x* khoâng theå laø luoàng cöïc ñaïi. Ngöôïc laïi, neáu maïng thaëng dö G(x*) khoâng 
chöùa ñöôøng taêng tröôûng, taäp nuùt S ñöôïc gaùn nhaõn bôûi thuaän toaùn gaùn nhaõn 
xaùc ñònh moät laùt caét [S, S ] coù khaû naêng thoâng qua baèng vôùi ñoä lôùn cuûa 
luoàng x*. Töø ñaây suy ra x* laø moät luoàng cöïc ñaïi. Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. 

Thuaät toaùn gaùn nhaõn coøn cho ta moät keát quaû quan troïng hôn. 

Ñònh lyù 5.4: (Ñònh lyù veà tính nguyeân)  

Neáu khaû naêng thoâng qua cuûa taát caû caùc cung treân maïng ñeàu laø soá 
nguyeân, thì luoàng cöïc ñaïi seõ coù giaù trò nguyeân. 

Chöùng minh: 

Ta chöùng minh baéng qui naïp theo soá laàn taêng luoàng. Do thuaät toaùn gaùn 
nhaõn baét ñaàu töø luoàng coù giaù trò 0 vaø khaû naêng thoâng qua cuûa taát caû caùc cung 
treân maïng ñeàu laø soá nguyeân neân treân maïng thaëng dö ban ñaàu seõ chöùa toaøn 
caùc cung vôùi ñoä thoâng qua nguyeân. Trong moãi laàn laëp, luoàng seõ ñöôïc taêng 
moät löôïng baèng ñoä thoâng qua thaëng dö nhoû nhaát öùng vôùi moät cung naøo ñoù 
treân ñöôøng taêng tröôûng. Theo giaû thieát qui naïp, giaù trò naøy nguyeân. Nhö vaäy, 
trong laàn laëp tieáp theo, ñoä thoâng qua cuûa caùc cung treân maïng thaëng dö seõ laïi 
nguyeân. Do uij vaø rij ñeàu nguyeân neân xij cuõng seõ nguyeân. Sau moãi laàn laëp, 
giaù trò cuûa luoàng x taêng leân ít nhaát moät ñôn vò, vaø giaù trò cuûa x khoâng theå 
vöôït quaù khaû naêng thoâng qua cuûa moät laùt caét baát kyø neân thuaät toaùn seõ döøng 
sau höõu haïn böôùc. Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh. 

Keát quaû cuûa ñònh lyù 5.4 khoâng coù nghóa laø luoàng cöïc ñaïi treân maïng baát 
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kyø laø soá nguyeân. Baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi coù theå coù ñaùp soá khoâng nguyeân. 

5.4.2. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn gaùn nhaõn 

Ta seõ khaûo saùt ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn trong tröôøng hôïp xaáu nhaát. 
Nhaéc laïi, sau moãi laàn laëp, ngoaïi tröø laán cuoái cuøng, thuaät toaùn thöïc hieän moät 
laàn taêng luoàng. Deã daøng thaáy, moãi laàn taêng luoàng ta toán chi phí O(m). Vaán 
ñeà coøn laïi laø xaùc ñònh toái ña coù bao nhieâu laàn taêng luoàng. Neáu taát caû caùc 
cung ñeàu coù ñoä thoâng qua nguyeân ≤ U, ñoä thoâng qua cuûa laùt caét (s, N-{s}) 
khoâng vöôït quaù nU. Nhö vaäy, giaù trò luoàng cöïc ñaïi phaûi khoâng vöôït quaù nU. 
Thuaät toaùn taêng luoàng ít nhaát moät ñôn vò sau moãi laàn laëp. Vì vaäy, soá laàn taêng 
luoàng khoâng vöôït quaù nU. Töø ñaây suy ra, ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn laø 
O(nmU). 

Ñònh lyù 5.5:  

Thuaät toaùn gaùn nhaõn giaûi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi vôùi ñoä phöùc taïp 
O(nmU). 

Maëc duø trong phaàn naøy, chuùng ta giaû thieát raèng ñoä thoâng qua cuûa caùc 
cung ñeàu höõu haïn. Trong moät soá öùng duïng, ñeå thuaän tieän cho vieäc moâ hình 
hoùa baøi toaùn, ta caàn cho pheùp caùc cung coù ñoän thoâng qua voâ haïn. Neáu ta giaû 
söû raèng coù moät laùt caét s-t naøo ñoù coù ñoä thoâng qua höõu haïn vaø goïi U laø khaû 
naêng thoâng qua lôùn nhaát cuûa caùc cung trong laùt caét. Luùc ñoù, keát quaû cuûa ñònh 
lyù 5.5 cuõng nhö caùc keát quaû khaùc trong phaàn naøy vaãn baûo toaøn tính ñuùng 
ñaén. Moät höôùng tieáp caän khaùc laø duøng moät giaù trò ñuû lôùn ñeå bieåu dieãn caùc 
giaù trò voâ haïn sao cho khoâng aûnh höôûng ñeán giaù trò cuûa luoàng cöïc ñaïi. 

5.4.3. Haïn cheá cuûa thuaät toaùn gaùn nhaõn 
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Thuaät toaùn gaùn nhaõn coù theå laø thuaät toaùn ñôn giaûn nhaát duøng ñeå giaûi 
baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi treân maïng. Trong thöïc nghieäm, thuaät toaùn hoaït ñoäng 
ñuû toát. Tuuy nhieân, tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa thuaät toaùn seõ khoâng thoûa maõn 
yeâu caàu veà toác ñoä khi U quaù lôùn. Ví duï, neáu U = 2n, chi phí cuûa thuaät toaùn seõ 
laø haøm muõ cuûa soá nuùt trong maïng. Hôn nöõa, thuaät toaùn seõ thöïc hieän raát 
nhieàu laàn laëp nhö ví duï trong hình 5.12. 

Haïn cheá thöù hai cuûa thuaät toaùn laø neáu ñoä thoâng qua cuûa caùc cung trong 

maïng laø soá voâ tæ, thuaät toaùn coù theå khoâng döøng (xem trong phaàn baøi taäp). Vì 
vaäy, ñeå baûo ñaûm tính hieäu quaû cuûa thuaät toaùn, ta caàn choïn ñöôøng taêng 
tröôûng moät caùch caån thaän. 

Haïn cheá thöù ba cuûa thuaät toaùn laø söï laõng phí. Trong moãi böôùc laëp, ta 
thöïc hieän qua trình gaùn nhaõn caùc nuùt töø ñaàu, trong khi trong nhieàu tröôøng 
hôïp caùc thoâng tin veà nhaõn cuûa böôùc tröôùc vaãn coøn giaù trò ôû laàn laëp sau. Vieäc 
giöõ laïi caùc thoâng tin naøy seõ laøm giaûm ñaùng keå chi phí thöïc hieän thuaät toaùn. 
Caùc baïn haõy thöû caûi tieán thuaät toaùn theo höôùng naøy nhö moät baøi taäp. 

5.4.4. Thuaät toaùn Ford-Fullkerson 

Trong phaàn tröôùc, chuùng ta khaûo saùt thuaät toaùn tìm luoàng cöïc ñaïi theo 
höôùng tieáp caän duøng maïng thaêng dö. Ta coù theå giaûi quyeát baøi toaùn naøy theo 
höôùng tieáp caän khaùc. Ta coù moät bieán theå cuûa thuaät toaùn gaùn nhaõn. Thuaät 

Hình 5.12 Ví duï khi thuaät toaùn gaùn nhaõn laøm vieäc khoâng toát: (a) maïng thaëng 

dö öùng vôùi luoàng zero; (b) maïng sau khi taêng 1 ñôn vò luoàng doïc theo 

ñöôøng s-a-b-t; (c) maïng sau khi taêng 1 ñôn vò luoàng doïc theo ñöôøng s-b-a-t 
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toaùn naøy seõ laøm vieäc tröïc tieáp treân maïng ban ñaàu. 

Goïi cung (i, j) laø cung baõo hoøa neáu giaù trò luoàng treân cung naøy xij = uij. 
Moät ñöôøng ñi töø s ñeán t laø moät daõy caùc cung khoâng quan taâm chieàu noái s vôùi 
t (daây chuyeàn). Caùc cung höôùng theo chieàu töø s ñeán t goïi laø cung thuaän vaø 
ngöôïc chieàu ta goïi laø cung nghòch. 

Ta cuõng ñònh nghóa khaû naêng thoâng qua thaëng dö cuûa moät cung (i, j) 
trong ñöôøng ñi P  töø s ñeán t nhö sau: 

⎩
⎨
⎧ −

=
P treân nghòch cung j) (i,laø  neáux

P treân thuaän cung j) (i,laø  neáuxu
r

ij

ijij
ij  

Ta cuõng ñònh nghóa khaû naêng thoâng qua thaëng dö δ cuûa moät ñöôøng ñi P 
nhö sau: 

δ(P) = min{rij: (i,j) ∈ P} 

Thuaät toaùn Ford-Fullkerson 
Begin 

Khôûi ñoäng luoàng x = 0; 
repeat 

/*Tìm moät ñöôøng ñi P töø s ñeán t trong ñoà thò boä phaän goàm 
caùc cung khoâng baõo hoøa cuûa G*/ 
Ñaët moïi nuùt ôû traïng thaùi khoâng gaùn nhaõn; 
Gaùn nhaõn 0 cho nuùt s vaø ñaët LIST = {s}; 
while (LIST ≠ {} vaø t chöa coù nhaõn) 
begin 

Laáy moät nuùt i töø LIST; 
for (moãi cung (i, j) ∈ A) do 

if (uij - xij > 0 vaø nuùt j chöa coù nhaõn) then 
begin 

Gaùn nhaõn +i cho j; 
Theâm j vaøo LIST; 

end;  
for (moãi cung (j, i) ∈ A) do 

if (xji > 0 vaø nuùt j chöa coù nhaõn) then 
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begin 
Gaùn nhaõn -i cho j; 
Theâm j vaøo LIST; 

end;  
end; 
if (t ñöôïc ñaùnh daáu) then /*taêng luoàng*/ 
begin 

Tìm ñöôøng ñi P töø s ñeán t döïa theo nhaõn cuûa caùc ñænh (ñænh 
coù nhaõn <0 seõ cho ra cung ngöôïc treân P). 
δ = khaû naêng thoâng qua thaëng dö cuûa P; 
taêng luoàng xij += δ vôùi moïi (i,j) ∈ P ñònh höôùng thuaän; 
giaûm luoàng xij -= δ vôùi moïi (i,j) ∈ P ñònh höôùng nghòch; 

endl 
until (t khoâng ñöôïc ñaùnh daáu); 

End; 
5.5. Baøi toaùn luoàng töông thích (feasible flows problem) 

Baøi toaùn luoàng töông thích laø baøi toaùn xaùc ñònh moät luoàng treân maïng 
G=(N,A) thoûa maõn caùc raøng buoäc sau: 

{ } { }
Niibxx

Aijj
ji

Ajij
ij ∈∀=− ∑∑

∈∈

)(
),(:),(:

 (5.10a) 

0 ≤ xij ≤ uij ∀(i, j) ∈ A (5.10b) 

trong ñoù∑∈
=

Ni
0b(i) . 

Baøi toaùn luoàng töông thích coù moät soá öùng duïng thöïc teá. Chaúng haïn öùng 
duïng veà phaân phoái haøng hoùa. Treân moät maïng löôùi caùc haûi caûng, moät soá caûng 
coù haøng hoùa maø nhöõng caûng khaùc caàn. Ta bieát löôïng haøng coù taïi caùc caûng, 
bieát nhu caàu veà caùc haøng hoùa naøy cuõng nhö bieát  khaû naêng vaän chuyeån toái ña 
treân moãi tuyeán ñöôøng. Ta caàn bieát lieäu coù theå ñaùp öùng moïi nhu caàu döïa treân 
caùc nguoàn cung caáp trong maïng hay khoâng. 

Ta coù theå giaûi baøi toaùn luoàng töông thích baèng caùch tìm luoàng cöïc ñaïi 
treân moät maïng G’ ñònh nghóa töø G nhö sau. Ta theâm vaøo hai nuùt môùi, moät 
nuùt nguoàn s vaø moät nuùt ñích t. Vôùi moãi nuùt i coù b(i)>0, ta theâm vaøo cung (s, 
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i) vôùi ñoä thoâng qua laø b(i), vaø vôùi moãi nuùt i coù b(i)<0, ta theâm vaøo cung (i, t) 
vôùi ñoä thoâng qua laø -b(i). Sau khi thieát laäp xong maïng G’, ta giaûi baøi toaùn 
luoàng cöïc ñaïi truyeàn töø s ñeán t treân maïng naøy. Neáu taát caû caùc cung (s, i) vaø 
(j, t) ñeàu baõo hoøa  (nghóa laø xsi = usi vaø xjt = ujt) thì baøi toaùn (5.10) coù luoàng 
töông thích; trong tröôøng hôïp ngöôïc laïi, khoâng coù luoàng töông thích. 

Deã daøng kieåm chöùng tính ñuùng ñaén cuûa thuaät toaùn. Neáu x laø moät luoàng 
thoûa (5.10a) vaø (5.10b) thì chính luoàng naøy vôùi xsi = b(i) treân moãi cung (s, i) 
vaø vôùi xjt = -b(i) treân moãi cung (j, t) laø luoàng cöïc ñaïi treân maïng G’. Töông töï 
nhö vaäy, neáu x laø luoàng cöïc ñaïi treân maïng G’ vaø laøm ñaày taát caû caùc cung (s, 
i), (j, t) thì chính luoàng naøy trong maïng G ban ñaàu seõ thoûa (5.10). 

5.6. Luoàng coù chaën döôùi (Flows with lower bounds) 

Trong phaàn naøy, chuùng ta seõ khaûo saùt baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi treân maïng 
vôùi caùc cung coù khaû naêng thoâng qua toái thieåu lôùn hôn khoâng (maïng coù chaën 
döôùi). Baøi toaùn coù theå phaùt bieåu moät caùch hình thöùc nhö sau: 

Cöïc ñaïi hoùa v 

thoûa maõn raøng buoäc: 

{ } { }
{ }

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
−∈∀

=
=− ∑∑

∈∈ tiv
tsNi

siv
xx
Aijj

ji
Ajij

ij ,0
,

),(:),(:
  

0 ≤ lij ≤ xij ≤ uij ∀(i,j) ∈ A.

Trong muïc tröôùc, chuùng ta ñaõ khaûo saùt tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa baøi 
toaùn naøy khi taát caû lij = 0. Trong khi baøi toaùn luoàng treân maïng coù chaën döôùi 
baèng 0 luoân luoân coù lôøi giaûi thích hôïp, baøi toaùn luoàng treân maïng coù chaën 
döôùi lôùn hôn 0 coù theå khoâng coù lôøi giaûi thích hôïp. Ví duï, xem baøi toaùn luoàng 
cöïc ñaïi treân maïng trong hình 5.13. Baøi toaùn naøy khoâng coù lôøi giaûi vì cung 
(1,2) phaûi mang toái thieåu 5 ñôn vò luoàng trong khi cung (2,3) laïi chæ coù theå 
mang toái ña 4 ñôn vò. Nhö vaäy ta khoâng bao giôø thoûa maõn ñöôïc raøng buoäc veà 
caân baèng vaät chaát taïi nuùt 2. 

(lij, uij) ji 

(5, 10)
21 2

(2, 4)Nguoàn Ñích

Hình 5.13 Baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi khoâng 

coù luoàng töông thích 
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Nhö ñaõ minh hoïa trong ví duï treân, moïi thuaät toaùn tìm luoàng cöïc ñaïi 
treân maïng coù chaën döôùi phaûi giaûi quyeát hai vaán ñeà: (1) xaùc ñònh xem baøi 
toaùn coù toàn taïi luoàng töông thích hay khoâng, vaø (2) neáu coù, thì thieát laäp 
luoàng cöïc ñaïi. Chính vì vaây, khoâng coù gì ngaïc nhieân khi haàu heát caùc thuaät 
toaùn bao goàm hai giai ñoaïn. Giai ñoaïn thöù nhaát kieåm tra söï toàn taïi cuûa moät 
luoàng töông thích vaø giai ñoaïn hai, neáu toàn taïi seõ bieán ñoåi luoàng töông thích 
thaønh luoàng cöïc ñaïi. Phaàn tieáp theo seõ cho chuùng ta thaáy raèng moãi giai ñoaïn 
cuûa thuaät toaùn seõ töông ñöông vôùi moät laàn giaûi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi khoâng 
coù chaën döôùi. Nghóa laø ñeå giaûi baøi toaùn luoàng treân maïng coù chaën döôùi ta caàn 
giaûi hai baøi toaùn baøi toaùn luoàng treân maïng khoâng coù chaën döôùi. Ñeå thuaän 
tieän, chuùng ta seõ khaûo saùt giai ñoaïn hai tröôùc. 

5.6.1. Xaùc ñònh luoàng cöïc ñaïi 

Giaû söû ta coù moät luoàng töông thích x trong maïng. Ta coù theå hieäu chænh 
moät thuaät toaùn tìm luoàng cöïc ñaïi treân maïng khoâng coù chaën döôùi baát kyø ñeå 
tìm luoàng cöïc ñaïi treân maïng cuûa baøi toaùn ta ñang xeùt. Ta chæ caàn thöïc hieän 
hieäu chænh sau: ta ñònh nghóa ñoä thoâng qua thaëng dö cuûa cung (i,j) laø rij = (uij 
– xij) + (xji – lji); haïng thöùc ñaàu tieân trong bieåu thöùc theå hieän khaû naêng taêng 
toái ña cuûa luoàng chaïy töø i ñeán j thoâng qua cung (i,j), vaø haïng thöùc thöù hai theå 
hieän khaû naêng taêng toái ña cuûa luoàng chaïy töø i ñeán j thoâng qua vieäc giaûm 
luoàng treân cung (j,i). Löu yù raèng x laø luoàng töông thích neân rij≥0. Do thuaät 
toaùn tìm luoàng cöïc ñaïi trình baøy trong phaàn tröôùc chæ laøm vieäc treân maïng 
thaëng dö neân ta coù theå dung noù ñeå thieát laäp luoàng cöïc ñaïi treân maïng. Thuaät 
toaùn naøy döøng khi ta nhaän ñöôïc giaù trò luoàng thaëng dö toái öu. Töø caùc giaù trò 
luoàng thaëng dö naøy, ta coù theå tính ra luoàng cöïc ñaïi baèng nhieàu caùch khaùc 
nhau. Ví duï, ta coù theå ñoåi bieán soá ñeå giaûm chi phí tính toaùn. Ñaët u’ij = uij – lij, 
r’ij = rij, vaø x’ij = xij – lij. Do rij = (uij – xij) + (xji – lji) neân r’ij = u’ij – x’ij + x’ji. 
Töông töï, r’ji = u’ji – x’ji + x’ij. Tính x’ theo u’ vaø r’ ta ñöôïc: 

x’ij = max(u’ij – r’ij, 0) vaø x’ji = max(u’ji – r’ji, 0) 

Töø ñaây, ta coù theå tính x theo coâng thöùc 

xij = lij + max(uij – rij – lij, 0) 
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xji = lji + max(uji – rji – lji, 0) 

Baây giôø chuùng ta seõ chöùng minh raèng luoàng cho bôûi thuaät toaùn ñaõ hieäu 
chænh treân thaät söï cho ta luoàng cöïc ñaïi treân maïng coù chaën döôùi. Goïi x laø moät 
luoàng töông thích treân maïng G vôùi giaù trò luoàng laø v, vaø [S, S ] laø moät laùt caét 
s-t. Ta ñònh nghóa ñoä thoâng qua cuûa moät laùt caét s-t nhö sau:  

[ ] ∑∑
∈∈

−=
),(),(),(),(

,
SSji
ij

SSji
ij luSSu  (5.11) 

Ñoä thoâng qua cuûa laùt caét cho bieát löôïng luoàng thaät söï coù theå göûi töø caùc nuùt 
trong taäp S ñeán caùc nuùt trong taäp S . Ta vieát laïi bieåu thöùc (5.5) ñeå tieän söû 
duïng:  

∑∑
∈∈

−=
),(),(),(),( SSji
ij

SSji
ij xxv  (5.12) 

Do lij ≤ xij ≤ uij neân thay xij baèng uij trong toång thöù nhaát vaø thay xij baèng lij 
trong toång thöù hai trong veá phaûi cuûa (5.12) ta ñöôïc baát ñaúng thöùc: 

[ ]SSuluv
SSji
ij

SSji
ij ,

),(),(),(),(

=−≤ ∑∑
∈∈

 (5.13) 

Baát ñaúng thöùc (5.13) chöùng toû raèng giaù trò luoàng cöïc ñaïi nhoû hôn hay 
baèng khaû naêng thoâng qua cuûa moät laùt caét s-t baát kyø. Khi keát thuùc, thuaät toaùn 
cho ta moät laùt caét [S, S ] vôùi rij = 0 treân moïi cung (i,j) ∈ (S, S ). Goïi x laø 
luoàng töông öùng, coù giaù trò v. Vì rij = (uij – xij) +(xji – lji), ñieàu kieän xij ≤ uij vaø 
lji ≤ xji cho pheùp ta khaúng ñònh xij = uij vaø lji = xji. Nhö vaäy, xij = uij vôùi moïi 
cung (i,j) ∈ (S, S ) vaø lij = xij vôùi moïi cung (i,j) ∈ ( S , S). Thay caùc giaù trò 
naøy vaøo (5.12) ta ñöôïc 

[ ] ∑∑
∈∈

−==
),(),(),(),(

,
SSji
ij

SSji
ij luSSuv  (5.14) 

Töø (5.13) vaø (5.14) ta coù theå keát luaän, [S, S ] laø laùt caét s-t nhoû nhaát vaø 
x laø luoàng cöïc ñaïi. Nhö laø heä quaû cuûa keát quaû naøy, ta coù ñònh lyù môû roäng cuûa 
ñònh lyù laùt caét nhoû nhaát: 
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Ñònh lyù 5.5: (Ñònh lyù laùt caét nhoû nhaát môû roäng)  

Neáu khaû naêng thoâng qua cuûa moät laùt caét s-t [S, S ] treân maïng coù caû 
chaën treân laãn chaën döôùi ñònh nghóa nhö trong 5.12, thì luoàng cöïc ñaïi göûi töø s 
ñeán t seõ coù giaù trò baèng khaû naêng thoâng qua cuûa laùt caét nhoû nhaát. 

5.6.2. Xaây döïng luoàng töông thích 

Baây giôø, coâng vieäc coøn laïi laø xaù ñònh moät luoàng töông thích treân maïng. 
Tröôùc tieân, chuùng ta seõ chuyeån ñoåi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi sang baøi toaùn löu 
thoâng baèng caùch theâm vaøo maïng cung (t, s) vôùi khaû naêng thoâng qua voâ haïn 
∞. Cung naøy seõ chuyeån taûi toaøn boä luoàng göûi töø s ñeán t quay ngöôïc trôû laïi s. 
Nhö vaäy, trong baøi toaùn löu thoâng, luoàng ñi ra töø moät nuùt baát kyø (keå caû caùc 
nuùt s vaø t) baèng ñuùng luoàng vaøo noù. Deã daøng thaáy raèng, baøi toaùn luoàng cöïc 
ñaïi coù luoàng töông thích khi vaø chæ khi baøi toaùn löu thoâng thöông öùng coù 
luoàng töông thích. Baây giôø, ta seõ tìm ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå baøi toaùn löu 
thoâng treân maïng coù chaën treân vaø chaën döôùi coù luoàng töông thích. 

Baøi toaùn xaùc ñònh luoàng töông thích cuûa baøi toaùn löu thoâng laø baøi toaùn 
tìm moät luoàng x thoûa caùc raøng buoäc sau: 

{ } { }
Nixx

Aijj
ji

Ajij
ij ∈∀=− ∑∑

∈∈

0
),(:),(:

 (5.15a) 

lij ≤ xij ≤ uij ∀(i, j) ∈ A (5.15b) 

Baèng caùch thay xij = x’ij + lij vaøo raøng buoäc (5.15a) vaø (5.15b), ta nhaän 
ñöôïc baøi toaùn môùi töông ñöông: 

{ } { }
Niibxx

Aijj
ji

Ajij
ij ∈∀=− ∑∑
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),(:

,

),(:

,  (5.16a) 

0 ≤ x’ij ≤ uij – lij ∀(i, j) ∈ A
 (5.16b) 

vôùi giaù trò cung/caàu b(.) taïi moãi nuùt xaùc ñònh bôûi coâng thöùc: 
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Nillib

Aijj Ajij
ijji ∈∀=−= ∑ ∑
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 (5.17) 
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Nhaän xeùt raèng ∑∈
=

Ni
0b(i)  do moãi lij xuaát hieän 2 laàn trong bieåu thöùc naøy, 

moät laàn vôùi daáu coäng vaø moät laàn vôùi daáu tröø. Nhö vaäy, baøi toaùn löu thoâng 
töông ñöông vôùi vieäc tìm luoàng x’ thoûa maõn raøng buoäc (5.16). 

Löu yù raèng, baøi toaùn naøy chính laø baøi toaùn luoàng töông thích chuùng ta ñaõ 
khaûo saùt ôû phaàn tröôùc. Nhö ñaõ bieát, ñeå giaûi baøi toaùn luoàng töông thích ta caàn 
giaûi moät baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi treân maïng khoâng coù chaën döôùi. Qua ñoù, hoaëc 
ta xaùc ñònh ñöôïc moät lôøi giaûi thoûa (5.16) hoaëc khaúng ñònh ñöôïc raèng, baøi 
toaùn khoâng toàn taïi lôøi giaûi phuø hôïp. Neáu x’ij laø luoàng töông thích cuûa (5.16), 
thì xij = x’ij + lij laø luoàng töông thích cuûa (5.15). 

5.6.3. Moâ taû ñaëc ñieåm cuûa luoàng töông thích treân maïng löu thoâng 

Ta seõ khaûo saùt söï toàn taïi luoàng töông thích cuûa baøi toaùn löu thoâng. Goïi 
S laø moät taäp hôïp nuùt baát kyø treân maïng. Ta coù: 

0
),(),(),(),(

=− ∑∑
∈∈ SSji

ij
SSji
ij xx  (5.18) 

Do lij ≤ xij ≤ uij, töø (5.18) suy ra: 

∑∑
∈∈

≤
),(),(),(),( SSji
ij

SSji
ij ul

 (5.19) 

Bieåu thöùc (5.19) chính laø ñieàu kieän caàn ñeå toàn taïi luoàng töông thích. 
Noù coù yù nghóa laø, löôïng luoàng toái ña coù theå göûi ra töø taäp S phaûi lôùn hôn 
löôïng luoàng toái thieåu coù theå nhaän bôûi taäp S. 

Ta seõ ñöa ra moät chöùng minh daïng thuaät toaùn ñeå chöùng minh (5.19) laø 
ñieàu kieän ñuû. Ta baét ñaàu töø moät luoàng x thoûa caùc raøng buoäc cuûa baøi toaùn 
ngoaïi tröø moät soá vi phaïm veà chaën döôùi. Ta seõ töøng böôùc bieán ñoåi x thaønh 
luoàng töông thích hoaëc phaùt hieän ta raèng moät nuùt naøo ñoù trong taäp S vi phaïm 
ñieàu kieän (5.19). 

ÖÙng vôùi luoàng x, ta goïi moät cung (i, j) laø khoâng töông thích neáu xij <  lij 
vaø goïi laø töông thích neáu xij ≥  lij. Choïn moät cung (p, q)  khoâng töông thích vaø 
seõ bieán noù thaønh töông thích baèng caùch taêng luoàng treân noù. Do ñieàu kieän 
raøng buoäc veà caân baèng vaät chaát taïi caùc nuùt, ñeå taêng luoâng treân cung (p, q) ta 
phaûi taêng luoàng doïc theo moät hay nhieàu chu trình chöùa (p, q). Ta ñònh nghóa 
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maïng thaëng dö G(x) gioáng nhö tröôùc ñaây, ngoaïi tröø vieäc khaû naêng thoâng qua 
thaëng dö rij ñöôïc ñaët baèng uij - xij. Moïi chu trình taêng tröôûng chöùa cung (p, q) 
nhö moät cung tôùi phaûi chöùa moät ñöôøng ñi coù höôùng trong G(x) töø q ñeán p 
coâng vôùi cung (p, q). Ta coù theå duøng moät thuaät toaùn gaùn nhaõn ñeå xaùc ñònh 
ñöôøng ñi töø q ñeán p. 

Ta aùp duïng thuû tuïc naøy treân moãi cung khoâng töông thích moät laàn. Sau 
moãi böôùc tính khoâng töông thích cuûa caùc cung seõ giaûm daàn. Laëp laïi qua trình 
naøy, hoaëc ta seõ nhaän ñöôïc moät luoàng töông thích hoaëc thuaät toaùn gaùn nhaõn 
seõ khoâng theå tìm ra moät ñöôøng ñi töø q ñeán p ñoái vôùi moät cung khoâng töông 
thích (p, q) naøo ñoù. Trong tröôøng hôïp naøy, baøi toaùn cuûa chuùng ta seõ khoâng coù 
lôøi giaûi. Thaät vaäy, goïi S laø taäp nuùt ñaê ñöôïc gaùn nhaõn trong laàn aùp duïng cuoái 
cuøng thuaät toaùn gaùn nhaõn. Roõ raøng, q ∈ S vaø p ∈S  = N – S. Do thuaät toaùn 
gaùn nhaõn khoâng theå gaùn nhaõn cho caùc nuùt thuoäc S , neân moïi cung (i, j) 
höôùng töø S ñeán S  coù khaû naêng thoâng qua thaëng dö baèng khoâng. Do ñoù, xij = 
uij vôùi moïi cung (i, j) ∈ (S, S ) vaø xij ≤ uij vôùi moïi cung (i, j) ∈ ( S , S). Ta 
cuõng coù (p, q) ∈ ( S , S) vaø xpq < upq. Thay caùc giaù trò naøy vaøo (5.18) ta coù: 

∑∑
∈∈

>
),(),(),(),( SSji
ij

SSji
ij ul   

Keát quaû naøy maâu thuaãn vôùi ñieàu kieän (5.19). Ñieàu naøy coù nghóa laø ta 
ñaõ chöùng minh (5.19) laø ñieàu kieän ñuû cho söï toàn taïi luoàng töông thích. Töø 
ñaây, ta coù ñònh lyù sau: 

Ñònh lyù 5.6: (Ñieàu kieän toàn taïi luoàng töông thích treân maïng löu thoâng)  

Treân maïng löu thoâng coù chaën döôùi döông toàn taïi luoàng töông thích khi 
vaø chæ khi moïi taäp ñænh S thoûa maõn ñieàu kieän: 

∑∑
∈∈

≤
),(),(),(),( SSji
ij

SSji
ij ul  

Töø ñònh lyù 5.6, ta deã daøng suy ra ñònh lyù veà söï toàn taïi lôøi giaûi cuûa baøi 
toaùn luoàng töông thích ñaõ trình baøy trong muïc 5.5. 

Ñònh lyù 5.7: Baøi toaùn luoàng töông thích (5.10) coù lôøi giaûi khi vaø chæ khi 
vôùi moïi taäp con caùc nuùt S, b(S) – u[S, S ] ≤ 0, trong ñoù ∑∈

=
Si
b(i)b(S) . 
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6. BAØI TOAÙN CAËP GHEÙP 

6.1. Baøi toaùn caëp gheùp treân ñoà thò hai phía 

6.2. Baøi toaùn caëp gheùp treân ñoà thò hai phía vôùi chi phí toái thieåu 

6.3. Baøi toaùn caëp gheùp treân ñoà thò toång quaùt 

TOÙM TAÉT 

Trong chöông naøy, chuùng ta ñaê nghieân cöùu moät soá khaùi nieâm cô baûn veà luoàng treân maïng. 

Trong ñoù, ñaëc bieät khaûo saùt kyõ baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi vaø moät soá bieán theå cuûa noù. Sau khi minh 

hoïa moät soá öùng duïng, chuùng ta ñaõ chæ ra raèng baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi vaø baøi toaùn laùt caét nhoû 

nhaát quan heä vôùi nhau raát chaët cheõ vaø khi giaûi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi ta cuõng giaûi luoân ñöôïc baøi 

toaùn laùt caét nhoû nhaát. Keát quaû naøy theå hieän qua ñònh lyù laùt caét nhoû nhaát. Töø ñònh lyù naøy, ta nhaän 

ñöôïc nhieàu keát quaû lyù thuù. 

Tieáp theo, chuùng ta khaûo saùt baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi vôùi ñoä thoâng qua cuûa caùc cung bò 

chaën döôùi (> 0). Ta coù theå giaûi quyeát baøi toaùn naøy theo hai giai ñoaïn. Giai ñoaïn ñaàu ñeå xaùc ñònh 

söï toàn taïi cuûa luoàng töông thích vaø giai ñoaïn hai bieán ñoåi luoàng töông thích naøy thaønh luoàng cöïc 

ñaïi. Trong caû hai giai ñoaïn, ta ñeàu phaûi giaûi moät baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi treân maïng khoâng coù 

chaën döôùi. Ta cuõng khaûo saùt ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå ttong taïi luoàng töông thích. 

Cuoái cuøng, chuùng ta khaûo saùt moät baøi toaùn coù quan heä gaàn guõi vôùi baøi toaùn luoàng treân 

maïng laø baøi toaùn caëp gheùp. Baøi toaùn naøy coù nhieàu öùng duïng thöïc teá vaø moät soá daïng cuûa noù coù 

theå giaûi baèng caùch giaûi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi. Ngoaøi ra, chuùng ta cuõng khaûo saùt thuaät toaùn 

Hungary daønh rieâng cho vieäc giaûi baøi toaùn naøy. Do ñieàu kieän haïn cheá, chuùng ta chæ taäp trung 

khaûo saùt baøi toaùn caëp gheùp treân ñoà thò hai phía. 

BAØI TAÄP 

1. Baøi toaùn aên toái: moät soá gia ñình ñi aên toái chung vôùi nhau. Ñeå taêng moái 
quan heä xaõ hoäi, hoï muoán saép ñaët caùch ngoài sao cho khoâng coù hai thaønh 
vieân cuûa cung moät gia ñình ngoài chung baøn. Haõy chæ ra caùch moâ hình 
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hoùa baøi toaùn naøy nhö moät baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi. Giaû söû raèng, coù taát caû 
p gia ñình vaø gia ñình thöù i coù a(i) thaønh vieân. Coù taát caû q caùi baøn vaø baøn 
thöù j coù b(j) choã ngoài. 

2. Haõy xaây döïng moät lôùp caùc maïng maø treân ñoù soá löôïng laùt caét s-t taêng 
theo haøm muõ cuûa n (en). 

3. Haõy xaây döïng moät lôùp caùc maïng maø treân ñoù soá löôïng laùt caét toái thieåu 
taêng theo haøm muõ cuûa n (en). 

4. Haõy xaây döïng moät thuaät toaùn xaùc ñònh laùt caét toái thieåu [S, S ] thoûa maõn 
ñieàu kieän: neáu [R, R ] laø laùt caét toái thieåu thì R ⊆ S. 

5. Haõy xaây döïng moät thuaät toaùn xaùc ñònh laùt caét toái thieåu [S, S ] thoûa maõn 
ñieàu kieän: neáu [R, R ] laø laùt caét toái thieåu thì S ⊆ R. 

6. Baøi toaùn luoàng cöïc tieåu (minimum flow problem): baøi toaùn luoàng cöïc 
tieåu coù moái quan heä raát gaàn vôùi baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi coù chaën döôùi. 
Trong baøi toaùn luoàng cöïc tieåu, ta muoán göûi moät löôïng toái thieåu luoàng töø 
nuùt nguoàn s ñeán nuùt ñích t thoûa maõn raøng buoäc veà chaën treân vaø chaën 
döôùi cuûa caùc cung. 

a) Haõy chæ ra caùch giaûi baøi toaùn treân baèng hai baøi toaùn luoàng cöïc ñaïi 
khoâng coù chaën döôùi. (Gôïi yù: tröôùc tieân tìm luoàng töông thích, sau ñoù 
chuyeån luoàng naøy thaønh luoàng cöïc tieåu) 

b) Haõy chöùng minh ñònh lyù laùt caét cöïc ñaïi sau:  

Neáu goïi l[S, S ] laø chaën döôùi cuûa khaû naêng thoâng qua cuûa laùt 
caét s-t, ñònh nghóa bôûi coâng thöùc sau: 

[ ] ∑∑
∈∈

−=
),(),(),(),(

,
SSji
ij

SSji
ij ulSSl   

Giaù trò luoàng toái thieåu töø s ñeán t baèng giaù trò chaën döôùi l[S, S ] cöïc 
ñaïi cuûa caùc laùt caét. 

7. Maïng vôùi caùc nuùt coù ñoä thoâng qua: trong moät soá maïng, ngoaøi khaû naêng 
thoâng qua cuûa caùc cung, ngöôøi ta coøn gaùn cho moãi nuùt i (khaùc nuùt nuoàn s 
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vaø nuùt ñích t) ñoä thoâng qua w(i) cho bieát löôïng luoàng toái ña coù theå ñi qua 
nuùt naøy. Ví duï, treân maïng giao thoâng ñöôøng khoâng, moãi saân bay bò giôùi 
haïn bôûi soá ñöôøng baêng ñeå haï vaø caát caùnh; hoaëc treân maïng maùy tính, caùc 
switch hay HUB bò giôùi haïn bôûi soá löôïng caùc coång. Treân caùc maïng loaïi 
naøy, chuùng ta caàn tìm luoàng cöïc ñaïi thoûa maõn caû hai raøng buoäc veà khaû 
naêng thoâng qua cuûa nuùt cuõng nhö cung. Haõy xaây döïng thuaät toaùn giaûi baøi 
toaùn treân. 
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