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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

1.1 Ñònh nghóa

Ñònh nghóa

Cho A = (aij)n×n ∈ Mn(R). Ñònh thöùc cuûa A, ñöôïc kyù hieäu laø det A
hay |A|, laø moät soá thöïc ñöôïc xaùc ñònh baèng quy naïp theo n nhö
sau:

Neáu n = 1, A = (a), thì |A| = a.

Neáu n = 2, A =
(
a11 a12
a21 a22

)
, thì |A| = a11a22 − a12a21.
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

Ñònh nghóa

Neáu n > 2, A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

, thì
|A| doøng 1===== a11(−1)1+1|A(1|1)|+ a12(−1)1+2|A(1|2)|+ · · ·+
a1n(−1)1+n|A(1|n)|, trong ñoù A(i|j) laø ma traän coù ñöôïc töø A
baèng caùch xoùa ñi doøng i vaø coät j cuûa A.
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1.1 Ñònh nghóa

Ví duï

Cho A =
(
1 −3
4 −2

)
. Khi ñoù |A| = 1.(−2)− (−3).4 = 10

Ví duï

Cho A =

 1 3 6
1 4 10
1 5 15



|A| = 1(−1)1+1
∣∣∣∣ 4 10
5 15

∣∣∣∣+3(−1)1+2 ∣∣∣∣ 1 10
1 15

∣∣∣∣+6(−1)1+3 ∣∣∣∣ 1 4
1 5

∣∣∣∣
= 10− 15+ 6 = 1
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1.1 Ñònh nghóa

Ví duï

Cho A =
(
1 −3
4 −2

)
. Khi ñoù |A| = 1.(−2)− (−3).4 = 10

Ví duï

Cho A =

 1 3 6
1 4 10
1 5 15


|A| = 1(−1)1+1

∣∣∣∣ 4 10
5 15

∣∣∣∣+3(−1)1+2 ∣∣∣∣ 1 10
1 15

∣∣∣∣+6(−1)1+3 ∣∣∣∣ 1 4
1 5

∣∣∣∣
= 10− 15+ 6 = 1
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

1.2 Quy taéc Sarrus

Trong tröôøng hôïp n = 3, thì ta coù ma traän

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


AÙp duïng ñònh nghóa treân ta coù theå tính ñöôïc ñònh thöùc cuûa A

|A| = a11(−1)1+1
∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ + a12(−1)1+2
∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ +

a13(−1)1+3
∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a11a23a32−a12a21a33
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

Töø ñaây ta ñöa ra quy taéc Sarrus, ñöa vaøo sô ñoà nhö sau

Theo ñoù ñònh thöùc baèng toång caùc tích soá cuûa töøng boä 3 soá treân caùc
ñöôøng lieàn neùt tröø ñi toång caùc tích soá cuûa töøng boä 3 soá treân caùc
ñöôøng khoâng lieàn neùt. Hoaëc
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a33
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
• ∗ ◦
◦ • ∗
∗ ◦ •

−
∗ ◦ •
◦ • ∗
• ∗ ◦

Ñònh thöùc cuûa ma traän A ñöôïc tính baèng toång caùc tích soá cuûa töøng
boä 3 soá töông öùng vôùi cuøng moät kyù hieäu trong hình maøu ñoû tröø ñi
toång caùc tích soá cuûa töøng boä 3 soá töông öùng vôùi cuøng moät kyù hieäu
trong hình maøu xanh.

Ví duï

Tính ñònh thöùc

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 2 1
3 1 5

∣∣∣∣∣∣ = 1.2.5+2.1.3+3.4.1−3.2.3−1.1.1−2.4.5 = −31
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Ñònh nghóa

Cho A = (aij)n×n laø moät ma traän vuoâng caáp n vôùi heä soá trong K.
Vôùi moãi i, j, ta goïi

cij = (−1)i+jdetA(i|j)

laø phaàn buø ñaïi soá cuûa heä soá aij, trong ñoù A(i|j) laø ma traän vuoâng
caáp (n− 1) coù ñöôïc töø A baèng caùch xoùa doøng i, coät j.

Ví duï

Cho A =

 1 1 1
2 3 1
3 4 0

. Khi ñoù c11 = (−1)1+1
∣∣∣∣ 3 1
4 0

∣∣∣∣ = −4;

c12 = (−1)1+2
∣∣∣∣ 2 1
3 0

∣∣∣∣ = 3.
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

1.3 Khai trieån ñònh thöùc theo doøng vaø coät

Ñònh lyù

Cho A = (aij)n×n ∈ Mn(R). Vôùi moãi i, j , goïi cij laø phaàn buø ñaïi soá
cuûa heä soá aij. Ta coù

Coâng thöùc khai trieån |A| theo doøng i: |A| =
∑n
k=1 aikcik.

Coâng thöùc khai trieån |A| theo coät j: |A| =
∑n
k=1 akjckj.
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

Chuù yù

Trong vieäc tính ñònh thöùc cuûa ma traän ta neân choïn doøng hay coät
coù nhieàu soá 0 ñeå tính.

Ví duï

Tính ñònh thöùc cuûa ma traän

 1 1 1
2 3 1
3 4 0

.
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

Meänh ñeà

Cho A ∈ Mn(R). Khi ñoù:

i. |AT| = |A|.
ii. Neáu ma traän A coù moät doøng hay moät coät baèng 0 thì |A| = 0.
iii. Neáu A laø moät ma traän tam giaùc thì |A| baèng tích caùc phaàn töû
treân ñöôøng cheùo cuûa A, nghóa laø

|A| = a11a22...ann.

Ñònh lyù

Neáu A,B ∈ Mn(R), thì |AB| = |A||B|
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

1.4 Ñònh thöùc vaø caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp

Ñònh lyù

Cho A,A′ ∈ Mn(R). Khi ñoù

1 Neáu A
di↔dj−−−→
i6=j

A′, thì |A′| = −|A|;

2 Neáu A di:=αdi−−−−→ A′ thì |A′| = α|A|;

3 Neáu A
di:=di+βdj−−−−−−→
i 6=j

A′ thì |A′| = |A|.
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1. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát

Ví duï∣∣∣∣∣∣
1 3 7
2 6 −8
5 −12 4

∣∣∣∣∣∣ doøng 2
===== 2

∣∣∣∣∣∣
1 3 7
1 3 −4
5 −12 4

∣∣∣∣∣∣
coät 2

==== 2.3

∣∣∣∣∣∣
1 1 7
1 1 −4
5 −4 4

∣∣∣∣∣∣
d2:=d2−d1======== 6

∣∣∣∣∣∣
1 1 7
0 0 −11
5 −4 4

∣∣∣∣∣∣
doøng 2

===== 6(−11)(−1)2+3
∣∣∣∣ 1 1
5 −4

∣∣∣∣ = −594.
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2. Ñònh thöùc vaø ma traän khaû nghòch

2. Ñònh thöùc vaø ma traän khaû nghòch

Ñònh nghóa

Cho A = (aij) ∈ Mn(R). Ñaët C = (cij) vôùi cij = (−1)i+j|A(i|j)| laø
phaàn buø ñaïi soá cuûa aij. Ta goïi ma traän chuyeån vò CT cuûa C laø ma
traän phuï hôïp cuûa A, kyù hieäu laø adj(A).

Ví duï

Cho A =

 2 3 1
2 −1 2
3 4 −2

. Khi ñoù C =

 −6 10 11
10 −7 1
7 −2 −8

. Suy
ra adj(A) =

 −6 10 7
10 −7 −2
11 1 −8
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2. Ñònh thöùc vaø ma traän khaû nghòch

Nhaän dieän ma traän khaû nghòch

Ñònh lyù

Ma traän vuoâng A khaû nghòch khi vaø chæ khi |A| 6= 0. Hôn nöõa,

A−1 =
1
|A|adj(A)

Ví duï

Tìm ma traän nghòch ñaûo cuûa A =

 1 1 1
2 3 1
3 4 0
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2. Ñònh thöùc vaø ma traän khaû nghòch

c31 = (−1)3+1
∣∣∣∣ 1 1
3 1

∣∣∣∣ = −2; c32 = (−1)3+2
∣∣∣∣ 1 1
2 1

∣∣∣∣ = 1

|A| = 3c31 + 4c32 = 3.(−2) + 4.1 = −2 6= 0.
Vaäy ma traän A khaû nghòch.
Töông töï nhö treân ta coù theå tính ñöôïc
c11 = −4; c12 = 3; c13 = −1; c21 = 4; c22 = −3; c23 = −1; c33 = 1.

Töø ñoù ta coù ma traän C =

 −4 3 −1
4 −3 −1

−2 1 1

 vaø
adj(A) =

 −4 4 −2
3 −3 1

−1 −1 1

. Suy ra
A−1 = 1

|A|adj(A) = 1
−2

 −4 4 −2
3 −3 1

−1 −1 1
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2. Ñònh thöùc vaø ma traän khaû nghòch

Heä quaû

Ma traän A =
(
a b
c d

)
khaû nghòch khi vaø chæ khi ad− bc 6= 0.

Khi ñoù
A−1 =

1
ad− bc

(
d −b

−c a

)

Ví duï

Cho A =
(
2 4
3 5

)
. Suy ra A−1 = 1

−2

(
5 −4

−3 2

)
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3. Quy taéc Cramer

3. Quy taéc Cramer

Ñònh lyù

Cho heä phöông trình tuyeán tính AX = B (∗) goàm n aån vaø n
phöông trình. Ñaët ∆ = detA;∆i = detAi, i ∈ 1,n trong ñoù Ai laø ma
traän coù ñöôïc töø A baèng caùch thay coät i baèng coät B. Khi ñoù
i. Neáu ∆ 6= 0 thì heä (∗) coù moät nghieäm duy nhaát laø:

xi =
∆i
∆

, i ∈ 1,n

ii. Neáu ∆ = 0 vaø ∆i 6= 0 vôùi moät i naøo ñoù thì heä (∗) voâ nghieäm.
iii. Neáu ∆ = 0 vaø ∆i = 0,∀i ∈ 1,n thì heä voâ nghieäm hoaëc voâ soá
nghieäm.
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3. Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình
x − y − 2z = −3;
2x − y + z = 1;
x + y + z = 4.

(1)

Ta coù

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2
2 −1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −7;

∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
−3 −1 −2
1 −1 1
4 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −7;
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3. Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình
x − y − 2z = −3;
2x − y + z = 1;
x + y + z = 4.

(1) Ta coù

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2
2 −1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −7;

∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
−3 −1 −2
1 −1 1
4 1 1
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3. Quy taéc Cramer

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 −2
2 1 1
1 4 1

∣∣∣∣∣∣ = −14;

∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −3
2 −1 1
1 1 4

∣∣∣∣∣∣ = −7;

Vì ∆ 6= 0, neân heä coù nghieäm duy nhaát x = ∆1
∆ = 1; y = ∆2

∆ = 2;
z = ∆3

∆ = 1.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình


x + y − 2z = 4;
2x + 3y + 3z = 3;
5x + 7y + 4z = 5.

Ta coù

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
2 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
4 1 −2
3 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = −45.

Vaäy heä voâ nghieäm.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình


x + y − 2z = 4;
2x + 3y + 3z = 3;
5x + 7y + 4z = 5.

Ta coù

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
2 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
4 1 −2
3 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = −45.

Vaäy heä voâ nghieäm.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình
x + y − 2z = 4;
2x + 3y + 3z = 3;
5x + 7y + 4z = 10.

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
2 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
4 1 −2
3 3 3
10 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 4 −2
2 3 3
5 10 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 4
2 3 3
5 7 10

∣∣∣∣∣∣ = 0

Vì ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0 neân khoâng keát luaän ñöôïc nghieäm cuûa
heä. Do ñoù ta phaûi duøng Gauss hoaëc Gauss-Jordan ñeå giaûi.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Giaûi heä phöông trình
x + y − 2z = 4;
2x + 3y + 3z = 3;
5x + 7y + 4z = 10.

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
2 3 3
5 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
4 1 −2
3 3 3
10 7 4

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 4 −2
2 3 3
5 10 4

∣∣∣∣∣∣ = 0; ∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 4
2 3 3
5 7 10

∣∣∣∣∣∣ = 0

Vì ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0 neân khoâng keát luaän ñöôïc nghieäm cuûa
heä. Do ñoù ta phaûi duøng Gauss hoaëc Gauss-Jordan ñeå giaûi.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Giaûi vaø bieän luaän heä phöông trình sau theo tham soá m ∈ R:
x1 + 2x2 + 2x3 = 0;

−2x1 + (m− 2)x2 + (m− 5)x3 = 2;
mx1 + x2 + (m+ 1)x3 = −2.

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 2

−2 m− 2 m− 5
m 1 m+ 1

∣∣∣∣∣∣ = m2−4m+3 = (m−1)(m−3);
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

∆1 = |A1| =

∣∣∣∣∣∣
0 2 2
2 m− 2 m− 5

−2 1 m+ 1

∣∣∣∣∣∣ = −4m+ 12;

∆2 = |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 2

−2 2 m− 5
m 2 m+ 1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∆3 = |A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0

−2 m− 2 2
m 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 2m− 6;
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

∆ 6= 0⇔
{
m 6= 1
m 6= 3. Khi ñoù heä coù nghieäm duy nhaát laø

(x1, x2, x3) = ( −4
m−1 , 0,

2
m−1)

∆ = 0⇔
[
m = 1
m = 3

m=1, ∆1 = 8 6= 0 neân heä voâ nghieäm.
m = 3, ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0. Khi ñoù heä phöông trình laø 1 2 2 0

−2 1 −2 2
3 1 4 −2


Nghieäm cuûa heä laø (x1, x2, x3) = (3t− 2, t, 1− 5

2 t) vôùi t töï do.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Ví duï

Giaûi vaø bieän luaän heä phöông trình sau theo tham soá m ∈ R:
(m− 7)x + 12y − 6z = m;

−10x + (m+ 19)y − 10z = 2m;
−12x + 24y + (m− 13)z = 0.
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

∆ =

∣∣∣∣∣∣
m− 7 12 −6
−10 m+ 9 −10
−12 24 m− 13

∣∣∣∣∣∣ = (m− 1)2(m+ 1)

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
m 12 −6
2m m+ 9 −10
0 24 m− 13

∣∣∣∣∣∣ = m(m− 1)(m− 17)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
m− 7 m −6
−10 2m −10
−12 0 m− 13

∣∣∣∣∣∣ = 2m(m− 1)(m− 14)
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
m− 7 12 m
−10 m+ 9 2m
−12 24 0

∣∣∣∣∣∣ = 36m(m− 1)

Bieän luaän

Neáu ∆ 6= 0⇔ m 6= 1,−1. Khi ñoù heä coù nghieäm duy nhaát laø
x = ∆1

∆ = m(m2−18m+17)
(m−1)(m2−1) = m(m−17)

m2−1 ;

y = ∆2
∆ = m(m2−15m+14)

(m−1)(m2−1) = m(m−14)
m2−1 ;

z = ∆3
∆ = −36m(m−1)

(m−1)(m2−1) = −36m
m2−1 .
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Chöông 2: ÑÒNH THÖÙC

3. Quy taéc Cramer

Neáu ∆ = 0⇔
[
m = −1
m = 1

m = −1, ∆1 = −36 6= 0, heä voâ nghieäm.
m = 1, ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0. Ta coù heä −6x + 12y − 6z = 1;

−10x + 20y − 10z = 2;
−12x + 24y − 12z = 0.

Heä voâ nghieäm.
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