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4.1 Ñònh nghóa vaø nhöõng tính chaát caên baûn

Ñònh nghóa
Cho V vaø W laø hai khoâng gian vector treân tröôøng R. Ta noùi
f : V→ W laø moät aùnh xaï tuyeán tính neáu noù thoûa maõn caùc ñieàu
kieän döôùi ñaây:
i) f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2),∀x1, x2 ∈ V,
ii) f(αx) = αf(x),∀α ∈ R,∀x ∈ V.

Nhaän xeùt
I Ñieàu kieän i) vaø ii) trong ñònh nghóa coù theå ñöôïc thay theá
baèng moät ñieàu kieän:

f(αx1 + x2) = αf(x1) + f(x2),∀α ∈ R,∀u, v ∈ V

I Neáu f laø moät aùnh xaï tuyeán tính, thì
I f(0) = 0.
I f(−x) = −f(x),∀x ∈ V.
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Kyù hieäu
I L(V, W) laø taäp hôïp caùc aùnh xaï tuyeán tính töø V→ W.
I Neáu f ∈ L(V,V) thì f ñöôïc goïi laø moät toaùn töû tuyeán tính treân
V. Vieát taét f ∈ L(V).

Ví duï
Caùc aùnh xaï sau ñaây laø aùnh xaï tuyeán tính
1. f : R → Rn xaùc ñònh bôûi

f(x) = (x, 0, . . . , 0);

2. f : R3 → R2 xaùc ñònh bôûi

f(x1, x2, x3) = (2x1 + x2, x1 − 3x2);
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Ñònh lyù
Cho V vaø W laø hai khoâng gian vector, B = {u1, u2, . . . , un} laø cô
sôû cuûa V. Khi ñoù, neáu S = {v1, v2, . . . , vn} laø moät taäp hôïp cuûa W
thì toàn taïi duy nhaát moät f ∈ L(V,W) sao cho

f(u1) = v1, f(u2) = v2, . . . , f(un) = vn

Khi ñoù, neáu

[u]B =


α1
α2
...

αn


thì f(u) = α1f(u1) + α2f(u2) + · · ·+ αnf(un).

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Ñònh lyù
Moïi aùnh xaï tuyeán tính f : V→ W ñeàu hoaøn toaøn xaùc ñònh bôûi aûnh
cuûa caùc vector cuûa moät cô sôû naøo ñoù cuûa V.
Chöùng minh Ta xeùt tröôøng hôïp V laø khoâng gian vector höõu haïn
chieàu. Gæa söû B = {u1, u2, . . . , un} laø moät cô sôû cuûa V vaø caùc vector
f(ui),∀i ∈ 1,n hoaøn toaøn xaùc ñònh trong W. Khi ñoù ∀x ∈ V, bieåu
dieãn x moät caùch duy nhaát döôùi daïng

x = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun

ta coù f(x) = α1f(u1) + α2f(u2) + · · ·+ αnf(un).
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Treân taäp hôïp L(V,W) ta ñònh nghóa caùc pheùp toaùn sau ñaây:
a) Pheùp coäng: ∀f, g ∈ L(V,W),∀x ∈ V,

(f+ g)(x) = f(x) + g(x).

b) Pheùp nhaân voâ höôùng: ∀f ∈ L(V,W),∀x ∈ V,∀α ∈ R

(αf)(x) = αf(x).

Meänh ñeà
L(V,W) vôùi nhöõng pheùp toaùn vöøa ñònh nghóa phía treân laø moät
khoâng gian vector treân tröôøng R.
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4.2 Nhaân vaø aûnh cuûa aùnh xaï tuyeán tính

Ñònh nghóa
Cho f : V→ W laø moät aùnh xaï tuyeán tính.
a) Taäp hôïp Kerf = {x ∈ V|f(x) = 0} ñöôïc goïi laø nhaân cuûa aùnh xaï f.
b) Taäp hôïp Imf = {f(x)|x ∈ V} ñöôïc goïi laø aûnh cuûa aùnh xaï f.
Nhaân vaø aûnh cuûa f töông öùng laø khoâng gian con cuûa V vaø W.
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Ví duï
Cho f : R3 → R3 ñöôïc xaùc ñònh bôûi:

f(x, y, z) = (x+ y− z, 2x+ 3y− z, 3x+ 5y− z)

Tìm moät cô sôû cuûa Kerf.
Goïi u ∈ R3.

u ∈ Kerf⇔ f(u) = 0

⇔


x + y − z = 0
2x + 3y − z = 0
3x + 5y − z = 0

Heä phöông trình coù nghieäm (x, y, z) = (2t,−t, t) vôùi t ∈ R.
Nghieäm cô baûn cuûa heä laø u = (2,−1, 1). Vaäy Kerf coù cô sôû laø
{u = (2,−1, 1)}.
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Ñònh lyù
Cho f : V→ W laø moät aùnh xaï tuyeán tính. Khi ñoù, neáu

S = {u1, u2, . . . um}

laø taäp sinh cuûa V thì

f(S) = {f(u1), f(u2), . . . , f(um)}

laø taäp sinh cuûa Imf.
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Ví duï
Cho f : R3 → R3 ñöôïc xaùc ñònh bôûi:

f(x, y, z) = (x+ y− z, 2x+ 3y− z, 3x+ 5y− z).

Tìm moät cô sôû cuûa Imf.
Goïi B0 = {e1, e2, e3} laø moät cô sôû chính taéc cuûa R3. Ta coù
f(e1) = (1, 2, 3), f(e2) = (1, 3, 5), f(e3) = (−1,−1,−1). Ta coù Imf
sinh bôûi {f(e1), f(e2), f(e3)}. Laäp ma traän

A =

 f(e1)
f(e2)
f(e3)

 =

 1 2 3
1 3 5

−1 −1 −1

 →

 1 2 3
0 1 2
0 0 0


Do ñoù Imf coù cô sôû laø {v1 = (1, 2, 3), v2 = (0, 1, 2)}.
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Ñònh lyù
Cho f : V→ W laø moät aùnh xaï tuyeán tính töø khoâng gian vector höõu
haïn chieàu V vaøo khoâng gian vector W. Khi ñoù Imf laø khoâng gian
con höõu haïn chieàu cuûa V vaø ta coù coâng thöùc:

dimV = dimKerf+ dim Imf
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4.3 Ma traän bieåu dieãn aùnh xaï tuyeán tính

Ñònh nghóa
Cho V vaø W laø caùc khoâng gian vector treân tröôøng R. Goïi
B = {u1, u2, . . . , un} vaø C = {v1, v2, . . . , vm} laàn löôït laø caùc cô sôû
cuûa V vaø W. Cho f laø moät aùnh xaï tuyeán tính töø khoâng gian vector
V vaøo khoâng gian vector W, f ∈ L(V,W). Ñaët

P = ([f(u1)]C , [f(u2)]C , . . . , [f(un)]C)

Khi ñoù ma traän P ñöôïc goïi laø ma traän bieåu dieãn cuûa aùnh xaï f theo
caëp cô sôû B, C, kyù hieäu P = [f]B,C hoaëc [f]CB.
Neáu f ∈ L(V) thì ma traän [f]B,C ñöôïc goïi laø ma traän bieåu dieãn toaùn
töû tuyeán tính f, kyù hieäu [f]B
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Ví duï
Cho aùnh xaï tuyeán tính f : R3 → R2 xaùc ñònh bôûi

f(x1, x2, x3) = (x1 − x2, 2x1 + x2 + x3)

vaø caëp cô sôû B = {u1 = (1, 1, 0), u2 = (0, 1, 2), u3 = (1, 1, 1)},
C = {v1 = (1, 3), v2 = (2, 5)}. Tìm [f]B,C

Ta coù [f(u1)]C =
(

6
−3

)
, [f(u2)]C =

(
11
−6

)
, [f(u3)]C =

(
8

−4

)
.

Vaäy [f]B,C =
(

6 11 8
−3 −6 −4

)
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Ñònh lyù
Cho V,W laø caùc khoâng gian vector vôùi caùc cô sôû töông öùng laø
B = {b1, b2, . . . , bn}, C = {c1, c2, . . . , cm}. Giaû söû f : V→ W laø
moät aùnh xaï tuyeán tính. Khi ñoù vôùi moïi vector x ∈ V, ta coù

[f(x)]C = [f]B,C [x]B

Heä quaû
Cho V laø khoâng gian vector treân tröôøng R vaø B laø moät cô sôû trong
V. Giaû söû f laø moät toaùn töû tuyeán tính trong V. Khi ñoù, vôùi moïi
x ∈ V ta coù

[f(x)]B = [f]B[x]B
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Ví duï

Trong ví duï treân ta laáy x = (1, 2, 3), ta coù [x]B =

 0
1
1

. Do ñoù

[f(x)]C = [f]B,C [x]B =
(

6 11 8
−3 −6 −4

)  0
1
1

 =
(

19
−10

)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Meänh ñeà
Cho V vaø W laø caùc khoâng gian vector höõu haïn chieàu treân tröôøng
R. B,B′ vaø C, C′ töông öùng laø caùc caëp cô sôû trong V vaø W. Khi ñoù,
vôùi moïi aùnh xaï tuyeán tính f : V→ W ta coù

[f]B′,C′ = (C → C′)−1[f]B,C(B → B′)

Heä quaû
Cho B vaø B′ laø hai cô sôû trong khoâng gian vector höõu haïn chieàu V
treân tröôøng R. Khi ñoù vôùi moïi toaùn töû tuyeán tính f ta coù

[f]B′ = (B → B′)−1[f]B(B → B′).
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Ví duï
Trong khoâng gian R3 cho caùc vector

u1 = (1, 1, 0); u2 = (0, 2, 1); u3 = (2, 3, 1)

vaø aùnh xaï tuyeán tính f : R3 → R3 ñònh bôûi

f(x1, x2, x3) = (2x1 + x2 − x3, x1 + 2x2 − x3, 2x1 − x2 + 3x3)

a) Chöùng minh B = (u1, u2, u3) laø moät cô sôû cuûa R3.
b) Tìm [f]B.
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Ví duï
Trong khoâng gian R3 cho caùc vector:

u1 = (1,−1, 2); u2 = (3,−1, 4); u3 = (5,−3, 9)

1. Chöùng toû B = (u1, u2, u3) laø moät cô sôû cuûa R3.
2. Cho f : R3 → R3 laø moät aùnh xaï tuyeán tính thoûa

[f]B =

 1 0 2
−1 1 0
2 1 −1


Haõy tìm bieåu thöùc cuûa aùnh xaï f.
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