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Chöông 3
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Ñaïo haøm

Ñònh nghóa
Cho f : (a, b) → R vaø x0 ∈ (a, b), neáu giôùi haïn lim

h→0
f(x0+h)−f(x0)

h toàn
taïi, ta noùi f khaû vi taïi x0, vaø giaù trò cuûa giôùi haïn naøy ñöôïc goïi laø ñaïo
haøm cuûa f taïi x0. Kyù hieäu f′(x0).

I f′+(x0) = lim
h→0+

f(x0+h)−f(x0)
h ñöôïc goïi laø ñaïo haøm phaûi cuûa f taïi

x0.
I f′−(x0) = lim

h→0−
f(x0+h)−f(x0)

h ñöôïc goïi laø ñaïo haøm traùi cuûa f taïi
x0.
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I Neáu f coù ñaïo haøm taïi moïi x0 ∈ (a, b) thì f′ laø moät haøm soá
I Neáu haøm soá naøy coù ñaïo haøm taïi x0 ∈ (a, b) thì ta noùi f coù ñaïo
haøm caáp hai taïi x0. Kyù hieäu: f′′(x0) = (f′)′(x0).

I Neáu f coù ñaïo haøm caáp n laø f(n) thì ñaïo haøm caáp n+ 1 ñöôïc
ñònh nghóa laø: f(n+1)(x) = (f(n))′(x).

I Caùc ñaïo haøm cuûa y = f(x) coøn ñöôïc kyù hieäu:

f′(x) =
df
dx(x) =

dy
dx , f”(x) =

d2f
dx2 (x) =

d2y
dx2 , . . .

Meänh ñeà
Neáu f coù ñaïo haøm taïi x thì f lieân tuïc taïi x.
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Tính chaát
Neáu f, g coù ñaïo haøm taïi x ∈ (a, b) thì:
1. (f+ g)′(x) = f′(x) + g′(x)
2. (αf)′(x) = αf′(x), vôùi α ∈ R.

3. (fg)′(x) = f′(x)g(x) + f(x)g′(x).
4. ( fg)

′(x) = f′(x)g(x)−f(x)g′(x)
g2(x)

5. (g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f′(x)
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Ñaïo haøm caùc haøm sô caáp

f(x) f′(x) f(x) f′(x)
ex ex ln x 1

x
ax axlna loga x 1

x ln a
xα αxα−1
sin x cos x tan x 1

cos2 x = 1+ tan2 x
cos x − sin x cot x −1

sin2 x = −(1+ cot2 x)
arcsin x 1√

1−x2
arccos x −1√

1−x2

arctan x 1
1+x2

Ví duï
Tính f′(x):

1. f(x) = cos x
2+sin x

2. f(x) = arctan(1x )
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Vi phaân

Neáu f khaû vi taïi x0, thì ta coù

f′(x) = lim
s→x

f(s)− f(x)
s− x

Ñaët ε(s− x) = f(s)−f(x)
s−x − f′(x). Khi ñoù

f(s)− f(x) = f′(x)(s− x) + (s− x)ε(s− x)

vaø ε(s− x) → 0 khi s→ x.
Giaù trò s− x ñöôïc goïi laø soá gia cuûa x, kyù hieäu ∆x, vaø f(s)− f(x) goïi
laø soá gia cuûa y = f(x), kyù hieäu ∆y, khi ∆x ñuû nhoû, ta coù

∆y ≈ f′(x).∆x

∆y ñöôïc goïi laø vi phaân cuûa haøm y = f(x) taïi x, kyù hieäu dy (hay df).
Ta coù ñaúng thöùc xaùc ñònh vi phaân cuûa y = f(x) taïi ñieåm x,

dy = f′(x)dx.
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Ví duï

1. Tìm df, bieát f(x) = e
√
x.

2. Cho f(x) = cos(x+ sin x). Tính df(0).

Ñònh nghóa
Vi phaân caáp 2 cuûa haøm f laø: d2f = f”(x)dx2. Töông töï, vi phaân caáp
n cuûa f laø: dnf = f(n)(x)dxn

Ví duï

1. Tìm d2y, bieát y = arcsin x.
2. Cho y =

√
2x+ 1. Tính dny vaø dny(0).
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Tính gaàn ñuùng (xaáp xæ tuyeán tính)

Khi f khaû vi taïi x0 thì:

f(x0 + ∆x)− f(x0) = f′(x0)∆x+ ∆xε(∆x)

Cho neân ta coù theå xaáp xæ:

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f′(x0)∆x

Veá phaûi ñöôïc goïi laø xaáp xæ tuyeán tính cuûa f taïi x0. Kyù hieäu
L = f(x0) + f′(x0)(x− x0).
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Ví duï
Tính gaàn ñuùng sin 46◦.
Giaûi: ñaët f(x) = sin x, f′(x) = cos x, x0 = 45◦ = π

4 , vaø
∆x = 1◦ = π

180 . Ta coù

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f′(x0)∆x
≈ f′(x0)∆x+ f(x0)

≈ cos π

4 .
π

180 + sin π

4 .

≈ 0.7071.0.0175+ 0.7071
≈ 0.7194

Ví duï
Duøng vi phaân tính xaáp xæ caùc giaù trò sau:
1. 3√28
2. tan 44◦

3. arctan 0.97
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Quy taéc L'hospital

Ñònh lyù
Cho f vaø g laø hai haøm khaû vi vaø g′(x) 6= 0 treân moät khoaûng môû
chöùa a. Neáu
1. lim
x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0, hoaëc

2. lim
x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = ±∞.

Khi ñoù lim
x→a

f(x)
g(x) = lim

x→a
f′(x)
g′(x) , (neáu giôùi haïn beân phaûi toàn taïi).

Ví duï

1. lim
x→1

ln x
1−x .

2. lim
x→+∞

ex
x2 .

3. lim
x→π−

sin x
1−cos x .
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Ñònh lyù giaù trò trung bình

Ñònh nghóa
Ta noùi f ñaït cöïc ñaïi ñòa phöông taïi c neáu f(c) ≥ f(x) vôùi moïi x naèm
trong laân caän cuûa c, f cöïc tieåu ñòa phöông taïi c neáu f(c) ≤ f(x) vôùi
moïi x naèm trong laân caän cuûa c.

Ñònh lyù (Fermat)
Neáu f ñaït cöïc trò taïi c, vaø neáu f′(c) toàn taïi thì f′(c) = 0.

Ñònh lyù (Rolle)
Cho f laø haøm soá lieân tuïc treân [a, b], khaû vi treân (a, b). Khi ñoù neáu
f(a) = f(b) thì seõ coù c ∈ [a, b] sao cho: f′(c) = 0.
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Ta coù ñònh lyù giaù trò trung bình

Ñònh lyù (Lagrange)
Cho f laø haøm soá lieân tuïc treân ñoaïn [a, b], khaû vi treân khoaûng
(a, b). Khi ñoù coù c ∈ (a, b) sao cho: f′(c) = f(b)−f(a)

b−a .
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Ñôn ñieäu vaø cöïc trò

Meänh ñeà

1. Neáu f′ > 0 treân ñoaïn [a, b] thì f taêng treân ñoaïn [a, b].
2. Neáu f′ < 0 treân ñoaïn [a, b] thì f giaûm treân ñoaïn [a, b].
3. Neáu f′ = 0 treân ñoaïn [a, b] thì f laø haèng soá treân ñoaïn [a, b].

Meänh ñeà
Neáu f′(c) = 0, ta coù:

1. Neáu f′ ñoåi daáu töø döông sang aâm taïi c thì f ñaït cöïc ñaïi (ñòa
phöông) taïi c.

2. Neáu f′ ñoåi daáu töø aâm sang döông taïi c thì f ñaït cöïc tieåu (ñòa
phöông) taïi c.

3. Neáu f′ khoâng ñoåi daáu taïi c thì f khoâng ñaït cöïc trò taïi c.
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Ngoaøi ra ta coù theå xeùt cöïc trò baèng ñaïo haøm caáp 2.

Meänh ñeà

1. Neáu f′(c) = 0 vaø f”(c) > 0 thì f ñaït cöïc tieåu taïi c.
2. Neáu f′(c) = 0 vaø f”(c) < 0 thì f ñaït cöïc ñaïi taïi c.

Ví duï
Tìm khoaûng ñôn ñieäu vaø cöïc trò cuûa haøm soá
f(x) = 3x4 − 4x3 − 12x2 + 5
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Baøi toaùn tìm giaù trò lôùn nhaát (GTLN), nhoû nhaát (GTNN)
cuûa haøm soá treân ñoaïn [a, b]

Böôùc 1: Tìm cöïc trò ñòa phöông trong khoaûng [a, b].
Böôùc 2: Tính caùc giaù trò bieân f(a) vaø f(b).
Böôùc 3: So saùnh caùc giaù trò tính ñöôïc trong böôùc 1 vaø böôùc 2 ñeå
tìm GTLN, vaø GTNN.

Ví duï
Tìm GTLN vaø GTNN cuûa f(x) = x3 − 3

2x
2 − 6x treân [−2, 4].

Baøi taäp: Tìm giaù trò lôùn nhaát, nhoû nhaát cuûa caùc haøm soá sau:

1. y = x+ cos x trong ñoaïn [−1, 1];
2. y = ex − e−x trong ñoaïn [−2, 4];
3. y = ln x− x2 trong ñoaïn [e, e2];
4. y =

√
x2 + 1− 2x trong ñoaïn [0, 1].
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Khai trieån Taylor

Cho f : (a, b) → R laø haøm soá coù ñaïo haøm ñeán caáp n treân (a, b), ta
coù:

f(x) = f(x0) +
f′(x0)
1! (x− x0) +

f”(x0)
2! (x− x0)2+

· · ·+ f
(n)(x0)
n! (x− x0)n + Rn(x)

=
n∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)k + Rn(x)

Trong ñoù Rn(x) laø phaàn dö trong khai trieån treân.
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Ví duï
Tính gaàn ñuùng sin 46◦ baèng coâng thöùc Taylor vôùi n = 3.
Xeùt f(x) = sin x, f′(x) = cos x, f′′(x) = − sin x, f′′′(x) = − cos x. Ñaët
x = 46◦, x0 = π

4 , x− x0 = 1◦ = π
180 . Ta coù

f(x) = f(x0) +
x− x0
1! f′(x0) +

(x− x0)2
2! f′′(x0) +

(x− x0)3
3! f′′′(x0)

' sin π

4 +
π

180 . cos
π

4 −
(π/180)2

2 sin π

4 −
(π/180)3

6 cos π

4

' 0.7071+ 0.0175.0.7071− 0.0175
2

2 0.7071− 0.0175
3

6 .0.7071

' 0.7193
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Khai trieån Mac Laurin

Khai trieån Taylor vôùi x0 = 0 goïi laø khai trieån Mac Laurin

f(x) =
n∑
k=0

f(k)(0)
k! xk + Rn(x)

Ví duï

1. Vieát khai trieån Taylor tôùi caáp 3 cuûa f(x) =
√
3x− 2, taïi x0 = 2.

2. Vieát khai trieån Mac Laurin tôùi caáp 3 cuûa: f(x) = arcsinx
3. Vieát khai trieån Mac Laurin tôùi caáp 4 cuûa: f(x) = e−x2

Chuù yù: Khai trieån Taylor taïi x = x0 laø khai trieån theo luõy thöøa cuûa
x− x0.
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