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Chöông 3

PHEÙP TÍNH TÍCH PHAÂN HAØM
MOÄT BIEÁN
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Baøi toaùn tìm dieän tích
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Ta coù toång Rieman: Rn = f(x1)∆(x) + f(x2)∆(x) + · · ·+ f(xn)∆(x).
Khi ñoù ta coù dieän tích

A = lim
n→+∞

Rn = lim
n→+∞

[f(x1)∆(x) + f(x2)∆(x) + · · ·+ f(xn)∆(x)]
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Thay vì laáy giaù trò cuûa f taïi caùc ñaàu muùt xi nhö treân, ta coù theå choïn
taïi ñieåm baát kyø x∗i ∈ [xi−1, xi]. Ta coù dieän tích

A = lim
n→+∞

[f(x∗1)∆(x) + f(x∗2)∆(x) + · · ·+ f(x∗n)∆(x)]

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Ñònh nghóa tích phaân

Ñònh nghóa
Cho f laø haøm xaùc ñònh treân ñoaïn [a, b], ta chia ñoaïn [a, b] thaønh n
khoaûng con vôùi ñoä roäng ∆(x) = (b− a)/n. Goïi
a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b laø caùc ñaàu muùt cuûa caùc khoaûng
con ñoù. Treân moãi khoaûng con ta laáy x∗i ∈ [xi−1, xi]. Thì tích phaân
(xaùc ñònh) cuûa f töø a ñeán b ñöôïc ñònh nghóa laø:∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

n∑
i=1
f(x∗i )∆(x)

neáu noù toàn taïi.
Neáu tích phaân cuûa f toàn taïi ta noùi f khaû tích.
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Caùc tính chaát cô baûn cuûa tích phaân

Meänh ñeà
Cho f, g khaû tích treân [a, b], k ∈ R khi ñoù:
1.

∫ b
a [f(x) + kg(x)]dx =

∫ b
a f(x)dx+ k

∫ b
a g(x)dx

2. Neáu c ∈ (a, b) thì f cuõng khaû tích treân caùc khoaûng [a, c] vaø
[c, b], vaø khi ñoù:∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx

3. Neáu f(x) ≥ 0,∀x ∈ [a, b] thì
∫ b
a f(x)dx ≥ 0. Suy ra neáu

f(x) ≥ g(x),∀x ∈ [a, b] thì∫ b

a
f(x)dx ≥

∫ b

a
g(x)dx

4. Haøm |f| khaû tích vaø
∫ b
a |f(x)|dx ≥ |

∫ b
a f(x)dx|

Ñònh lyù
Neáu f lieân tuïc treân [a, b] hoaëc chæ giaùn ñoaïn taïi moät soá höõu haïn
caùc ñieåm, thì f khaû tích treân [a, b].
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Caùc tính chaát cô baûn cuûa tích phaân

Ñònh lyù (Ñònh lyù cô baûn cuûa vi tích phaân 1)
Cho f lieân tuïc treân ñoaïn [a, b], ñaët: F(x) =

∫ x
a f(t)dt, (a ≤ x ≤ b).

Thì F lieân tuïc treân [a, b], khaû vi treân (a, b) vaø F′(x) = f(x).

Ñònh lyù (Ñònh lyù cô baûn cuûa vi tích phaân 2, Coâng thöùc
Newton-Leibnitz)
Cho f lieân tuïc treân [a, b], thì:∫ b

a
f(x)dx = F(b)− F(a)

Trong ñoù F laø moät nguyeân haøm baát kyø cuûa f, nghóa laø F′(x) = f(x).

Ví duï
Tính

∫ π
4
0 sin xdx.
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Nguyeân haøm

I F ñöôïc goïi laø nguyeân haøm cuûa f neáu F′ = f.
I Ñònh lyù cô baûn cuûa pheùp tính vi tích phaân khaúng ñònh söï toàn
taïi nguyeân haøm cuûa caùc haøm lieân tuïc.

I Neáu F laø moät nguyeân haøm cuûa f thì khi ñoù moïi nguyeân haøm G
cuûa f ñeàu coù daïng G(x) = F(x) + C.

I Taäp caùc nguyeân haøm cuûa f ñöôïc kyù hieäu laø:∫
f(x)dx

I Nguyeân haøm coøn ñöôïc goïi laø tích phaân baát ñònh.
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Moät soá nguyeân haøm

1.
∫
xadx = xa+1

a+1 + C, vôùi a 6= −1

2.
∫ dx
x = ln |x|+ C

3.
∫
exdx = ex + C

4.
∫
axdx = ax

ln a + C
5.

∫
sin xdx = − cos x+ C

6.
∫
cos xdx = sin x+ C

7.
∫ dx
cos2 x = tan x+ C

8.
∫ dx
sin2 x = − cot x+ C

9.
∫ dx√

1−x2
= arcsin x+ C

10.
∫ dx√

a2−x2
= arcsin( xa) + C, a > 0

11.
∫ dx
1+x2 = arctan x+ C

12.
∫ dx
a2+x2 = 1

a arctan(
x
a) + C, a > 0.
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Phöông phaùp ñoåi bieán

Quy taéc ñoåi bieán cho tích phaân baát ñònh
Cho u = g(x) laø haøm khaû vi, mieàn giaù trò cuûa noù laø I, vaø f lieân tuïc
treân I. Khi ñoù: ∫

f(g(x))g′(x)dx =
∫
f(u)du

Ví duï
Tính
1.

∫
x3 cos(x4 + 2)dx

2.
∫
x5
√
1+ x2dx
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Phöông phaùp ñoåi bieán

Quy taéc ñoåi bieán cho tích phaân xaùc ñònh Giaû söû g′ laø haøm lieân tuïc
treân [a, b] vaø f lieân tuïc treân mieàn xaùc ñònh cuûa u = g(x). Khi ñoù∫ b

a
f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f(u)du

Ví duï

1.
∫ 2
1

dx
(3−5x)2

2.
∫ e
1
ln x
x dx

3.
∫ π/3
0

etan x
cos2 xdx

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Tích phaân töøng phaàn

Töø coâng thöùc ñaïo haøm moät tích, ta coù coâng thöùc tích phaân töøng
phaàn sau: ∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
g(x)f′(x)dx

hay ∫
udv = uv−

∫
vdu

Ví duï
Tính
1.

∫
(2x− 1) cos(3x)dx

2.
∫
ln xdx

3.
∫
ex2 sin(3x)dx
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aùp duïng coâng thöùc Newton-Leipnitz ta ñöôïc coâng thöùc tính tích
phaân töøng phaàn xaùc ñònh:∫ b

a
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)|ba −

∫ b

a
g(x)f′(x)dx

hay ∫ b

a
udv = uv|ba −

∫ b

a
vdu

Ví duï

1.
∫ 2
0 arctan

x
2dx

2.
∫ 1
0 (x2 + 1)e−xdx
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Moät soá ví duï

Ví duï

1.
∫
sin5 x cos2 xdx

2.
∫ √

9−x2
x2 dx

3.
∫ dx
x2
√
x2−9
, vôùi x > 3.

4.
∫ 3
2
x3+x
x−1 dx

5.
∫ x+5
x2+x−2dx

6.
∫ 4x2−3x+2
4x2−4x+3dx

7.
∫ e2x
e2x+3ex+2dx

8.
∫ x+arcsin x√

1−x2
dx

9.
∫ π
0 e

cos t sin(2t)dt
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Tích phaân suy roäng loaïi 1

Ñònh nghóa

1. Neáu
∫ t
a f(x)dx toàn taïi vôùi moïi t ≥ a thì:∫ +∞

a
f(x)dx = lim

t→+∞

∫ t

a
f(x)dx

trong tröôøng hôïp giôùi haïn toàn taïi (höõu haïn).
2. Neáu

∫ b
t toàn taïi vôùi moïi t ≤ b thì:∫ b

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ b

t
f(x)dx

trong tröôøng hôïp giôùi haïn toàn taïi (höõu haïn).

Caùc tích phaân suy roäng
∫ +∞
a f(x)dx,

∫ b
−∞ f(x)dx ñöôïc goïi laø hoäi tuï

neáu giôùi haïn noùi treân toàn taïi vaø höõu haïn. Ngöôïc laïi, ta noùi noù phaân
kyø.CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt
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Ñònh nghóa
Neáu caùc tích phaân

∫ +∞
a f(x)dx,

∫ a
−∞ f(x)dx ñeàu hoäi tuï, ta ñònh

nghóa: ∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a
f(x)dx
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Ví duï
Tính caùc tích phaân sau:
1.

∫ +∞
1

1
x2 dx

2.
∫ +∞
1

1
xdx

3.
∫ 0
−∞ xe

xdx

4.
∫ +∞
0

2x+1
e3x dx

5.
∫ +∞
1

ln x
x3 dx

6.
∫ +∞
−∞

ex
1+2ex dx

7.
∫ 0
−∞

dx
x2+x+1

Meänh ñeà∫ +∞
1

1
xp dx hoäi tuï neáu p > 1 vaø phaân kyø neáu p ≤ 1.
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Tích phaân suy roäng loaïi 2

Ñònh nghóa

1. Neáu f lieân tuïc treân [a, b) vaø lim
x→b
f(x) = ±∞ thì:

∫ b

a
f(x)dx = lim

t→b−

∫ t

a
f(x)dx

trong tröôøng hôïp giôùi haïn toàn taïi.
2. Neáu f lieân tuïc treân (a, b] vaø lim

x→a
f(x) = ±∞ thì:

∫ b

a
f(x)dx = lim

t→a+

∫ b

t
f(x)dx

trong tröôøng hôïp giôùi haïn toàn taïi.
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3. Neáu lim
x→c
f(x) = ±∞, a < c < b, vaø caû hai tích phaân

∫ c
a f(x)dx,∫ b

c f(x)dx ñeàu hoäi tuï, ta ñònh nghóa:∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx

Caùc tích phaân suy roäng noùi treân ñöôïc goïi laø hoäi tuï neáu giôùi haïn toàn
taïi vaø höõu haïn. Ngöôïc laïi, ta noùi noù phaân kyø.
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Ví duï
Tính caùc tích phaân
1.

∫ 5
2

1√
x−2dx;

2.
∫ π
2
0

dx
cos x ;

3.
∫ 1
0 ln xdx.

4.
∫ 3
0
dx
x−1

5. Vôùi giaù trò naøo cuûa p thì tích phaân sau hoäi tuï?∫ 1

0

1
xp dx∫ 1

0
1
xp dx hoäi tuï neáu p < 1 vaø phaân kyø neáu p ≥ 1.
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Caùc tieâu chuaån hoäi tuï

Meänh ñeà (Tieâu chuaån trò tuyeät ñoái)

1. Cho f khaû tích treân moïi khoaûng [a, x], x > a. Neáu
∫ +∞
a |f(x)|dx

hoäi tuï thì
∫ +∞
a f(x)dx hoäi tuï.

2. Cho f khaû tích treân moïi khoaûng [a, x], x > a. Neáu
∫ b
a |f(x)|dx hoäi

tuï thì
∫ b
a f(x)dx hoäi tuï.

Meänh ñeà (Tieâu chuaån so saùnh 1)
Cho f, g laø caùc haøm soá döông thoûa f(x) ≤ g(x)
1. Neáu

∫ +∞
a g(x)dx hoäi tuï thì

∫ +∞
a f(x)dx hoäi tuï. Neáu

∫ +∞
a f(x)dx

phaân kyø thì
∫ +∞
a g(x)dx phaân kyø.

2. Neáu
∫ b
a g(x)dx hoäi tuï thì

∫ b
a f(x)dx hoäi tuï. Neáu

∫ b
a f(x)dx phaân

kyø thì
∫ b
a g(x)dx phaân kyø.
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Khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa caùc tích phaân sau:

1.
∫ +∞
1 e−x2dx

2.
∫ +∞
1

sin(x
√
x)

x
√
x+1 dx

3.
∫ 1
0

1√
x+sin2 xdx

4.
∫ π
2
0

1
x sin xdx
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Meänh ñeà
Cho f vaø g laø caùc haøm soá döông.

1. Neáu lim
x→+∞

f(x)
g(x) = α ∈ (0,+∞), thì

∫ +∞
a f(x)dx vaø

∫ +∞
a g(x)dx

cuøng hoäi tuï hoaëc cuøng phaân kyø.
2. Neáu lim

x→b
f(x)
g(x) = α ∈ (0,+∞), thì

∫ b
a f(x)dx vaø

∫ b
a g(x)dx cuøng

hoäi tuï hoaëc cuøng phaân kyø.

Ví duï
Khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa caùc tích phaân sau:
1.

∫ +∞
1

x2+ln x+1
x5+3x2+3dx

2.
∫ +∞
1

x3+2x−1
x4+x3+

√
x+2dx

3.
∫ 1
0

1
3
√

(1−x)2(2+x)
dx

4.
∫ 1
0
sin x
x
√
xdx
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