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Xac suat co dieu kién

« O vong chung két World Cup 2018, xét cac bién co:
A: Doi duwong kim vo dich Duc vo dich
B: Doi manh Phap vo6 dich
C: D6i chd nha Nga vo dich
Trudc vong bang: P(A) I&én; P(B) kha lon; P(C) nho
Sau vong bang: P(4) = 0; P(B) tang khéng nhiéu; P(C) tang nhiéu
Sau vong t& két: P(B) tang nhiéu; P(C) = 0
Sau vong ban két: P(B) I6n
Sau tran chung két: P(B) =1
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Xac suat co dieu kién

* Can diéu chinh, cap nhat xac suat (kha ndng xay ra) cta cac bién co
lién quan dén thi nghiém T khi cé thém théng tin vé T:
* Thong tin vé T duoc thé hién bang viéc biét (cac) bién cé nao dé d3 xay ra

 Xac suat clia bién cd A khi biét bién cd B d3 xay ra dugc goi la xac
suat co diéu kién (conditional probability) ciia 4 khi biét B xay ra, ki
hiéu [a P(4|B) va duoc tinh bang dinh nghia:
pea) = 2408 i pa) > 0
= TP(B) (vOi )
* A N B chinh la “A khi biét B xay ra”
* Chia cho P(B) giup chuan hda xac suat
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Xac suat co dieu kién
Tinh chat

* \V&i B cho trudcva P(B) > 0thi P(.|B) la mot do do xac suat hop lé:
-+ 0 < P(AIB) <1
. P(QIB) = 1
. P(@|B) = 0
« P(A°|B) = 1 — P(A|B)
- Néu A © C thi P(A|B) < P(C|B)
- P(AU C|B) = P(A|B) + P(C|B) — P(AN C|B)

« P(A|C,B) = P(A|CNB) = PffiQfB'f) (v6i P(C|B) > 0)

* “Cac cong thirc, tinh chat xac suat van ding khi 18y diéu kién”
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Xac suat co dieu kién
Vi du

* Tung mét dong xu déng chat 3 1an: Q = {HHH, HHT, ..., TTT}

* Bién c6 “lan 1 duwoc nglra”: By = {HHH,HHT,HTH, HTT}; Bién c0 “lan 2 duwoc
ngtra”: B, = {HHH,HHT,THH,THT}; Bién c0 “duwoc dung 2 lan nglra”: A =
{HHT,HTH,THH}; Bién c6 “dugc it nhat 2 lan nglra”: C =
(HHT,HTH,THH, HHH}

1A] 3 4
P(A):E:_P(C)_ =§
P(ANBy) _|A n B,| |{HH71 HTH}| 2
P(A|By) = P(B)) B, B, =7 = P(4]By)
PAIB.. B,) = P(AIB. 1 B) — L(A NBNBy)  [{HHT} 1
vmel LTl P(B1 N Bzg HHH,HHTY 2
P(CN'B,N'B,) |{HHT HHH

P(C|B;,B;) = P(C|By N By) = 1

P(BNB,) _ |{HHH,HHT} _
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Xac suat co dieu kién
Vi du

* Chon ngau nhién 1 bdong dén

« A: “bdng den duoc chon théda tiéu chi kiéu dang”
* B: “bdng den duwoc chon thoa tiéu ch| do sang”

Kiéu dang

bat | Khong dat
po |Dat 117 3| 120
sang | Khong dat 8 2| 10
125 5| 130

P(A) = 125
o pans) T 1
(418) P(B) ~ 120/130 120
P(BNA) 117/130 117
P(BIA) = P(A) ~ 125/130 125

117
hodc tir bang ta c6 P(A|B) =

117
hoac tir bang ta c6 P(B|A) =

117

P(B )—— P(ANB) = —

130

120

125
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Xac suat co dieu kién
Vi du

* MGt hop gdbm 8 bi trang va 2 bi dd. Lan lugt boc 2 vién khdng hoan lai. Tinh xéc
suat “lan hai boc dwoc bi do” biét “lan mot béc duoc bi trang”?

* Cach giai thong thwdng: Khong %ian mau la cac chinh hop chon 2 tir 10 bi. Goi
1_?, B lan lugt la cac bién c¢6 “lan hai boc duwoc bi do”, “lan mot béc duorc bi trang”.
a co:
Ps XPy 8x%9 P xP; 8x2

= ;P(ANB) = =
P%, 10 X 9 ( ) P{ 10 X 9

P(ANB) 8x2 2
P(A|B) = = = —
P(B) 8x9 9
» Cach giai vi diéu ©: Khi lan mot boc dugc bi trang thi trong hdp con 7 bi trang va
2 bi do. Do do xac suat dé lan hai boc duoc bi do la:

P(A|B) =

O N
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Cong thirc nhan xac suat

* COng thirc nhan xac suat (multiplication rule):
« P(ANB) =P(B)P(A|B) (khi P(B) > 0)
« P(ANB) = P(A)P(B|A) (khi P(4) > 0)

* Trong nhiéu truong hop, xac suat co diéu kién P(A|B) dé tinh hon
P(AN B)

 Cong thirc nhan tong quat: gia st cé n bi€n c6 Ay, 4,, ..., A, VO
P(AiNnA,Nn---NA,_1) >0, tacé:
P(A;NnA,Nn--NA,)
= P(A)) X P(Ay|A1) X P(A3|Ay N Ay) X X P(A,|A; N Ay O+ N A, )
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Cong thirc nhan xac suat
Vi du

* MOt hop gdm 8 bi trang va 2 bi do6. Lan lvot boc 3 vién khdong hoan
lai. Tinh xac suat “lan mdt va lan hai boc dugc bi trang con 1an ba boc
duoc bi do”?

* Goi A; la bién c6 “lan th& i boc duoc bi trang”. (Khi do AS 1a bién cé
“lan th& i bdc duoc bi do”.) Ta co:
P(A; NA; N A3) = P(A1) X P(Az|A1) X P(A3]A; NAy)
3 7 2 7

= —X=—X==—
10 9 8 45
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Cong thirc xac suat toan phan

* B{,B,, ..., B,, dugc goi la mot ho day du cac bién co (hay mot phan
hoach) cua Q néu:
* B;NB; =0,i # ]
-« Q=B,UB,U-UB,
« COng thirc xac suat toan phan (law of total probability): gia si c6 phan
hoach By, B, ..., B, VOi P(BQ > 0, ta co:

P(A) = ) P(B;) X P(AIB)
=1

* Pac biét:
P(A) = P(B) X P(A|B) + P(B°) x P(A|B°)
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Cong thirc xac suat toan phan
Vi du
* MOt hop gdm 8 bi trang va 2 bi do. Lan lvot boc 2 vién khdong hoan
lai. Tinh xac suat “lan hai béc duoc bi do6”?
* Goi A; 1a bién c6 “lan th i béc dugce bi trang”. (Khi d6 A¢ |a bién cé
“lan th& i bdc duoc bi do”.) Ta coé:
P(AS) = P(Aé) X P(A22 1) + P(AC) >iP(AC|A 9

= — X —><—=—=—
10 9+1O 9 90 5
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binh ly Bayes

* Gia si* ban di xét nghiém moét bénh nan y va duoc két qua la duong tinh
(positive)
* Biét rang:
* D06 nhay (sensitive) cua xét nghiém la 90%: nghta la, trong 100 ngudi bi bénh thi
khoang 90 nguoi cho két qua xét nghiém duwong tinh

* D6 dac hiéu (specificity) cta xét nghiém |a 95%: nghia la, trong 100 ngudi khong
bénh thi khoang 95 nguoi cho két qua xét nghiém am tinh

* DO phod bién (prevalence) ctia bénh I3 1/10000: nghia la, trong 10000 nguoi thi co
khoang 1 nguoi bi bénh
* Vay ban c6 nén lo chuén bj hau su khéng? ©
* Trwdc khi xét nghiém: xac suat ban bj bénh la 1/10000
 Sau khi xét nghiém: do két qua dwong tinh, xac suat ban bi bénh sé& tang
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binh ly Bayes

* Dinh ly Bayes (Bayes’ theorem): gia st c6 phan hoach By, B, ..., B,
vai P(B;) > 0, cé bién co Avdi P(A) > 0.Khidd,véimoii =1, ...,n
ta co:

P(B;) x P(A|B;)  P(B;) X P(A|B;)

P(A) }?zlP(Bj) X P(A|B;)

e P(B;): xac suat tién nghiém (prior probability) cta B;

* P(B;|A): xac suat hdu nghiém (posterior probability) cia B; khi biét A

* P(A|B;): xac suat hgp ly (likelihood) ciia A theo B;

* Lruy, P(A) khéng phu thudc vao B; nén ta co:

P(B;|A) «< P(B;) X P(A|B;) (kihiéu o la “tilé v&i”)

P(B;|A) =
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Dinh
Vi du

v Bayes

* Trong thi nghiém xét nghiém trén. Bat cac bién co:
 B:ban bjbénh
* A: ban xét nghiém ra duong tinh
* Ta co:
- P(A|B) = 0.9
« P(A°|B®) = 0.95 = P(A|B°) =1 — P(A°|B¢) = 0.05
+ P(B) = 1/10000 = 0.0001 = P(B) = 1 — P(B) = 0.9999
 Ap dung dinh ly Bayses ta co:
P(B) x P(A|B) 0.0001 X 0.9
P(B|A) =

P(B) x P(A|B) + P(B°) x P(A|B€) _ 0.0001 x 0.9 + 0.9999 x 0.05
~ 0.0018 = 18/10000
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binh ly Bayes
Tinh xac suat hau nghiém qua nhiéu giai doan

* Néu thi nghiém duogc tién hanh qua nhiéu giai doan thi xac suat hau
nghiém & giai doan trudc la xac suat tién nghiém cua giai doan tiép theo
* Vi du: gia s, dé chac an, ban xét nghiém mot Ian nira va van ra dwong tinh
* Trwdc khi xét nghiém: xac suat ban bj bénh la 1/10000
 Sau khi xét nghiém lan 1: do két qua duong tinh, xac suat ban bi bénh la 18/10000
* Sau khi xét nghiém [an 2: do két qua van dwong tinh, xac suat ban bj bénh s& ting
* Tacé: P(B) =18/10000 = 0.0018 = P(B) =1 — P(B) = 0.9982
 Ap dung dinh ly Bayses ta co:
P(B) X P(A|B) 0.0018 x 0.9
P(B|A) =

P(B) x P(A|B) + P(B°) x P(A|B€) _ 0.0018 x 0.9 + 0.9982 X 0.05
~ 0.0314 = 314/10000
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Bién co doc lap

* Tung ngau nhién mét déng xu déng chat 2 1an, Q = {HH,HT,TH, TT}:

* Lam sao hinh thitc héa tryc quan “lan hai ng§y nhién so v&ilan mét” hay “lan hai
khoéng phu thudc (vé xac suat) lan mot” hay “lan hai doc lap (vé xac suat) lan mot”?
Dat A; la bién c6 “tung dwgc matngradlani =1, 2”

A, = {HH,HT}: A, = {HH,TH}; A, N A, = {HH}. Ta c6:
4] 1 4] T lAin 4, 1

1
P(Al)_ﬁ_E'P(AZ)_ﬁ_E'P(Al NA4,) = o) 2

Do do ta co:

_P(Ain4A) 1/4 1
P(4;|A)) = PA) 12 2 P(A3)

Tuong tu ta co: P(A4,]A7) = P(A,) (hoacsuyratl P(A,|A;) = P(4,))
Cling suy ra duoc: P(A5|A,) = P(A%) va P(A5|A7) = P(4%)
Vay xac suat ra mat nao & lan hai cling khéng thay doi du ra mat nao & lan mot
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Bién co doc lap

e Hai bién c6 {4, B} duwgc goi la doc Iap (independent) véi nhau néu:
P(AN B) = P(A) X P(B)

MOt cach tuvong duong:
P(A|B) = P(A) (néuP(B) > 0)

hay:
P(B|A) = P(B) (néuP(4) > 0)

. IE}inh ly: néu {A, B} d6c |ap thi cac cap bién c6 {A¢, B}, {A, B¢}, {A¢, B¢} cling d6c
ap
* Vi du tung xuc xac trén ta co:
P(A;NnAy) =—=P(A1) X P(4;)

do dé {A,,A,} doc lap. Tir do6 ta cling c6 {A7, A,} va {A, A5} va {A], A5} doc lap

Ny
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Bién cd ddc lap
Vi du

* Gieo mét xuc xac déng chat, O = {1,2,3,4,5, 6}:
* D4t bién c6 “gieo dugc matchan”: A = {2,4, 6}
« D3t bién co “gieo dwgc mat khong qua 4”: B = {1, 2,3, 4}
* D3t bién co “gieo dwgc mat khong qud 3”: € = {1, 2, 3}
* Ta co:
2

P(ANB) === P(A) x P(B) == X

LN W
Lo | >

P(AnC)zgiP(A)xP(C)zgxg

* Vay {4, B} d6c lap nhuwng {4, C} khong déc lap. Giai thich truc quan?
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Bién co doc lap

* Ba bién c6 {A, B, C} duoc goi la doc lap (vdi nhau) néu tirng doi
{A,B},{A,C},{B,C} déc lap va:
P(ANBNC) = P(A) X P(B) X P(C)
e Vi du, tung ngau nhién mdt dong xu dong chat 2 1an, Q =
(HH,HT,TH,TT):
* D3t bién cd “tung dwgc mat nglra & lan mot”: A = {HH, HT}
* D3t bién cod “tung dwgc mat ngtra & lan hai”: B = {HH,TH}
e Dat bién c6 “tung dwgc mat giong nhau & hai lan”: C = {HH,TT}

e H3y cho thay 3 bién cd A4, B, C dbc lap tirng d6i nhwng ca 3 khdong ddc 1ap voi
nhau. Giai thich truc quan?
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M6 hinh xdc suat “Iap lai thi nghiém doc 1ap”

* Ho céchié'n co {4, A,, ...} dwgc goi la doc [ap néu véi moi tap con
khdc rong, hitu han {B{, B,, ..., By} cua ho, ta co:
P(B; N B, N--N By) = P(B;) X P(B,) X -+ X P(By)

 Lwu y: dinh nghia tinh d6c 1ap trén cé thé dwoc dung theo hai chiéu
 Chiéu nguoc: dung dé cho thay (hay kiém tra, chirng minh) tinh doc lap
 Chiéu xubi: dung giad thuyét vé tinh dbc 1ap dé tinh todn xac suat don gidn

* Chang han, chiéu xudi, duwoc dung trong mé hinh xac suat “I3p lai thi
nghiém doéc 1ap”: thuc hién 13p lai thi nghiém T nhiéu lan mot cach
doc lap, goi A; 1a bién co “lién quan dén lan thuwce hién th i” thi:

P(AiNnA,Nn---NA,) =P(4;) X P(4,) XX P(4,)
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M6 hinh xdc suat “Iap lai thi nghiém doc 1ap”
Vi du

* MOt dong xu khdng dong chat vdi xac suat ra nglra 1a 0.7. Tung déng
xu (mot cach doc lap) dén khi ra mat sap thi dirng. Tinh xac suat phai
tung déng xu 10 [an?

* D3t A; 1a bién co tung dwgc matnglra & lanthri (i =1,2,...)

« Tacé: P(A) = 0.7vaP(AS) =1—0.7 =03 vdimoii=12,..

* Theo gia thuyét doc lap ta cd: ho {44, A4,, ...} doc lap

e Tl d6 ta co xac suat phai tung dong xu 10 lan la:
P(A,NA,N---NAgNAy) = P(A1) X P(4,) X -+ X P(Ag) X P(A%p)
=0.7° x 0.3 = 0.0121

* Lru y: khéng gian mau 1a vé han Q = {T,HT, HHT, HHHT, ...}
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Pdc 1ap cé dieu kién

* Cho bién c6 C v&i P(C) > 0, ho cac bién c6 {A4,A4,, ...} duoc goi la
doc l1ap co diéu kién (conditionally independent) khi biét C, néu véi
moi tap con khac rong, hitu han {By, B, ..., By} cla ho, ta co:

P(B;N B, N-+N B,|C) = P(B{|C) X P(B,|C) X -+ X P(By|C)

* Hai bién co {4, B} duoc goi doc |ap co diéu kién khi biét C néu:
P(AN B|C) = P(A|C) x P(B|C)
Mot cach twong duong:
P(A|B 0 C) = P(A|C) (néuP(B|C) > 0)

hay:
ay P(BIANnC) = P(B|C) (néuP(A4|C) > 0)
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Pdc 1ap cd dieu kién
Vi du

* Gieo mdt xuc xac ddéng chat, O = {1,2,3,4,5,6}:
* D4t bién c6 “gieo dugc matchan”: A = {2,4, 6)
« D3t bién co “gieo dwgc mat khong qua 4”: B = {1, 2, 3,4}
« D3t bién co “gieo dwgc mat khong qud 3”: € = {1, 2, 3}
« D3t bién cd “gieo dwgc mat khong qud 2”: D = {1, 2}
* Ta d3 biét {4, B} doc lap nhung {4, C} khong déc lap.
P Taco PAnD) 1/6 1
N
P(A|D) = PD) 2762
P(ANCnD) 1/6 1

PAICAD) =—p e nDy =2/6 2

* Vay {A, C} doc |ap cé diéu kién khi biét D. Giai thich tryc quan?
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