KHONG GIAN SOBOLEV
Pinh ly. Cho Q 1a tdp mo trong R" vai € {1, ..., n}

sao cho 0Q) tron. Luc do
oh ., _ 1 o | |
_[QfaXidx— J-QaXihdx ¥ feC(Q),heC' (),

Bai toan S1. Cho Q la tdp mo trong R"va i €{1, ..
.,N} sao cho 0Q tron. Lﬁc do

_ oh 1 1
jQ dx an V feClQ), heC\(Q),

Pinh nghia. Cho Q2 1a mdt tap mo trong R*va f la
mét ham s do duge trén Q. Ta ndi f kha tich tung
vung trén Q néu véi moi tap compic K chira trong Q

jKl fldx <o,

Ta ky hiéu cac 16p twong duong ciia cac ham sd kha
tich dia phwong 1a LY, ().

Pinh nghia. Cho p vare [1,0), Q la mot tap mo
trong R, i €{1,...,n}, uvav trong L (Q). Tanoi
v la dao ham suy rong theo bién thr i ctia U néu

~

oh ¢ - 1
J-Qua—Xidx— Jorhdx Y heCl@.

Theorem. Cho Q la mdt tdp mo trong R® va f 1la mot
ham so6 do dugc trén Q2. Ta ndi f kha tich tung vung
trén Q. Gia st

ID fedx =0 Vge CH(D).
Then f =0 a.e.on Q.

Bai toan 1. Cho f (X) = |x| v6i moi X trong Q = (-1, 1).
Ching minh |, _ § . L'(Q) c6 dao ham suy rong

H.D. Tim ham s6 kha tich g sao cho

ij hdx ~[ghde  VheClO,

CuuDuongThanCong.com

Bai toan 2. Cho f (X) = X0 (X) VoI moi X trong Q=
(-1, 1). Ching minh u= f e L'(Q) va khong c6 dao
ham suy rong .
H.D. Chirng minh khénga%(') ham sd kha tich g sao cho
o —_ 1
ij o dx nghdx VheC\(Q),

Pinh nghia. Cho Q 1a tdp mé trong R" vai e {1,...,
n} sao cho 0Q tronvap € [1, «]. Ta ky hiéu W!P(Q)
1a tap hop cac 16p ham u trong LP () ¢6 cac dao ham
suy rong a_ue LP(Q) voimoii= 1,2,...,n. Dat

Jullp=ull, +Z||—||Lp YueW" (Q)
X

https://fb.com/tailieudientucntt



http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Bai toan 3. Chimg minh [[.||, , la mot chuan trén
WLp(Q)).
Bai todn 4. Chirng minh (W'»(Q), |||, , ) 1a mot
khong gian Banach.
H.D. Cho {u,} 1a mot day Cauchy trong W!P(Q).
Chimg minh c6 v va v; trong LP(€2) sao cho {u,,} hoi tu
VeV, va {aum} hoi tu vé v, trong LP(Q) véimoii=1,.
X .

.., N i
Dinh nghia. Dit W,""(Q) 1a bao dong ctia C ()
trong (WP(€), |1[11,p)

Pinh ly. Cho Q la mdt tdp mé trong R?, p € (1,0),
va T 1a mot anh xa tuyén tir W'P(D) vao R. Lic d6 T
lién tuc trén W'»(D) néu va chi néu cé g, g, . . ., 0,
trong LP®-D(D) sao cho

ou

ou
T(u) = JD[ug+a—)Clg1+---+67gn]dx Yue W (D).

n

Dinh ly (Poincaré). Cho Q2 1a mt tap mé bi chan
trong R" va p €[1,00). Liic d6 c6 mot 6 thyc duong C,

sao cho
.[Q\ u[Pdx < ijgy VulPdx ¥V ueW, " (Q).

Bai toan 4. Cho Q 1a mgt tdp mé bi chan trong R™ va
p €[1,0). Bat

=] IVuPdx}'® ¥ ueW,P(Q).
Chimg minh [||./[|, 1a mot chuan twong dwong véi |L.||;
trén W,""(Q) .

Bai toan 5. Cho Q 1a mdt tdp mo bi chan trong R”
(W ()l o) va (Wy™(€)lllNIl, ) 1a cac khong
gian Hilbert.

CuuDuongThanCong.com

Dinh ly. Cho Q 1a mét tdp m& bi chdn trong R" va T
14 mot anh xa tuyén tinh tr W,*(D) vao R. Lic d6 T
lién tyc trén W,”(D)  néu va chi néu co g trong

W,?(D) sao cho

T) = j [@$+---+@@]dx Vue W(D).
b 8xl le axn 8xn ’
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Dinh ly (Sobolev imbedding). Cho Q la mét tap mo
bi chén trong R", va u e W'»(Q) véi p € (1,00). Liac do

U e LYQ) véimoi qell—2

n-p
Dinh ly (Sobolev inequality). Cho Q 1a mot tap mé bi
chan trong R”, va u eW'(Q) vGi p € (1,0). Lac do
c6 mét sd thuc duong C sao cho
lully < Clufly, VueWhw(Q).

Bai toan 5 . Cho Q 1a mét tdp md bi chan trong R3.
Pt T(U) = U2 véi moi U e W3(Q). Ching minh T 1
mot anh xa lién tuc tor W'2(Q) vao L2 () .

Pinh ly(Rellich-Kondrachov). Cho Q 1a m¢t tap mé

bi chan trong R", p € [1,00) va qe[l,nnfpp) . bat
T(u)=u YV ueWhr(Q).

Luc d6 T 1a mot 4nh xa tuyén tinh lién tuc tir WIP(QQ)

vao LI(QQ), va bao dong cua T(A) trong L9(Q) 1a mdt

tdp compact trong LY Q) v&i moi tap bi chan A trong

WLr(QY) .

Bai toan 6 . Cho Q 1a mot tAp mé bi chan trong R3.
Pt T(U) = U2 v6i moi U € WI2(Q). Cho B(0,1) 1 qua
cau don vi trong W2(Q)). Chirng minh T (B(0,1)) 14
mot mot tdp compact trong L' (Q) .

Bai todan 7 . Cho Q 1a mot tAp md bi chan trong R* va
f trong L32(Q). Dat

TU)= jg ufdx  YueW/'*(Q).
Chung minh T 1a mt anh xa tuyén tinh lién tuc tur

W) (Q) vaoR.

CuuDuongThanCong.com
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TICH PHAN CUA ANH XA CO TR| VECTO

Pinh nghia. Cho 2n+1 s6 thue gy, @y, © - Ay Cpy - 7 sy
c, saocho a=a,< a;<---<a,, <a,=Db vac, e
[a, &] vOi moi k =1, -- -, n.

Lacdotantt P={a,,a, -, a,,,a,;Cy, ---C,}1a
mot phin hoach cla khoang [a, b] va dat

|P| = maX{al_aOaalz' al’ ) an_an-l}' .

bat P([a,b]) 1a tap hop tat ca cac phan hoach cua
[a, b].

a b

ay ¢ dp ¢y a,  Cydy a.,

PTBP-ChO-Tinh tich phan 1

Pinh nghia. Cho (E,||.|) 1a mdt khong gian dinh
Banach. Cho u la mét anh xa lién tuc tr mét khoang
dong [a,b] vao E, vaP ={aya,, - -, a,,a, C;, - - 5 C,}
la mét phan hoach cla khoang [a, b]. Ta dat

S(U.P) =Y u(c)(@ ~a, )

va goi tbng sb nay 1a tdng Riemann twong (rng v&i
phéan hoach P.

Dung tinh lién tuc déu cla u trén [a,b] va tinh ddy du
cla E, ta chtrng minh dugc ¢6 mét vecto w sao cho
lim S(u,P)=w.

|P|—>0
Ta goi w la tich phan cla u trén [a, b va ky la Jbu(t)dt.

PTBP-ChO-Tinh tich phan a 2

Bai toan 1. Cho (E,||.||) 1a mt khong gian dinh
Banach. Cho u 1a m0t anh xa lién tuc tir mot khoang
dong [a,b] vao E va T 1a 1a mOt anh xa tuyén tinh tv E
vao R . Chtrng minh

jb (T oyt =T ([ utydt).

Huéng dan. D& ¥ S(T.U,P) = T(S(U,P)) v&i moi
phan hoach P cuUa [a,b] .

Bai toan 2. Cho (E,||.||) 1a m&t khong gian dinh
Banach. Cho u vav 1a hai 4nh xa lién tuc t&* mot
khodng dong [a,b] vao E va a 1a mot s thuc duong.
Chung minh . b b

[ w+anmdt = n[a u(tydt+a | v(tdt

a inh tich pl

Hu&ng dan. Chirng minh
T([ W+ andy =T([ uddt +af vd) VT e L(E.R)
Bai toan 3. Cho (E,||.||) 1a m&t khong gian dinh

Banach. Cho u 1a m0t anh xa lién tuc tir mQt khoang
dong [a,b] vao E. Chtrng minh

b b
| [ udt] < [ Juctedt
Hudng dan. Chon T € L(E, R) sao cho ||T|| =1 va
b b
|| udt ] = T uctdt

Ap dung céc bai toan trudrc.

PTBP-ChO-Tinh tich phan 4

CuuDuongThanCong.com
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PHEP TINH VI PHAN TRONG
KHONG GIAN DINH CHUAN

Cho E vaF 14 hai khong gian dinh chudn v&i cac
chuan twong ng |||z va |l.|[p, U 1a mdt tdp m&
trong E , va e la mQt vecto trong E va x € U.

Bai toan 1. Chirng minh c6 mét s thwe duong a sao
cho khoang mo (- o, o) chira trong tap hop sau

lhp =1t :teR vax +tee U }.
bat:U,, ={y: y=x+ttee U va teR}

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 1

PINH NGHIA 1. Chof 1a mét anh xa ttr U vao F,
e la mOt vecto trong Eva x € U. Tandi

m f co dao ham riéng phan theo huéng e tai x la
néu gi¢i han sau day tOn tai

lim f(x+te)— f(x)

t—0 t
Lac d6 ta ky hiéu gidi han nay 1a %(x) .
m f kha vi theo huéng tai x néuf c6 dao ham riéng

phén theo huéng theo moi hudng trong E va c6 mot
anh xa tuyén tinh Df(X) t& E vao F dé cho

N x) = Df(e V ecE.

@%P-Cm-Tinh vi pnhan 2

PINH NGHIA 1. Chof 1a mét anh xa tv U vao F
va X € U. Tanoi

m f khdvi Gateaux tai x néu f kha vi theo hudng
tai x va Df(x ) thudc L(E,F).

m f khdvi Gateaux trén U néu f kha vi Gateaux
tai moi diém X trong U .

Bai toan 2. Cho (H,||.||) 1a m{t khong gian Hibert. Bat
fx) = ||x|]? V X eH.
Chlrng minh f kha vi Giteaux trén H.

Hudng dan. Cho <., . > 1a tich v huéng trong H.
D& ¥ ||x|? = <x,x> 7 XTER T vierhen i

CuuDuongThanCong.com

Bai toan 3. Cho f 1a m&t 4nh xa tuyén tinh lién tuc tor
khong gian dinh chuan (E,||.||¢) vao khong gian dinh

chuan (F,||.||¢) . Chtbng minh f kha vi Gateaux trén E.
Huwéng dan. Dung tinh chét tuyén tinh lién tuc cla f.

Bai toan 4. Cho hai khong gian dinh’ chuén (E,||.|[E) va
(F,J|.]IF), B la mt anh xa song tuyén tinh lién tuc tw
EXE vao F. Bat f(x) = B(x,X) v&i moi x trong E.

Chrng minh f kha vi Géteaux trén E.

Huéng dan. Dung tinh chat song tuyén tinh lién tuc
cla B.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 4
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Cho E vaF la hai khéng gian dinh chuln va U la
mot t&p m& trong E . Cho X € U. C6 mbt sO thire

duong r sao cho B(x,r)c U
G;) Bz

DINH NGHIA 2. Chof 1a mdt anh xa ttr U vao F,
va X € U. Tandi

mf khad vi Fréchet tai x néu c6 mot anh xa Df(x) €
L(E,F) va ¢ t¢r B(0,r) trong E vao F sao cho

(F) f(x+h) - f(x) = Df(x)(h) + || h|| g ¢(h) V¥ h € B(0,r).
m f khadvi Fréchet trén U néu f kha vi Frechet

PU -Ch1-Tinh vi pnhan

tai moi diém X trong

Bai toan 5. Cho (H,||.||) 1a m&t khong gian Hibert. Dat
f(x) = ||| V x eH.
Chirng minh f kha vi Fréchet trén H.

Hudng dan. Cho <. , . > la tich v huéng trong H.
bé vy |X|]> = <x,x> V x eH.

Bai toan 6. Cho f 1a mOt anh xa tuyén tinh lién tuc ttr
khong gian dinh chuan (E,||.||¢) vao khong gian dinh
chuan (F,||.||¢) . Chteng minh f kha vi Fréchet trén E.

Huéng dan. Dung tinh chat tuyén tinh lién tuc cla f.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 6

Bai toan 7. Cho f 12 m&t 4nh xa song tuyén tinh lién
tuc tir khong gian dinh chudn (E,||.||z) vao khong gian
dinh chuén (F,||.||c) . Chlrng minh f kh& vi Fréchet
trén E.

Huéng dan. Dung tinh chat song tuyén tinh lién tuc
claf.

Bai toan 8. Cho E va F la hai khong gian dinh
chudn, U 1a mét tap m& trong Eva x € U.Cho f 1a
moOt anh xa t¢ U vao F, va kha vi Fréchet tai x.
Chirng minh f lién tuc tai Xx.

Hudng dan. Dung dinh nghia.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 7

CuuDuongThanCong.com

Bai toan 9. Cho U la mt tap m& trong mt khong
gian dinh chudnE,a e dvafva g l1a hai anh xa tr U
vao moOt khong gian dinh chuén F. Gia st f va g kha
vi Gateaux ( 1an luot Fréchet) tai mét diém x trong U.
Chrng minh f+ g va af kha vi Fréchet tai x. Hon
nlra

D(f + g)(x) = Df(x) + Dg(x) va D(af )(X) = a Df(x).
Hudng dan. Dung dinh nghia.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 8
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Pinh Iy. Cho U va O 1a cac tap hop con m& 1an luot
trong cac khong gian dinh chudn E vaF. Chof : U —
O vag:0 - Glacéacanhxa, & diy G 1a mot
khong gian dinh chudn. Cho x 12 m6t diém trong U,
gia st f kha vi Fréchet tai x va g kha vi Fréchet tai
f(x). Lic d6 gof kha vi Fréchet tai X va

D(gof )(x) = Dg(f(x)) o Df(x).

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 9

Bai toan 10 . (Pinh ly gia tri trung binh) Chof la
mot anh xa kha vi Gateaux tr mot tap m& U trong
moOt khong gian dinh chuén E vao mdt khong gian
dinh chudn F. Cho ava b trong U sao cho tap hop
[a,b] = {a+t(b-a):te[0,1]} chira trong U. Gia st f
lién tyuc trén [a,b]. Chlrng minh

I f(b)—f(@)l-<llb—al sup{l| Df (y)[: y €[a,b]}

Hudng dan. Cho T €L(E, R) v&i ||T|| =1 sao cho

11(0) - T @l = T(F (b) - T (a)).

bat g(s) = T(f(a+s(b-a))) v&i moi s €[0,1]. Chirng
minh .
[(T o f)(b)—(T o f)(@) <

r’ P-Ch1-T”1h vi pnh:

B 2GNL StpT DT o F)(y) |1 y e [asb]}

Bai toan 11 . (Pinh ly gia tri trung binh) Chof 1a
mot 4nh xa kha vi Giteaux tr mOt tap m& U trong
mOt khong gian dinh chuén E vao mét khong gian
dinh chudn F. Gid s anh xa x — Df(x)(h) la mot
anh xa lién tuc trén U v&imoi h trong E. Choavab
trong U sao cho tép hop [a,b] = {a+t(b-a):te
[0,1]} chtra trong U . Chtrng minh

f(b)— f(a)= jol Df (a +t(b—a))(b—a)dt

Hudng dan. Cho T €L(E, R), ch(rng minh
D(To f)a+t(h—a)=T(Df (a+t(b—a)) Vte[0,1],
T(f(b)— f(a)) = T(jo1 Df (a +t(b—a))(b—a)dt).

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 1

CuuDuongThanCong.com

Bai toan 12 . Cho f 13 m6t 4nh xa kha vi Gateaux tl
mot tdp m& U trong mdt khong gian dinh chuén E
vao mot khong gian dinh chuén F. Gid slr anh xa x
> Df(x) 14 mdt anh xa lién tuc t& U vao L(E, F).
Chirng minh f kha vi Fréchet trén U .

Huéng dan. Cho x € U va mot s thuwe duong r sao
cho B(x,r) c U. bat

#(h) = jol(Df (x+th)—Df (x))(hydt ~ Yh e B(0,r).
Chirng minh LIE(} Ih H_l ¢(h) =0.
Dung dinh ly gié tri trung binh.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 12
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PINH NGHIA. Cho f 1a mdt 4nh xa t& U vao F. Ta noi

m f lién tuc kha vi Gateaux trén U néu f kha vi
Gateaux trén U va anh xa x +— Df(x) lién tuc ttr U
vao L(E,F).

m f liéntuc kha vi Fréchet trén U néu f kha vi
Fréchet trén U va anh xa X +— Df(X) lién tuc ttr U
vao L(E,F). Lac @6 tanoi f thude 1&p C'(U).

PINH NGHIA. Cho E va F 13 hai khong gian dinh
chudn, U 1a mdt mé trong E va f thude 1&p CL(U) .
Lac d6 Df 1a mOt anh xa tw U vao khong gian dinh
chun L(E,F). Néu Df kha vi Fréchet trén U , ta noi f
kha vi Fréchet hai 14n trén U va ky hiéu D(Df ) 1a sz

PTBR-Ch1-Tinh vi prhan
va goi né 1a dao ham bac hai cua f .

Dung qui nap toan hoc ta dinh nghia dugc khai niém
kha vi Fréchet n 1n trén U va ky hiéu D(D™!f ) 1a
D v&i DOf =f v&i moi s6 nguyén duong n, va goi
ndé1a daohambécnculaf.

Taky hiéu C'(U,F) 1a tap hop cac ham s f kha vi
Fréchet r 1an trén U sao cho Df lién tuc trén U v&i
moin <r.Néuf thudc 16p C'(U,F ), tandi f lién
tuc kha vi Fréchet r 1an trén U . Ta dé&t

C*(U,F)=()_,C'(U,F).

PINH LY. Cho U 1a mét tdp m& trong mdt khong gian
Banach E , u trong C>(U,F), x € U va h va k thudc E.
Luac do  D?u(x)(h,k) e )@Eeh) . 14

14

Bai toan 13. Cho A 1a mét tap do dugc bj chan trong
R". Cho p la d6 do Lebesgue trong R™ . Dat

f(u)= jAu3dﬂ vue L(A).
Chng minh f thubc 16p C'(L3(A), R).

Hudng dan. Cho u va v trong L3(A) va t € (-1,1)\{0}.
Chlng minh (U+1tv)—

t
Suy ra f kha vi Gateaux trong L3(A) va

DFf (U)(V) = 3j uvdu  Vu,ve (A).
Cho u,v va w trong L3(A). Chung minh
|[DF ()~ DF W)(W) < 3([ Ju s wPd oy ([ Ju—wPd o)’ ([,|v Pd )’

TBP-Ch1-Tinh Vi pnhas A

fw _ IA(Suzv +3tuv? +tv?)d .

CuuDuongThanCong.com

Bai toan 14. Cho A 1a mét tap do dugc bi chan trong
R™. Cho p la @6 do Lebesgue trong R . Dat

f(u)= jAu3dy vue ’(A).
Chrng minh f thubc 16p C*(L3(A), R).

Hudng dan. Cho u,v va w trong L3(A). Chtrng minh
[Df (u +tw) — Df (u)](v)

. = 3.[A(2uwv+tw2v)d L.
Suyra  D?f(u)(v,w)= 6IAuvwdy.

Cho u,v, w va z trong L3(A). Chtrng minh

I[D* ()= D* f (2))(v.w) = 6(], [u—z[d )" ([, |V [d ([ | w[d )’

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 16
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Bai toan 15. Cho A 1a mét tap do dugc bj chan trong
R". Cho p la d6 do Lebesgue trong R" . Dat

f(u)= jAu3dy vue L(A).
Chrng minh f thubc 16p C*(L3(A), R).

Hudng dan. Cho u,v, w va z trong L3(A). Chlrng minh
[D*f(u+tz)—D*f(u)](v,w)
t

=0.

Suy ra D3f (u)=0.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 17

Bai toan 16. Cho A 1a mét tap do dugc bi chan trong
R™. Cho p la @6 do Lebesgue trong R . Dat

f(u)= jAsin(u(t))dﬂ Vue ’(A).
Chrng minh f thubc 16p CI(L>(A), R).

Hudng dan. Cho u va v trong L3(A) vat e (-1,1)\{0}.
Chirng minh
f(u+tv)— f(u) ZJ- sin(u(s)+tv(s))—s(u(s))dﬂ_
t t
Dung dinh 1y héi tu bi chan, chtyrng minh
lim f(u+tv)— f(u) J-

t—0

cos(u)vd .

PTBP-Ch1-Tinh vi pnhan 18

DINH NGHIA . Cho f 12 mOt ham sb thue t mot
tap con A cla mét khong gian dinh chuan E va ala
mot diém trong A. Ta néi :

m f datcyc daitaia néuf(x)<f(a) véimoix e
A.Luc d6 a dugc goi la mét diém cuwe dai cla f.

m f datcyctibutaia néuf(x) = f(a) VO’l moi X €
A .Lucdé a duoc goi la mdt diém cue tidu cla f.

m f dat cue tritai a néuf dat cwe dai hodc cue tiéu
taia . Luc d6 a dugc goila mot diém cwe tri cla f.
m f dat cwre dai dia phuong tai a néu c6 mot sd thure
duong r sao cho f (x) < f(a) v&imoi x € AN B(a,r).
Luc d6 a duoc goi la mdt diém cue dai dia phuong

PTBP- Ch1 -Tinh vi pnhan
clha f.

CuuDuongThanCong.com

m f dat cuc tiéu dia phuong tai a néu c6é mot sb thue
duong r sao cho f (x) = f(a) v&i moix € AN B(a,r)
.Luc d6 a dugc goi la mdt diém cuc tidu dia
phuong cla f.

m f dat cue tri dja phuong tai a néu f dat cuc dai
hodc cuce tiéutai a.Lacdé a duoc g0i la mot
diém cuwe trj dia phuong cla f.

m a 1a mOt diém t&i han cla f néu A 1a mot tp m&
vaf kha vi theo huéng tai a va Df(a)(h) =0 voi
moi hekE.

PTBP-Chifirih vi pnhan 2020
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Bai toan 17. Cho f 1a m&t ham sb thwe trén mot tap
con m& U trong mdt khong gian dinh chuén E va dat
cire tri tai atrong U . Cho h trong E sao cho f kha
vi theo huéng h tai a . Chtvng minh

of
a—h(a)_o

Bai toan 18. Cho A 1a mét tap do dugc bj chan trong
R". Cho p la d0 do Lebesgue trong R" . Dat

f(u)= IAsin(u(t))zdy vuel'(A).

Chép nhan f thudc 1&p CI(L7(A), R). Tim mot sb
diém t&i han cla f ma khong can tinh dao ham cla f.

PTBP-Ch1-Tinh vi pnharf 21

Hudng dan. Tim cac cuc tr cla
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PINH LY. (Nhén t&r Lagrange) Cho f va g 13 hai
ham sb thwe lién tuc kha vi Fréchet trén mét tap mé
U trong mOt khong gian dinh chudn E va f vag 1a
hai ham s6 thwe lién tuc kha vi Fréchet trén U. Dat M
= {x €U : g(x) = 0}. Gia str c¢6 a trong M sao cho f(a)
la mQt cwe tri cla f(M ) va Dg(a) # 0. Lac d6 c6 mot
s6 thwe A sao cho Df(a) = A Dg(a) .
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NUA LIEN TUC DUOI

Dinh nghia. Cho (M,0) la m6t khong gian metric va f
la mot ham so thuc trén M. Ta néi f ntra lién tuc dudi
trén M néu v&i moi dy {x,,} hoi tu vé x trong M, ta co

/(x) < liminf /(x,).

Bai toan 1. Cho (M,0) 1a mot khong gian metric, f 1a
mot ham s6 thuc nira lién tuc dudi trén M, va a mot sb
thuc. Ching minh {x € M : f(x) > a } 1a mét tdp méd
trong M .

Hudng dan. Chimg minh {x € M : f(x) < o} 1a mot tap
dong trong M .

Huéng dan. Cho mét day {x, } trong M sao cho
lim f(x,) =1nf f(M).
m-—>o0

Bai toan 3. Cho (M,0) 1a mot khong gian metric, f* 1a
mot ham sb thyuc trén M, va a trong f (M). Gia st v6i
moi B<atdpKy={xe M:f(x)<p} compic. Ching
minh c6 u trong M sao cho f(u) = min f(M).

H.D. Cho {x,} 1a mot day trong M sao cho {f (x,)}
hoi tu dén inf £ (M). Gia st , = f (x,) < a. Ching
minh c6 mot day con {x,, } cia {x,} hdi tu vé u trong
té'p ﬂzleﬂm .

CuuDuongThanCong.com
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Bai toan 2. Cho (M,9) 1a mdt khong gian metric, f 1a
mot ham s thuc trén M. Gia st {x e M: f(x) >a } 1a
mdt tdp mo trong M v6i moi s6 thuc . Ching minh f
nura lién tuc dudi trén M.

Huéng dan. Cho mét day {x,,} hdi tu vé x trong M.
Cho mot so0 thuc f sao cho S < f(x). Chiing minh

B <liminf f(x ).

Bai toan 3. Cho (M,0) 1a mot khong gian metric, f 1a
mot ham s6 thuc ntra lién tuc dudi trén M, va o trong f
(M). Gia st {x € M : f(x) <o} compic trong M .
Churng minh c6 u trong M sao cho f(u) = min f(M).

Dinh nghia. Cho {x,,} 1a m¢t day trong m¢t khong
gian dinh chuan E. Ta noéi {x,,} hoi tu yéu vé x trong E
néu {7(x,)} hoitu vé T(x) vé1 moi T trong L(E, R).

Bai toan 4. Cho {x,} 1a mot day hdi tu yéu vé x trong
mot khong gian Banach (Z,||.||). Chiing minh {||x,||} bi
chén trong R.

mll

H.D. bat A, (S) = S(x,,) v61 moi s6 nguyén m va véi
moi S trong F' = L(E, R). Dat

1[I = sup {ISG)| : u € E, |[ul| <1}.

Al =sup {| ACD)| - T € L(E, R), [[[T][| < 1}.
Dung dinh ly Hahn-Banach chung minh ||||A,, ||| =
lx,|| - Dung dinh 1y Banach-Steinhaus chirng minh
{IlIA,ll[[} bi chan.
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Pinh nghia. Cho M 1a mét tap con khac tréng trong
mot khong gian Banach E va £1a mot ham sb thuc trén
M. Tanéi f nira lién tuc dudi yéu trén M néu véi moi
day {x,} hoi tu yéu vé x trong M, ta co

£x) <timinf £ (x,).

Pinh nghia. Cho M 1a mét tip con khac tréng trong
mot khong gian Banach (£,]|.|)) va f1a mot ham sb thuc
trén M. Tano6i f coersive trén M néu v6i moi diy {x, }
trong M vé6i {||x,,||} hoi tu vé oo , ta c6 {f(x,,)} hoi tu vé
00,

DPinh nghia. Cho M 1a mdt tap con trong mot khong
gian Banach E. Tan6i M dong yéu trong £ néu voi
moi day {x,} trong M va hoi tu yéu vé x trong E, ta c6 x

Pinh ly. Cho Q 1a m¢t tap mé trong R™ va F' 1a mot
ham sé thuc trén Qx RxR" . Gia st
(i) Vi moi (s,z) € RxR™, ham s6 x — F(x,s,z) do
duoc trén Q.
(il) V&imoix € Q, ham sb (s,2) — F(x,s,z) lién tuc
trén RxR® .
(iii) V&i moi (x,5) € QxR, ham s6 z — F(x,s,z) 16i
trong R" .
(iv) C6 mot ham s6 kha tich ¢ trén Q sao cho
Flx,s,2)>d (x) V (x52z2) € Qx RxR™.
bat
J(u) = IﬂF(x,u(x),Vu(x))dx Y ueW"(Q).

Luc d6 J nira lién tuc dudi yéu trén WH1(Q).
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Bai toan 5. Cho £ 1a mdt khong gian Banach. Gia sur
moi day bi chan {x,} trong £ déu c6 mot day con hoi
tu yéu trong E. Cho M 1a mot tap con déng yéu trong
E. Cho f1a mgt ham s6 thuc coersive ntra lién tuc duéi
yéu trén M. Chimg minh c6 u trong M sao cho flu) =

min f{M).

H.D. Cho {u,} la mdt day trong M sao cho {f (u,)}
hoi tu dén inf f/ (M). Chimg minh {u,} 1a mot day bi
chan va c6 mgt day con hdi tu yéu véu trong M.
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