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PhÇn 4 

C¸c nguyªn lý c¬ häc 

Cïng víi hai vÊn ®Ò ®· nghiªn cøu lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña chuyÓn 

®éng vµ c¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc; c¸c nguyªn lý c¬ häc tr×nh bµy 

d−íi ®©y sÏ cho ta mét ph−¬ng ph¸p tæng qu¸t kh¸c gi¶i quyÕt cã hiÖu qu¶ vµ 

nhanh gän nhiÒu bµi to¸n ®éng lùc häc cña c¬ hÖ kh«ng tù do. 

C¸c nguyªn lý c¬ häc lµ phÇn c¬ së cña c¬ häc gi¶i tÝch. C¨n cø vµo nguån 

n¨ng l−îng vµ ®Æc ®iÓm kÕt cÊu cña c¬ hÖ, c¬ häc gi¶i tÝch sö dông c«ng cô gi¶i 

tÝch to¸n häc ®Ó thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng vµ t×m c¸ch tÝch 

ph©n c¸c ph−¬ng tr×nh ®ã. Trong phÇn nµy chØ giíi thiÖu mét sè vÊn ®Ò c¬ b¶n 

nhÊt cña c¬ häc gi¶i tÝch cô thÓ lµ chØ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng 

cho c¬ hÖ kh«ng tù do vµ nªu lªn mét sè tÝnh chÊt cña nã mµ ta kh«ng ®i s©u vµo 

ph−¬ng ph¸p  tÝch ph©n c¸c ph−¬ng tr×nh ®ã. 

 

Ch−¬ng 14 

Nguyªn lý di chuyÓn kh¶ dÜ 

14.1. C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ c¬ hÖ 

§Ó lµm c¬ së cho viÖc thiÕt lËp c¸c nguyªn lý c¬ häc tr−íc hÕt nªu mét sè 

kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ c¬ hÖ kh«ng tù do. 

14.1.1. Liªn kÕt vµ ph©n lo¹i liªn kÕt 

14.1.1.1. C¬ hÖ kh«ng tù do 

C¬ hÖ kh«ng tù do lµ mét tËp hîp nhiÒu chÊt ®iÓm mµ trong chuyÓn ®éng 

cña chóng ngoµi lùc t¸c dông ra vÞ trÝ vµ vËn tèc cña chóng cßn bÞ rµng buéc bëi 

mét sè ®iÒu kiÖn h×nh häc vµ ®éng häc cho tr−íc. 
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14.1.1.2. Liªn kÕt vµ ph©n lo¹i liªn kÕt 

Liªn kÕt lµ ®iÒu kiÖn rµng buéc chuyÓn ®éng lªn c¸c chÊt ®iÓm cña c¬ hÖ 

kh«ng tù do. C¸c biÕu thøc to¸n häc m« t¶ c¸c ®iÒu kiÖn rµng buéc ®ã gäi lµ 

ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. D¹ng tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh liªn kÕt cã thÓ viÕt :  

fi(rk,vk,t) ≥ 0  j = 1...m ; k = 1...n 

j lµ sè thø tù c¸c ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. 

k lµ sè thø tù c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ. 

Ph©n lo¹i liªn kÕt 

C¨n cø vµo ph−¬ng tr×nh liªn kÕt ta cã thÓ ph©n lo¹i liªn kÕt thµnh :  liªn 

kÕt dõng hay kh«ng dõng ,liªn kÕt gi÷ hay kh«ng gi÷ , liªn kÕt h×nh häc hay 

®éng häc 

NÕu liªn kÕt mµ ph−¬ng tr×nh kh«ng chøa thêi gian t gäi lµ liªn kÕt dõng. 

Ng−îc l¹i ph−¬ng tr×nh liªn kÕt chøa thêi gian t gäi lµ liªn kÕt kh«ng dõng hay 

h÷u thêi 

NÕu liªn kÕt mµ ph−¬ng tr×nh m« t¶ b»ng ®¼ng thøc ta gäi lµ liªn kÕt gi÷ 

hay liªn kÕt hai phÝa. NÕu liªn kÕt cã ph−¬ng tr×nh m« t¶ b»ng bÊt ®¼ng thøc gäi 

lµ liªn kÕt kh«ng gi÷ hay liªn kÕt mét phÝa.  

NÕu liªn kÕt cã ph−¬ng tr×nh kh«ng chøa vËn tèc v gäi lµ liªn kÕt h×nh häc 

hay liªn kÕt h« n« n«m. Ng−îc l¹i nÕu liªn kÕt cã ph−¬ng tr×nh chøa yÕu tè vËn 

tèc v gäi lµ liªn kÕt ®éng häc hay kh«ng h« n« n«m. 

Sau ®©y nªu mét vµi thÝ dô vÒ c¸c lo¹i liªn kÕt. 

C¬ cÊu biªn tay quay OAB biÓu diÔn trªn h×nh (14-1) cã ph−¬ng tr×nh liªn 

kÕt :  

xA
2 + yA

2 = r2 ; 

(xB
 + xA)2 + yA

2 = l2 ; 

yB = 0 . 

C¸c ph−¬ng tr×nh liªn kÕt trªn thÓ hiÖn liªn kÕt dõng, gi÷ vµ h« n« n«m. 
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B¸nh xe b¸nh kÝnh R l¨n kh«ng tr−ît trªn ®−êng th¼ng (h×nh 14-2) cã 

ph−¬ng tr×nh liªn kÕt : 

y0 ≥ R ; 

VP = 0 ; 

Liªn kÕt nµy lµ liªn kÕt dõng, kh«ng gi÷ vµ kh«ng h« n« n«m. 

VËt A treo vµo ®Çu sîi d©y v¾t qua rßng däc cè ®Þnh B. §Çu kia cña d©y 

®−îc cuèn l¹i liªn tôc theo thêi gian. Gi÷ cho vËt dao ®éng trong mÆt ph¼ng oxy 

th¼ng ®øng (h×nh 14-3). Ph−¬ng tr×nh liªn kÕt ®−îc viÕt : 

xA
2 + yA

2 = ≤ l2(t) ; 

zA    = 0 . 

Liªn kÕt nµy kh«ng dõng, kh«ng gi÷ vµ h« n« n«m. 

 
y

P

M

R

x

 

 

 

 

A 
1 2

O 

y 

A 

P(t) 
B 

C

B 
 H×nh 14.3H×nh 14.2H×nh 14.1

14.1.2. To¹ ®é suy réng. 

To¹ ®é suy réng lµ c¸c th«ng sè ®Þnh vÞ cña c¬ hÖ. Ký hiÖu to¹ ®é suy 

réng lµ qj ; qj  cã thÓ ®o b»ng ®¬n vÞ ®é dµi, ®¬n vÞ gãc quay, ®iÖn l−îng... 

NÕu sè c¸c to¹ ®é suy réng ®ñ ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña hÖ ta gäi lµ to¹ ®é suy 

réng ®ñ. NÕu sè to¹ ®é d− thõa nghÜa lµ v−ît qu¸ sè to¹ ®é cÇn thiÕt ®Ó x¸c ®Þnh 

vÞ trÝ cña hÖ gäi lµ to¹ ®é d−. Sè c¸c to¹ ®é d− ®−îc liªn hÖ víi nhau b»ng biÓu 

thøc d¹ng :  

fi(qk,qk,t) ≥ 0  gäi lµ ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. 
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C¬ cÊu tay quay thanh truyÒn biÓu diÔn trªn h×nh 14-1 nÕu chän q1 = ϕ vµ 

q2 = Ψ th× gi÷a q1 vµ q2  cã ph−¬ng tr×nh  : 

rsinq1 - lsinq2 = 0. 

NÕu chän q1 = xA vµ q2 = yA th× gi÷a q1 vµ q2  cã ph−¬ng tr×nh  : 

q1
2 + q2

2 = r2 ; 

q1 = Rcosq3 . 

14.1.3. Di chuyÓn kh¶ dÜ cña c¬ hÖ 

Di chuyÓn kh¶ dÜ lµ di chuyÓn v« cïng nhá cña c¬ hÖ t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt 

sang vÞ trÝ l©n cËn mµ c¬ hÖ cã thÓ thùc hiÖn phï hîp víi liªn kÕt ®Æt liªn hÖ. §Ó 

ph©n biÖt víi di chuyÓn thùc dr ta ký hiÖu di chuyÓn kh¶ dÜ lµ ∂r .  

NÕu gäi  vµ kr
r '

kr
r

 lµ vÐc t¬ ®Þnh vÞ cña chÊt ®iÓm thø k trong hÖ t¹i vÞ trÝ 

®ang xÐt vµ t¹i vÞ trÝ l©n c©n th× '
kkk rrr rrr

−=∂  ta cã : 

fj(rk
',vk

',t) - fj(rk,vk,t) = 0   (j = 1...m). 

Víi ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy di chuyÓn thùc kh¸c víi di chuyÓn kh¶ dÜ ë 

chç : 

Di chuyÓn thùc rdr phô thuéc vµo lùc t¸c dông vµ ®iÒu kiÖn ®Çu vµ liªn kÕt 

®Æt lªn hÖ cßn di chuyÓn kh¶ dÜ chØ phô thuéc 

vµo liªn kÕt ®Æt lªn hÖ mµ th«i. ChÝnh v× thÕ di 

chuyÓn thùc chØ cã mét cßn di chuyÓn kh¶ dÜ 

cã thÓ cã mét hoÆc nhiÒu. §èi víi hÖ chÞu liªn 

kÕt dõng di chuyÓn thùc sÏ trïng víi mét 

trong sè c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ. Trong c¬ cÊu 

tay quay thanh truyÒn (h×nh 14-1) di chuyÓn kh¶ dÜ cña hÖ lµ mét tËp hîp c¸c vÐc 

t¬  vµ  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn liªn kÕt nh− sau : H×nh chiÕu lªn AB cña 

b»ng h×nh chiÕu lªn Ab cña 

Ar∂ Br∂

Ar∂ Br∂ . ChÊt ®iÓm ®Æt lªn mÆt cong (h×nh 14-4) cã 

di chuyÓn kh¶ dÜ lµ tËp hîp c¸c vÐc t¬ rr∂ tiÕp tuyÕn víi mÆt cong t¹i vÞ trÝ ®ang 

xÐt. 

δ r  M 

H×nh 14.4 
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14.1.4. BËc tù do cña c¬ hÖ  

Di chuyÓn kh¶ dÜ cña c¬ hÖ lµ cã nhiÒu tuy nhiªn møc ®ä nhiÒu cã h¹n 

chÕ. Trong sè c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ cña c¬ hÖ cã thÓ cã mét hay mét sè m di 

chuyÓn c¬ së. C¸c di chuyÓn cßn l¹i ®−îc biÓu diÔn qua c¸c di chuyÓn c¬ së nãi 

trªn. C¸c di chuyÓn c¬ së ®éc lËp tuyÕn tÝnh víi nhau vµ ®óng b»ng th«ng sè 

®Þnh vÞ cña c¬ hÖ tøc lµ b»ng sè to¹ ®é suy réng ®ñ. Ta goi c¸c sè di chuyÓn kh¶ 

dÜ c¬ së cña hÖ lµ sè bËc tù do m cña hÖ. 

Trong c¬ cÊu tay quay thanh truyÒn râ rµng sè bËc tù do m = 1, vµ cã thÓ 

chän mét trong ϕ hay µ lµm di chuyÓn c¬ së.  

Sè bËc tù do cña hÖ cµng cao th× møc ®é tuú ý cña c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ 

cµng lín cã thÓ x¸c ®Þnh sè bËc tù do cña c¬ hÖ b»ng biÓu thøc : m = r - s. 

Trong ®ã r lµ sè to¹ ®é d− vµ s lµ sè ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. 

14.1.5. Liªn kÕt lý t−ëng - Lùc suy réng 

14.1.5.1. Liªn kÕt lý t−ëng  

NÕu tæng céng nguyªn tè cña ph¶n lùc liªn kÕt trong mäi di chuyÓn kh¶ dÜ 

cña c¬ hÖ ®Òu triÖt tiªu th× liªn kÕt ®Æt lªn c¬ hÖ ®−îc gäi lµ liªn kÕt lý t−ëng. 

Gäi  lµ ph¶n lùc liªn kÕt t¸c dông lªn chÊt ®iÓm MkN
r

k; ∂rk lµ vÐc t¬ di 

chuyÓn kh¶ dÜ cña chÊt ®iÓm ®ã th× theo ®Þnh nghÜa trªn ta cã : 

∑
=

=∂
n

1k
kk 0r.N rr

        (14-1) 

Trong thùc tÕ nÕu cÇn bá qua lùc ma s¸t vµ tÝnh ®µn håi cña vËt thÓ t¹o 

thµnh c¬ hÖ th× ®a sè c¸c c¬ hÖ tho¶ m·n biÓu thøc trªn vsf nh− vËy chóng chÞu 

c¸c liªn kÕt lý t−ëng. Khi ph¶i kÓ ®Õn c¸c lùc ma s¸t vµ tÝnh ®µn håi cña v¹t thÓ 

ta vÉn dïng d−îc kh¸i niÖm liªn kÕt lý t−ëng trªn ®©y nh−ng ph¶i xem c¸c lùc do 

ma s¸t hoÆc do tÝnh ®µn håi cña vËt thÓ t¸c dông lªn c¬ hÖ nh− lµ c¸c ho¹t lùc. 

VËt r¾n tuyÖt ®èi tù do lµ mét c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. 
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Qu¶ vËy nÕu ta xÐt mét cÆp chÊt ®iÓm M, N bÊt kú trong vËt th× lùc t¸c 

dông t−¬ng hç gi÷a chóng lµ F, F' víi F = -F'. Gäi ∂r vµ ∂r' lµ c¸c vÐc t¬ di 

chuyÓn kh¶ dÜ cña chÊt ®iÓm M, N, ta cã :  

( )'''
2

1k
kk rrFrFr.FrN rrrrrrrr

∂+∂=∂+∂=∂∑
=

. 

Theo ®éng häc vËt r¾n ta cã : 

MNrr ' ∂+∂=∂
rr

 nghÜa lµ : MNrr ' ∂=∂−∂
rr

. VÐc t¬ MN cã ®é lín kh«ng 

®æi nªn ( )'rrMN rr
∂−∂=∂  vu«ng gãc víi F

r
. Cuèi cïng suy ra ( ) 0rr.F ' =∂−∂

rrr
, 

hay , ®iÒu nµy chøng tá vËt r¾n tù do lµ c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. ∑
=

=∂
n

1k
kk 0rN rr

Hai vËt r¾n cã bÒ mÆt tr¬n nh½n tiÕp xóc víi nhau t¹o thµnh mét c¬ hÖ chÞu 

liªn kÕt lý t−ëng. 

Còng dÔ dµng nhËn thÊy hai vËt r¾n cã bÒ mÆt tr¬n nh½n tiÐp xóc víi nhau 

t¹o thµnh mét c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. 

D©y mÒm kh«ng d·n v¾t qua rßng räc khi bá qua sù tr−ît cña d©y vµ bá 

qua ma s¸t æ trôc còng lµ mét c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. 

14.1.5.2. Lùc suy réng 

XÐt c¬ hÖ N chÊt ®iÓm, cã m to¹ ®é suy réng ®ñ q1q2...qm. BiÓu thøc tæng 

c«ng cña c¸c ho¹t lùc trong mét di chuyÓn kh¶ dÜ nµo ®ã cña c¬ hÖ cã thÓ viÕt: 

 ∑ ∑
= =

∂=∂
n

1k

n

1k
k

a
k

a
k rFA rr

.     (a) 

Trong ®ã a
kF
r

 lµ tæng c¸c ho¹t lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm Mk ; ∂rk lµ di 

chuyÓn kh¶ dÜ cña chÊt ®iÓm Mk t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt. 

BiÓu diÔn vÐc t¬ ®Þnh vÞ rr k vµ di chuyÓn kh¶ dÜ ∂ rr k qua c¸c to¹ ®é suy 

réng ta cã :  

 ( )m21kk q.,.........qqrr rr
= ; 
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 m
m

k
2

2

k
1

1

k
k q

q
r

.........q
q
r

q
q
r

r ∂
∂

∂
+∂

∂

∂
+∂

∂

∂
=∂

rrr
r

 . 

Thay kÕt qu¶ vµo biÎu thøc (a) ë trªn ta ®−îc 

 ∑ ∑
= = ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂

∂

∂
+∂

∂

∂
+∂

∂

∂
=∂

N

1k

N

1k
m

m

k
2

2

k
1

1

k
k

a
k q

q
r

.........q
q
r

q
q
r

FA
rrr

r
 

 m
m

k
N

1k

a
k2

2

k
N

1k

a
k1

1

k
N

1k

a
k q

q
r

F.........q
q
r

Fq
q
r

F ∂
∂

∂
+∂

∂

∂
+∂

∂

∂
= ∑∑∑

===

r
r

r
r

r
r

 

∑
=

∂=∂+∂+∂
n

1j
jjnn2211 qQqQ................qQqQ  

§¹i l−îng 
j

k
N

1k

a
kj q

rFQ
∂
∂

= ∑
=

rr
 ®−îc gäi lµ lùc suy réng t−¬ng øng víi to¹ ®é 

suy réng qj . 

Ta cã ®Þnh nghÜa : Lùc suy réng Qj øng víi to¹ ®é suy réng qj lµ ®¹i l−îng 

v« h−íng biÓu thÞ b»ng hÖ sè cña biÕn ph©n t−¬ng øng trong biÓu thøc tæng c«ng 

cña c¸c ho¹t lùc t¸c dông lªn c¬ hÖ trong di chuyÓn kh¶ dÜ bÊt kú cña c¬ hÖ ®ã. 

B¶n chÊt vËt lý cña lùc suy réng phô thuéc vµo b¶n chÊt vËt lý cña to¹ ®é 

suy réng t−¬ng øng. Ch¼ng h¹n ta th−êng gÆp :  

To¹ ®é suy réng qj lµ ®é dµi th× Qj lµ lùc; lµ gãc quay th× Qj lµ m« men lùc 

; qj lµ ®iÖn l−îng th× Qj lµ ®iÖn thÕ. qj lµ ®iÖn thÕ th× Qj lµ ®iÖn l−îng. 

Trong thùc hµnh ®Ó x¸c ®Þnh lùc suy réng Qj ta cã ph−¬ng ph¸p sau ®©y. 

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂qj ≠ cßn c¸c biÕn ph©n kh¸c cña to¹ ®é suy 

réng cho b»ng kh«ng, sau ®ã tÝnh c«ng cña c¸c lùc trong di chuyÓn ®è cña hÖ. 

Theo ®Þnh nghÜa trªn ta cã : 

  ∑ ∑
= =

∂=∂
N

1k

n

1j
jj

a
k qQA

V× c¸c biÕn ph©n ∂q ≠ ∂qj ®Òu triÖt tiªu nªn biÓu thøc trªn viÕt ®−îc :  
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  ∑ ∑
= =

∂=∂
N

1k

n

1j
jj

a
k qQA

Tõ ®©y suy ra biÕu thøc x¸c ®Þnh lùc suy réng Qj ; 

 
j

N

1k

a
k

j q

A
Q

∂

∂
=
∑
=  

ThÝ dô 14.1 : X¸c ®Þnh lùc suy réng t−¬ng øng víi to¹ ®é suy réng cña hÖ 

con l¾c vËt lý kÐp biÓu diÔn trªn h×nh (14-5). Cho biÕt träng l−îng cña mçi con 

l¾c ®Òu b»ng P vµ ®Æt t¹i ®iÓm gi÷a C1, Chøng tõ cña c¸c con l¾c ; §é dµi cña 

mçi con l¾c lµ 1. 

O 
x

y 

 C2

C1 
A 

P2 

P1 

ϕ2 

ϕ1 

Bµi gi¶i : 

Chän to¹ ®é suy réng ®ñ cña hÖ lµ c¸c gãc ϕ1 ϕ2 

nh− trªn h×nh vÏ. Gäi c¸c lùc t−¬nh ønh lµ Q1, Q2. Tr−íc 

hÕt x¸c ®Þnh Q1, ta cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ sao cho 

∂ϕ1 ≠ 0 cßn ∂ϕ2 = 0. C«ng cña c¸c ho¹t lùc P1, P2 trong di 

chuyÓn ®ã tÝnh ®−îc :  

H×nh 14.5 

∑
=

ϕ∂ϕ−ϕ∂ϕ−=∂
k

11211
a
k sinlP,sin

2
1.PA  ; 

1111 Qsinl
2
Pl3

ϕ∂=ϕ∂ϕ=  . 

Suy ra : 

11 sinl
2
Pl3Q ϕ−=  . 

§Ó tÝnh Q2 cho  hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂ϕ1 =  0 cßn ∂ϕ2 ≠ 0. Khi ®ã 

chØ cã con l¾c AB di chuyÓn vµ c«ng cña ho¹t lùc trong di chuyÓn nµy lµ : 

2222222

N

1k

a
k Qsin

2
1.Psin

2
1.PA ϕ∂=ϕ∂ϕ−=ϕ∂ϕ−=∂∑

=

 . 

Suy ra : ϕ−= sin
2
1.PQ2  . 
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14.2.1. Nguyªn lý di chuyÓn kh¶ dÜ  

Khi c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng th× ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó nã c©n 

b»ng t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt lµ tæng c«ng cña c¸c ho¹t lùc trong mäi di chuyÓn kh¶ dÜ 

cña hÖ t¹i vÞ trÝ ®¹ng xÐt b»ng kh«ng. 

  . ∑∑ =∂=∂
=

0r.FA kka

N

1k

a
k

rr

Tr−íc hÕt ta chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn. XÐt c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý 

t−ëng. Gi¶ sö ë vÞ trÝ ®ang xÐt hÖ can b»ng. Ta ph¶i chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn cã 

lµ ∑ =∂ 0r.F kka

r
 . ThËt vËy, v× hÖ c©n b»ng nªn chÊt ®iÓm Mk trong hÖ còng c©n 

b»ng. NÕu gäi   vµ  lµ ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt t¸c dông lªn chÊt ®iÓm kh¶o 

s¸t ta sÏ cã : 

a
kF
r

kN
r

  .  0NF k
a
k =+

rr

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt vµ gäi kr
r
∂  lµ di chuyÓn cña 

chÊt ®iÓm Mk ta còng cã thÓ viÕt :  

0r.Nr.F kkk
a
k =∂+∂

rrrr
 . 

ViÕt cho c¶ hÖ, nghÜa lµ cho k tiÕn tõ 1 ®Õn N sau ®ã céng vÕ víi vÕ cña 

c¸c biÓu thøc sÏ ®−îc : 

0r.Nr.F k

N

1k
kk

N

1k

a
k =∂+∂ ∑∑

==

rrrr
 . 

V× liªn kÕt lµ lý t−ëng nªn 0r.N k

N

1k
k =∂∑

=

rr
 do ®ã cÇn ph¶i cã  

 0r.F k
a
k =∂
rr

 . 

Sau ®©y chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ. 

Gi¶ thiÕt c¬ hÖ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 0r.F k

N

1k

a
k =∂∑

=

rr
 ta ph¶i chøng minh r»ng 

®iÒu kiÖn nµy ®ñ ®Ó cho hÖ tù c©n b»ng ë vÞ trÝ ®ang xÐt. ThËt vËy nÕu c¬ hÖ tho¶ 

m·n ®iÒu kiÖn trªn mµ kh«ng c©n b»ng th× chøng tá nã ph¶i khëi ®éng t¹i vÞ trÝ 

®ang xÐt ®ã. Nh− vËy biÕn thiªn cña hÖ ph¶i d−¬ng. dT > 0. Theo ®Þnh lý ®éng 

n¨ng ta cã : 
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 ∑ ∑∑ ∂+∂==
=

kk

N

1k
k

a
k

a
k r.Nr.FdAdT rrrr

. 

Víi hÖ chÞu liªn kÕt dõng th× di chuyÓn thùc dr sÏ trïng víi mét trong c¸c 

di chuyÓn kh¶ dÜ. Ta cã krdr r
∂= . 

Thay vµo biÓu thøc trªn ta ®−îc : 

 ∑ ∑
= =

>∂+∂=
N

1k

N

1k
kkk

a
.k 0r.NrFdT rrrr

 

V× hÖ chÞu lùc liªn kÕt lý t−ëng nªn :  

  . 0r.N k

N

1k
k =∂+ ∑

=

rr

ChØ cßn l¹i  : . ∑
=

>∂=
N

1k
k

a
.k 0rFdT rr

§iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt ®· nªu, chøng tá c¬ hÖ kh«ng thÓ khëi ®éng t¹i 

vÞ trÝ ®ang xÐt nghÜa lµ khi tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  0r.N k

N

1k
k =∂∑

=

rr
 th× ch¸c ch¾n c¬ hÖ 

sÏ c©n b»ng. 

14.2.2. Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng tæng qu¸t cña c¬ hÖ kh«ng tù do 

Tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng 0r.N k

N

1k
k =∂∑

=

rr
 cã thÓ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh tæng 

qu¸t cho c¬ hÖ d−íi hai d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c vµ to¹ ®é suy réng. 

- D¹ng to¹ ®é §Ò c¸c . 

Gäi Xk
a, Yk

a, Zk
a lµ h×nh chiÕu cña ho¹t lùc a

kF
r

 vµ ∂xk, ∂yk, ∂zk, lµ h×nh 

chiÕu cña di chuyÓn  lªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz. Ta cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh c©n 

b»ng cña hÖ d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh sau ®©y:  

kr
r
∂

(∑∑ ∑
==

∂+∂+∂=∂=∂
N

1k
k

a
kk

a
kk

a
kk

N

1k

a
kk zZyYxXr.FA rr ).   (14-3) 

Ph−¬ng tr×nh nµy gäi lµ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng tæng qu¸t cña hÖ d−íi d¹ng 

to¹ ®é §Ì c¸c. 

- D¹ng to¹ ®é suy réng. 

XÐt hÖ cã m to¹ ®é suy réng ®ñ q1q2....qm. §iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ cã 

thÓ viÕt : 
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  . ∑∑ ∑
==

=∂=∂=∂
N

1k
jjk

N

1k

s
kk 0qQr.FA rr

NÕu hÖ chÞu liªn kÕt h×nh häc (h« n« n«m) th× c¸c ∂qj lµ ®éc lËp víi nhau 

vµ dÔ dµng suy ra c¸c ®iÒu kiÖn c©n b»ng sau ®©y :  

Q1 = 0  ;  Q2 = 0  ; ......Qm = 0.     (14-4) 

C¸c ph−¬ng tr×nh (12-3) vµ (12-4) chÝnh lµ ®iÒu kiÖn c©n b»ng tæng qu¸t 

cña c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng, h« n« n«m lµ lý t−ëng. 

Sau ®©y lµ c¸c bµi to¸n thÝ dô. 

ThÝ dô 14 .1 

Xµ kÐp gåm hai ®o¹n AC vµ chuyÓn ®éng nèi víi nhau b»ng khíp b¶n lÒ ë 

C. Trªn ®o¹n chuyÓn ®éng cã lùc tËp trung P t¸c dông theo ph−¬ng vu«ng gãc 

víi xµ t¹i E. X¸c ®Þnh ph¶n lùc t¹i gèi ®ì di ®éng B. KÝch th−íc kÐt cÊu xµ cho 

trªn h×nh (14-6a). 

 

A 

l1 

a 

B C E D

NB 

b

l2 

A D 
B C E 
δsB 

δsE δsC 

P
 

 

 

 

 
H×nh 14.6b H×nh 14.6a  

Bµi gi¶i : 

§Ó x¸c ®Þnh ph¶n lùc NB ta gi¶i pháng liªn kÕt (gèi tùa di ®éng) t¹i B vµ 

thay vµo ®ã ph¶n lùc NB. 

Cho hÖ di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂SB, ∂Sc, ∂ScE nh− h×nh vÏ. 

Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng tæng qu¸t cho hÖ viÕt ®−îc : 

0S.PSNA EBB
a
k =δ−∂=∂∑ . Trong ®ã : 

B
2

1
E S

l
l

a
bS ∂=∂ .Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cßn viÕt ®−îc : 

0S
l
l.

a
b.PSN B

2

1
BB =∂−∂  hay 0

l
l

a
b.PN

2

1
B =−  
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Suy ra : 

 
2

1
B l

l
a
b.PN =  . 

KÕt qu¶ cho ta gi¸ trÞ d−¬ng chøng tá chiÒu cña ph¶n lùc NB chän nh− 

h×nh vÏ lµ ®óng. 

ThÝ dô 142: Cho c¬ cÊu chÞu t¸c dông c¸c lùc c©n b»ng biÓu diÔn trªn 

h×nh (14-7). 

X¸c dÞnh ®é biÕn d¹ng h cña lß xo nÕu cho Q = 100N; ®é cøng lß xo  c = 5N/cm; 

r1 = 20cm; r2 = 40cm; r3 = 10cm; OA = 50cm; α = 300; β = 900. 

O1 

P 

r1 

r2 

1

δϕ1 
δs K

δϕ3 

δs1 

G3 
G1 

r3 

3o2 

β

α

F
B

x

δsA A

y

δsB 

δψ
δψ

H×nh 14.7
Q 

Bµi gi¶i:  

XÐt hÖ bao gåm vËt D ®Õn con tr−ît B. bá qua ma s¸t ë trôc vµ mÆt tr−ît 

liªn kÕt ®Æt lªn hÖ lµ dõng, mét phÝa, h« n« n«m vµ lý t−ëng. 

Ho¹t lùc t¸c dông lªn hÖ gåm träng l−îng P,G,G,Q 31

rrrr
 vµ c¸c lùc ®µn håi 

F
r

 cña lß xo. Trong c¸c lùc trªn chØ cã lùc Q
r

 vµ F
r

 lµ sinh c«ng. 

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂s lµ di chuyÓn cña vËt D lµm c¬ së. Ta 

cã thÓ t×m ®−îc ci chuyÓn cña ®iÓm B nh− sau : 
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Ta cã : 
1

1 r
s∂

=ϕ∂  

§iÓm tiÕp xóc K gi÷a hai b¸nh r¨ng 2 vµ 3 cã di chuyÓn ∂s1 víi : 

s
r
rrs

1

2
111 ∂=ϕ∂=∂  . di chuyÓn gãc  quay cña b¸nh r¨ng 3 sÏ lµ  

31

21
3 rr

rs∂
=ϕ∂  . 

V× thanh O3A g¾n víi b¸nh r¨ng A nªn ®iÓm A cã di chuyÓn : 

s
rr

rl.AOs
31

2
33A ∂=ϕ∂=∂  . 

Ta cã thÓ x¸c ®Þnh di chuyÓn cña B th«ng qua ∂sA. V× thanh AB chuyÓn 

®éng song ph¼ng víi P lµ t©m vËn tèc tøc thêi nªn suy ra : 

A

B

s
s

PB
PA

∂
∂

=  , hay : AB s
PB
PAa ∂=∂  . 

Trong tam gi¸c APB ta cã : 030cos
1

PA
PB

=  . 

Nªn : s
30cosrr

rs 0
31

2
B ∂=∂  . 

ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn c©n b»ng cho hÖ nhê nguyªn lý di chuyÓn kh¶ dÜ. Ta 

cã: 

   Thay F = c . h ∑ =∂−∂=∂ 0sFsQrF Bkk

rr

ta ®−îc : 0s
30cosrr

rh.csQ 0
31

2 =∂−∂  . 

Suy ra : cm74,1
50.40.5

87,0.10.20.100s
r

30cosrr
c
Qh

2

0
31 ==∂=  . 

Nh− vËy hÖ c©n b»ng khi lß xo bÞ nÐn mét ®o¹n h = 1,74cm. 
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Ch−¬ng 15 

nguyªn lý da lam be 

15.1. Lôc qu¸n tÝnh vµ nguyªn lý Da lam be ®ãi víi chÊt ®iÓm 

XÐt chÊt ®iÓm cã khèi l−îng m chuyÓn ®éng víi gia tèc  d−íi t¸c dông 

c¸c cña lùc   (h×nh 15-1). 

W
r

n21 F.....F,F
rrr

M 

Fn 

H×nh 15.1 

F2 

F1 Fqt
Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc 

viÕt cho chÊt ®iÓm : 

∑
=

=++=
N

1i
in21 FF......FFWm
rrrrr

 . W

ChuyÓn c¸c sè h¹ng cña ph−¬ng tr×nh trªn 

sang mét vÕ ®−îc : 

( ) 0WmFi =−+∑
rr

.   (1) 

Sè h¹ng ( )Wm
r

−  cã thø nguyªn cña lùc b»ng tÝch sè gi÷a khèi l−îng m 

víi gia tèc w, cïng ph−¬ng nh−ng ng−îc chiÒu víi gia tèc ®−îc gäi lµ lùc qu¸n 

tÝnh cña chÊt ®iÓm vµ ký hiÖu lµ qtF
r

. 

Ta cã . WmFqt

rr
−=

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (1) ta ®−îc : 

0FF
N

1i
qti =+∑

=

rr
. 

C¸c lùc ∑ iF
r

 vµ lùc  ®ång quy t¹i chÊt ®iÓm v× vËy cã thÓ viÕt : qtF
r

( ) 0F,F......FF qtn21 =
rrrr

  .       (15-1) 

BiÓu thøc (15-1) biÓu diÔn nguyªn lý §a Lam Be cho chÊt ®iÓm vµ ®−îc 

ph¸t biÓu nh− sau : 

Khi chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng, c¸c lùc thùc sù t¸c dông lªn chÊt ®iÓm (bao 

gåm c¸c ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt) cïng víi lùc qu¸n tÝnh cña nã t¹o thµnh 

mét hÑ klùc c©n b»ng. 
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§iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ lùc biÓu diÔn nguyªn lý §a Lam Be cho chÊt 

®iÓm viÕt ®−îc :  

ΣXi = X1 + X2 + ....... + Xn +Xqt = 0. 

ΣYi = Y1 + Y2 + ....... + Yn +Yqt = 0. 

ΣZi = Z1 + Z2 + ....... + Zn +Zqt = 0. 

Trong ®ã : 

Xi , Yi , Zi vµ Xqt , Yqt , Zqt lµ c¸c h×nh chiÕu cña lùc Fi thùc sù r¸c ®éng len 

chÊt ®iÓm cña lùc qu¸n tÝnh  lªn c¸c trôc oxyz. qtF
r

Chó ý : 

1. Lùc qu¸n tÝnh  kh«ng ®Æt lªn chÊt ®iÓm, ®ã lµ lùc t−ëng t−îng thªm 

vµo ®Ó cã nguyªn lý §a L¨m Be. Thùc tÕ lùc qu¸n tÝnh ®Æt vµo liªn kÕt cña chÊt 

®iÓm. ThÝ dô khi buéc mét vËt nÆng vµo ®Çu mét sîi d©y vµ quay th× lùc thùc sù 

t¸c dông lªn vËt trong tr−êng hîp nµy chØ cã träng lùc, lùc c¨ng cña d©y, lùc c¶n 

kh«ng khÝ, cßn lùc qu¸n tÝnh cña vËt l¹i ®Æt lªn sîi d©y vµ cã xu h−íng ®øt d©y. 

qtF
r

2. Khi chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cong, gia tèc cña chÊt ®iÓm cã hai thµnh 

phÇn tiÕp tuyÕn vµ ph¸p tuyÕn do ®ã lùc qu¸n tÝnh còng cã hai thµnh phÇn t−¬ng 

øng. Ta cã : 

nWWW
rrr

+= τ . 

n
qtqt

n
qt FFWmWmWmF

rrrrrr
+=−−=−= ττ . 

Trong ®ã lùc qu¸n tÝnh tiÕp tuyÕn τ
qtF
r

 cã ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi quü ®¹o cã 

chiÒu phô thuéc vµo tÝnh chÊt chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm. NÕu 0
dt
dvW >=  th× 

lùc qu¸n tÝnh tiÕp tuyÕn ng−îc chiÒu víi vËn tèc cña chÊt ®iÓm. 

 0
dt
dvW <=τ  th× lùc qu¸n tÝnh tiÕp tuyÕn cïng chiÒu víi vËn tèc cña chÊt 

®iÓm. V× vËy gia tèc ph¸p tuyÕn Wn lu«n lu«n cïng h−íng vµo t©m cña ®−êng 

conh t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt nen n
qtF
r

 lu«n lu«n cã chiÒu h−íng tõ t©m ®−êng cong ra 

ngoµi v× thÕ  ®−îc gäi lµ lùc qu¸n tÝnh ly t©m (h×nh 15-2) n
qtF
r

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 -218-

 

M 

n Fqt

Wn

Fqt
τ 

v
Wτ Fqt

τ 

Wn 

M

Wτ

v

nFqt 

 

 

 

 

 
H×nh 15.2

 

Nhê nguyªn lý §a L¨m Be ta cã thÓ gi¶i thÝch c¸c bµi ®éng lùc häc cña 

chÊt ®iÓm b»ng ph−¬ng ph¸p gi¶i bµi to¸n c©n b»ng cña hÖ lùc ®ång quy ®· biÕt 

trong tÜnh häc. 

ThÝ dô 15-1 

M 

W

O 
α 

P

Fe
qt

T

Fqt P

T α

Mét bãng ®Ìn cã träng l−îng P treo 

trªn trÇn cña toa tÇu ®ang ch¹y. T¹i mét thêi 

®iÓm nµo ®ã ng−êi ta thÊy d©y treo ®Ìn lÖch 

®i so víi ph−¬ng ®øng mét gãc α. T×nh gia 

tèc cña tÇu t¹i thêi ®iÓm ®ã. TÝnh lùc c¨ng 

cña d©y (h×nh 15-3). 

H×nh 15.3 Bµi gi¶i : 

XÐt chuyÓn ®éng cña bãng ®Ìn. Gäi gia tèc cña bãng ®Ìn lµ  ta cã : c¸c 

lùc thùc sù t¸c dông lªn bãng ®Ìn lµ träng lùc P

W
r

r
, lùc c¨ng T

r
 cña d©y. Lùc qu¸n 

tÝnh cña bãng ®Ìn lµ : 

W
g
PFqt

rr
−=  . 

Theo nguyen lý §a L¨m Be cã : 

( )qtF,T,P
rrr

   0 

HÖ lùc nµy gåm 3 lùc ®ång quy ta cã thÓ thiÕt lËp ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña 

chóng b»ng tam gi¸c khÐp kÝn nh− trªn h×nh (15-3b). 

Tõ tam gi¸c lùc nµy suy ra : Fqt = Ptgα. 

Hay  mw = ptgα = mgtgα; 
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 w = gtgα. 

T¹i thêi ®iÓm xÐt coi bãng ®Ìn lµ c©n b»ng t−¬ng ®èi trong toa tÇu do ®ã 

gia tèc cña bãng ®µn còng chÝnh lµ gia tèc cña toa xe. 

Cuèi cïng lùc c¨ng T tÝnh ®−îc ; P
cos

1
cos

PT
α

=
α

= . 

Ta cã ph−¬ng chiÌu biÓu diÔn nh− h×nh vÏ. 

ThÝ dô 15-2 : Mét b×nh h×nh trô chøa chÊt láng 

quay quanh trôc th¼ng ®øng víi vËn tèc kh«ng ®æi ω0. 

T×m d¹nh mÆt tho¸ng chÊt láng ë vÞ trÝ c©n b»ng t−¬ng 

®èi (h×nh 15-4). 

Bµi gi¶i:  

XÐt mät phÇn tö chÊt láng M n»m trªn mÆt 

tho¸ng. 

Gi¶ thiÕt mÆt ph¼ng oxy c¾t mÆt tho¸ng theo 

giao tuyÕn AOB di qua ®iÓm M (h×nh 15-4). C¸c lùc 

thùc sù t¸c ®äng lªn chÊt ®iÓm M gåm : Träng lùc P
r

 ph¶n lùc  cña phÇn chÊt 

láng cßn l¹i t¸c dông lªn chÊt ®iÓm cã h−íng theo ph¸p tuyÕn Mn. 

N
r

O 
M

B τ

α 
Fqt

x
P 

N 

r 

n 

y 

A

H×nh 15.4 

Lùc qu¸n tÝnh cña ch¸t ®iÓm lµ WmFqt

rr
=  v× khèi láng quay ®Òu quanh 

trôc quay nªn gia tèc  chØ gåm thµnh phÇn ph¸p tuyÕn  vµ lùc qu¸n tÝnh 

 cã ph−¬ng chiÒu nh− h×nh vÏ : 

W
r

nW
r

qtF
r

Fqt = Fqt
n = mω2.x , 

ë ®©y x lµ to¹ ®é cña ®iÓm M. 

¸p dông nguyªn lý §a L¨m Be cho chÊt ®iÓm M ta cã : 

( )qtF,N,P
rrr

 ∼ 0. 

Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc nµy trªn trùc tuyÕn Mτ viÕt ®−îc :  

m x ω2cosα - mgsinα = 0 ; 

α lµ gãc nghiªng cña ®−êng tiÕp tuyÕn víi trôc x. 

Suy ra x.
g

tg
2ω

=α  
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Thay 
dx
dytg =α  ta ®−îc : x.

gdx
dy 2ω

=  

Hay dx.x.
g

dy
2ω

=  . 

L¸y tÝch ph©n hai vÕ theo c¸c cËn t−¬ng øng cã :  

dx.x.
g

dy
y

0

2y

0
∫∫
ω

=  , 

Hay 2
2

x.
g2

y ω
=  . 

Nh− vËy ®−êng AOB lµ ®−êng parabol vµ mÆt tho¸ng cña chÊt láng lµ mét 

mÆt paraboloit trßn xoay nhËn trôc oy lµ trôc ®èi xøng. 

15.2. Nguyªn lý §a L¨m Be ®èi víi hÖ 

15.2.1. Nguyªn lý 

XÐt hÖ gåm n chÊt ®iÓn : M1,M2, ........Mn. 

T¸ch mét chÊt ®iÓm Mk ra xÐt. Gäi i
kF
r

 vµ e
kF
r

 lµ tæng c¸c néi lùc vµ tæng 

c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm. NÕu chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng víi gia tèc 

 th× lùc qu¸n tÝnh cña chÊt ®iÓm sÏ lµ kW
r

kkqtk WmF
rr

−= . 

¸p dông nguyªn lý §a L¨m Be cho ch¸t ®iÓm ta cã : 

( )qtk
e
k

i
k F,F,F

rrr
   0. 

Cho k tiÕn tõ 1 ... n ta ®−îc n hÖ lùc c©n b»ng viÕt theo d¹ng trªn. TÊt c¶ 

c¸c hÖ lùc ®ã hîp l¹i thµnh mét hÖ lùc c©n b»ng :  

( )qtk
e
k

i
k F,F,F

rrr
   0.  (k = 1.... n)     (15-3) 

BiÓu thøc (15-3) biÓu diÔn nguyªn lý §a L¨m Be ®èi víi hÖ vµ ®−îc ph¸t 

biÓu nh− sau : 

Khi hÖ chuyÓn ®éng c¸c lùc thùc sù t¸c dông lªn hÖ (kÓ c¶ néi lùc vµ 

ngo¹i lùc) cïng víi lùc qu¸n tÝnh cña hÖ t¹o thµnh mét hÖ lùc c©n b»ng. 

HÖ lùc biÓu diÔn bëi biÓu thøc (15-3) lµ hÖ lùc bÊt kú trong kh«ng gian vµ 

vËy ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ cã thÓ viÕt nh− sau : 
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( )∑
=

=++
N

1ki
qtk

e
k

i
k 0FFF

rrr
 ; 

[ ]∑
=

=++
N

1ki
qtk0

e
k0

i
k0 0)F(m)F(m)F(m

rrrrrr
 . 

V×  nªn ph−¬ng tr×nh cßn l¹i : 0F
N

1ki

i
k =∑

=

r

( )∑
=

=+
N

1ki

qte
k 0RF

rr
 ; 

[∑
=

=+
N

1ki

qt
0

e
k0 0M)F(m

rrr ]        (15-4) 

Trong ®ã qtR
r

 vµ  lµ vÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh lùc qu¸n tÝnh cña 

hÖ. 

qt
0M

r

NÕu viÕt d−íi d¹ng h×nh chiÕu ta cã 6 ph−¬ng tr×nh sau : 

∑ =+ 0XX qte
k ; 

∑ =+ 0YY qte
k ;  

∑ =+ 0ZZ qte
k ;  

∑ =+ 0M)F(m qt
x

e
kx  ; 

∑ =+ 0M)F(m qt
y

e
ky  ; 

∑ =+ 0M)F(m qt
z

e
kz . 

Trong ®ã : Xk
e, Yk

e , Zk
e , Xqt , Yqt , Zqt lµ c¸c thµnh phÇn h×nh chiÕu lªn 

c¸c trôc oxyz cña ngo¹i lùc 0
kF
r

 vµ vÐc t¬ chÝnh cña lùc qu¸n tÝnh qtR
r

 cßn 

 vµ M)F(m),F(m),F(m e
kz

e
ky

e
kx

rrr
x

qt , My
qt , Mz

qt  lµ m« men ®èi víi ba trôc oxyz 

cña ngo¹i lùc  vµ m« men chÝnh cña lùc qu¸n tÝnh ®èi víi ba trôc. 0
kF
r

Còng nh− ®èi víi chÊt ®iÓm nguyªn lý §a L¨m Be ®èi víi hÖ cho ta 

ph−¬ng ph¸p gi¶i c¸c bµi to¸n ®éng lùc häc cho hÖ theo ph−¬ng ph¸p tÜnh häc vµ 

®−îc gäi lµ ph−¬ng ph¸p tÜnh ®éng....Ph−¬ng ph¸p tÜnh ®éng ®−îc ¸p dông réng 

r·i ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n ®éng lùc häc ®Æc biÖt lµ nh÷ng bµi to¸n x¸c ®Þnh c¸c 

ph¶n lùc liªn kÕt. Khi sö dông ph−¬ng ph¸p khã kh¨n chÝnh lµ viÖc x¸c ®Þnh vÐc 
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t¬ chÝnh qtR
r

 vµ m« men chÝnh, Mc
qt. Sau ®©y sÏ tr×nh bµy kÕt qu¶ thu gän hÖ lùc 

qu¸n tÝnh trong mét sè tr−êng hîp ®Æc biÖt. 

15.2.2. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh 

15.2.2.1. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña vËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 

 C¸c chÊt ®iÓm trong vËt cã gia tèc nh− nhau vµ b»ng gia tèc khèi t©m : 

. ( )n....1kWW ck ==
rr

Khi thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh vÒ khèi t©m C ta ®−îc : 

∑ −=−= cck
qt
c WMWmR

rrr
 ; 

( ) ∑∑ ==−=−= 0WxrMWxmrWmmM cccckkkkc
qt
c

rrrrrr
. 

V× 0rcc =
r

 do ta chän C lµm t©m thu gän. 

Nh− vËy trong tr−êng hîp vËt chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn hîp lùc cña c¸c lùc 

qu¸n tÝnh b»ng vÐc t¬ chÝnh c
qt
c WMR

rr
−=  vµ ®i qua khèi t©m C. 

15.2.2.2. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña vËt r¾n chuyÓn ®éng quay quanh mét 
trôc cè ®Þnh ®i qua khèi t©m C 

Gäi vËn tèc vµ gia tèc cña vËt lµ ω vµ ε ta cã : 

0WMWmR ckk
qt
c =−=−=∑

rrr
 v× 0Wc =

r
. 

( ) ( ) ( )qt
n

N

1k
cz

qtN

1k
cz

qt
N

1k
cz

qt
k FmFmFmM

rrr
∑∑∑
=

τ
==

+==  . 

C¸c lùc qu¸n tÝnh ph¸p tuyÕn lu«n lu«n ®i qua trôc quay do ®ã : 

( )∑ =
k

qt
ncz 0Fm
r

 . Ta cã :  

( )∑ ∑
=

τ ε−=ε−==
N

1k
ozkkk

qt
cz

qt
cz JdmdFmM

r
. 

Mcz
qt = - Jozε. 

Víi Joz lµ m« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi trôc quay. 

KÕt qu¶ thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña hÖ chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc 

®i qua khèi t©m lµ : 

0R qt
c =

r
 vµ Mcz

qt = - Jozε. 
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15.2.2.3. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña vËt r¾n chuyÓn ®éng song ph¼ng 

Theo ®éng häc chuyÓn ®éng song ph¼ng cña vËt cã thÓ ph©n tÝch thµnh hai 

chuyÓn ®éng c¬ b¶n lµ tÜnh tiÕn theo khèi t©m vµ chuyÓn ®éng quay quanh trôc z 

®i qua khèi t©m C vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng c¬ së. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh víi 

tõng chuyÓn ®éng c¬ b¶n ®ã ®· ®−îc tr×nh bµy trong hai tr−êng hîp trªn. DÔ 

dµng nhËn thÊy khi thu gän c¸c lùc qu¸n tÝnh cña hÖ chuyÓn ®éng song ph¼ng cã 

kÕt qu¶ sau :  

c
qt
C WMR

rr
−=  vµ Mcz

qt = - Jozε. 

trong ®ã M vµ Joz lµ khèi l−îng vµ m« men qu¸n tÝnh cña hÖ ®èi víi trôc 

quay cz. Wc vµ ε lµ gia tèc khèi t©m vµ gia tèc gãc cña hÖ. 

Sau ®©y gi¶i mét sè bµi to¸n cã vËn dông nguyªn lý §a L¨m Be cho hÖ. 

ThÝ dô 15-3: 

Hai vËt A vµ B cã träng l−îng P1 vµ P2 liªn kÕt víi nhau b»ng mét sîi d©y 

kh«ng d·n träng l−îng kh«ng ®¸ng kÓ. Hai vËt chuyÓn ®éng trªn mÆt ph¼ng n»m 

ngang cã hÖ sè ma s¸t f nhê t¸c dông lùc Q vµo vËt B theo ph−¬ng ngang ( h×nh 

15-5 ). X¸c ®Þnh gia tèc cña hai vËt vµ lùc c¨ng cña sîi d©y. 

Bµi gi¶i : 

XÐt hÖ gåm c¶ hai vËt. C¸c lùc ngoµi t¸c dông lªn hÖ gåm träng l−îng 

, ph¶n lùc ph¸p tuyÕn 21 P,P
rr

21 N,N
rr

, lùc ma s¸t tr−ît 21 F,F
rr

 vµ lùc kÐo Q. 

 

N1 

F1 
qt

N2 

P2 

F2 
qt

F1 

B A Q

P1 

F2 
P2 

N2 

F2 
qt

T

F2 

 

 

 

 b)a) 
 

H×nh 15.5 

Gäi lùc qu¸n tÝnh ®Æt lªn vËt A vµ B lµ qt
2

qt
1 F,F
rr

 ta cã : 

2
2qt

21
1qt

1 W
g
PF;W

g
PF

rrrr
−=−=  

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 -224-

víi WWW 21

rrr
==  . 

Theo nguyªn lý §a L¨m Be ta cã : 

( ) 0F,F,Q,F,F,N,N,P,P qt
2

qt
1212121 =

rrrrrrrrr
 

C¸c lùc nµy ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh (15-5a). Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng theo 

ph−¬ng trôc ox n»m ngang viÕt ®−îc: 

0FFFFQ 11
qt
2

qt
1 =−−−−

rrrr
, 

hay ( ) 0fPPW
g

PPQ 12
12 =+−

+
−=

r
. 

Suy ra gia tèc hai vËt : 

g.f
PP

QW
12

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=  

Tõ kÕt qu¶ t×m ®−îc nhËn thÊy vËt chuyÓn ®éng khi : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

<
12 PP

Qf . 

§Ó tÝnh lùc c¨ng T cña d©y ta ph¶i t¸ch mét trong hai vËt ra ®Ó xÐt ch¼ng 

h¹n xÐt vËt B. C¸c lùc thùc sù t¸c dông lªn vËt B lµ : ( )T,Q,F,N,P 222

rrrr
. lùc qu¸n 

tÝnh lµ . C¸c lùc nµy ®−îc biÓu diÓn trªn h×nh (15-5b). qt
2F
r

¸p dông nguyªn lý §a L¨m Be ta cã :  

( , P
r

N
r

, 2F
r

, , T , qtQ
r r

F
r

2 )∼ 0. 

ViÕt ph−¬ng tr×nh cña hÖ c©n b»ng nµy lªn ph−¬ng ngang ta cã: 

Q - T - F2 - F2
qt = 0      

Q - T - p2.f - p2
g
w  = 0 

Thay gi¸ trÞ t×m ®−îc cña w vµo ph−¬ng tr×nh trªn tÝnh ®−îc : 

T = 
21

1

PP
QP
+

. 

KÕt qu¶ cho thÊy lùc c¨ng cña d©y kh«ng phô thuéc lùc ma s¸t. 
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ThÝ dô 15-4: 

Thanh ®ång chÊt cã chiÒu dµi l, träng l−îng P
r

. §Çu A ®−îc gi÷ b»ng khíp 

b¶n lÒ vµ ®Çu B ®−îc  gi÷ b»ng sîi d©y (h×nh 15.6). X¸c ®Þnh lùc c¨ng  cña d©y 

BD khi trôc quay ®Òu víi vËn tèc ω

T
r

o. 

Cho biÕt gãc hîp bëi gi÷a thanh AB vµ trôc quay AD lµ α. 

Bµi gi¶i: 

XÐt chuyÓn ®éng cña thanh AB. C¸c lùc ngoµi t¸c dông lªn thanh lµ: 

Träng lùc P , phµn lùc R
r r

A vµ lùc c¨ng T
r

 cña d©y. Gäi hîp lùc cña c¸c lùc qu¸n 

tÝnh lµ qtR
r

 . Theo nguyªn lý §a lam be ta cã: 

  ( , ,P
r

T
r

R
r

A, R  qtr
 )∼ 0. 

Ta cã nhËn xÐt: Lùc qu¸n tÝnh F
r  qt

k cña c¸c phÇn tö trªn thanh cã cïng 

ph−¬ng chiÒu vµ tû lÖ víi to¹ ®é x  cña nã. k

y

A

yA 

xA 

P
→

x

ω2xdm 

Rn

E
EB

ωo 

D T

C 

α

H×nh 15.8

h

§iÒu nµy cho phÐp vÏ biÓu ®å ph©n bè 

c¸c lùc qu¸n tÝnh theo h×nh (15-6). Ta nhËn 

thÊy r»ng hîp lùc cña hÖ lùc nµy R
r qt = M. 

W
r

c vµ ®i qua träng t©m cña tam gi¸c ABE, 

nghÜa lµ ®i qua ®iÓm F c¸ch A mét ®o¹n 

b»ng 21/3. DÔ dµng t×m thÊy ph−¬ng tr×nh 

c©n b»ng cho hÖ lùc: 

∑ =++−= 0RXTX qt
A ; 

∑Y=YA - P = 0 ; 

2
1Pcos

3
2.Rcos.l.T)F(m qt

iA −α−α=∑ 0sin =α

.Thay 2
c

qt sin
2
l

g
PW.MR αω==  vµ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+α

ω
= tg

2
1sin

g3
lPT

2
0 ; 

PYA =  vµ 2
0

2
0

A sin
2
l

g
Ptg

2
1sin

g3
lPX αω−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+α

ω
=  . 
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Ch−¬ng 16 

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc -  
Ph−¬ng tr×nh lagrang lo¹i 2 

16.1. Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc 

Nh− ®· biÕt ë ch−¬ng 12 vµ ch−¬ng 13, nguyªn lý §a L¨m Be cho ta 

ph−¬ng ph¸p tÜnh ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n ®éng lùc häc, cßn nguyªn lý di 

chuyÓn kh¶ dÜ cho ta ph−¬ng ph¸p tæng qu¸t gi¶i c¸c bµi to¸n c©n b»ng cña c¬ hÖ 

tù do. KÕt hîp hai nguyªn lý trªn cho chóng ta thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

chuyÓn ®éng cña c¬ hÖ tù do  gäi lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc. 

XÐt c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng chuyÓn ®éng d−íi t¸c dông cña 

c¸c ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt. Gäi k
a
k N,F
rr

 lµ ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt t¸c 

dông lªn chÊt ®iÓm Mk . Nguyªn lý §a L¨m Be cho chÊt ®iÓm Mk cã thÓ viÕt ; 

0WmNF kkkk =−+
rrr

.  (a) 

Cho hÖ di chuyÓn kh¶ dÜ, gäi kr
r
∂  lµ di chuyÓn cña chÊt ®iÓm Mk . Nh©n hai 

vÕ cña ph−¬ng tr×nh (a) víi kr
r
∂  ta ®−îc 

0rWmrNrF kkkkkk
a
k =∂−∂+∂

rrrrrr
.   (b) 

ViÕt ph−¬ng tr×nh (b) cho tÊt c¶ c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ nghÜa lµ cho k = 1 

... N ta sÏ ®−îc hÖ N ph−¬ng tr×nh : 

0rWmrNrF 111111
a =∂−∂+∂

rrrrrr
 ; 

0rWmrNrF 222222
a =∂−∂+∂

rrrrrr
 ; 

.............................................. 

0rWmrNrF nnnnnn
a
n =∂−∂+∂

rrrrrr
 . 

TiÕn hµnh céng vÕ víi vÕ cña hÖ N ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc :  

0rWmrNrF
N

1k
kkk

N

1k
kk

N

1k
k

a
k =∂−∂+∂ ∑∑∑

===

rrrrrr
 .     (c) 

V× liªn kÕt ®Æt lªn hÖ lµ liªn kÕt lý t−ëng nªn sè hµng thø hai trong ph−¬ng 

tr×nh (c) triÖt tiªu :      . 0rN
N

1k
kk =∂∑

=

rr
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Cuèi cïng ta cã : 

0rWmrF
N

1k
kkk

N

1k
k

a
k =∂−∂ ∑∑

==

rrrr
 

Hay : 0r)WmF( kkk

N

1k

a
k =∂−∑

=

rrr
      (16-1) 

Ph−¬ng tr×nh (16-1) lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ ®−îc gäi 

lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc d−íi d¹ng vÐc t¬. 

Còng cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh nµy d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c sau ®©y. 

∑ ∑∑
= ==

=∂−+∂−+∂−
N

1k

N

1k
kkk

a
kkkk

a
k

N

1k
kkk

a
k 0z)zmZ.(y)ymY.(x)xmX.( rrr

 (16-2) 

Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc ta thÊy khi c¬ hÖ chÞu liªn 

kÕt dõng vµ lý t−ëng tæng vi ph©n c«ng cña c¸c ho¹t lùc vµ c¸c lùc qu¸n tÝnh 

lu«n lu«n b»ng kh«ng. Ta cã : 

0A.A.
N

1k

qa
k

N

1k

a
k =∂+∂ ∑∑

==

       (16-3). 

ThÝ dô 16-1 

Trôc cña bé ®iÒu chØnh ly t©m ®Æt 

th¼ng ®øng vµ quay víi vËn tèc gãc ω 

(h×nh 16-1). Träng l−îng cña mçi qu¶ 

v¨ng lµ P1 = P2 = P. Träng l−îng cña con 

tr−ît CC1lµ Q. X¸c ®Þng gãc α cña thanh 

A1O1 vµ A2O2 hîp víi trôc quay lµ hµm 

theo vËn tèc gãc ω. Cho A1O1 = A2O2 = 

1; O1B1 = O2B2 = B1C1 = B2C2 = a 

Bµi gi¶i : 

Xem  bé ®iÒu chØnh bao gåm qu¶ 

v¨ng A1A2 vµ con tr−ît lµ mét c¬ hÖ. NÕu 

bá qua lùc ma s¸t ë c¸c æ trôc vµ c¸c 

khíp nèi ta cã thÓ xem c¬ hÖ nµy chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng. C¸c ho¹t lùc t¸c 

dông lªn hÖ bao gåm träng l−îng cña c¸c qu¶ v¨ng vµ con tr−ît lµ 21 P,P
rr

 vµ Q. 

Khi hÖ quay æn ®Þnh víi vËn tèc gãc ω th× lùc qu¸n tÝnh cña hÖ chØ bao gåm c¸c 

α

ω y
O1 O2 

Q3 

x

P1 

F1
n

A2 A1 

B2 B1 

C1 C2 

P2 

F2
n

H×nh 16.1 
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lùc qu¸n tÝnh ly t©m  cña hai qu¶ v¨ng. Do ®èi xøng c¸c lùc qu¸n tÝnh nµy 

cã trÞ sè b»ng nhau vµ b»ng :  

qt
2

qt
1 F,F
rr

αω== sinl
g
PFF 2qt

2
qt

1

rr
 . 

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc viÕt d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c ®· 

chän nh− h×nh vÏ lµ : 

P1∂x1 + P2∂x2 - F1
qt∂y1 + F2

qt∂y2 + Q∂x0 = 0. 

§Ó x¸c ®Þnh c¸c biÕn ph©n cña to¹ ®é tõ h×nh vÏ ta cã : 

x1 = x2 = lcosα ; 

y1 = -y2 = -lsinα ; 

xc = 2acosα. 

Suy ra: ∂x1 =∂x2 = -lsinα.∂α; 

 ∂y1 =-∂y2 = -lcosα.∂α; 

 ∂xc = -2a.sinα.∂α; 

Thay c¸c kÕt qu¶ võa t×m ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh thiÕt lËp ë trªn : 

0sin.Q2cosl.sinl
g
P2sina2.P2 2 =α∂α−α∂ααω+α∂α−  . 

Suy ra :  

g
Pl

QaPlcos 22ω
+

=α  , 

Hay : g
Pl

QaPlarccos 22ω
+

=α  . 

V× cosα ≤ 1 nªn còng tõ kÕt qu¶ nµy suy ra : 

g
Pl

QaPl
22

2

ω
+

≥ω  . 

§Ó cã gãc t¸ch α cho tr−íc vËn tèc gãc cña trôc bao giê còng lín h¬n 

hoÆc b»ng g
Pl

QaPl
22ω

+
. 
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ThÝ dô 16-2 

C¬ cÊu n©ng h¹ cã kÕt cÊu biÓu 

diÔn trªn h×nh (16-2). B¸nh xe 1 cã 

träng P1, b¸n kÝnh qu¸n tÝnh ρ1. B¸nh xe 

2 cã träng P2, b¸n kÝnh qu¸n tÝnh ρ2. X¸c 

®Þnh gia tèc cña vËt nÆng A cã träng 

l−îng Q khi ta t¸c ®éng lªn b¸nh xe mét 

m« men quay M. 

Bµi gi¶i : 

XÐt hÖ gåm b¸nh xe 1, b¸nh xe 2 

vµ vËt nÆng A. Coi ma s¸t trong trôc 

b¸nh xe lµ kh«ng ®¸ng kÓ th× liªn kÕt ®Æt lªn hÖ lµ liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng. 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ ®−îc viÕt d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh tæng 

qu¸t cña ®éng lùc häc. 

2

M2
qt

M

1

Mt
qt

δϕ1 δϕ2 

ε2 

ε1 

A

δs1 
ω1 

Q
FA

qt

H×nh 16.2 

0rWm.rF.
N

1k
kkk

n

1k
k

a
k =∂−∂ ∑∑

==

rrr
 

Ho¹t lùc t¸c dông lªn hÖ bao gåm m« men M vµ c¸c träng lùc . Q,P,P 21

rr

Khi hÖ chuyÓn ®éng, c¸c lùc qu¸n tÝnh t¸c dông lªn hÖ bao gåm  . qt
2

qt
1

qt
A M,M,F
r

Lùc qu¸n tÝnh cña vËt A cã thÓ x¸c ®Þnh :    A
qt
A W

g
QF
rr

−=  

C¸c m« men lùc qu¸n tÝnh cña b¸nh xe    2
2
2

2qt
21

2
1

1qt
1 g

PM;
g
PM ερ=ερ= . 

ë ®©y  lµ gia tèc cña vËt A ; εAW
r

1 vµ ε2 lµ gia tèc cña gãc cña b¸nh xe 1 

vµ 2. Theo kÕt cÊu cña hÖ ta cã:     A
2

1
2

A
1 W

rr
r;

r
W

=ε=ε  . 

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi di chuyÓn ∂sA cña vËt A lµm c¬ së. Theo 

kÕt cÊu ta còng suy ra di chuyÓn cña c¸c b¸nh xe lµ :  

r
s

r
r

r
r;

r
s A

2

1

2

1
2

A
1

∂
=ϕ∂=ϕ∂

∂
=ϕ∂  

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña hÖ ®éng lùc häc viÕt cô thÓ sÏ lµ : 
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- 0
r
s

r
r

Ms
rr
r

g
P

r
s

g
P

sW
g
QsQ A

2

1
A

2

1
2

2
2

2A
1

2
1

1
AAA =

∂
+∂ερ−

∂
ερ−∂−∂  . 

Hay : 0
rr
rMW

rr
r

g
P

r
W

g
P)

g
W1(Q

2

1
A2

2
2

2
12

2
2

2
A2

1
1A =+ρ−ρ−−−  . 

Suy ra : 

12
2

2
1

2
2

2
1

2

1

A

P
r
r

r
P

r
rQ

rQM
r
r

W
ρ

+
ρ

+

−
=  . 

16.2. Ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i II 

Ph−¬ng tr×nh tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc viÕt d−íi d¹ng to¹ ®é suy 

réng d−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2. 

XÐt hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng. Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña hÖ lµ : 

,0r)WmF.(
N

1k
kkk

a
k =∂=∑

=

rrr
   hay :  .0rWm.rF.

N

1k
kkk

N

1k
k

a
k =∂−∂ ∑∑

==

rrrr
 

Nh− ®· biÕt ë ch−¬ng 14 ta cã thÓ thay :     ∑∑
==

∂=∂
m

1j
jj

N

1k
k

a
k qQ.rF. rr

 

ë ®©y Qj lµ lùc suy réng øng víi to¹ ®é suy réng qj .  

§Ó cã ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 ta cßn ph¶i biÕn ®æi trùc tiÕp sè h¹ng 

 sang to¹  ®é suy réng. ta cã : ∑
=

∂
N

1k
kkk rWm. rr

.q)
q
rWm.()q

q
r.(Wm.rWm. j

m

1j j

k
N

1k
kk

N

1k

m

1j
j

j

k
kk

N

1k
kkk ∂

∂
∂

=∂
∂
∂

=∂ ∑ ∑∑ ∑∑
= == ==

rrrrrr
 

ë trªn ®· thay : )
t
rq

q
r.......q

q
rq

q
r(r k

j
m

k
j

2

k
j

1

k
k ∂

∂
+∂

∂
∂

+∂
∂
∂

+∂
∂
∂

=∂
rrr

 

§Æt 
j

k
N

1k
kk q

r
Wm

∂

∂
∑
=

r
r

 = Zj ta sÏ ®−a ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng:

∑∑
==

∂=∂
m

1j
jj

N

1k
kkk qZ.rWm. rr

 

Sau ®©y t×m biÓu thøc cña Zj : 
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∑∑∑
=== ∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

=
N

1k 1

k
kk

1

k
N

1k
kk

N

1k 1

k
kkj )

q
r(

dt
dvm.

q
rvm.(

dt
d

q
rWm.Z

r
r

r
r

rr
 . 

Thay ;
t
r

q
q
r

......q
q
r

q
q
r

dt
rd

v k
m

1

k
2

1

k
1

1

kk
k ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
==

r

&

r

&

r

&

rr
r

 

.
t
r

q
q
r

v
m

1j

k
j

j

k
k ∑

= ∂

∂
+

∂

∂
=

r

&

r
r

 

Tõ kÕt qu¶ nµy suy ra hai biÓu thøc sau : 

j

k

j

k

q
v

q
r

&

rr

∂

∂
=

∂

∂
      (e) 

Thay : 

1

k
2

m
mj

k
2

2
2j

k
2

1
1j

k
2

j

k

qt
r

q
qq
r

........q
qq
r

q
qq

r
)

q
r

(
dt
d

∂∂

∂
+

∂∂

∂
++

∂∂

∂
+

∂∂

∂
=

∂

∂
r

&

r

&

r

&

rr

 

∑∑
== ∂

∂
=

∂

∂
+

∂

∂

∂
∂

=
∂∂

∂
+

∂∂

∂
=

m

1j j

kk
j

j

k

j

m

1j j

k
2

j
jj

k
2

q
v

)
t
r

q
q
r

.(
qqt

r
q

qq
r

.
rr

&

rr

&

r

 

Suy ra : .
q
v)

q
r(

dt
d

j

k

j

k

∂
∂

=
∂
∂

rr

    (g) 

Thay kÕt qu¶ t×m ®−îc tõ biÓu thøc (e) vµ (g) vµo biÓu thøc cña Zj ta ®−îc : 

∑ ∑
= = ∂

∂
−

∂

∂
=

N

1k j

k
N

1k
kk

j

k
kkj ;

q
v

vm.)
q
v

vm.(
dt
dZ

r
r

&

r
r

 

∑ ∑
= ∂

∂
∂
∂

=
N

1k

2
k

k
j

2
k

kk
j

.)
2

v
m.(

q
.

2
v

vm.(
q

.
dt
d r

&
 

Hay : 
jj

j q
T)

q
T(

dt
dZ

∂
∂

−
∂
∂

=
&

 

Thay kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh (d) ta cã : 

.0q.Z.qQ.rWm.rF.
m

1j
jj

m

1j
jj

N

1k
kkk

N

1k
2

a
k =∂−∂=∂−∂ ∑∑∑∑

====

rrrr
 

Hay : )m....1j(Q
q
T)

q
T(

dt
d

j
jj

==
∂
∂

−
∂
∂
&

     (16-4). 
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HÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng (16-4) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2. 

Trong ®ã T lµ ®éng n¨ng cña hÖ. Qj lµ lùc suy réng øng víi to¹ ®é suy réng qj . 

Trong tr−êng hîp lùc ho¹t ®éng lµ lùc cã thÕ 
j

j q
Q

∂
π∂

−=  th× ph−¬ng tr×nh 

(16-4) trë thµnh : 

.)m....1j(
qq

T)
q
T(

dt
d

jjj

=
∂
π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂
&

    (16-5) 

CÇn chó ý r»ng ,0
q j

=
∂
π∂

  do ®ã : 

)
qq

T()
qq

T(
dt
d

jjjj ∂
π∂

−
∂
∂

−
∂
π∂

−
∂
∂
&

= 0 

NÕu ®Æt T - π = L ( qj , ,t) th× ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 cã d¹ng : jq&

.)m...1j(0
q
L)

q
L(

dt
d

jj

==
∂
∂

−
∂
∂
&

     (16-6) 

ThÝ dô 16-1 

Mét trô trßn ®ång chÊt cã khèi l−îng M chuyÓn ®éng l¨n kh«ng tr−ît trªn 

mÆt ph¼ng nghiªng cña l¨ng trô h×nh tam gi¸c cã khèi l−îng m vµ cã gãc 

nghiªng víi mÆt ngang lµ α. L¨ng trô cã thÓ tr−ît trªn mÆt ngang nh½n          

(h×nh 16-3). LËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña c¬ hÖ. 

XÐt hÖ l¨ng trô vµ trô trßn. 

C¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng, gi÷, h« 

n« n«m vµ lý t−ëng. Ho¹t lùc t¸c 

dông lªn hÖ gåm cã : Träng lùc 

P
r

 vµ  cña trô trßn vµ l¨ng trô 

tam gi¸c. C¸c lùc nµy lµ lùc cã 

thÕ. NÕu chän hÖ to¹ ®é suy réng 

®ñ cña hÖ lµ q

Q
r

1 = x vµ q2 = s (h×nh 

16-3) ta thÊy hÖ cã hai bËc tù do vµ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 cã thÓ viÕt d−íi 

d¹ng : 

α B

A

Q

P

O

x

y

O1 

x

H×nh 16.3
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jjj xx
T)

x
T(

dt
d

∂
π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂
&

   (a) 

jjj ss
T)

s
T(

dt
d

∂
π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂
&

   (b) 

ThÕ n¨ng cña hÖ øng víi lùc P
r

 tÝnh nh− sau : 

π(P) = -Mg.sinα.s + C1 víi C1 lµ h»ng sè. 

ThÕ n¨ng cña hÖ øng víi lùc Q lµ mét h»ng sè 

π(Q) = const = C2

ThÕ n¨ng cña c¶ hÖ π = - Mg.S.sinα + C  ; C lµ h»ng sè  

Suy ra :        0
x
=

∂
π∂

 vµ α−=
∂
π∂ sinMg
s

 

§éng n¨ng cña hÖ bao gåm ®éng n¨ng cña trô trßn vµ ®éng n¨ng cña l¨ng 

trô. 

L¨ng trô chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn nªn ®éng n¨ng cña nã cã thÓ viÕt : 

2
xm

2
mVT

22

1
&

== . 

 Trô trßn chuyÓn ®éng song ph¼ng nªn ®éng n¨ng tÝnh ®−îc : 

2
J

2
MVT

2

0

2

tr

ω
==  

V0 lµ vËn tèc tuyÖt ®èi cña trôc trô trßn. 

rc0 VVV
rrv

+=  

Suy ra :  

α+=+= cosSxVVV rxcxx0
&&  

α+=+= sinSyVVV rycyy0
&&  

222
oy

2
ox

2
0 )sinSy()cosSx(VVV α++α+=+= &&&&  

     α++= cosSx2Sx 2222 &&&&  

R
S

R
V

R
V ror

&
===ω  vµ 

2

2
2

R
s&

=ω  cßn 
4

MRJ
2

0 =  

Thay c¸c kÕt qu¶ trªn vµo biÓu thøc cña ®éng n¨ng hÖ ta ®−îc : 
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ThÖ = [ ]
2

2
22

2

R
s

4
MR)sinSy()cosSx(

2
M

w
xm &&&&&
&

+α++α++  

α+++= cosSxM
2
s

2
M3

2
x)mM(

22
&&

&&
 . 

Suy ra : α++=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ cosSMx)mM(

x
T;0

s
T;0

x
T &&

&
 

  α++=
∂
∂ cosSMx)mM()
x
T(

dt
d &&&&

&
 

α+=
∂
∂

α+=
∂
∂ cosxMS

2
M3)

s
T(

dt
d;cosxMS

2
M3

s
T

&&&&
&

&&
&

 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 

nhËn ®−îc : 

;0cosSMx)mM( =α++ &&&&  

.sinMgcosxMS
2
M3

α=α+ &&&&  

Tõ hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta t×m ®−îc : 

0
cosM2)mM(3

2sinMgx
2

<
α−+

α
=&&  

0
cosM2)mM(3

sing)mM(2S
2

>
α−+

α+
=&&  

NÕu ban ®Çu hÖ ®øng yªn th× sau ®ã trô trßn l¨n xuèng cßn l¨ng trô tr−ît 

qua ph¶i. C¸c chuyÓn ®éng ®Òu lµ chuyÓn ®éng biÕn ®æi ®Òu. 

ThÝ dô 16-2 

zCon l¾c eliptic gåm con tr−ît A vµ qu¶ cÇu B 

nèi víi A b»ng mét thanh treo AB. Cho biÕt khèi 

l−îng cña con tr−ît m1, khèi l−îng cña qu¶ cÇu lµ 

m2, khèi l−îng thanh treo kh«ng ®¸ng kÓ. Con tr−ît 

A cã thÓ tr−ît theo ph−¬ng AY trªn mÆt ph¼ng 

ngang nh½n. Con l¾c AB cã thÓ quay trßn quanh trôc 

A trong mÆt ph¼ng th¼ng ®øng oxy (h×nh 16-4). 

ThiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hÖ. 

ϕ

B

l

A
y

y

H×nh 16.4
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Bµi gi¶i 

XÐt hÖ gåm con tr−ît A vµ con l¾c AB. 

Cã thÓ chän hai to¹ ®é suy réng ®ñ cña hÖ lµ : 

q1 = y vµ q2 = ϕ. 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hÖ cã thÓ viÕt d−íi d¹ng : 

;Q
y
T)

y
T(

dt
d

y=
∂
∂

−
∂
∂
&

 

.QT)T(
dt
d

ϕ=
ϕ∂
∂

−
ϕ∂
∂
&

 

Víi T lµ ®éng n¨ng cña hÖ, Qy vµ Qϕ lµ c¸c lùc suy réng øng víi to¹ ®é 

suy réng lµ y vµ ϕ. 

C¸c ho¹t lùc t¸c dông lªn hÖ gåm 1P
r

 vµ 2P
r

®Òu lµ c¸c lùc cã thÕ nªn cã thÓ 

viÕt : 

.Q;
y

Qy ϕ∂
π∂

−=
∂
π∂

−= ϕ  

ThÕ n¨ng cña hÖ cã thÓ tÝnh nh− sau : 

π = -m2g.x + const = -m2glcosϕ  + const. 

Suy ra : 0Q
y y ==
∂
π∂

−    vµ   ϕ==
ϕ∂
π∂

− ϕ singlmQ 2  

§éng n¨ng cña hÖ        T = TA + TB. 

§éng n¨ng cña con tr−ît : .
2
ym

2
VmT

2
1

2
A1

A

&
==  

§éng n¨ng cña qu¶ cÇu : .)yx(
2

m
2
VmT 2

B
2
B

1
2
B1

B && +==  

Víi xB = lcosϕ vµ ϕϕ−= sinlx B&   ; yB = y + lsinϕ vµ ϕϕ+= coslyyB &&&  

Ta cã : 

[ ]222
B )cosly()sinl(

2
m

T ϕϕ++ϕϕ−= &&  .)cosyl2yl(
2

m 2222 ϕϕ++ϕ= &&&&  

BiÓu thøc ®éng n¨ng cña hÖ thu ®−îc :  
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).cosyl2yl(
2

m
2
ym

TTT 2222
2

1
BA ϕϕ++ϕ+=+= &&&&

&
 

Tõ ®ã suy ra :       ;cosylmlmT
2

2
2 ϕ+ϕ=

ϕ∂
∂

&&  

;sinylmcosylmlm)T(
dt
d

22
2

2 ϕϕ−ϕ+ϕ=
ϕ∂
∂

&&&&&&
&

 

;coslmy)mm(
y
T

212 ϕϕ++=
∂
∂

&&
&

 

;)sincos(lmy)mm()T(
dt
d 2

221 ϕϕ−ϕϕ++=
ϕ∂
∂

&&&&&
&

 

;0T
=

ϕ∂
∂

 

.sinylmT
o2 ϕϕ−=

ϕ∂
∂

&&  

Thay c¸c gi¸ trÞ t×m ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hÖ ta ®−îc : 

;singlmsinylmsinylmcosylmlm 2222
2

2 ϕ−=ϕϕ+ϕϕ−ϕ+ϕ &&&&&&&&  

.0sinlmcoslmy)mm( 2
2221 =ϕϕ−ϕϕ++ &&&&&  

Sau khi rót gän ®−îc ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ : 

;0singycosl =ϕ+ϕ+ϕ &&&&  

ϕϕ−ϕϕ++ sinlmcoslmy)mm( 2
2221 &&&&&  
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