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Ch¬ng 7 

lý thuyÕt chuçi 

§1. ®¹i c¬ng vÒ chuçi sè 

I.  Kh¸i niÖm chuçi sè vµ tæng cña chuçi sè 

a.  Kh¸i niÖm chuçi sè 

Cho mét d·y sè v« h¹n 

x1, x2, … , xn,  …                             (1.1) 

§Þnh nghÜa: BiÓu thøc 

x1 + x2 + … +  xn + …                                 (1.2) 

®îc gäi lµ chuçi sè, gäi t¾t lµ chuçi. C¸c sè trong d·y sè (1.1) ®îc gäi lµ c¸c sè h¹ng 

cña chuçi sè (1.2). Hµm sè ®èi sè tù nhiªn ®Æt t¬ng øng mçi sè tù nhiªn n víi sè h¹ng 
thø n cña chuçi (1.2) ®îc gäi lµ sè h¹ng tæng qu¸t cña chuçi sè ®ã. 

Thay cho c¸ch viÕt (1.2) ta cã thÓ dïng ký hiÖu tæng 
1n

n
x ®Ó biÓu diÔn chuçi sè(1): 

1n

n
x = x1 + x2 + … +  xn + … 

Mçi d·y sè v« h¹n (1.1) cho t¬ng øng mét chuçi sè (1.2). Tríc hÕt, biÓu thøc (1.2) 
trong ®Þnh nghÜa nªu trªn chØ mang ý nghÜa ký hiÖu h×nh thøc ®Ó chØ “ tæng”  c¸c sè h¹ng 
cña mét d·y sè v« h¹n. Sau ®©y ta sÏ g¸n nghÜa cho tæng lo¹i nµy th«ng qua phÐp to¸n 
giíi h¹n. 

b.  Tæng cña chuçi sè. Chuçi héi tô vµ chuçi ph©n kú 

Víi mçi sè tù nhiªn n ta tÝnh tæng n sè h¹ng ®Çu cña chuçi sè (1.2): 

Sn = x1 + x2 + … +  xn . 

Ta gäi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi sè (1.2). Nh vËy, mçi chuçi sè (1.2) cho t¬ng 

øng mét d·y số 

S1, S2, …, Sn, … 

®îc gäi lµ d·y tæng riªng cña nã. 

§Þnh nghÜa 1:  NÕu d·y tæng riªng Sn cã giíi h¹n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n): 

n
n

Slim  = S 

th× giíi h¹n S ®îc gäi lµ tæng cña chuçi sè (1.2). 

§Ó nãi r»ng S lµ tæng cña chuçi sè (2.1) ta viÕt  
1n

n
x = S, hoÆc 

                                                 
(1) Th«ng thêng, c¸c sè h¹ng cña chuçi sè ®îc ®¸nh sè thø tù b¾t ®Çu tõ 1. §Ó cho tiÖn, ®«i khi ta cã thÓ 
®¸nh sè c¸c sè h¹ng b¾t ®Çu tõ 0, hoÆc mét sè tù nhiªn nµo ®ã. 
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1n

n
x = x1 + x2 + L  +  xn + L  = S 

§Þnh nghÜa 2:  Mét chuçi sè cã tæng lµ mét sè thùc ®îc gäi lµ chuçi héi tô. Ngîc l¹i, 

nÕu tæng cña mét chuçi sè kh«ng tån t¹i hoÆc b»ng   th× chuçi sè ®ã ®îc gäi lµ chuçi 

ph©n kú. 

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô. 

VÝ dô 1:  XÐt chuçi sè: 

1n )1n(n

1
= 

2.1

1
 + 

3.2

1
 + … + 

)1n(n

1
 + …               (1.3) 

Tæng riªng thø n cña chuçi nµy lµ: 

Sn = 
2.1

1
 + 

3.2

1
 + … + 

1n(n

1
 

               = 
2

1
1  +  

3

1

2

1
 + … + 

1n

1

n

1
 = 

1n

1
1  

D·y tæng riªng Sn cã giíi h¹n h÷u h¹n:  
n

n

Slim = 1. Nh vËy, chuçi sè (1.3) lµ chuçi héi 

tô vµ tæng cña nã b»ng 1: 

2.1

1
 + 

3.2

1
 + … + 

)1n(n

1
 + … = 1. 

VÝ dô 2:  XÐt chuçi sè: 

1n

1n
aq = a + aq +aq2… + aqn  1 + … (a  0)(2)     (1.4) 

Chuçi sè nµy ®îc gäi lµ chuçi sè nh©n víi c«ng béi b»ng q. 

Ta cã: 

Sn = a + aq +aq2… + aqn  1 = 
q1

aqa
n

 khi q  1. 

ChuyÓn qua giíi h¹n khi n  +  dÔ dµng ta thÊy: 

Trêng hîp q  < 1:  Sn  
q1

a
, chuçi (1.4) héi tô vµ cã tæng b»ng 

q1

a
; 

Trêng hîp  q  > 1:  D·y tæng riªng Sn cã giíi h¹n v« h¹n; chuçi (1.4) ph©n kú; 

Trêng hîp q =  1:  D·y tæng riªng Sn kh«ng cã giíi h¹n; chuçi (1.4) ph©n kú. 

Cßn l¹i trêng hîp q = 1, Sn = na       tuú theo a > 0, hay a < 0; chuçi (1.4) ph©n kú. 

                                                 
(2) Víi a = 0, chuçi héi tô vµ cã tæng = 0, do Sn = 0, n N,  
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Tãm l¹i, víi a  0, Chuçi sè nh©n (1.4) héi tô khi vµ chØ khi c«ng béi cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

nhá h¬n 1. 

VÝ dô 3:  XÐt chuçi sè:  

1n n

1
1ln = ln2 + ln

2

3
 + ln

3

4
 + … + ln

n

1n
 + …          (1.5) 

Ta cã:  

Sn = ln2 + ln
2

3
 + ln

3

4
 + … + ln

n

1n
 = ln

n...3.2

)1n...(4.3.2
 = ln(n + 1)  +    khi n   . 

Chuçi (1.5) ph©n kú. 

II.  C¸c ®Þnh lý c¬ b¶n vÒ chuçi sè héi tô 

§Þnh lý 1:  NÕu chuçi sè (1.2) héi tô th× 
n

n

xlim = 0. Nãi c¸ch kh¸c, ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó mét 

chuçi sè héi tô lµ sè h¹ng tæng qu¸t cña nã cã giíi h¹n b»ng 0. 

Chøng minh: Gäi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi (1.2), ta cã 

xn = (x1 + x2 + … +  xn  1 + xn)  (x1 + x2 + … +  xn  1) = Sn  Sn  1. 

NÕu chuçi (1.2) héi tô vµ cã tæng b»ng S th× 

n
n

xlim  = )SS(lim
1nn

n

= S  S = 0. 

§Þnh lý ®· ®îc chøng minh. 

Víi mçi sè tù nhiªn m cè ®Þnh ta gäi phÇn d sau sè h¹ng thø m cña chuçi (1.2) lµ chuçi 

1k

km
x = xm+1 + xm+2 + … +  xm+k + …                      (1.6) 

§Þnh lý 2:  NÕu chuçi (1.2) héi tô th× mäi phÇn d cña nã héi tô. Ngîc l¹i, nÕu chuçi 

(1.2) cã mét phÇn d héi tô th× b¶n th©n nã còng héi tô. Nãi c¸ch kh¸c, sù héi tô hay ph©n 

kú cña mét chuçi sè kh«ng thay ®æi nÕu thªm vµo hoÆc bít ®i mét sè h÷u h¹n sè h¹ng 

®Çu. 

Chøng minh: 

Gäi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi (1.2), 
k

S  lµ tæng riªng thø k cña chuçi (1.6), ta cã: 

Sm+k = (x1 + x2 + … +  xm) + (xm+1 + xm+2 + … +  xm+k) = Sm + 
k

S  

 
k

S  = Sm+k  Sm 

Víi m lµ mét sè tù nhiªn cè ®Þnh Sm lµ mét h»ng sè. NÕu chuçi (1.2) héi tô vµ cã tæng 
b»ng S th× 

)SS(limSlim
mkm

k
k

k

= S  Sm, 

chøng tá chuçi (1.6) héi tô vµ cã tæng b»ng S  Sm. 

Ngîc l¹i, gi¶ sö víi m lµ mét sè tù nhiªn cè ®Þnh, chuçi (1.6) héi tô vµ cã tæng b»ng m. 
Khi ®ã, víi n > m ta cã: 
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Sn = (x1 + x2 + … +  xm) + (xm+1 + xm+2 + … +  
m n m
x )

+ -
 = Sm + 

mn
S  

  )SS(limSlim
mnm

n
n

n

 = Sm + 
m
,  

chøng tá chuçi (1.2) héi tô vµ cã tæng S = Sm + 
m
.  

§Þnh lý 3:  NÕu chuçi sè (1.2) héi tô th× tæng m cña phÇn d sau sè h¹ng thø m cña nã cã 

giíi h¹n b»ng 0 khi m  +  . 

Chøng minh:  Trªn ®©y ta ®· chØ ra r»ng nÕu chuçi sè (1.2) héi tô vµ cã tæng b»ng S th×,  

víi mçi sè tù nhiªn m, ta cã 

S = Sm + m, hay m = S  Sm. 

trong ®ã Sm lµ tæng riªng thø m cña nã. Tõ ®©y suy ra 

)SS(limlim
m

m
m

m

= S  S = 0. 

§Þnh lý 4:  NÕu c¸c chuçi sè  

1n

n
u = u1 + u2 + … +  un + …                         (1.7) 

1n

n
v = v1 + v2 + … +  vn + …                          (1.8) 

héi tô vµ cã tæng t¬ng øng b»ng U, V th× chuçi sè 

)vu(
n

1n

n
= (u1  v1) + (u2  v2) + … +  (un  vn)  + …               (1.9) 

còng héi tô vµ cã tæng b»ng U  V. 

Chøng minh: 

Gäi Un, Vn, Sn theo thø tù lµ tæng riªng thø n cña c¸c chuçi (17), (1.8), (1.9). ta cã 

  Sn  = (u1  v1) + (u2  v2) + … +  (un  vn)  

              = (u1 + u2 + … +  un)  (v1 + v2 + … +  vn) = Un  Vn. 

Tõ gi¶ thiÕt vÒ c¸c chuçi (1.7), (1.8) suy ra 

)VU(limSlim
nn

n
n

n

= U  V, 

chøng tá chuçi (1.9) héi tô vµ cã tæng b»ng U  V. 

§Þnh lý 5:   

NÕu chuçi sè (1.7) héi tô vµ cã tæng b»ng U th×, víi  lµ sè thùc bÊt kú, chuçi sè 

1n

n
u = u1 + u2 + … +  un + …                  (1.10) 

còng héi tô vµ cã tæng b»ng U. 

Chøng minh: 

Gäi Un,  n
U  theo thø tù lµ tæng riªng thø n cña c¸c chuçi (17), (1.10). ta cã 
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n
U = u1 + u2 + … +  un = (u1 + u2 + … +  un) = Un. 

Tõ gi¶ thiÕt vÒ chuçi (1.7) suy ra 

n
n

Ulim = 
n

lim Un = U, 

chøng tá chuçi (1.10) héi tô vµ cã tæng b»ng U. 

§2. sù héi tô cña chuçi sè d¬ng 

I.  tiªu chuÈn héi tô cña chuçi sè d¬ng 

Sau ®©y chóng ta sÏ xem xÐt c¸c dÊu hiÖu cho phÐp x¸c ®Þnh sù héi tô hay ph©n kú cña 
mét chuçi sè. §Ó lµm c¬ së cho viÖc xÐt chuçi sè bÊt kú, tríc hÕt ta xÐt c¸c chuçi sè víi 
c¸c sè h¹ng kh«ng ©m. C¸c chuçi nh vËy ®îc gäi lµ chuçi sè d¬ng. 

Gi¶ sö chuçi sè 

1n

n
a = a1 + a2 + … +  an + …                           (2.1) 

lµ mét chuçi d¬ng, tøc lµ an  0 víi mäi n = 1, 2, 3, … HiÓn nhiªn lµ d·y c¸c tæng riªng 
cña chuçi sè d¬ng (2.1), ký hiÖu lµ An, lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng (Ýt nhÊt theo nghÜa réng): 

An+1 = a1 + a2 + … +  an + an+1 = An + an+1  An n = 1, 2, 3, … 

Theo tÝnh chÊt cña d·y sè ®¬n ®iÖu, d·y sè An cã giíi h¹n h÷u h¹n nÕu nã bÞ chÆn trªn, vµ 

cã giíi h¹n +  khi nã kh«ng bÞ chÆn trªn. 

Nh vËy, mét chuçi sè d¬ng héi tô khi vµ chØ khi d·y c¸c tæng riªng cña nã bÞ chÆn trªn. 

VÝ dô 1:  XÐt chuçi sè 

1n n

1
 = 1 + 

2

1
 + 

3

1
 + … + 

n

1
 + …                 (2.2) 

Chuçi sè nµy cã tªn gäi lµ chuçi ®iÒu hoµ. 

Ta sÏ chØ ra r»ng d·y c¸c tæng riªng cña chuçi ®iÒu hoµ kh«ng bÞ chÆn trªn. ThËt vËy víi 
m lµ sè tù nhiªn bÊt kú ta cã 

1m

1
 + 

2m

1
+ … + 

m2

1
 > m.

m2

1
= 

2

1
.           (2.3) 

Tæng riªng thø  2n cña chuçi  (2.2) cã thÓ viÕt díi d¹ng 

 n
2

A = 1 + 
2

1
 + 

4

1

3

1
 + 

8

1

7

1

6

1

5

1
 + 

16

1
.

10

1

9

1
  + …  

                         + 
n1n1n

2

1
.

22

1

12

1
 . 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc (2.3) cho c¸c tæng trong c¸c dÊu ngoÆc, víi m = 2, 22, 23, …, 2n  1, 
ta cã 

n
2

A  > 1 + 
2

n
  +   khi n  + . 

§iÒu nµy chøng tá d·y tæng riªng cña chuçi sè (2.2) kh«ng bÞ chÆn trªn, do ®ã chuçi sè 

®iÒu hoµ lµ chuçi ph©n kú. 
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VÝ dô 2:  XÐt chuçi sè: 



1n

ssss
n

1

3

1

2

1
1

n

1
                (2.4) 

víi  s lµ mét h»ng sè. Ta gäi chuçi sè nµy lµ chuçi ®iÒu hoµ tæng qu¸t.  

DÔ dµng thÊy r»ng víi s < 1, tæng riªng thø n cña chuçi (2.4) lín h¬n tæng riªng thø n cña 

chuçi ®iÒu hoµ (2.2) (do 
s

n

1
> 

n

1
 n = 1,2,3,…). Trªn ®©y ta ®· chøng minh r»ng d·y c¸c 

tæng riªng cña chuçi (2.2) kh«ng bÞ chÆn trªn, do ®ã trong trêng hîp s < 1, d·y c¸c tæng 
riªng cña chuçi (2.4) còng kh«ng bÞ chÆn trªn, chøng tá chuçi (2.4) ph©n kú khi s < 1. 

Ta xÐt chuçi (2.4) víi s > 1. T¬ng tù nh bÊt ®¼ng thøc (2.3), víi mäi sè tù nhiªn m ta cã 

s
)1m(

1
 + 

s
)2m(

1
+ … + 

s
)m2(

1
 < m.

s
m

1
= 

m

1
 ,    (2.5) 

trong ®ã  = s  1 lµ mét h»ng sè d¬ng.  

Gäi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi sè (2.4). Víi mçi sè tù nhiªn k ta cã 

 k
2

S = 1 + 
s

2

1
 + 

ss
4

1

3

1
 + 

ssss
8

1

7

1

6

1

5

1
 + 

sss
16

1
.

10

1

9

1
  + …  

                         + 
sks1ks1k

)2(

1
.

)22(

1

)12(

1
  

¸p dông bÊt ®¼ng thøc (2.5) ta thÊy tæng cña c¸c biÓu thøc qu©y b»ng dÊu ngoÆc ®¬n nhá 
h¬n tæng c¸c sè h¹ng cña cÊp sè nh©n lïi v« h¹n 

2

1
, 

2
)2(

1
, … , 

1k
)2(

1
 + …, 

do ®ã 

k
2

S  < 1 + 
s

2

1
 + 

2

1
+ 

2
)2(

1
+ … +

1k
)2(

1
 + … = 1 + 

s
2

1
 + 

2

1
1

2

1

= M. 

HiÓn nhiªn lµ víi mäi sè tù nhiªn n ®Òu tån t¹i k sao cho 2k  n, do ®ã An  k
2

A < M. Nh 

vËy, víi s > 1, d·y c¸c tæng riªng cña chuçi (2.4) bÞ chÆn trªn, do ®ã chuçi nµy héi tô. 

Tãm l¹i, chuçi ®iÒu hoµ tæng qu¸t (2.4) héi tô khi s > 1, ph©n kú khi s  1. 

ii. c¸c dÊu hiÖu so s¸nh 

C¸c dÊu hiÖu so s¸nh díi ®©y cho phÐp ta nhËn biÕt mét chuçi sè d¬ng héi tô hay ph©n 
kú th«ng qua mét chuçi sè d¬ng kh¸c mµ ta ®· biÕt nã héi tô hay ph©n kú.  
XÐt hai chuçi sè d¬ng: 

1n

n
a = a1 + a2 + … +  an + …                           (A) 

1n

n
b = b1 + b2 + … +  bn + …                          (B) 
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§Þnh lý 1:  Gi¶ sö b¾t ®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i (tøc lµ víi mäi n  n0) tho¶ m·n bÊt 

®¼ng thøc: 

an  bn                                   (1.6) 

Khi ®ã:  

 NÕu chuçi (B) héi tô th× chuçi (A) còng héi tô; 

 NÕu chuçi (A) ph©n kú th× chuçi (B) còng ph©n kú. 

Chøng minh: Ta chØ cÇn chøng minh ®Þnh lý khi bÊt ®¼ng thøc (1.6) tho¶ m·n víi mäi sè 

tù nhiªn n (sù héi tô hay ph©n kú cña mét chuçi sè kh«ng thay ®æi khi bít mét sè h÷u h¹n 
sè h¹ng ®Çu). Gäi An, Bn theo thø tù lµ tæng riªng thø n cña c¸c chuçi (A) vµ (B), tõ gi¶ 
thiÕt (1.6) ta cã:  

An = a1 + a2 + … +  an  b1 + b2 + … +  bn = Bn n = 1, 2, 3, … 

Tõ ®©y suy ra r»ng nÕu  Bn  bÞ chÆn trªn th× An còng bÞ chÆn trªn; nÕu An kh«ng bÞ chÆn 

trªn th× Bn còng kh«ng bÞ chÆn trªn. Theo tiªu chuÈn héi tô cña chuçi sè d¬ng ta cã ®iÒu 
ph¶i chøng minh. 

Khi ®iÒu kiÖn (1.6) tho¶ m·n, ta nãi chuçi (B) lín h¬n chuçi (A), hay chuçi (A) nhá h¬n 
chuçi (B). §Þnh lý 1 cã thÓ ph¸t biÓu nh sau: NÕu mét chuçi sè d¬ng héi tô th× mäi 

chuçi sè d¬ng nhá h¬n nã ®Òu héi tô; NÕu mét chuçi sè d¬ng ph©n kú th× mäi chuçi lín 

h¬n nã ®Òu ph©n kú. 

§Þnh lý 2:  Gi¶ sö b¾t ®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc: 

n

1n

a

a
  

n

1n

b

b
                                 (1.6*) 

Khi ®ã: NÕu chuçi (B) héi tô th× chuçi (A) còng héi tô. NÕu chuçi ((A) ph©n kú th× chuçi 
(B) còng ph©n kú. 

Chøng minh: Ta chØ cÇn chøng minh khi bÊt ®¼ng thøc (1.6*) tho¶ m·n víi mäi sè tù 

nhiªn n. Víi gi¶ thiÕt ®ã ta cã: 

1

2

a

a
 

1

2

b

b
, 

2

3

a

a
 

2

3

b

b
, …, 

1n

n

a

a
 

1n

n

b

b
. 

Nh©n c¸c vÕ t¬ng øng cña c¸c bÊt ®¼ng thøc nµy víi nhau ta ®îc 

1

n

a

a
 

1

n

b

b
   an   

1

1

b

a
bn. 

Do chuçi (B) vµ chuçi víi sè h¹ng tæng qu¸t cn =
1

1

b

a
bn cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú, ¸p 

dông ®Þnh lý 1 ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 

§Þnh lý 3:  Gi¶ sö tån t¹i giíi h¹n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n): 

L
b

a
lim

n

n

n

. 

Khi ®ã: 
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 Víi  0  L < +  , nÕu chuçi (B) héi tô th× chuçi (A) còng héi tô; 

 Víi 0 < L  +  , nÕu chuçi (B) ph©n kú th× chuçi (A) còng ph©n kú. 

KÕt hîp hai ®iÒu nªu trªn, nÕu 0 < L < +   th× hai chuçi sè d¬ng (A) vµ (B) cïng héi tô 
hoÆc cïng ph©n kú. 

Chøng minh 

 Gi¶ sö 0  L < + . Víi  > 0 lµ mét sè d¬ng cè ®Þnh bÊt kú ta cã t¬ng øng sè tù 

nhiªn n0 sao cho b¾t ®Çu tõ khi n  n0 tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc 

L
b

a

n

n  <   L
b

a
L

n

n   n  n0. 

Tõ ®©y suy ra 

an < (L + )bn n  n0. 

NÕu chuçi (B) héi tô th× chuçi  
1n

n
b)L( héi tô, do ®ã, theo ®Þnh lý 1, chuçi (A) còng 

héi tô. 

 NÕu 0 < L   +  th× 0  
L

1

a

b
lim

n

n

n

< +  (khi  
n

n

n b

a
lim = +  ta cã 

n

n

n a

b
lim = 0). Theo 

chøng minh trªn, nÕu chuçi (A) héi tô th× chuçi (B) còng héi tô, do ®ã nÕu chuçi (B) ph©n 
kú th× chuçi (A) ph©n kú. 

VÝ dô 1:  XÐt chuçi sè 
1n

n
a1

1
 (a > 0). 

DÔ dµng thÊy r»ng, víi 0 < a   1 chuçi sè nµy ph©n kú do ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó mét chuçi sè 

héi tô bÞ vi ph¹m. Trêng hîp a > 1, chuçi ®· cho héi tô do 

n

n
a

1

a1

1
 vµ chuçi sè 

nh©n 
1n

n

a

1
 héi tô. 

VÝ dô 2:  Chuçi 
1n

2

)!n2(

)!n(
 héi tô do chuçi 

1n

n

2

1
héi tô vµ 

nn
).n...(..

n......
.

!n

!n

)!n(

)!n(

2

1

12531

321

22

2

. 

VÝ dô 3: So s¸nh víi chuçi ®iÒu hoµ tæng qu¸t ta cã: 

Chuçi 
1n )1n(n

1
 ph©n kú, do 

1n

1

)1n(n

1
 vµ chuçi 

1n 1n

1
=

2n n

1
 ph©n kú. 

Chuçi 
1n

2
)1n(n

1
 héi tô do 

2/3
2 n

1

)1n(n

1
vµ chuçi 

2n

2/3
n

1
 héi tô. 
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VÝ dô 4:  Chuçi 
1n

3

2

1n3n2

1n2n3
 ph©n kú, do chuçi 

2n n

1
 ph©n kú vµ 

n

1
:

1n3n2

1n2n3

3

2

  
2

3
 khi n  +  . 

VÝ dô 5: XÐt chuçi sè 
1n

s
n

x
sin  (0 < x < ). 

DÔ dµng thÊy r»ng 
s

n

x
sin : 

s
n

1
  x khi n  +  , do ®ã chuçi ®· cho héi tô nÕu s > 1 

vµ ph©n kú nÕu s  1. 

iii. mét sè dÊu hiÖu  sö dông d·y sè hç trî 

a.  DÊu hiÖu Cauchy 

XÐt chuçi sè d¬ng 

1n

n
a = a1 + a2 + … +  an + …                            (A) 

Tõ c¸c sè h¹ng cña chuçi (A) ta lËp d·y sè C n = n

n
a  (n = 1, 2, 3, …) 

§Þnh lý (DÊu hiÖu Cauchy): 

Gi¶ sö tån t¹i giíi h¹n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n): 

n

lim C n = C. 

Khi ®ã, chuçi sè d¬ng (A) héi tô nÕu  C < 1 vµ ph©n kú nÕu  C  > 1. 

Chøng minh:  

NÕu C < 1 ta chän bÊt kú mét sè d¬ng q trong kho¶ng gi÷a C vµ 1 (C < q < 1). Theo 

tÝnh chÊt cña d·y sè héi tô, tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho 

C n = n

n
a  < q , hay  an < qn, n > n0. 

So s¸nh víi chuçi sè nh©n víi c«ng béi b»ng q ta suy ra chuçi (A) héi tô. 

NÕu  C  > 1 hoÆc = +  tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho  

C n = n

n
a  >  1   an > 1, n > n0, 

suy ra chuçi (A) ph©n kú do vi ph¹m ®iÒu kiÖn cÇn (an kh«ng thÓ cã giíi h¹n b»ng 0 khi   

n  + ) . 

Chó ý: Trêng hîp C = 1 kh«ng cho kÕt luËn g× vÒ sù héi tô cña chuçi (A). 

VÝ dô: Sö dông dÊu hiÖu Cauchy ta thÊy ngay: 

 Chuçi sè 
2n

n
)n(ln

1
 héi tô do C n = 

nln

1
, C = 

n

lim C n= 0; 
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 Chuçi sè 

n

2n n

a
 (a > 0) héi tô do C n = 

n

a
, C = 

n

lim C n= 0; 

b.  DÊu hiÖu d’ Alambert 

§Ó xÐt sù héi tô cña chuçi sè (A) víi an > 0, ta lËp d·y sè Dn = 
n

1n

a

a
 (n = 1, 2, 3,…). D·y 

sè nµy ®îc gäi lµ d·y sè d‟Alambert. 

§Þnh lý (DÊu hiÖu d’ Alambert): 

Gi¶ sö tån t¹i giíi h¹n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n): 

n

lim Dn = D. 

Khi ®ã, chuçi sè d¬ng (A) héi tô nÕu  D < 1 vµ ph©n kú nÕu  D  > 1. 

Chøng minh:  

NÕu D < 1 ta chän bÊt kú mét sè d¬ng q trong kho¶ng gi÷a D vµ 1 (D < q < 1). Theo 

tÝnh chÊt cña d·y sè héi tô, tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho 

D n = 
n

1n

a

a
 < q , hay  an+1 < qan   n   n0. 

Tõ bÊt ®¼ng  thøc nµy suy ra 
1n

0

a < q
0

n
a  , 

2n
0

a  < q
1n

0

a  < q2

0
n

a , … B»ng ph¬ng ph¸p 

quy n¹p ta ta dÔ dµng chøng minh 
kn

0

a  < qk

0
n

a  k =1,2, 3, … Chuçi 
0

n

n

n 1

a q héi tô, do 

®ã chuçi (A) còng héi tô theo dÊu hiÖu so s¸nh. 

T¬ng tù nh c¸ch chøng minh dÊu hiÖu Cauchy, trêng hîp D > 1 hoÆc D = +   ta dÔ 

dµng chØ ra r»ng an kh«ng thÓ cã giíi h¹n b»ng 0, do ®ã chuçi (A) ph©n kú. 

Chó ý: Trêng hîp D = 1 ta kh«ng cho kÕt luËn g× vÒ sù héi tô cña chuçi (A). 

VÝ dô 1: Sö dông dÊu hiÖu d‟Alambert ta thÊy: 

 Víi a > 0, chuçi  
1n !n

a
héi tô do D n = 

1n

a
, D = 

n

lim  D n = 0; 

 Chuçi 
1n

n

n

n

!n3
 ph©n kú , do D n= 

nn

n

1n

1n

n

1
1

3

!n3

n
.

)1n(

)!1n(3
, D = 

n

lim D n =
e

3
>1; 

 Chuçi 
1n

n

n

n

!n2
 héi tô , do D n = 

nn

n

1n

1n

n

1
1

2

!n2

n
.

)1n(

)!1n(2
, D = 

n

lim D n = 
e

2
 < 1; 

VÝ dô 2:  XÐt chuçi 
1n

1n
nx , víi x > 0. 
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Ta cã: D n = 
n

x)1n(
, D = 

n

lim  D n = x. Theo dÊu hiÖu d‟Alambert, chuçi nµy héi tô khi 

x < 1, ph©n kú khi x > 1. Trêng hîp x = 1, mÆc dï dÊu hiÖu d‟Alambert kh«ng cho kÕt 
luËn g×, nhng ta dÔ dµng thÊy r»ng chuçi nµy ph©n kú do vi ph¹m ®iÒu kiÖn cÇn. 

VÝ dô 3:  XÐt chuçi 
1n

2

n

n

x
, víi x > 0. 

Ta cã: D n = 

2

1n

n
.x , D = 

n

lim  D n = x. Theo dÊu hiÖu d‟Alambert, chuçi nµy héi tô 

khi x < 1, ph©n kú khi x > 1. Trêng hîp x = 1,  
1n

2
n

1
lµ chuçi héi tô. 

c.  DÊu hiÖu Raabe 

§Ó xÐt sù héi tô cña chuçi sè d¬ng 

1n

n
a = a1 + a2 + … +  an + …                              (A) 

ta lËp d·y sè  

R n = 1
a

a
n

1n

n  (n = 1, 2, 3, …) 

§Þnh lý (DÊu hiÖu Raabe):  Gi¶ sö tån t¹i giíi h¹n (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n) 

n

lim  R n = R. 

Khi ®ã, chuçi sè d¬ng (A) héi tô nÕu  R > 1 vµ ph©n kú nÕu  R  < 1. 

Chøng minh:   

NÕu  R > 1 ta chän bÊt kú mét sè d¬ng r trong kho¶ng gi÷a 1 vµ  R (1 < r < R). Theo 

tÝnh chÊt cña d·y sè héi tô (nÕu R = +   th× theo ®Þnh nghÜa d·y sè cã giíi h¹n +  ), b¾t 

®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i ta cã 

R n = 1
a

a
n

1n

n   > r   
n

r
1

a

a

1n

n   . 

LÊy bÊt kú mét sè s trong kho¶ng gi÷a 1 vµ r (1 < s < r) cã 

n

1

1
n

1
1

lim

s

n

 = s < r. 

Theo tÝnh chÊt cña d·y sè héi tô, víi n ®ñ lín ta còng cã 
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n

1

1
n

1
1

s

 < r , hay 
n

r
1

n

1
1

s

. 

Nh vËy b¾t ®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i ta cã 

s s
s

n n 1

n 1 n

s

1

a 1 a n ( n 1)
1

a n a n 1 1

n

 . 

Tõ ®©y suy ra chuçi (A) héi tô theo dÊu hiÖu so s¸nh (®Þnh lý 2). 

Trêng hîp  R < 1, b¾t ®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i ta cã 

R n = 1
a

a
n

1n

n   <1    
n

1
1

a

a

1n

n    

             

n

1

1n

1

1n

n

a

a

n

1n . 

So s¸nh víi chuçi ®iÒu hoµ suy ra chuçi (A) ph©n kú. 

VÝ dô: XÐt chuçi  
1n )nx)...(2x)(1x(

!n
víi x > 0. 

Trong trêng hîp nµy ta kh«ng thÓ ¸p dông dÊu hiÖu d‟Alambert v× D = 1. Tuy nhiªn , ta 

cã: 

R n = 
1n

nx
1

1n

1nx
n    x khi n  + , tøc lµ R = x . 

Theo dÊu hiÖu Raabe, chuçi héi tô khi x > 1, ph©n kú khi x < 1. Khi x =1 chuçi ®· cho lµ 
chuçi ph©n kú (chuçi ®iÒu hoµ bá sè h¹ng ®Çu).  

iv. dÊu hiÖu tÝch ph©n 

XÐt chuçi sè d¬ng 

1n

n

1n

n
)n(fa = f(1) + f(2) + … +  f(n) + … 

víi sè h¹ng thø n lµ gi¸ trÞ t¹i n cña mét hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng [1; + ). 

§Þnh lý (MacLaurin-Cauchy):  Gi¶ sö f(x) lµ mét hµm sè d¬ng, liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu 

gi¶m trªn kho¶ng [1; +  ). Khi ®ã, chuçi 
n 1

f ( n ) héi tô khi vµ chØ khi nguyªn hµm F(x) 

cña hµm sè f(x) cã giíi h¹n h÷u h¹n khi x  +  . 

Chøng minh: XÐt chuçi sè 

n 1

[ F ( n 1 ) F ( n ) ]                                         (2.7) 
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trong ®ã F(x) lµ mét nguyªn hµm cña f(x). 

Do F‟ (x) = f(x) > 0 x  [1; +  ) nªn F(x) lµ hµm sè ®¬n ®iÖu t¨ng. Theo tÝnh chÊt cña 

hµm sè ®¬n ®iÖu, F(x) cã giíi h¹n khi n  +  (giíi h¹n ®ã lµ mét sè h÷u h¹n hay +   tuú 
theo F(x) bÞ chÆn trªn hay kh«ng bÞ chÆn trªn). DÔ dµng thÊy r»ng tæng riªng thø n cña 

chuçi (2.7) b»ng F(n + 1)  F(1), do ®ã chuçi (2.7) héi tô khi vµ chØ khi F(x) cã giíi h¹n 

h÷u h¹n khi x  + . 

Theo c«ng thøc sè gia h÷u h¹n, víi mäi sè tù nhiªn n ta cã: 

F(n + 1)  F(n) = F‟ (c) = f(c), víi n < c < n + 1. 

V× f(x) lµ hµm ®¬n ®iÖu gi¶m nªn 

f(n + 1) < F(n + 1)  F(n) < f(n). 

¸p dông dÊu hiÖu sã s¸nh ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh: nÕu F(x) cã giíi h¹n h÷u h¹n th× 

chuçi 
n 2

f ( n ) =
n 1

f ( n 1 ) héi tô do chuçi (2.7) héi tô; nÕu F(x) cã giíi h¹n +   th× chuçi 

n 1

f ( n ) ph©n kú do chuçi (2.7) ph©n kú. 

VÝ dô 1: Víi  f(x) = 
s

x

1
 (x  1) ta cã  

F(x) = 
1s

x)s1(

1
 khi s  1;  F(x) = lnx khi s =1. 

Giíi h¹n cña F(x) khi x  + :  F(x)  0 nÕu s > 1; F(x)  +   nÕu s  1. 

Theo dÊu hiÖu tÝch ph©n ta cã ®îc kÕt qu¶ ®· chøng minh ë ®Çu §2: chuçi ®iÒu hoµ tæng 

qu¸t 
2n

s
n

1
héi tô nÕu s > 1 vµ ph©n kú nÕu s  1. 

VÝ dô 2: Chuçi 
2n

2
nlnn

1
 héi tô theo dÊu hiÖu tÝch ph©n: 

f(x) = 
2

1

x ln x
, F(x) = 

1

ln x
  0  khi x  +  . 

VÝ dô 3: Chuçi 
n 3

1

n ln ( ln n )
 ph©n kú theo dÊu hiÖu tÝch ph©n: 

f(x) = 
1

x ln ( ln x )
, F(x) = ln[ln(lnx)]  +   khi   x  +  . 

§3. sù héi tô cña chuçi sè víi c¸c sè h¹ng ®æi dÊu 

I.  sù héi tô cña chuçi ®an dÊu 

C¸c dÊu hiÖu héi tô cña chuçi sè d¬ng cã thÓ ¸p dông ®Ó xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sè 

©m (chuçi víi tÊt c¶ c¸c sè h¹ng  0), bëi v× hai chuçi 
1n

n
x vµ 

1n

n
)x( . Nã chung, c¸c 
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dÊu hiÖu ®ã cã thÓ sö dông ®Ó xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sè cã c¸c sè h¹ng luu«n lu«n 
d¬ng, hoÆc lu«n ©m b¾t ®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i. Sau ®©y ta sÏ xÐt c¸c chuçi sè víi 
v« sè c¸c sè h¹ng d¬ng vµ v« sè c¸c sè h¹n ©m. Tríc hÕt ta xÐt trêng hîp chuçi cã c¸c 
sè h¹ng d¬ng vµ c¸c sè h¹ng ©m xen kÏ nhau, gäi lµ chuçi ®an dÊu. Mét chuçi sè ®an 

dÊu cã d¹ng tæng qu¸t nh sau(3) 

1n

n

1n
c)1( = c1  c2 + c3  c4 + … + ( 1)n  1cn + …,           (3.1) 

trong ®ã cn  > 0 lµ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña sè h¹ng thø n: xn = ( 1)n  1cn. 

§Þnh lý Leibnitz:  Chuçi ®an dÊu (3.1) héi tô nÕu nã cã c¸c sè h¹ng gi¶m dÇn vÒ gi¸ trÞ 

tuyÖt ®èi: 

c1 > c2 > … > cn > cn+1 > … 

 vµ cã giíi h¹n 0: 
n

lim cn = 0. 

Chøng minh: Goi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi (3,.1), ta cã 

S2m = (c1  c2) + (c3  c4) + … + (c2m  1   c2m). 

Do cn ®¬n ®iÖu gi¶m nªn c¸c hiÖu sè trong dÊu ngoÆc ®¬n d¬ng, suy ra S2m t¨ng khi m 
t¨ng. M¨t kh¸c, ta cã 

S2m = c1  (c2  c3) + (c4  c5) + … + (c2m  2   c2m  1)  c2m < c1. 

Nh vËy d·y sè S2m ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn, do ®ã nã cã giíi h¹n h÷u h¹n: 

m

lim S2m = S.                                             (3.2) 

Ta l¹i cã S2m  1 = S2m + 1 + c2m, do ®ã 

m

lim S2m  1 = 
m

lim (S2m + 1 + c2m) = S + 0 = S.                (3.3) 

Tõ (3.2) vµ (3.3) suy ra 
n

lim Sn = S, chøng tá chuçi (3.1) héi tô. 

VÝ dô: C¸c chuçi sè sau ®©y héi tô theo ®Þnh lý Lebnitz: 

1n

1n

n

)1(
 = 1  

2

1
 + 

3

1
   … + 

n

)1(
1n

 + … ( cn = 
n

1
 ®¬n ®iÖu gi¶m vµ cn  0); 

2n

n

nln

)1(
 =  

2ln

1
  

3ln

1
 +  

4ln

1
 … + 

nln

)1(
n

 + …( cn = 
nln

1
 ®¬n ®iÖu gi¶m vµ cn  0). 

ii. sù héi tô cña chuçi sè bÊt kú 

a. Tiªu chuÈn héi tô 

XÐt chuçi sè bÊt kú 

1n

n
u = u1 + u2+ …, un+ …                               (U) 

                                                 
(3) ViÖc bít ®i mét sè h¹n ®Çu kh«ng lµm thay ®æi tÝnh héi tô hay ph©n kú, do ®ã ta xÐt chuçi ®an dÊu víi sè 
h¹ng ®Çu lµ sè d¬ng. 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 263 

ViÖc xÐt sù héi tô cña chuçi (U) ®îc thùc hiÖn th«ng qua d·y tæng riªng: 

Sn = u1 + u2 + …+ un. 

Theo tiªu chuÈn Cauchy, d·y sè Sn héi tô khi vµ chØ khi: víi mäi sè d¬ng  ®Òu tån t¹i 
t¬ng øng sè tù nhiªn n0 sao cho bÊt ®¼ng thøc 

npn
SS  <  

tho¶ m·n víi mäi sè tù nhiªn n > n0 vµ mäi sè tù nhiªn p. 

BiÓu diÔn Sn+p vµ Sn qua c¸c sè h¹ng cña chuçi (U), ta cã 

Sn+p  Sn = un+1 + un+2 + … + un+p. 

Tõ mçi liªn hÖ nµy, tiªu chuÈn Cauchy ®îc ¸p dông cho chuçi sè nh sau: 

§Þnh lý (Tiªu chuÈn Cauchy):  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó chuçi sè (U) héi tô lµ: Víi mäi sè 

 > 0 (bÐ tuú ý) ®Òu tån t¹i t¬ng øng sè tù nhiªn n0 (®ñ lín sao cho b¾t ®Çu tõ khi n > n0 
bÊt ®¼ng thøc 

pn2n1n
u...uu  <                             (3.4) 

tho¶ m·n víi mäi sè tù nhiªn p. 

Chó ý r»ng bÊt ®¼ng thøc (3.4) víi p = 1 cã nghÜa lµ un+1  0 (víi mäi  > 0, 
1n

u  <   

b¾t ®Çu tõ mét chç nµo ®ã trë ®i). §©y míi chØ ®¬n thuÇn lµ mét ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó chuçi 
héi tô! Tiªu chuÈn héi tô (®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ) ®ßi hái nhiÒu h¬n: b¾t ®Çu tõ mét chç nµo 

®ã trë ®i, mäi tæng cña mét sè h÷u h¹n c¸c sè h¹ng liªn tiÕp cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi bÐ tuú ý. 

Trë l¹i chuçi sè ®iÒu hoµ 
1n n

1
 , víi mäi sè tù nhiªn n ta cã 

2

1

n2

1
.n

n2

1

2n

1

1n

1
 . 

Nh vËy, víi  < 
2

1
bÊt ®¼ng thøc (3.4) kh«ng tho¶ m·n khi p = n, kh«ng phô thuéc vµo n 

lín ®Õn møc nµo. Do ®ã, theo tiªu chuÈn Cauchy, chuçi nµy ph©n kú. 

b. Sù héi tô tuyÖt ®èi 

Ta l¹i tiÕp tôc xÐt chuçi sè bÊt kú: 

1n

n
u = u1 + u2 + …+ un+ …                               (U) 

Trªn ®©y chóng t«i ®· tr×nh bµy mét lo¹t c¸c dÊu hiÖu dÔ sö dông nhÊt ®Ó xÐt sù héi tô cña 

c¸c chuçi sè d¬ng (chuçi sè cã c¸c  sè h¹ng  0). §Ó xÐt sù héi tô cña chuçi (U), víi c¸c 
sè h¹ng bÊt kú, ta cã thÓ sö dông c¸c dÊu hiÖu ®ã th«ng qua chuçi 

1n

n
u  = 

1
u  + 

2
u  + … + 

n
u  + …                     (U*). 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


 264 

§Ó cho tiÖn ta gäi chuçi (U*) lµ chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña chuçi (U). 

Chó ý r»ng ®èi víi chuçi sè d¬ng th× chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi (U*) chÝnh lµ (U), cßn ®èi 

víi chuçi sè ©m (chuçi víi c¸c sè h¹ng  0) th× chuçi (U*) lµ chuçi 
1n

n
u)1( cã cïng 

tÝnh chÊt héi tô hay ph©n kú víi chuçi (U). H¬n n÷a, nÕu chuçi (U) chØ cã mét sè h÷u h¹n 
c¸c sè h¹ng ©m (hoÆc chØ cã mét sè h÷u h¹n c¸c sè h¹ng d¬ng) th× sau khi bá ®i mét sè 
h÷u h¹n c¸c sè h¹ng ®Çu ta ®îc chuçi sè d¬ng (chuçi sè ©m) cã cïng tÝnh chÊt héi tô 
hay ph©n kú víi nã. Do ®ã, viÖc xem xÐt chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi chØ thùc sù cã ý nghÜa ®èi  

víi c¸c chuçi cã v« sè c¸c sè h¹ng d¬ng cïng víi v« sè c¸c sè h¹ng ©m.  

§Þnh lý:  NÕu chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi (U*) héi tô th× chuçi (U) còng héi tô. 

Chøng minh:  Víi n vµ p lµ hai sè tù nhiªn bÊt kú, ta cã: 

pn2n1n
uuu    

1n
u  + 

2n
u  + … + 

pn
u . 

NÔu chuçi (U*) héi tô th× , víi mäi  > 0, tæng ë vÕ ph¶i nhá h¬n  b¾t ®Çu tõ khi n   n0, 

kÐo theo tæng ë vÕ tr¸i còng nhá h¬n  khi n  n0. Theo tiªu chuÈn héi tô Cauchy, chuçi 
(U) lµ chuçi héi tô. 

Chó ý: Ngîc l¹i, nÕu chuçi (U) héi tô th× cha ch¾c chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi (U*) héi tô. 

Ch¼ng h¹n, víi 0 <s  1 chuçi ®an dÊu 
1n

s

1n

n

)1(
 héi tô (theo dÊu hiÖu Leibnitz), nhng 

chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 
1n

s
n

1
 lµ chuçi ph©n kú. 

§Þnh nghÜa:  Chuçi sè (U) ®îc gäi lµ chuçi héi tô tuyÖt ®èi nÕu chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

(U*) héi tô. Chuçi sè (U) ®îc gäi lµ chuçi héi tô kh«ng tuyÖt ®èi nÕu b¶n th©n chuçi ®ã 

héi tô nhng chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi (U*) ph©n kú. 

Chó ý: §Ó xÐt sù héi tô tuyÖt ®èi cña mét chuçi sè víi c¸c sè h¹ng thay ®æi dÊu ta cã thÓ 

sö dông c¸c dÊu hiÖu héi tô cña chuçi d¬ng ®Ó xÐt sù héi tô cña chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 
cña nã. §iÒu ®¸ng lu ý lµ b¹n cÇn thËn träng trong trêng hîp chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 
(U*) ph©n kú: trong trêng hîp nµy chuçi (U) vÉn cã thÓ héi tô (héi tô kh«ng tuyÖt ®èi). 
Tuy nhiªn, nÕu chuçi (U*) ph©n kú theo dÊu hiÖu Cauchy hoÆc dÊu hiÖu d‟Alambert       

(C  > 1, hoÆc D > 1) th× chuçi (U) còng ph©n kú, bëi v× trong trêng hîp nµy 
n

u  kh«ng 

thÓ cã giíi h¹n b»ng 0, do ®ã un còng kh«ng thÓ cã giíi h¹n b»ng 0 (vi ph¹m ®iÒu kiÖn 
cÇn ®Ó chuçi héi tô). Tõ nhËn xÐt nµy ta cã thÓ ¸p dông dÊu hiÖu d‟Alambert vµ dÊu hiÖu 
Cauchy cho chuçi bÊt kú nh sau: 

DÊu hiÖu d’ Alambert:  Gi¶ sö d·y sè 
n

1n*

n

u

u
D  cã giíi h¹n:  D* =

*

n
n

lim D . Khi ®ã, 

chuçi (U) héi tô tuyÖt ®èi nÕu D* < 1, ph©n kú nÕu D* > 1. 

DÊu hiÖu Cauchy:  Gi¶ sö d·y sè n
n

*

n
uC  cã giíi h¹n:  C* =

*

n
n

lim C . Khi ®ã, chuçi 

(U) héi tô tuyÖt ®èi nÕu C* < 1, ph©n kú nÕu C* > 1. 
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VÝ dô 1:  XÐt chuçi sè 
1n

1n
nx . 

Khi x = 0 hiÓn nhiªn chuçi héi tô. Víi x  0, ta cã 
n

x)1n(
*

n
D ; D* = xlim

*

n
n

D . 

Theo dÊu hiÖu d‟Alambert, chuçi ®· cho héi tô tuyÖt ®èi khi  1 < x < 1, ph©n kú khi       

x > 1 hoÆc x < 1. T¹i x = 1, dÊu hiÖu d‟Alambert kh«ng cho kÕt luËn g×, nhng ta thÊy 
ngay chuçi ph©n kú do vi ph¹m ®iÒu kiÖn cÇn. 

VÝ dô 2:  XÐt chuçi sè 
1n

n

n

x1

x
 (x  1). 

Khi x = 0 hiÓn nhiªn chuçi héi tô. Víi x  0, ta cã 

1n

1n

*

n

x1

xx
D ;   D* =

1x  hoÆc1x nÕu1,

1x1  Õu

 

n  ,x
lim

*

n
n

D . 

Theo dÊu hiÖu d‟Alambert, chuçi ®· cho héi tô tuyÖt ®èi khi  1 < x < 1. Khi x > 1 hoÆc  

x <  1, dÊu hiÖu d‟Alambert kh«ng cho kÕt luËn g×, nhng b»ng c¸ch xÐt trùc tiÕp ta thÊy 
chuçi ph©n kú do vi ph¹m ®iÒu kiÖn cÇn. 

iii. tÝnh chÊt cña c¸c chuçi sè héi tô 

Kh¸i niÖm tæng cña chuçi sè xuÊt ph¸t tõ c¸c tæng h÷u h¹n (c¸c tæng riªng), kÕt hîp víi 
phÐp to¸n giíi h¹n. §èi víi c¸c tæng h÷u h¹n ta cã thÓ nhãm c¸c sè h¹ng mét c¸ch tuú ý 
(tÝnh chÊt kÕt hîp) vµ còng cã thÓ ®æi chç c¸c sè h¹ng mét c¸ch tuú ý (tÝnh chÊt giao 
ho¸n). VÉn ®Ò ®Æt ra lµ c¸c tÝnh chÊt ®ã cßn ®óng cho c¸c tæng v« h¹n (tæng cña chuçi sè 
héi tô) hay kh«ng? Chóng ta sÏ xem xÐt vÊn ®Ò nµy. 

a. TÝnh chÊt kÕt hîp 

XÐt chuçi sè bÊt kú: 

1n

n
u = u1 + u2+ …+ un+ …                             (U) 

Nhãm c¸c sè h¹ng cña chuçi (U) theo mét c¸ch bÊt kú ta ®îc chuçi 

1k

k
v = v1 + v2+ …+ vk+ …,                            (V) 

trong ®ã:  

v1 = u1 + u2 + … + 
1

n
u , v2 = 

1n
1

u  + 
2n

1

u  + … + 
2

n
u , v3 = 

1n
2

u  + 
2n

2

u  + … + 
3

n
u , … 

§Þnh lý:  NÕu chuçi (U) héi tô vµ cã tæng b»ng U th× chuçi (V) còng héi tô vµ cã tæng 

b»ng U, tøc lµ tÝnh chÊt kÕt hîp tho¶ m·n ®èi víi tæng cña chuçi sè héi tô bÊt kú. 

Chøng minh: DÔ dµng thÊy r»ng tæng riªng thø k cña chuçi (V) chÝnh lµ tæng riªng thø nk 

cña chuçi (U), do ®ã ta cã ngay ®iÒu ph¶i chøng minh. 

b. TÝnh chÊt giao ho¸n 

§æi chç c¸c sè h¹ng cña chuçi (U) mét c¸ch tuú ý ta ®îc chuçi 
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1k

n
k

u = 
1

n
u + 

2
n

u + … 
k

n
u + …                             (U‟ ) 

§Þnh lý:  NÕu chuçi (U) héi tô tuyÖt ®èi vµ cã tæng b»ng U th× chuçi (U‟ ) còng héi tô vµ 

cã tæng b»ng U, tøc lµ tÝnh chÊt giao ho¸n tho¶ m·n ®èi víi c¸c chuçi héi tô tuyÖt ®èi . 

Chøng minh: Tríc hÕt ta xÐt trêng hîp chuçi (U) lµ chuçi sè d¬ng. Gäi Un lµ tæng 

riªng thø n cña chuçi (U) vµ U‟ k lµ tæng riªng thø k cña chuçi (U‟ ). DÔ dµng thÊy r»ng 
d·y sè U‟ k bÞ chÆn trªn. ThËt vËy, gäi n‟  lµ sè lín nhÊt trong c¸c chØ sè n1, n2, …, nk, ta cã: 

U‟ k = 
1

n
u + 

2
n

u + … 
k

n
u  u1 + u2 + … + un‟ = Un‟  U. 

Tõ ®©y suy ra chuçi (U‟ ) héi tô vµ cã tæng b»ng U‟   U. Do chuçi (U) còng nhËn ®îc tõ 

chuçi (U‟ ) b»ng c¸ch ®æi chç c¸c sè h¹ng nªn U  U‟ , suy ra U‟  = U. 

Víi (U) lµ mét chuçi héi tô tuyÖt ®èi bÊt kú, chuçi gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

1n

n
u  = 

1
u  + 

2
u  + … + 

n
u  + …                     (U*). 

lµ mét chuçi sè d¬ng héi tô. ViÖc ®æi chç c¸c sè h¹ng cña (U*) kh«ng lµm ¶nh hëng 
®Õn tÝnh héi tô vµ tæng cña nã. Gäi p1, p2, …, pm, … lµ d·y c¸c sè h¹ng d¬ng vµ q1, q2, …, 
qk, … lµ d·y gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña c¸c sè h¹ng ©m xÕp thø tù theo tr×nh tù cã mÆt trong d·y 

sè u1, u,2, …, un, …. Gäi Un, 
*

n
U theo thø tù lµ tæng riªng thø n cña c¸c chuçi (U), (U*); Pm 

lµ tæng riªng thø m cña chuçi d¬ng 
1m

m
p ; Qk lµ tæng riªng tø k cña chuçi d¬ng

1k

k
q . 

DÔ dµng thÊy r»ng Un, 
*

n
U cã thÓ biÓu diÔn díi d¹ng 

*

n
U = Pm + Qk ;  Un = Pm  Qk.                               (3.5) 

Do chuçi (U*) héi tô nªn d·y sè *

n
U bÞ chÆn trªn. Tõ hÖ thøc *

n
U = Pm + Qk dÔ dµng suy ra 

r»ng c¸c d·y sè Pm vµ Qk còng bÞ chÆn trªn, do ®ã c¸c chuçi sè d¬ng 
1m

m
p , 

1k

k
q héi 

tô. Gäi P vµ Q theo thø tù lµ tæng cña c¸c chuçi nµy, tõ hÖ thøc Un = Pm  Qk suy ra         

U = P  Q. ViÖc ®æi chç c¸c sè h¹ng cña chuçi (U) kÐo theo viÖc ®æi chç c¸c sè h¹ng cña 

c¸c chuçi sè d¬ng 
1m

m
p , 

1k

k
q kh«ng lµm thay ®æi tæng cña chóng, do ®ã chuçi (U‟ ) 

còng héi tô vµ cã tæng b»ng U‟  = P  Q. 

Trªn ®©y ta ®· chØ ra r»ng tÝnh chÊt giao ho¸n tho¶ m·n ®èi víi c¸c chuçi sè héi tô tuyÖt 

®èi. Trêng hîp chuçi héi tô kh«ng tuyÖt ®èi, tÝnh chÊt nµy kh«ng cßn ®óng n÷a. Cô thÓ 

h¬n, ngêi ta ®· chøng minh ®Þnh lý sau ®©y: 

§Þnh lý Riemann: NÕu chuçi sè (U) héi tô kh«ng tuyÖt ®èi th×, víi S lµ mét sè thùc bÊt 

kú cho tríc hoÆc S =   , b»ng  c¸ch ®æi chç c¸c sè h¹ng cña nã ta cã thÓ nhËn ®îc 
mét chuçi cã tæng ®óng b»ng S. 

§4. chuçi hµm 
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i. ®¹i c¬ng vÒ d·y hµm vµ chuçi hµm 

XÐt mét d·y v« h¹n 
f1(x), f2(x), …, fn(x), …                                 (4.1) 

víi c¸c sè h¹ng lµ c¸c hµm sè ®èi sè x cã miÒn x¸c ®Þnh chung kh«ng rçng. T¹i mçi ®iÓm 
x cè ®Þnh thuéc miÒn x¸c ®Þnh chung ®ã chuçi (4.1) lµ mét chuçi sè vµ chuçi sè ®ã cã thÓ 
héi tô hoÆc kh«ng héi tô. ThuËt ng÷ d·y hµm  ®îc sö dông ®Ó gäi c¸c d·y lo¹i nµy, khi ta 

xÐt sù phô thuéc cña nã vµo biÕn sè x. §Ó khái dµi dßng vÒ ký hiÖu, ta cã thÓ gäi d·y 
(4.1) lµ d·y hµm fn(x). 

TËp hîp X gåm tÊt c¶ c¸c ®iÓm x mµ t¹i ®ã d·y (4.1) héi ®îc gäi lµ miÒn héi tô cña d·y 

®ã. T¹i mçi ®iÓm x thuéc miÒn héi tô X, giíi h¹n cña d·y (4.1) lµ mét sè thùc x¸c ®Þnh, 
ký hiÖu lµ f(x). Nh vËy, khi x biÕn thiªn trªn miÒn X, giíi h¹n f(x) cña d·y (4.1) lµ mét 
hµm sè ®èi sè x. Ta gäi hµm sè f(x) lµ hµm giíi h¹n cña d·y hµm (4.1). 

VÝ dô:   

 MiÒn héi tô cña d·y hµm fn(x) = xn lµ kho¶ng ( 1; 1]. Hµm giíi h¹n cña nã lµ hµm sè 

f(x) = 
1. x khi 1,

1;  x  1  khi 0,
 

 MiÒn héi tô cña d·y hµm fn(x) = 
22

xn1

x
lµ ¡ . Hµm giíi h¹n cña nã lµ f(x) = 0 

x ¡ . 

T¬ng tù nh d·y hµm, ta gäi chuçi hµm lµ chuçi 

1n

n
)x(u = u1(x) + u2(x) + …+ un(x) + …                (4.2) 

mµ mçi sè h¹ng un(x) cña nã lµ mét hµm sè ®èi sè x, cã miÒn x¸c ®Þnh chung lµ mét tËp 
hîp kh«ng rçng. T¹i mçi ®iÓm x cè ®Þnh thuéc miÒn x¸c ®Þnh chung cña c¸c hµm sè 
un(x), chuçi sè (4.2) lµ mét chuçi sè héi tô hoÆc ph©n kú. TËp hîp c¶ c¸c ®iÓm x mµ t¹i ®ã 
chuçi (4.2) héi tô ®îc gäi lµ miÒn héi tô cña nã. T¹i mçi ®iÓm x thuéc miÒn héi tô, tæng 

cña chuçi (4.2) lµ mét sè thùc x¸c ®Þnh, ký hiÖu lµ f(x). Hµm sè f(x) ®îc gäi lµ hµm tæng 

cña chuçi hµm (4.2). 

Chó ý r»ng hµm tæng cña chuçi hµm (4.2) chÝnh lµ hµm giíi h¹n cña d·y hµm 

fn(x) = u1(x) + u2(x) + …+ un(x). 

Ngîc l¹i, hµm giíi h¹n cña mét d·y hµm fn(x) chÝnh lµ hµm tæng cña chuçi hµm (4.2), 

víi c¸c sè h¹ng u1(x) = f1(x), u2(x) = f2(x)  f1(x), … , un(x) = fn(x)  n 1
f ( x ) , … §iÒu nµy 

cho phÐp ta xÐt c¸c d·y hµm th«ng qua c¸c chuçi hµm hoÆc ngîc l¹i. 

ii. sù héi tô ®Òu 

C¸c tÝnh chÊt hµm sè cña hµm giíi h¹n cña mét d·y hµm còng nh hµm tæng cña mét 
chuçi hµm kh«ng nh÷ng chØ phô thuéc vµo tÝnh chÊt hµm sè cña c¸c sè h¹ng, mµ cßn phô 
thuéc ®¸ng kÓ vµo ®¨c trng cña sù héi tô. Ch¼ng h¹n, c¸c sè h¹ng cña c¸c d·y hµm    
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fn(x) = xn, fn(x) = 
22

xn1

x
 ë vÝ dô nªu trªn ®Òu lµ c¸c hµm liªn tôc, nhng hµm giíi h¹n 

cña d·y thø nhÊt kh«ng liªn tôc, trong khi hµm giíi h¹n cña d·y thø hai liªn tôc trong 
miÒn héi tô cña nã. Mét ®Æc trng cña sù héi tô gi÷ vai trß quan träng trong viÖc xem xÐt 
tÝnh chÊt hµm sè cña hµm giíi h¹n cña mét d·y hµm còng nh hµm tæng cña mét chuçi 
hµm lµ sù héi tô ®Òu. 

a. Kh¸i niÖm héi tô ®Òu 

Gi¶ sö d·y hµm fn(x) héi tô t¹i mäi ®iÓm thuéc mét miÒn X ¡  vµ f(x) lµ hµm giíi h¹n 

cña nã. T¹i mçi ®iÓm cè ®Þnh x X, theo mçi sè  > 0 ta t×m ®îc t¬ng øng mét sè tù 
nhiªn n0 sao cho bÊt ®¼ng thøc 

)x(f)x(f
n

<                               (4.3) 

tho¶ m·n víi mäi n > n0.  

Khi xÐt riªng lÎ t¹i tõng ®iÓm, mèc “®ñ lín”  n0 cña n ®Ó bÊt ®¼ng thøc (4.3) tho¶ m·n 

kh«ng nh÷ng chØ phô thuéc , mµ cßn phô thuéc vµo ®iÓm x mµ ta xÐt. Mét c©u hái ®Æt ra 

lµ víi mäi  > 0 cã thÓ t×m ®îc hay kh«ng mét sè n0 chung cho mäi ®iÓm x X, tøc lµ n0 

chØ phô thuéc , ®Ó khi n > n0 bÊt ®¼ng thøc (4.3) tho¶ m·n víi mäi x X? Trêng hîp tån 
t¹i sè n0 nh vËy ®îc quan t©m ®Æc biÖt khi xÐt c¸c tÝnh chÊt hµm sè cña hµm giíi h¹n 
cña d·y hµm (tæng cña chuçi hµm). 

§Þnh nghÜa: Gi¶ sö t¹i mäi ®iÓm x thuéc miÒn X d·y hµm fn(x) héi tô ®Õn f(x). Ta nãi 

d·y hµm fn(x) héi tô ®Òu ®Õn hµm f(x) trªn miÒn X  khi vµ chØ khi: víi mäi sè  > 0 ®Òu tån 

t¹i t¬ng øng sè tù nhiªn n0 = n0( ) (n0 chØ phô thuéc ) sao cho b¾t ®Çu tõ khi n > n0 bÊt 

®¼ng thøc (4.3) tho¶ m·n víi mäi x  X. 

VÝ dô 1: XÐt d·y hµm fn(x) = 
22

xn1

x
 trªn miÒn X = ¡ . Hµm giíi h¹n cña d·y hµm nµy 

lµ f(x) = 0. Víi mäi sè tù nhiªn n ta cã: 

 0)x(f 
n

= 
n2

1

xn1

xn2
.

n2

1

xn1

x

2222
 x ¡ , 

do ®ã, víi  lµ sè d¬ng bÊt kú, khi n > 
2

1
 bÊt ®¼ng thøc 0  fn(x)  0 <  tho¶ m·n víi 

mäi x ¡ . Nh vËy, theo mçi sè  > 0, sè n0 = [1/2 ] (phÇn nguyªn cña sè 1/2 ) tho¶ m·n 
®iÒu nªu trong ®Þnh nghÜa nãi trªn, tøc lµ d·y hµm ®· cho héi tô ®Òu ®Õn hµm giíi h¹n 

f(x) = 0 trªn miÒn X = ¡ . 

VÝ dô 2: XÐt d·y hµm fn(x) = 
22

xn1

nx
 trªn ¡ . Hµm giíi h¹n cña d·y hµm nµy lµ f(x) = 0. 

Trong trêng hîp nµy víi mäi sè tù nhiªn n ta cã 
2

1

n

1
f

n
, do ®ã víi  < 

2

1
,  bÊt ®¼ng 

thøc  0)x(f 
n

 <  kh«ng thÓ tho¶ m·n víi mäi x ¡ , bÊt kÓ n lín ®Õn møc nµo. Nh 

vËy, d·y hµm nµy héi tô, nhng kh«ng héi tô ®Òu trªn ¡ . 

Tuy nhiªn, nÕu xÐt d·y hµm nµy h¹n chÕ trªn kho¶ng [1; + ) th× nã héi tô ®Òu ®Õn        

f(x) = 0. ThËt vËy, víi mäi x  1 ta cã 
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n

1

nx

1

xn

nx

xn1

nx
 0)x(f 

2222n
 <  khi n > 

1
. 

Víi mäi  > 0, sè tù nhiªn n0 = [1/ ] ®¸p øng ®iÒu kiÖn  0)x(f 
n

 <  víi mäi x  1, khi 

n > n0. 

Kh¸i niÖm d·y hµm héi tô ®Òu ®îc chuyÓn qua ng«n ng÷ chuçi hµm nh sau: 

§Þnh nghÜa:  Ta nãi chuçi hµm  

1n

n
)x(u = u1(x) + u2(x) + …+ un(x) + …                    (4.4) 

héi tô ®Òu trªn mét miÒn X  ¡  khi vµ chØ khi nã héi tô t¹i mäi ®iÓm x X vµ d·y tæng 

riªng 
fn(x) = u1(x) + u2(x) + …+ un(x) 

cña nã héi tô ®Òu trªn miÒn X ®Õn hµm tæng f(x) =
1n

n
)x(u . 

Gäi n(x) lµ tæng cña phÇn d sau sè h¹ng thø n cña chuçi (4.4) t¹i mçi ®iÓm x X, ta cã: 

n(x) = un+1(x) + un+2(x) + … + un+k(x) + … = f(x)  fn(x). 

Theo tÝnh chÊt cña chuçi sè héi tô, t¹i mçi ®iÓm x X d·y n(x) cã giíi h¹n 0 khi n + . 

Nh vËy, trªn miÒn X, n(x) lµ mét d·y hµm cã hµm giíi h¹n lµ hµm sè nhËn gi¸ trÞ kh«ng 
®æi b»ng 0. §Þnh nghÜa chuçi hµm héi tô ®Òu cã thÓ ph¸t biÓu t¬ng ®¬ng nh sau: 

Chuçi hµm (4.4) héi tô ®Òu trªn miÒn X  khi vµ chØ khi d·y phÇn d sau sè h¹ng thø n cña 

nã héi tô ®Òu ®Õn 0 trªn miÒn ®ã. 

b.  Tiªu chuÈn héi tô ®Òu 

Tiªu chuÈn héi tô Cauchy ®èi víi d·y sè cã thÓ ph¸t triÓn thµnh tiªu chuÈn héi tô ®Òu ®èi 
víi d·y hµm nh sau: 

§Þnh lý:  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó d·y hµm fn(x) cã hµm giíi h¹n vµ héi tô ®Òu trªn miÒn X 

®Õn hµm giíi h¹n cña nã lµ: Víi mäi sè  > 0, tån t¹i t¬ng øng sè tù nhiªn n0 kh«ng phô 
thuéc x sao cho b¾t ®Çu tõ khi n > n0 bÊt ®¼ng thøc 

)x(f)x(f
npn

 <                                     (4.5) 

tho¶ m·n víi mäi x X vµ víi mäi sè tù nhiªn p. 

Chøng minh: 

 Gi¶ sö d·y hµm fn(x) cã hµm giíi h¹n f(x) vµ héi tô ®Òu trªn miÒn X tíi hµm f(x).  Khi 

®ã, theo sè  > 0 bÊt kú, ta t×m ®îc sè tù nhiªn n0 = n0( ) kh«ng phô thuéc x sao cho khi        
n > n0 ta cã 

)x(f)x(f
n

 < 
2

 x X. 

Khi ®ã, víi n > n0 vµ p lµ sè tù nhiªn bÊt kú ta còng cã 

)x(f)x(f
pn

 < 
2

 x X. 

Do fn+p(x)  fn(x) = [fn+p(x)  f(x)] + [f(x)  fn(x)], tõ hai bÊt ®¼ng thøc trªn suy ra 
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)x(f)x(f
npn

  )x(f)x(f
pn

 + )x(f)x(f
n

 <  x X (khi n > n0, p ¥ ). 

 Nguîc l¹i, gi¶ sö víi mäi sè  > 0, tån t¹i chØ sè n0 = n0( ) sao cho khi n > n0 bÊt ®¼ng 

thøc (4.5) tho¶ m·n víi mäi x X. Khi ®ã t¹i mçi ®iÓm cè ®Þnh x0 X, d·y sè fn(x0) héi tô, 
do ®ã d·y hµm fn(x) cã hµm giíi h¹n lµ mét hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trªn X. ChuyÓn qua giíi 

h¹n khi p  + , tõ (4.5) suy ra 

)x(f)x(f
n

     x X (b¾t ®Çu tõ khi n > n0). 

§iÒu nµy chøng tá d·y hµm fn(x) héi tô ®Òu trªn miÒn X ®Õn hµm f(x). 

Tõ tiªu chuÈn héi tô ®Òu ®èi víi d·y hµm ta dÔ dµng suy ra tiªu chuÈn héi tô ®Òu ®èi víi 
chuçi hµm: 

§Þnh lý:  §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó chuçi hµm (4.4) héi tô ®Òu trªn miÒn X lµ: Víi mäi sè    

 > 0, tån t¹i t¬ng øng sè tù nhiªn n0 kh«ng phô thuéc x sao cho b¾t ®Çu tõ khi n > n0 bÊt 
®¼ng thøc 

)x(u)x(u)x(u
pn2n1n

  <   

tho¶ m·n víi mäi x X vµ víi mäi sè tù nhiªn p. 

c. DÊu hiÖu Weierstrass 

Sau ®©y lµ mét dÊu hiÖu t¬ng ®èi ®¬n gi¶n ®Ó c¸c ®Þnh tÝnh héi tô ®Òu cña mét chuçi 
hµm: 

DÊu hiÖu Weierstrass: NÕu t¹i mäi ®iÓm x thuéc miÒn X c¸c sè h¹ng cña chuçi hµm 

(4.4) tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc 

)x(u
n

  an (n = 1, 2, 3, …), 

víi an lµ c¸c sè h¹ng cña mét chuçi sè d¬ng héi tô 
1n

n
a , th× chuçi hµm ®ã héi tô ®Òu 

trªn miÒn X. 

Chøng minh:  Tõ gi¶ thiÕt ta dÔ dµng suy ra: 

)x(u)x(u)x(u
pn2n1n

   an+1 + an+2 + … + an+p x X. 

Do chuçi 
1n

n
a héi tô nªn víi mäi sè  > 0, tån t¹i t¬ng øng sè tù nhiªn   n0 = n0(  ) sao 

cho 

an+1 + an+2 + … + an+p <  n > n0 vµ p ¥ , 
kÐo theo 

)x(u)x(u)x(u
pn2n1n

  <  n > n0 vµ p ¥ . 

Theo tiªu chuÈn Cauchy, chuçi hµm (4.4) héi tô ®Òu trªn miÒn X. 

VÝ dô: Víi 
1n

n
lµ mét chuçi sè héi tô tuyÖt ®èi, sö dông dÊu hiÖu Weierstras ta dÔ dµng 

suy ra r»ng c¸c chuçi hµm 
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1n

n
nxsin , 

1n

n
nxcos , 

1n

n
arctgnx , 

1n

n
xtgnarco  

héi tô ®Òu trªn ¡ . 

iii. tÝnh chÊt hµm sè cña hµm tæng 

XÐt chuçi hµm víi c¸c sè h¹ng un(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng [a; b], víi gi¶ thiÕt chuçi ®ã 

héi tô vµ cã tæng b»ng f(x) t¹i mäi ®iÓm x  [a; b]: 

f(x) = 
1n

n
)x(u = u1(x) + u2(x) + …+ un(x) + …                (4.6) 

C¸c ®Þnh lý díi ®©y cho biÕt mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm tæng f(x). 

§Þnh lý 1:  NÕu tÊt c¶ c¸c sè h¹ng un(x) cña chuçi hµm (4.6) lµ c¸c hµm sè liªn tôc trªn 

kho¶ng [a; b] vµ chuçi hµm ®ã héi tô ®Òu trªn [a; b] th× hµm tæng cña nã lµ mét hµm sè 
liªn tôc trªn [a; b]. 

Chøng minh: Gäi fn(x) lµ tæng riªng thø n vµ n(x) lµ tæng cña phÇn d sau sè h¹ng thø n 

cña chuçi (4.6), ta cã: 

f(x) = fn(x) + n(x). 

Víi x0 lµ mét ®iÓm cè ®Þnh bÊt kú thuéc kho¶ng [a; b] ta cã 

f(x)  f(x0) = [fn(x0)  fn(x0)]+ n(x)  n(x0). 

Tõ ®©y suy ra 

)x(f)x(f
0

  )x(f)x(f
0nn

 + )x(
n

 + )x(
0n

.               (4.7) 

V× c¸c sè h¹ng cña chuu«Ü (4.6) lµ c¸c hµm sè liªn tôc trªn [a; b] nªn c¸c hµm sè  

fn(x) = u1(x) + u2(x) + …+ un(x) 

liªn tôc t¹i ®iÓm x0. Víi  lµ mét sè d¬ng bÊt kú cho tríc, tån t¹i sè  > 0 ®ñ nhá sao 

cho V = (x0  ; x0 + )  [a; b]  (V = [a; a + ) nÕu x0 = a; V = (b  ; b] nÕu x0 = b)  vµ 

)x(f)x(f
0nn

 < 
3

 x V. 

MÆt kh¸c, do d·y hµm n(x) héi tô ®Òu trªn [a; b] ®Õn 0 ta t×m ®îc sè tù nhiªn n0 sao cho 
khi n > n0 

)x(
n

 < 
3

  x [a; b].                                       (4.8) 

KÕt hîp c¸c bÊt ®¼ng thøc (4.7) vµ (4.8) ta cã  

)x(f)x(f
0

 <   x  V. 

§iÒu nµy chøng tá )x(flim
0

xx

= f(x0), tøc lµ hµm tæng f(x) liªn tôc t¹i ®iÓm x0 bÊt kú trªn 

kho¶ng [a; b]. §Þnh lý ®· ®îc chøng minh. 
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§Þnh lý 2: NÕu tÊt c¶ c¸c sè h¹ng un(x) cña chuçi hµm (4.6) lµ c¸c hµm sè liªn tôc trªn 

kho¶ng [a; b] vµ chuçi hµm ®ã héi tô ®Òu trªn [a; b] th× chuçi  sè 
1n

b

a

n
dx)x(u  héi tô vµ 

cã tæng b»ng 

b

a

dx)x(f : 

b

a

dx)x(f  = 
1n

b

a

n
dx)x(u =

b

a

1
dx)x(u + 

b

a

2
dx)x(u + … + 

b

a

n
dx)x(u + …,      (4.9) 

tøc lµ ta cã thÓ lÊy tÝch ph©n cña chuçi (4.6) theo tõng sè h¹ng. 

Chøng minh: Tríc hÕt ta chó ý r»ng, theo ®Þnh lý 1, hµm tæng f(x) liªn tôc trªn [a; b], do 

®ã tÝch ph©n 

b

a

dx)x(f  tån t¹i. Gäi fn(x) lµ tæng riªng thø n cña chuçi hµm (4.6) vµ Sn lµ 

tæng riªng thø n cña chuçi 
1n

b

a

n
dx)x(u , ta cã: 

Sn  

b

a

dx)x(f = 

b

a

1
dx)x(u + 

b

a

2
dx)x(u + … + 

b

a

n
dx)x(u  

b

a

dx)x(f  

= 

b

a

n
dx)]x(f)x(f[ , suy ra 

b

a

n

b

a

n

b

a

n
dx )x(f)x(f dx )]x(f)x(f[  dx)x(fS  x [a; b]. 

Do d·y hµm fn(x) héi tô ®Òu trªn [a; b] ®Õn f(x) nªn, víi  lµ mét sè d¬ng bÊt kú, tån t¹i 
n0 sao cho khi n > n0 

)x(f)x(f
0

 < 
ab

  x [a; b], 

kÐo theo 
b

a

b

a

n
dx

ab
 dx)x(fS =  n > n0. 

§iÒu nµy chøng tá Sn héi tô ®Õn 

b

a

dx)x(f  vµ ta cã ®¼ng thøc (4.9). 

§Þnh lý 3:  NÕu tÊt c¶ c¸c sè h¹ng un(x) cña chuçi hµm (4.6) lµ cã ®¹o hµm liªn tôc trªn 

kho¶ng [a; b] vµ chuçi hµm 
1n

n
)x(u  héi tô ®Òu trªn [a; b] th× hµm tæng f(x) cña chuçi 

(4.6) cã ®¹o hµm trªn  [a; b] vµ 

f ‟ (x) = 
1n

n
)x(u =  )x(u)x(u)x(u

n21
 

tøc lµ ta cã thÓ lÊy ®¹o hµm cña chuçi (4.6) theo tõng sè h¹ng. 
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Chøng minh: C¸c sè h¹ng cña chuçi (4.6) cã thÓ viÕt díi d¹ng 

un(x) = dt)t(u

x

a

n
 + un(a)  (n = 1, 2, 3, …). 

Gäi f*(x) lµ tæng cña chuçi hµm 
1n

n
)x(u . Theo ®Þnh lý 1, f*(x) lµ hµm sè liªn tôc trªn 

[a; b]. HiÓn nhiªn lµ nÕu mét chuçi hµm héi tô ®Òu trªn mét miÒn X nµo ®ã th× nã héi tô 

trªn mäi miÒn con cña miÒn X, do ®ã, víi mçi x [a; b] cè ®Þnh, chuçi 
1n

n
)t(u héi tô ®Òu 

trªn [a; x] ®Õn hµm f*(t). Theo ®Þnh lý 2 ta cã 

x

a

dt)t(*f = 
1n

x

a

n
dt)t(u =

1n

nn
)]a(u)x(u[ . 

MÆt kh¸c, theo tÝnh chÊt cña c¸c chuçi sè héi tô ta cã 

1n

nn
)]a(u)x(u[  = 

1n

n
)x(u   

1n

n
)a(u = f(x)  f(a). 

VËy 

x

a

dt)t(*f  = f(x)  f(a), hay f(x) = 

x

a

dt)t(*f  + f(a), suy ra 

f‟ (x) = 

,

)a(fdt)t(*f

x

x

a

= f*(x) = 
1n

n
)x(u . 

§©y chÝnh lµ ®iÒu ph¶i chøng minh. 

§5. chuçi luü thõa 

i.  miÒn héi tô cña chuçi luü thõa 

XÐt chuçi hµm d¹ng “®a thøc v« h¹n” (4): 

0n

n

n
xa = a0 + a1x + a2x

2 + … + anx
n + …            (5.1) 

Ta gäi chuçi hµm lo¹i nµy lµ chuçi luü thõa. 

HiÓn nhiªn lµ chuçi (5.1) héi tô vµ cã tæng b»ng a0 khi x = 0. §Ó t×m hiÓu vÒ miÒn héi tô 
cña chuçi luü thõa, tríc hÕt ta chøng minh bæ ®Ò sau ®©y: 

Bæ ®Ò Abel:  NÕu chuçi luü thõa (5.1) héi tô khi x = x0  0 th× nã héi tô tuyÖt ®èi t¹i mäi 

®iÓm thuéc kho¶ng (  
0

x ; 
0

x ). 

                                                 

(4) Khi sö dông ký hiÖu 

0n

n

n
xa ta quy íc x0 = 1, kÓ c¶ khi x = 0. 
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Chøng minh:  Tõ gi¶ thiÕt chuçi (5.1) héi tô khi x = x0 suy ra d·y sè  un = an

n

0
x  cã giíi 

h¹n 0, do ®ã nã bÞ chÆn: 
n

0n
xa    K  (K lµ h»ng sè; n = 0, 1, 2, 3, …). 

Khi  0 < x <
0

x  ta cã 

n

n
xa  = 

n

0

n

0n

x

x
.xa .  K 

n

0
x

x
. . 

Chuçi sè d¬ng víi sè h¹ng tæng qu¸t ë vÕ ph¶i lµ mét chuçi sè nh©n cã c«ng béi kh«ng 

©m vµ nhá h¬n 1, do ®ã nã héi tô. Theo dÊu hiÖu so s¸nh th× chuçi 
0n

n

n
xa  còng héi tô, 

tøc lµ chuçi (5.1) héi tô tuyÖt ®èi. 

§Ó x¸c ®Þnh miÒn héi tô ta xÐt tËp sè  

X  = x :  x  0  v µ  ch u ç i (5 .1 ) h é i tô  k h i  x   x . 

Lo¹i trõ trêng hîp chuçi (5.1) ph©n kú t¹i mäi ®iÓm x  0, X  lµ mét tËp hîp kh«ng 

rçng. NÕu tËp hîp X  kh«ng bÞ chÆn trªn th× chuçi (5.1) héi tô tuyÖt ®èi t¹i mäi ®iÓm. 

ThËt vËy, trong trêng hîp nµy, víi mäi x ¡  tån t¹i x X  sao cho  xx . Khi ®ã, 

theo bæ ®Ò Borel, chuçi (5.1) héi tô tuyÖt ®èi t¹i ®iÓm x. 

Trêng hîp tËp hîp X  bÞ chÆn trªn  = sup X  lµ mét sè d¬ng, theo tÝnh chÊt cña cËn 
trªn ®óng, kÕt hîp víi bæ ®Ò Borel, ta dÔ dµng suy ra ®îc r»ng chuçi luü thõa (5.1) héi tô 

tuyÖt ®èi khi x  <  vµ ph©n kú khi x  > . 

Nh vËy, lo¹i trõ trêng hîp chuçi luü thõa (5.1) ph©n kú t¹i mäi ®iÓm x  0, tån t¹i sè    

 > 0, hoÆc  = + , sao cho chuçi ®ã héi tô tuyÖt ®èi khi x  <  vµ ph©n kú khi x   > . 

Ta gäi  lµ b¸n kÝnh héi tô vµ kho¶ng ( ; ) lµ kho¶ng héi tô cña chuçi luü thõa (5.1). 

Trêng hîp chuçi luü thõa  ph©n kú t¹i mäi ®iÓm x  0 ta nãi nã cã b¸n kÝnh héi tô  = 0. 

Nh vËy, miÒn héi tô cña mét chuçi luü thõa lµ mét trong c¸c kho¶ng sè [  ; ],        

( ; ), [  ; ), (  ; ], tuú theo sù héi tô cña nã t¹i c¸c ®Çu mót cña kho¶ng héi  tô. 

ViÖc x¸c ®Þnh miÒn héi tô cña mét chuçi luü thõa cã thÓ thùc hiÖn dÔ dµng nÕu ta t×m 
®îc b¸n kÝnh héi tô cña nã. §Ó t×m b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa (5.1) b¹n cã thÓ sö 
dông c¸c c«ng thøc: 

 = 
1n

n

n a

a
lim ;                                             (5.2) 

hoÆc 

 = 
n

n

n
a

1
lim .                                             (5.3) 

C¸c c«ng thøc (5.2), (5.3) cã thÓ chøng minh dÔ dµng b»ng c¸ch sö dông dÊu hiÖu 
d‟Alambert vµ dÊu hiÖu Cauchy, víi gi¶ thiÕt giíi h¹n ë vÕ ph¶i tån t¹i (h÷u h¹n hoÆc 

b»ng + ). 
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Chó ý:  Chuçi luü thõa cßn ®îc xÐt díi d¹ng tæng qu¸t h¬n (x0 lµ mét h»ng sè): 

0

0
)(

n

n

n
xxa = a0 + a1(x  x0) + a2(x  x0)

2 + … + an(x  x0) 
n + …  (5.1*) 

Tuy nhiªn, ta cã thÓ chuyÓn chuçi (5.1*) vÒ d¹ng (5.1) b»ng c¸ch ®æi qua biÕn y = x  x0. 

Kho¶ng héi tô cña chuçi (5.1*) lµ kho¶ng  (x0   ; x0 + ), cßn miÒn héi tô cña nã lµ mét 

trong c¸c kho¶ng [ x0   ; x0 + ],   (x0   ; x0 + ), [x0   ; x0 + ), (x0   ; x0 + ]. 

VÝ dô 1: XÐt chuçi :
1n

n

n

x
. 

Trong trêng hîp nµy an = 
n

1
;  = 

1n

n

n a

a
lim = 

n

1n
lim

n

=1. T¹i x =1 chuçi  ph©n kú 

(chuçi ®iÒu hoµ tæng qu¸t), cßn t¹i x =  1 chuçi héi tô theo dÊu hiÖu Leibnitz. VËy, miÒn 

héi tô cña chuçi ®· cho lµ kho¶ng [ 1; 1). 

Tõ kÕt qu¶ nµy ta suy ra miÒn héi tô cña chuçi 
1

0
)(

n

n

n

xx
 lµ kho¶ng [x0 1; x0 +1). 

VÝ dô 2:  XÐt chuçi :
1

2

n

n

n

x
. 

Trong trêng hîp nµy an = 
2

1

n
;  = 

1n

n

n a

a
lim = 

2

1
lim

n

n

n

=1. T¹i x =  1 chuçi  héi tô 

tuyÖt ®èi. VËy, miÒn héi tô cña chuçi ®· cho lµ kho¶ng [ 1; 1]. 

VÝ dô 2:  XÐt chuçi :
1n

n

n

n

x
. 

Trong trêng hîp nµy an = 
n

n

1
;  = 

n
n

n
a

1
lim = n

n

lim = +  . VËy, miÒn héi tô cña chuçi 

®· cho lµ kho¶ng (  ; +  ). 

ii. tÝnh chÊt hµm sè  cña chuçi  luü thõa 

XÐt chuçi luü thõa (5.1) trong kho¶ng héi tô ( ; ). Gäi f(x) lµ hµm tæng cña nã: 

f(x) =
0n

n

n
xa = a0 + a1x + a2x

2 + … + anx
n + …       (5.1) 

§Þnh lý 1:  Víi mäi sè d¬ng r < , chuçi luü thõa (5.1) héi tô ®Òu trªn kho¶ng [ r; r]. 

Chøng minh:  Víi mäi x [ r ; r], ta cã 

n

n
xa  = 

n

n
xa .    

n

n
ra . . 

Chuçi (5.1) héi tô t¹i mäi ®iÓm thuéc kho¶ng héi tô ( ; ), do ®ã chuçi  
0

.

n

n

n
ra héi tô. 

Theo dÊu hiÖu Weierstrass, chuçi (5.1) héi tô ®Òu trªn [ r ; r]. 
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Sö dông ®Þnh lý 1, kÕt hîp víi c¸c ®Þnh lý ®· chøng minh vÒ tÝnh chÊt hµm sè cña chuçi 
hµm, ta dÔ dµng chøng minh c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm tæng f(x). 

§Þnh lý 2: Hµm tæng f(x) cña chuçi luü thõa (5.1) lµ mét hµm sè liªn tôc trong kho¶ng  

héi tô cña nã. 

Chøng minh: Gäi x0 lµ mét ®iÓm bÊt kú thuéc kho¶ng héi tô ( ; ). LÊy bÊt kú sè r trong 

kho¶ng gi÷a 
0

x  vµ  (
0

x  < r < ), ta cã x0 [ r ; r] . Chuçi (5.1) héi tô ®Òu trªn [ r ; r], 

do ®ã f(x) lµ hµm sè liªn tôc trªn [ r ; r], trong ®ã cã ®iÓm x0. 

§Þnh lý 3:  Víi mäi x thuéc kho¶ng héi tô ( ; ), ta cã thÓ lÊy tÝch ph©n cña chuçi hµm 

(5.1) theo tõng sè h¹ng nh sau: 

0 00

)(

n

x

n

n

x

dttadttf  = a0x + 
2

2

1
xa

 + … + 
n

xa
n

n 1 + …         (5.4) 

Chøng minh: Tõ ®Þnh lý 1 ta dÔ dµng suy ra r»ng chuçi hµm (5.1) héi tô ®Òu trªn mäi 

kho¶ng ®ãng [a; b] ( ; ), do ®ã ta cã thÓ lÊy tÝch ph©n cña chuçi (5.1) theo tõng sè 
h¹ng: 

0

)(

n

b

a

n

n

b

a

dttadttf . 

Víi a = 0, b = x ta cã c«ng thøc (5.4). 

§Þnh lý 4:  Trong kho¶ng héi tô ( ; ) hµm tæng cña chuçi luü thõa (5.1) cã ®¹o hµm vµ 

ta cã thÓ lÉy ®¹o hµm cña nã theo tõng sè h¹ng cña chuçi ®ã: 

f ‟ (x) = 
0n

n

n
xa = 

0

)(

n

n

n
xa = a1 + 2a2x

 + 3a3x
3 + … + nanx

n 1 + …  (5.5) 

Chøng minh:  Víi mäi x  ( ; ) ta lÊy mét sè d¬ng r  trong kho¶ng gi÷a x  vµ , tøc 

lµ x  < r < . Sè h¹ng tæng qu¸t cña chuçi héi tô 
0n

n

n
ra cã giíi h¹n b»ng 0 nªn nã bÞ 

chÆn: 

n
a r

n   L  n = 1, 2, 3, … (L lµ h»ng sè). 

Ta cã: 

1

..
n

n
xan = ....

1
1n

n

n

r

x
ran

r
  ...

1n

r

x
n

r

L
                         (5.6) 

Chuçi víi sè h¹ng tæng qu¸t ë vÕ ph¶i cña bÊt ®¼ng thøc (5.6) héi tô theo dÊu hiÖu 
dAlambert (b¹n h·y tù kiÓm tra!), do ®ã chuçi (5.5) héi tô tuyÖt ®èi t¹i mäi ®iÓm x thuéc 

kho¶ng ( ; ). §iÒu nµy chøng tá b¸n kÝnh héi tô ‟  cña chuçi (5.5) kh«ng nhá h¬n b¸n 

kÝnh héi tô cña chuçi (5.1):  ‟   . 

Víi mäi sè d¬ng r <  ta cã ®ång thêi r < ‟ , do ®ã chuçi (5.5) héi tô ®Òu trªn [ r ; r]. 

Theo ®Þnh lý ®· chøng minh ë §4  cña ch¬ng nµy, trªn kho¶ng [ r; r] ta cã thÓ lÊy ®¹o 

hµm cña chuçi (5.1) theo tõng sè h¹ng, do ®ã ta cã c«ng thøc (5.5). Do r cã thÓ lÊy gÇn  

mét c¸ch tuú ý, ®iÒu nµy còng ®óng trong kho¶ng ( ; ). 
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HÖ qu¶: Trong kho¶ng héi tô ( ; ) chuçi luü thõa (5.1), hµm tæng f(x) cña nã cã ®¹o 

hµm mäi cÊp vµ ta cã thÓ lÊy ®¹o hµm cÊp k cña nã b»ng c¸ch lÊy ®¹o hµm cÊp k theo 
tõng sè h¹ng: 

f (k)(x) = 
1

)(
)(

n

kn

n
xa = 

kn

kn

n
xaknnn )1)...(1( = 

kn

knn
x

kn

an

)!(

!
 

         = k!ak
 + 

!1

!
1k

ak
x +

!2

!
2k

ak
x2 + … + 

!

!
2

k

an
k xn 1 + …   

Chó ý: TÊt c¶ c¸c mÖnh ®Ò chøng minh trªn ®©y cã thÓ ¸p dông cho chuçi luü thõa  

0

0
)(

n

n

n
xxa = a0 + a1(x  x0) + a2(x  x0)

2 + … + an(x  x0) 
n + … 

trong kho¶ng héi tô (x0   ; x0 + ). 

iii. khai triÓn hµm sè thµnh chuçi luü thõa 

Chuçi luü thõa (5.1) cã c¸c tæng riªng lµ c¸c ®a thøc. H¬n n÷a, nh ®· chØ ra ë trªn, hµm 
tæng cña nã cã nh÷ng tÝnh chÊt t¬ng tù nh ®a thøc. Do ®ã viÖc biÓu diÔn hµm sè díi 
d¹ng chuu«Ü luü thõa cã vai trß rÊt quan träng trong gi¶i tÝch to¸n häc còng nh trong c¸c 
lÜnh vùc øng dông. 

a.  Chuçi Taylor 

Gi¶ sö hµm sè f(x) cã ®¹o hµm mäi cÊp trªn kho¶ng [x0  h ; x0 + h], hoÆc trªn mét trong 

c¸c kho¶ng [x0 ; x0 + h], [x0  h ; x0]. Khi ®ã ta cã thÓ biÓu diÔn f(x) theo c«ng thøc 
Taylor h÷u h¹n, víi n lín tuú ý: 

f(x) = f(x0)  +  
f x

x x
( )

!
( )

0

0
1

 +  
f x

x x
( )

!
( )

0

0

2

2
 

           
f x

n
x x

n

n

( )
( )

!
( )

0

0
 + rn(x).       (5.7) 

§iÒu nµy khiÕn ta nghÜ ®Õn chuçi luü thõa: 

f(x0)  + 
f x

x x
( )

!
( )

0

0
1

 + 
f x

x x
( )

!
( )

0

0

2

2
   

f x

n
x x

n

n

( )
( )

!
( )

0

0
+… (5.8) 

víi c¸c hÖ sè 

a0 = f(x0),  a1 = 
!1

)(
0

xf
,  a2 = 

!2

)(
0

xf
,  

!

)(
0

)(

n

xf
  a ,  

n

n
 , … 

C¸c hÖ sè nµy ®îc gäi lµ hÖ sè Taylor. Chuçi (5.8), bÊt kÓ tæng cña nã cã b»ng f(x) hay 

kh«ng, ®îc gäi lµ chuçi Taylor cña hµm sè f(x).  

Ngêi ta thêng xÐt chuçi Taylor trong trêng hîp x0 = 0: 

f(0)  + x
f

!1

)0(
 + 2

!2

)0(
x

f n

n

x
n

f
   

!

)0(
)(

 +…      (5.9) 

Chuçi (5.9) cßn ®îc gäi lµ chuçi MacLaurin. 

b.  Khai triÓn hµm sè thµnh chuçi Taylor 

NÕu trong mét l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm x0 chuçi (5.7) héi tô vµ cã tæng b»ng f(x) th× ta cã 
c«ng thøc 
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f(x) = f(x0)  + 
f x

x x
( )

!
( )

0

0
1

 + 
f x

x x
( )

!
( )

0

0

2

2
   

f x

n
x x

n

n

( )
( )

!
( )

0

0
+… 

(5.10) 

C«ng thøc (5.10) ®îc gäi lµ c«ng thøc khai triÓn  Taylor cña hµm sè f(x). 

Liªn hÖ víi c«ng thøc Taylor h÷u h¹n (5.7) ta cã ®Þnh lý sau ®©y: 

§Þnh lý 5: Hµm sè f(x) trªn kho¶ng [x0  h ; x0 + h] cã thÓ khai triÓn ®îc thµnh chuçi 

Taylor (5.10) khi vµ chØ khi t¹i mäi ®iÓm x [x0  h ; x0 + h] phÇn d  rn(x) cña c«ng thøc 

Taylor h÷u h¹n (5.7) cã giíi h¹n b»ng 0 khi n  +  . 

HÖ qu¶:  NÕu trªn kho¶ng [x0  h ; x0 + h] hµm sè f(x) cã ®¹o hµm mäi cÊp vµ gi¸ trÞ tuyÖt 

®èi cña ®¹o hµm tÊt c¶ c¸c cÊp cña nã bÞ chÆn bëi mét h»ng sè chung 

)(
)(

xf
n   L  x [  h ; h]  (n =1, 2, 3,…) 

(L h»ng sè L kh«ng phô thuéc n) th× trªn kho¶ng ®ã hµm sè f(x) cã thÓ khai triÓn thµnh 
chuçi Taylor (5.10). 

ThËt vËy, sö dông c«ng thøc phÇn d d¹ng Lagrange, ta cã 

rn(x) = 1

0

)1(

)(
)!1(

)( n

n

xx
n

cf
, 

trong ®ã c lµ mét ®iÓm trung gian nµo ®ã gi÷a x0 vµ x. HiÓn nhiªn lµ c [  h ; h] , do ®ã 

)!1(
.)()(

0)1(

n

xx
cfxr

n

n
  

)!1(

1

n

Lh
n

  x [  h ; h]. 

Chuçi víi sè h¹ng tæng qu¸t 
)!1(

1

n

Lh
n

 héi tô theo dÊu hiÖu d‟Alambert, do ®ã 
)!1(

1

n

Lh
n

 0 

khi n  + , tõ ®©y suy ra 
n

n

l im r ( x ) 0
® + ¥

= víi mäi x [  h ; h]. 

§Þnh lý 6:  NÕu trong kho¶ng (x0  h; x0 + h) hµm sè f(x) khai triÓn ®îc thµnh chuçi luü 

thõa 

f(x) = 
0

0
)(

n

n

n
xxa = a0 + a1(x  x0) + a2(x  x0)

2 + … + an(x  x0) 
n + …   (5.11) 

th× chuçi luü thõa ®ã chÝnh lµ chuçi Taylor cña hµm f(x). 

Chøng minh: Theo hÖ qu¶ cña ®Þnh lý 4, trong kho¶ng héi tô cña nã chuçi (1.11) cã ®¹o 

hµm mäi cÊp vµ ta cã thÓ lÊy ®¹o hµm theo tõng sè h¹ng, do ®ã 

f „ (x) = 1! a1 + 2a2(x  x0) + 3a3(x  x0)
2+ … 

f „ ‟  (x) = 2!.a2 + +3.2. a3(x  x0) + 4.3.a4(x  x0)
2 + … 

…………………. 

f(n)(x) = n!an + (n + 1).n…2(x  x0) + … 
…………………. 

T¹i ®iÓm x = x0 ta cã: 

f(x0) = a0, f ‟ (x0) =1! a1,  f ‟ „ (x0) = 2! a2, …, f(n) (x0) = n! an. 
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Tõ ®©y suy ra 

a0 = f(x0),  a1 = 
!1

)(
0

xf
,  a2 = 

!2

)(
0

xf
,  

!

)(
0

)(

n

xf
  a ,  

n

n
 , … 

chøng tá chuçi (5.11) lµ chuçi Taylor cña hµm f(x). 

Th«ng thêng ngêi ta hay sö dông c¸c c«ng thøc khai triÓn hµm sè theo luü thõa cña x, 
tøc lµ sö dông chuçi MacLaurin (trêng hîp ®Æc biÖt cña chuçi Taylor, khi x0 = 0): 

f(x) = f(0)  + x
f

!1

)0(
 + 2

!2

)0(
x

f n

n

x
n

f
   

!

)0(
)(

 +… 

iv. khai triÓn mét sè hµm c¬ b¶n 

a. Khai triÓn hµm sè mò vµ c¸c hµm lîng gi¸c c¬  b¶n 

 Hµm sè f(x) = ex cã ®¹o hµm mäi cÊp trªn ¡  vµ ®¹o hµm cÊp n bÊt kú cña nã bÞ chÆn 

trªn ®o¹n [  r ; r] bÊt kú (r lµ sè d¬ng bÊt kú ) bëi mét h»ng sè kh«ng phô thuéc n: 

0 <  f(n)(x) =  ex  er x ¡ . 

Theo hÖ qu¶ cña ®Þnh lý 5 ta cã c«ng thøc khai triÓn (C¸c hÖ sè Taylor ®· ®îc tÝnh 

khi lËp c«ng thøc Taylor h÷u h¹n, §4, ch¬ng 3): 

ex =  1  + 
!1

x
 + 

!2

2
x

!n

x
   

n

 +…                         (5.12) 

V× r lµ sè d¬ng bÊt kú, cã thÓ lÊy lín tuú ý, nªn c«ng thøc khai triÓn (5.12) cã thÓ ¸p 

dông víi mäi x ¡ . 

 T¬ng tù, c¸c hµm sinx, cosx cã ®¹o hµm mäi cÊp trªn ¡  vµ 

 
n

xx 
n

2
sin)(sin

)(
  1;    

n
x x

n

2
cos)(cos

)(
  1  x ¡ . 

Theo hÖ qu¶ cña ®Þnh lý 5, víi c¸c hÖ sè Taylor ®· tÝnh ë §4, ch¬ng 3, ta cã c¸c c«ng 
thøc khai triÓn: 

sinx = 
x

1!
   

x
3

3 !
+ 

x
5

5!
 ... + ( 1)n  1

x

n

n2 1

!
+ … 

cosx = 1   
x

2

2 !
 + 

x
4

4 !
  ... + ( 1)n 

!

2

n

x
n

+ … 

b. Chuçi nhÞ thøc 

Ta ®· biÕt c«ng thøc Taylor h÷u h¹n ®èi víi hµm sè f(x) = (1 + x)   ( ¥ ): 

(1 + x)   = 1 +  x + 
!2

)1(
x2  +   ...  +  

!

)1()1(

n

n
xn +  rn(x). 

Chuçi Taylor cña hµm sè nµy lµ. 
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1 +  x + 
!2

)1(
x2  +   ...  +  

!

)1()1(

n

n
xn + …     (5.13) 

Chuçi (5.13) ®îc gäi lµ chuçi nhÞ thøc. Sö dông c«ng thøc (5.2) ta dÔ dµng x¸c ®Þnh 

®îc b¸n kÝnh héi tô  = 1. Cã thÓ chøng minh ®îc r»ng Trong kho¶ng héi tô ( 1; 1) 

phÇn d rn(x) cña c«ng thøc Taylor h÷u h¹n cã giíi h¹n 0 khi n  + , do ®ã ta cã c«ng 
thøc khai triÓn: 

(1 + x)   = 1 +  x + 
!2

)1(
x2  +   ...  +  

!

)1()1(

n

n
xn + … 

c. Khai triÓn hµm sè logarit 

Víi  1 < x < 1, chuçi sè nh©n víi sè h¹ng ®Çu b»ng 1 vµ c«ng béi q = x héi tô vµ cã 

tæng b»ng 
x1

1
: 

x1

1
 = 1  x + x2  x3 + … + ( 1)n xn + … 

LÊy tÝch ph©n theo tõng sè h¹ng (tÝch ph©n tõ 0 ®Õn x) ta ®îc c«ng thøc khai triÓn hµm 

sè ln(1 + x) trong kho¶ng (  1, 1): 

ln(1 + x) = x  
2

2
x

 + 
3

3
x

  … + ( 1)n  1

n

x
n

 + …         (5.14) 

Chó ý: Abel ®· chøng minh r»ng nÕu t¹i ®Çu mót  (hoÆc  ) cña kho¶ng héi tô chuçi 

luü thõa héi tô th× hµm tæng cña nã liªn tôc bªn ph¶i (bªn tr¸i) t¹i ®Çu mót ®ã. Do ®ã c«ng 

thøc khai triÓn (5.14) cã thÓ ¸p dông víi  1 < x  1. 

Bµi tËp ch¬ng 7 

1.  TÝnh tæng cña c¸c chuçi sè 

      a)  
1

11 n nn ( )
  b) 

( )1

2

1

1

1

n

n

n

  c) 
1

2

1

31

n n

n

 

2.  Sö dông c¸c dÊu hiÖu so s¸nh h·y xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sè sau: 

a)  
1

1

1

2

1

3

1

! ! ! !
    

n
 

b)  
1

1

1

3

1

5

1

2 1
    

n
 

c)  
1

2

1

2 3

1

3 4

1

1
    

n n
 

d)  
1

1 3

1

3 5

1

5 7

1

2 1 2 1. . . ( ) ( )
    

n n
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e)  tg tg tg tg
n4 8 1 2 4

      

f)  
1

2 3 1
2

1 n nn

 g) 
1

4 1
4 33

1 n nn

  h) 
1

1

1 n
n n

n

 

i)  
n

n nn 2 3 1
2

1

 k) 
n

n nn

1

2 3 1
2

1

  l) 
n n

n nn

3

4 2

1

2 1

3 4 1
 

3.  Sö dông dÊu hiÖu Dalamber, h·y xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sè sau: 

a)  
1

2 11 ( ) !nn

  b)  
n

n

n 21

  c) 
n

n

n

2

1 3
 

b)  
2 5 3 1

1 5 9 4 31

. . . . ( )

. . . . . ( )

n

nn

 e)  
1 0 0 0

1

n

n n !
  f) 

( ! )

( ) !

n

nn

2

1 2
  

      g)  
2

1

n

n

n

n

n

!
  h) 

3

1

n

n

n

n

n

!
  i) 

n

tg
n

n

2
1

1

 

4.  Sö dông dÊu hiÖu Cauchy, h·y xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sè sau: 

a)  
1

11 ln ( )
n

n n
  b)  

n

n

n

n

n ( )2 11

 c) 
( )

( )

5 1

4 3

2

2

1

n n

n

n

n

n

 

      d) 
n

nn

n

n
1

2

1

2

 e)  
n

nn

n

n
1

3

1

2

 f) 
n

n

n

n

n

1

1 3 2( )
 

5.  Sö dông dÊu hiÖu tÝch ph©n, h·y xÐt sù héi tô cña chuçi sè: 

      a) 
1

1 1
2

1 ( ) ln ( )n nn

 b) 
1

1 11 ( ) ln ( )n nn

  

6.  Chøng minh r»ng nÕu c¸c chuçi sè  a
n

n

2

1

 vµ  b
n

n

2

1

 héi tô th× chuçi sè    a
n n

n

b

1

  

còng héi tô. 

 

7.  XÐt sù héi tô cña chuçi sè vµ, trong trêng hîp chuçi héi tô, h·y chØ râ ®Æc ®iÓm héi 
tô (héi tô tuyÖt ®èi hay héi tô t¬ng ®èi): 

a)  1
1

3

1

5
1

1

2 1

1
    ( )

n

n
 

b)  1
1

9

1

2 5
1

1

2 1

1

2
    ( )

( )

n

n
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c)  
1

2

1

3
1

1

1

1

ln ln
( )

ln ( )
    

n

n
 

d)  s in
s in s in s in

x
x x n x

n

2

4

3

9
2

      

e)  
1

2

1

2

1

2
1

1 1

2
2

1
    ( )

n

n
n

 

f)  
1

2

8

4

2 7

8
1

2

1

3

    ( )
n

n

n
 

8.  T×m miÒn héi tô cña c¸c chuçi sau: 

a)  ln ln lnx x x
n2

      

b)  
1

1

1

1

1

1

1

1
2 3

x x x x
n

      

c)  1.2.x + 2.3.x2 +   + n(n+1)xn +  

d)  
x

x

x

x

x

x

x

x

n

n
1 1 1 1

2

2

4

3

6 2
      

9.  XÐt sù héi tô ®Òu cña c¸c chuçi hµm sau: 

a)  
s in

!

n x

nn 1

                < x < +   

b)  
s in n x

n

n 21

                < x < +   

c)  
1

2 11

n

n n x
               0   x < +   

d)  
ln ( )1

1

n x

n x
n

n

        [a;  +  )    ( a lµ mét h»ng sè  lín h¬n 1] 

10. H·y khai triÓn c¸c hµm sè sau thµnh chuçi Mac-Laurin 

a)  f(x) = arctgx   b) f(x) = arcsinx  

c) f(x) = ln(x + 1
2

x  )     d)  f(x) = (1+x)ln(1+x) 

11.  TÝnh tæng cña c¸c chuçi sau: 

a)  x
x x x

n

n3 5

3 5
      

b)  x
x x x

n

n

n3 5

1

3 5
1    ( )  

c)  x + 2x2 + 3x3 + ... + nxn + ... 

d)  x  4x2 + 9x3  16x4 + ... + ( 1)n+1n2xn + ... 
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