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4.1 Đại cương

Hình 4.1: Dao động con lắc đơn

Xét bài toán cơ bản về dao động của con lắc đơn xác định bởi
phương trình vi phân bậc 2 

2

2
sin 0

d g

dt l


 

�: Góc tạo bởi con lắc và trục thẳng đứng.
g: Hằng số hấp dẫn.
l: Chiều dài con lắc.
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4.1 Đại cương

Với giá trị �, ta xấp xỉ ���� ≈ �, khi đó bài toán trở thành tuyến tính:

2

2
0

d g

dt l


 

Với bài toán này ta có thể giải bằng các phương pháp quen
thuộc. Tuy nhiên khi giá trị � lớn, ta không thể xem ���� ≈ �.
Để tìm nghiệm cho bài toán này, ta cần sử dụng các phương pháp
xấp xỉ nghiệm.
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4.1 Đại cương
Bài toán Cauchy

'( ) ( , ( ))

( )

y t f t y t

y a 





a t b 

Với y=y(t) là hàm cần tìm, khả vi trên đoạn [a,b], �� là giá trị ban
đầu cho trước của y(t) tại t=a.

Với bài toán Cauchy (1) ta chỉ có thể tìm được nghiệm đúng của
một số phương trình đơn giản. Đối với trường hợp f(x,y) có dạng bất
kỳ thì không có phương pháp giải. Trường hợp có thể tìm ra nghiệm
đúng của bài toán Cauchy (1) quá phức tạp nên ít dùng.
Việc tìm ra phương pháp giải đúng bài toán Cauchy có vai trò quan
trọng trong thực tế.

(1)
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4.2 Phương pháp Euler

Để tìm nghiệm gần đúng của bài toán (1), ta chia đoạn [a,b] thành
n đoạn bằng nhau b a

h
n




Khi đó các điểm nút là �� = �, ��= �� + �ℎ, � = 0,1,2, … , �, �� = �

Giả sử y(t) là nghiệm duy nhất của bài toán (1) có đạo hàm đến
cấp 2 liên tục trên đoạn [a,b].

Khi đó với mỗi k=1,2,…,n-1 theo công thức khai triển Taylor trên
đoạn [��, ����]:

2
1

1 1

( )
( ) ( ) '( )( ) "( )

2
k k

k k k k k k

t t
y t y t y t t t y  

 


   

1( , )k k kt t Với:
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Vì y=y(t) là nghiệm của phương trình (1) và ℎ = ���� − ��

nên ta có:
2

1( ) ( ) . ( , ) "( )
2

k k k k k

h
y t y t h f t y y    

Bằng cách bỏ đi phần dư, ta xấp xỉ �� ≈ �(��) với k=1,2,…n, ta 
có công thức Euler

0

1 ( , ),k k k k

y

y y hf t y







 

Với k=0,1,2,…,n-1.

4.2 Phương pháp Euler
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4.2 Phương pháp Euler

Từ (��, ��) = (�, �) thuộc đường cong y=y(t), kẻ tiếp tuyến với
đường thẳng cong (có hệ số góc là y’(a)=f(a, �)). Đường tiếp tuyến
sẽ cắt t = �� tại �� chính là giá trị gần đúng của y(��).
Tại (��, ��), ta kẻ đường thẳng với hệ số góc f(��, ��) cắt t= �� tại ��

là giá trị gần đúng của y(��)

Hình 4.2: Ý nghĩa hình học của phương pháp Euler.
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4.2 Phương pháp Euler

Ví dụ 4.1: Sử dụng phương pháp Euler để xấp xỉ nghiệm của bài
toán Cauchy:

2'( ) 1;   0 2

(0) 0,5

y x y t t

y

     




Với h=0,2. Tại những điểm nút chia so sánh giá trị gần đúng
với giá trị chính xác, biết nghiệm chính xác của bài toán là
� � = (� + 1)�−0,5��
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4.2 Phương pháp Euler
Ví dụ 4.1

Giải

�� = 0,2�, �� = 0,5

Công thức tính nghiệm gần đúng là

���� = �� + ℎ(�� − ��
� + 1)

Bấm máy: � = � + 0.2 � −�� +1 :  � = � + 0.2
1. CALC Y=0.5=,X=0=
2. Y=,X=0.2=

Với k=0,1,…,9
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4.2 Phương pháp Euler
Ví dụ 4.1: Kết quả

Bảng 4.1: Kết quả Ví dụ 4.1.
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4.2 Phương pháp Euler

Sai số của công thức Euler

Giả sử f là hàm liên tục và thỏa điều kiện

Với hằng số L>0 và tồn tại M thỏa

Khi đó với y(t) là nghiệm chính xác của bài toán giá trị đầu
�� � = � �, � ,         � ≤ � ≤ �,             � � = � và �� ,
��, … , �� là nghiệm xấp xỉ của bài toán cho bởi công thức Euler,
khi đó với mỗi k=0,1,…,n

1 2 1 2( , ) ( , )f t y f t y L y y  

"( )y t M

( )( ) 1
2

kL t a
k k

hM
y t y e

L
    

Với � ∈ [�, �]
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4.3 Phương pháp Euler cải tiến

Trong công thức Euler, thay �(��, ��) bởi
� ��,�� ��(����,����)

�

ta được công thức Heun

Với k=0,1,2,…,n-1

Việc tính toán theo công thức Euler cải tiến rất phức tạp vì cả 2 vế
đều chứa ���� là ẩn cần tìm. Để đơn giản ta thay ���� ở vế phải bởi

( , )k k ky hf t y

1 1
1 1

( , ) ( , )
( )

2
k k k k

k k k

f t y f t y
y t y y h  

 


  

Công thức Heun
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4.3 Phương pháp Euler cải tiến

Lúc này ta có công thức:

1
1 1

( , ) ( , ( , ))
( )

2
k k k k k k

k k k

f t y f t y hf t y
y t y y h 

 

 
  

� = 0,1,2, … , � − 1

Công thức Heun
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4.3 Phương pháp Euler cải tiến

Ví dụ 4.2

Sử dụng phương pháp Euler cải tiến để xấp xỉ nghiệm của bài
toán Cauchy

2'( ) 1,0 2

(0) 0,5

y t y t t

y

     




Với h=0,2. Tại những điểm nút so sánh giá trị gần đúng với giá trị
chính xác được cho bởi � � = (� + 1)�−0,5��

Công thức Heun
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4.3 Phương pháp Euler cải tiến

Ví dụ 4.2

Giải: ℎ = 0,2, �� = 0,5. Công thức tính nghiệm gần đúng là:

1
1 1

( , ) ( , ( , ))
( )

2
k k k k k k

k k k

f t y f t y hf t y
y x y y h 

 

 
  

Với k=0,1,…,9

Bấm máy: � = � + 0.1(� −�� +1 + � + 0.2 � −�� +1 −
� + 0.2 � + 1);

� = � + 0.2
1. CALC Y=0.5=X=0=
2. Y=,X=0.2

Công thức Heun
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4.3 Phương pháp Euler cải tiến

Ví dụ 4.2: Kết quả
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4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Hai nhà toán học người Đức Runge và Kutta đã đề xuất một
phương pháp để nâng cao độ chính xác nghiệm của bài toán
phương trình vi phân.

Ý tưởng của phương pháp này là tăng độ chính xác của giá trị
����� tại điểm �� + ℎ, ta dựa vào một vài điểm trung gian trong
đoạn [��, �� + ℎ] như điểm �� + ℎ/2.

Công thức Runge – Kutta bậc 2

Công thức:

1( ) ( ) ( , ( ) ( , ( ))
2 2

k k k k k k

h h
y t y t hf t y t f t y t    
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4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Công thức Runge – Kutta bậc 4

Ta có thể xây dựng phương pháp Runge – Kutta với các bậc cao, phổ
biến nhất là bậc 4.

1 1 2 3 4

1

1
2

2
3

4 3

1
( ) ( 2 2 )

6

( , )

( , )
2 2

( , )
2 2

( , )

k k k k
k k k

k
k k

k
k

k k

k
k

k k

k k
k k

y y t h y K K K K

K hf t y

Kh
K hf t y

Kh
K hf t y

K hf t h y K




      





  




  


  
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Ví dụ 4.3: Sử dụng phương pháp Runge – Kutta bậc 4 để xấp xỉ
nghiệm của bài toán Cauchy

2'( ) 1,     0 2

(0) 0,5

y x y x x

y

     




Với n=10. Tại những điểm nút chia so sánh giá trị gần đúng
với giá trị chính xác, biết nghiệm chính xác của bài toán là
� � = (� + 1)�−0,5��

4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Công thức Runge – Kutta bậc 4
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4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Công thức Runge – Kutta bậc 4

Ví dụ 4.3: Giải

Với n=10 thì h=0.2,�� = 0.2�, �� = 0.5. Ta có:

2
1

2

1 1
2

2

2 2
3

2
4 3 3

( , ) 0.2( 0.04 1),

, 1 ,
2 2 2 2

, 1 ,
2 2 2 2

( , ) [ ( ) 1].

k
k k k

k k
k

k k k k

k k
k

k k k k

k k k
k k k k

K hf t y y k

K Kh h
K hf t y h y t

K Kh h
K hf t y h y t

K hf t h y K h y K x h

   

    
           

     

    
           

     

       

1 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
k k k k

k ky y K K K K     

Với k=0,1,…,9

Công thức tính:
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4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Công thức Runge – Kutta bậc 4

Ví dụ 4.3: Bấm máy 0.2(� − �� + 1)

Tính ��
�: CALC X = 0, Y = 0.5 ⇒ ��

� �ℎ��� − ��� − �

Tính ��
�: CALC X = 0 + 0.2 ÷ 2, Y = 0.5 + A ÷

2 ⇒ ��
� �ℎ��� − ��� − �

Tính ��
�: CALC X = 0 + 0.2 ÷ 2, Y = 0.5 + B ÷

2 ⇒ ��
� �ℎ��� − ��� − �

Tính ��
�: CALC X = 0 + 0.2, Y = 0.5 +

C ⇒ ��
� �ℎ��� − ��� − �
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4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Công thức Runge – Kutta bậc 4

Ví dụ 4.3: Bấm máy

0 0 0 0
1 0 1 2 3 4

1
(0.2) ( 2 2 )

6
y y y K K K K     

1
0,5 ( 2 2 ) 0,8292933

6
A B C D     

Shift – STO - F
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4.4 Phương pháp Runge - Kutta

Công thức Runge – Kutta bậc 4

Ví dụ 4.3: Kết quả
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Bài tập 1: Cho bài toán Cauchy như dưới đây. Sử dụng công

thức Runge-Kutta cấp 4 hãy xấp xỉ y(1,2) với bước h=0.2

' 2 sin( 2 ), 1

(1) 2, 4

y x x x y x

y

   



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Đặt f(X,Y)=2X+Xsin(X+2Y)
�� = 1; �� =2,4
Nhập vào máy tính hàm h.f(X,Y)
“0.2(2X+Xsin(X+2Y))”
“CALC”

Ta có:
�� = �� + (A + 2B + 2C + D) ÷ 6

Đáp số: y(1,2)=2,8449

Bài tập 1: Giải
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