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Trường Đại học Bách Khoa – ĐHQG-HCM

Bộ môn Thiết kế máy - Khoa Cơ khí

10.1. Ma trận độ cứng
Xét phần tử dầm phẳng đơn giản

Trong đó:

�: Chiều dài dầm

�: momen quán tính của mặt cắt ngang

� = �(�): độ võng (chuyển vị ngang) 

của trục

� =
��

��
: góc xoay quanh trục z

� = �(�): lực cắt

� = �(�): momen quanh trục z
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10.1. Ma trận độ cứng
Sử dụng các kết quả từ lý thuyết dầm cơ bản để tính từng cột của

ma trận độ cứng
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10.1. Ma trận độ cứng
Vector tải nút tương đương có các thành phần ��, ��, ��, ��

Với hàm dạng �� = 1 − 3
��

�� + 2
��

�� ,        �� = � − 2
��

�
+

��

��   , 

�� = 3
��

��
− 2

��

��
,      �� = −

��

�
+

��

��
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10.1. Ma trận độ cứng
Sau đó, ta có thể biểu diễn chuyển vị của dầm dưới dạng ma trận:

� � = ��

� � = ��(�) ��(�) ��(�) ��(�)

��

��
��

��

Đây là hàm bậc ba. Lưu ý quan hệ:
�� + �� = 1

�� + ��� + �� = x

Có nghĩa là chuyển động của vật rắn được biểu diễn bởi hình
dạng biến dạng giả định của hàm
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10.1. Ma trận độ cứng
Độ cong của dầm:

���

���
=

��

���
�� = ��

Trong đó, ma trận biến dạng-chuyển vị B được cho bởi

� =
��

���
� = �′′�(�) �′′�(�) �′′�(�) �′′�(�)

= −
6

��
+

12�

��
−

4

�
+
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��
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��
−
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10.1. Ma trận độ cứng
Thế năng biến dạng của phần tử dầm:

                    � =
�

�
∫ ����� =

�

�
∫ ∫ −

��

�

� �

��

�

�
−

��

�
����

=
1

2
� ��

1

��
��� =

�

�

1

2
�

���

���

�

��
���

��� ��

�

�

                                    =
�

�
∫ �� ��� �� ��

�

�
=

�

�
�� ∫ �������

�

�
� = 

�

�
��� �

Từ đó, ta có công thức ma trận độ cứng dầm đơn giản:

� = ∫ �������
�

�
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10.1. Ma trận độ cứng
Phương trình phần tử hữu hạn:

��   ��         ��   ��

��

��

12 6�
6� 4��

−12 6�
−6� 2��

−12 −6�
6� 2��

12 −6�
−6� 4��

��

��
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=
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��

��

��
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10.1. Ma trận độ cứng
Ma trận độ cứng của một phần tử dầm 2D tổng quát:

��   ��        ��       ��         ��       ��

� =

��

�
0

0
12��

��

0 −
��

�
6��

��
0

0 0

−
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��
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0
6��

��
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�
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0

0
��

�

−
6��

��

2��

�
0 0

0 −
12��

��

0
6��

��

−
6��

��
0

2��

�
0

12��

��
−

6��

��

−
6��

��

4��

�

10



Trường Đại học Bách Khoa – ĐHQG-HCM

Bộ môn Thiết kế máy - Khoa Cơ khí

10.2. Tải nút tương đương
Tải nút tương đương của tải trọng ngang phân bố:
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Cho dầm bị ngàm hai đầu, chịu lực P hướng xuống và
momen M tại chính giữa dầm. Tìm chuyển vị và góc xoay tại nút
chính giữa và các phản lực tại hai đầu dầm.
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Các ma trận độ cứng phần tử:
                   ��   ��         ��   ��  

�� =
��

��

12 6�
6� 4��

−12 6�
−6� 2��

−12 −6�
6� 2��

12 −6�
−6� 4��

                   ��   ��         ��   ��  

�� =
��

��

12 6�
6� 4��

−12 6�
−6� 2��

−12 −6�
6� 2��

12 −6�
−6� 4��
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Ma trận độ cứng chung:

� =
��

��

12 6�
6� 4��

−12 6�
−6� 2��

0 0
0 0

−12 −6�
6� 2��

24 0
0 8��

−12 6�
−6� 2��

0 0
0 0

−12 −6�
6� 2��

12 −6�
−6� 4��
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Phương trình phần tử hữu hạn:

��   ��          ��      ��          ��  ��

��

��

12 6�
6� 4��

−12 6�
−6� 2��

0   0
0   0

−12 −6�
6� 2��

24 0
0 8��

−12 6�
−6� 2��

0 0
0 0

−12 −6�
6� 2��

12 −6�
−6� 4��
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Các điều kiện biên:
��� = −�, �� = �,
 ��= ��= �� = �� = 0

Phương trình phần tử hữu hạn thu gọn:

� =
��

��
24 0
0 8��

��

��
=

−�
�

Ta thu được:
��

��
=

�

24��
−���

3�
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Từ phương trình PTHH toàn cục -> tính được các phản lực và
moment:

���

��

���

��

=
��

��

−12
−6�

6�
2��

−12
6�

−6�
2��

��

��
=

1

4

2� + 3�/�
�� + �

2� − 3�/�
−�� + �

Ứng suất trong dầm tại hai đầu có thể được tính bằng công thức:

� = �� = −
��

�
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 1:

Lưu ý: Nghiệm PTHH chính xác theo lý thuyết dầm do không có tải
trọng phân bố hiện diện giữa các nút.

Nhắc lại:

��
���

���
= �(�)

Và:
��

��
= �   � − �ự� �ắ� ����� �ầ�

��

��
= �   � − �ả� ��ọ�� �ℎâ� �ố ��ê� �ầ�

Vì vậy: ��
���

��� = �(�)

Nếu �(�) = 0, nghiệm chính xác của chuyển vị � là hàm bậc 3 của �
(được mô tả bằng các biểu thức hàm dạng)
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 2:

Cho dầm bị ngàm một đầu, với tải trọng phân bố p.

Tìm chuyển vị và góc xoay tại đầu bên phải, phản lực và mômen
tại đầu bên trái.
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 2:

Công của tải nút tương đương:

Trong đó:

� =
��

2
, � = ���/12

Áp dụng phương trình PTHH, ta có:

��

��

12 6�
6� 4��

−12 6�
−6� 2��

−12 −6�
6� 2��

12 −6�
−6� 4��

��

��
��

��

=

���

��

���

��
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 2:

Các điều kiện biên:
��� = −�, �� = �
�� = �� = 0

Phương trình PTHH thu gọn:
��

��
12 −6�

−6� 4��

��

��
=

−�
�

Giải, ta thu được:

��

��
=

�

���

−2��� + 3��
−3�� + 6�

=
−���/8��

−���/6��
(A)
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 2:

Lưu ý: 

Độ võng (�) trong dầm tính bằng phương pháp PTHH có
sai khác với nghiệm chính xác. Nghiệm chính xác từ thuyết dầm
cơ bản là đa thức bậc 4 của �, trong khi nghiệm PTHH của � chỉ
là đa thức bậc 3 của �.

Nếu moment tương đương m bị bỏ qua, ta có:

��

��
=

�

���

−2���
−3��

=
−���/6��

−���/4��
(B)
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 2:

Sai số trong (B) sẽ giảm nếu sử dụng nhiều phần tử hơn.
Thực tế, moment tương đương m thường bị bỏ qua trong các ứng
dụng PTHH. Nghiệm PTHH sẽ hội tụ khi có nhiều phần tử được
áp dụng.

Từ phương trình PTHH  tính toán phản lực và moment:

���

��
=

��

��
−12 6�
−6� 2��

��

��
=

��/2

5���/12
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10.3. Ví dụ
Ví dụ 2:

Trong đó, kết quả trong (A) được sử dụng. Vector lực này
chứa các lực nút hiệu dụng tổng bao gồm các lực nút tương
đương cho tải p được cho bởi:

−��/2

−���/12
(B)

Các phản lực đúng có thể tính được như sau:

���

��
=

��/2

5���/12
−

−��/2

−���/12
=  

��

���/2
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