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CHƢƠNG 4:

HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN

& MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO
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1. CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP TRÊN MỘT MA TRẬN

Ta gọi phép biến đổi sơ cấp trên ma trận A Mmxn(K) 

là phép biến đổi có một trong các dạng sau:

a/ hi ↔ hj (Ci ↔ Cj)

(Đổi chỗ 2 hàng hay 2 cột với nhau)

b/ hi → α.hj (Ci → α.hi), α ≠ 0

(Nhân một hàng hay một cột với 01 số khác không)

c/ hi → hi + βhj (Ci → Ci + βCj)

(Thêm vào một hàng hay một cột bội số của hàng khác 

hoặc cột khác)
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1. CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP TRÊN MỘT MA TRẬN (tt)

Ký hiệu: A → B để chỉ ma trận B nhận đƣợc từ ma trận 

A sau một số hữu hạn phép biến đổi sơ cấp trên A

Ví dụ:

12108

987

321

654

987

321

987

654

321

3332 .2 hhhh
A
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2. ĐỊNH NGHĨA MA TRẬN BẬC THANG

Cho ma trận A Mmxn(K)

Ma trận A đƣợc gọi là có dạng bậc thang nếu nhƣ:

a/ Các hàng khác không (có ít nhất một phần tử nằm 

trên hàng nào đó khác không) nằm trên các hàng 

bằng không.

b/ Với hai hàng khác không, phần tử khác không 

đầu tiên ở hàng dƣới luôn nằm bên phải cột chứa 

phần tử khác không đầu tiên ở hàng trên.
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2. ĐỊNH NGHĨA MA TRẬN BẬC THANG (tt)

Ví dụ:

12000

41300

34012

A

00000

30000

64100

54321

B

Là những ma trận bậc thang

Chú ý: Mọi ma trận đều có thể đƣa về dạng bậc thang 
nhờ các phép biến đổi sơ cấp. Ta minh họa bởi ví dụ 
sau:
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2. ĐỊNH NGHĨA MA TRẬN BẬC THANG (tt)

00000

63100

52110

41021

63100

63100

52110

41021

15210

63100

52110

41021

15210

52110

63100

41021

112253

52110

21142

41021

344

24432

144

122

3

2

hhh

hhhhh

hhh

hhh

A
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3. ĐỊNH NGHĨA HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN

a/ Định nghĩa:

Cho ma trận A Mmxn(K). Ta nói ma trận A có hạng 
bằng p (ký hiệu là r(A) = p) nếu nhƣ A chứa một ma 
trận con cấp p có định thức khác không, còn mọi định 
thức con cấp p+1 đều bằng không.

Nói một cách khác, hạng của ma trận A là cấp cao nhất 
của định thức con khác không của nó.

* Ta quy ƣớc ma trận 0 có hạng bằng 0
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3. ĐỊNH NGHĨA HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN (tt)

b/ Hạng của ma trận có các tính chất sau:

. r(A) = r(AT)

. r(Amxn) ≤ min{m,n}

. r(A+B) ≤ r(A) + r(B)

. r(A.B) ≤ min{r(A),r(B)}

. Cho ma trận A Mmxn(K)

X Mn(K), detX ≠ 0

Y Mm(K), detY ≠ 0

Khi đó: r(A) = r(A.X) = r(Y.A)
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3. ĐỊNH NGHĨA HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN (tt)

b/ Hạng của ma trận có các tính chất sau (tt):

. Nếu A → B (Ma trận B nhận đƣợc từ A qua một số 
hữu hạn các phép biến đổi sơ cấp)

Khi đó: r(A) = r(B)

. Nếu A Mn(K) thì:

+ r(A) = n detA ≠ 0

+ r(A) < n detA = 0
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3. ĐỊNH NGHĨA HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN (tt)

c/ Định lý:

Cho A Mmxn(K) là một ma trận bậc thang có p hàng 
khác không.

Khi đó: r(A) = p

Nhận xét:

Từ định lý này ta thấy, để tìm hạng của một ma trận, 
thì ta biến đổi sơ cấp trên ma trận đã cho để đƣa nó về 
dạng bậc thang. Khi đó ta dễ dàng suy ra hạng của ma 
trận.
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3. ĐỊNH NGHĨA HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN (tt)

Ví dụ 1: Tìm hạng của ma trận

000

000

000

210

541

1050

1050

22110

210

541

1050

1050

22110

420

541

032

1050

713

420

541

255

244

233

22

155

133

5

5

11

2

1

2

3
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hhh

hhh

hh
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A

r(A) = 2
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3. ĐỊNH NGHĨA HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN (tt)

Ví dụ 2: Tìm hạng của ma trận sau theo tham số a

a654

6543

5432

4321

A

0000

7000

3210

4321

7000

0000

3210

4321

16630

6420

3210

4321

43

244

233

144

133

122

3

2

4

3

2

a

aa

A

hh

hhh

hhh

hhh

hhh

hhh

Biện luận:

. a = 7 thì r(A) = 2

. a ≠ 7 thì r(A) = 3
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO

a/ Định nghĩa ma trận phụ hợp

Cho A = (aij) Mn(K), khi đó ta gọi ma trận

T

nn2n1n

n22221

n11211

A

A...AA

....

A...AA

A...AA

P là ma trận phụ hợp của ma trận A

Ở đây: Aij = (–1)i+jdet(Cij) là phần bù đại số của phần tử aij.

Cij là ma trận có cấp (n–1) nhận đƣợc từ ma trận A 
bằng cách bỏ hàng thứ i và cột thứ j.
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

* Ma trận phụ hợp  PA có tính chất sau:

A.PA = PA.A = (detA).In

120

111

011

A Hãy tìm ma trận phụVí dụ: Cho ma trận 

...;1
10

11
.(-1)  A;1

12

11
.(-1)  A

21

12

11

11

022

111

111

011

211

211

A

T

A
PP

Cuối cùng ta tính đƣợc ma trận

hợp PA
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

b/ Định nghĩa ma trận nghịch đảo

Cho ma trận A Mn(K)

* A đƣợc gọi là ma trận không suy biến nếu det(A ) ≠ 0

* A đƣợc gọi là ma trận khả nghịch nếu tồn tại B Є Mn(K) 

sao cho: A.B = B.A = In

Lúc này, B đƣợc gọi là ma trận nghịch đảo của A và 

đƣợc ký hiệu là B = A–1

Do vậy ta có: A.A–1 = A–1.A = In
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

c/ Định lý
Cho ma trận A Mn(K)

A không suy biến A khả nghịch và lúc này 

A

1
P.

Adet

1
A

Cho A, B Mn(K). Khi đó:

. Nếu A không suy biến  thì A–1, AT cũng không suy biến 
và (A–1)–1 = A và (AT)–1 = (A–1)T

. Nếu A và B không suy biến thì A.B cũng không suy 
biến và (A.B)–1 = B–1.A–1

d/ Ma trận nghịch đảo có các tính chất sau:
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

43

21
A

13

24

12

34
T

A
P

13

24

2

1
.

det

11

A
P

A
A

Ví dụ 1: Cho . Tìm A–1

Vậy 

Nhận xét: detA = – 2 ≠ 0. Vậy A khả nghịch.

Ta có: A11 = (–1)1+1.4, A12 = (–1)1+2.3

A21 = (–1)2+1.2, A22 = (–1)2+2.1
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

Ví dụ 2: Cho . Tìm A–1

Nhận xét: detA = 1 ≠ 0 nên tồn tại A–1

012

423

321

A

Ta có: A11 = –4 A12 = –3 A13 = –7

A21 =   3 A22 =   6 A23 =   5

A31 = –2 A32 = –5 A33 = –4

457

568

234

452

563

784
T

A
P
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

Vậy 

457

568

234

.
detA

1
  A

1- A
P

e/ Tìm ma trận nghịch đảo bằng các phép biến đổi sơ 

cấp trên hàng 

Ta còn có một thuật toán khác để tìm A–1 chỉ qua các 

phép biến đổi sơ cấp trên hàng nhƣ sau:

)A|I()I|A(
1hàngtrên

PB ĐBĐ

Chú ý: Phƣơng pháp này tiện cho việc tính A–1 mà ma 

trận A có cấp cao.
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

Ví dụ 3: Cho 

012

423

321

A . Tìm A–1

Ta viết

102

013

001

650

540

321

100

010

001

012

423

321

133

122

2

3

hhh

hhh
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

Ví dụ 3 (tt):

457

111

223

100

110

101

102

111

001

650

110

321

233

211

322

5

2

hhh

hhh

hhh
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4. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO (tt)

Ví dụ 3 (tt):

457

568

234

457

568

234

100

010

001

1

322

311

A

hhh

hhh

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Toán 2 Chƣơng 4: MA TRẬN Slide 23

BÀI TẬP CHƢƠNG 4: HẠNG CỦA MỘT MA TRẬN

& MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO

Bài 1: Tìm hạng của ma trận

032

1050

713

420

541

/ Aa

27321

11813

16221

10512

15122

12401

/ Ab

186765

102543

75322

42111

/ Ac
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BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 2: Cho ma trận

1m211

1m5m22

1211

A
2

Tìm điều kiện của m để r(A) = 3

Bài 3: Cho ma trận

01a00

00101

11010

00110

00011

A

Hãy biện luận r(A) theo tham số a
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BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 4: Cho ma trận

Tìm điều kiện của m để A khả nghịch

Bài 5: Cho ma trận

Tìm điều kiện của m để A khả nghịch

m

A

322

2011

4132

1111

103

32

211

413

242

121

m

mA
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BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 6: Cho ma trận

Tìm A–1 

Bài 7: Giải phƣơng trình ma trận 

012

423

321

A

8710

7210

031

.

012

423

321

XA

Bài 8: Cho A Mn(K), detA = 4. Hãy tính detA–1, 

det(A.AT)
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BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 9: Tìm A–1 bằng các phép biến đổi sơ cấp theo hàng

100

110

111

/ Aa

111

111

111

/ Ab
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ĐÁP SỐ & HƢỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP CHƢƠNG 4

Bài 1: Tìm hạng của ma trận

a/ r(A) = 2

b/ r(A) = 3

c/ r(A) = 3

Bài 2: Để r(A) = 3 thì điều kiện là m ≠ 2 và m ≠ – 1

Bài 3: r(A) = 5, a

Hƣớng dẫn: Do detA ≠ 0 không phụ thuộc vào a

Bài 4: Để ma trận A khả nghịch điều kiện là

Hƣớng dẫn: A khả nghịch detA ≠ 0 

7

13
m

7

13
m
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ĐÁP SỐ & HƢỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 5: Không tồn tại m để ma trận A khả nghịch

413

242

121

B

103

32

211

m

mC

Ta có: A = B.C

Hƣớng dẫn: Đặt

detA = detB.detC

Mà detB = 0 (Do ma trận B có 2 hàng tỷ lệ)

Vậy detA = 0, m
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ĐÁP SỐ & HƢỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 6:

457

568

234

1
A

Hƣớng dẫn: detA = 1 ≠ 0, vậy tồn tại A-1

457

568

234

P
A

A

1
P.

Adet

1
A

Ta có:

Mà

457

568

234

1
A
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ĐÁP SỐ & HƢỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 7:

Hƣớng dẫn: Ta có A.X = B

333

212

546

X

457

568

234

A
1-

333

212

546

B.AX
1

(Đã làm ở bài 6)

A-1.A.X = A-1.B

X = A-1.B

Mà
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ĐÁP SỐ & HƢỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 8:

Hƣớng dẫn: Ta có: A.A-1 = In

4

1
detA

1-

4

1

Adet

1
  detA

1-

, det(A.AT) = 16

det(A.A-1) = detIn = 1

detA.detA-1 = 1

Ta có: det(A.AT) = detA.detAT

Mà detAT = detA

Do đó det(A.AT) = 16
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ĐÁP SỐ & HƢỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP CHƢƠNG 4 (tt)

Bài 9: Tìm A-1 bằng phép biến đổi sơ cấp theo hàng

Hƣớng dẫn:
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