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1.1 Khái niệm chuỗi số

1.1.1 Định nghĩa

Định nghĩa 1.1. Biểu thức có dạng

a1 + a2 + . . .+ an + . . . ,

với ai là số thực, i = 1, 2, . . . , n, . . . được gọi là chuỗi số thực. Ký hiệu
∞∑
n=1

an.

Chú ý. Thường thì những phần tử của chuỗi được đánh số từ 0. Tuy nhiên, trong một số trường
hợp, chúng ta thường đánh số những phần tử của chuỗi từ 1 vì tại n = 0 phần tử tổng quát an không
có nghĩa. Khi đó

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .+ an + . . . .

Nói chung những phần tử của chuỗi có thể được đánh số từ một số bất kỳ n0 ∈ N. Khi đó
∞∑

n=n0

an = an0 + an0+1 + . . .+ an + . . . .

cũng được gọi là chuỗi.

Định nghĩa 1.2. Với mọi n ∈ N tổng Sn =
n∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an được gọi là tổng riêng thứ n

của chuỗi số thực
∞∑
n=1

an.
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1.1 Khái niệm chuỗi số 3

Định nghĩa 1.3. Chuỗi số thực
∞∑
n=1

an được gọi là hội tụ, nếu tồn tại giới hạn hữu hạn S của dãy

số {Sn}∞n=1. Khi đó, S được gọi là tổng của chuỗi số
∞∑
n=1

an. Vậy

∞∑
n=1

an = S ⇔ lim
n→∞

Sn = S, S 6=∞.

Ví dụ 1.1.1. Xét chuỗi số

1 +
1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n−1
+ . . . =

∞∑
n=1

1

2n−1
.

Tổng riêng thứ n là

Sn = 1 +
1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n−1
=

1− 1
2n

1− 1
2

= 2

(
1− 1

2n

)

Cho n→∞ thì giới hạn của tổng riêng Sn là

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

2

(
1− 1

2n

)
= 2.

Vậy chuỗi số đã cho hội tụ và có tổng bằng 2.

∞∑
n=1

1

2n−1
= 1 +

1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n−1
+ . . . = 2.

Định nghĩa 1.4. Chuỗi số thực
∞∑
n=1

an được gọi là phân kỳ, nếu dãy những tổng riêng {Sn}∞n=1 không

có giới hạn hữu hạn khi n→∞, có nghĩa là giới hạn này không tồn tại hoặc bằng vô cùng.

Ví dụ 1.1.2. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi số
∞∑
n=1

qn, q ∈ R. Nếu chuỗi hội tụ hãy tính tổng của nó.

Tổng riêng thứ n của chuỗi đã cho là

Sn =

n∑
k=1

qk = q + q2 + . . .+ qn =


q(1− qn)
1− q

, q 6= 1

n, q = 1

1. Khi |q| 6= 1 thì lim
n→∞

q(1− qn)
1− q

= lim
n→∞

(
q

1− q
− qn+1

1− q

)
=


q

1− q
, |q| < 1

∞, |q| > 1

2. Khi q = 1 thì lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n =∞

3. Khi q = −1 thì chuỗi đã cho trở thành
∞∑
n=1

(−1)n = −1 + 1− 1 + 1− 1 + . . .+ 1− 1 + . . . .

Đối với chuỗi này các tổng riêng S1 = −1, S2 = −1 + 1 = 0, S3 = −1 + 1 − 1 = −1, S4 =

−1 + 1 − 1 + 1 = 0, . . . , S2k+1 = −1, S2k = 0,∀k = 1, 2, . . . . Như vậy, tồn tại hai dãy con
{S2k+1}∞k=1 và {S2k}∞k=1 của dãy {Sn}∞n=1 có giới hạn khác nhau

lim
k→∞

S2k+1 = −1, lim
k→∞

S2k = 0.

Do đó, giới hạn của dãy những tổng riêng {Sn}∞n=1 khi n→∞ không tồn tại, có nghĩa là chuỗi
∞∑
n=1

(−1)n phân kỳ.
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4 CHUỖI

Tóm lại chuỗi
∞∑
n=1

qn, q ∈ R hội tụ khi |q| < 1 và phân kỳ khi |q| > 1.

Khi |q| < 1 thì tổng của chuỗi đã cho là

∞∑
n=1

qn =
q

1− q
.

Ví dụ 1.1.3. Tìm tổng của chuỗi
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

Dãy các tổng riêng của chuỗi đã cho là {Sn}∞n=1 với

Sn =
1

1.2
+

1

2.3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
.

Nhận xét thấy
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
, n ∈ N.

Do đó
Sn =

1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Từ đó ta có
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

Vậy tổng của chuỗi đã cho là
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.

1.1.2 Điều kiện cần để chuỗi hội tụ

Định lý 1.1. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ thì lim
n→+∞

an = 0.

Chứng minh. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ thì tồn tại giới hạn của dãy các tổng riêng của chuỗi này,

có nghĩa là lim
n→∞

Sn = S. Khi đó theo tính chất của giới hạn của dãy hội tụ, ta có

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sn−1 = S − S = 0

Chú ý. Điều kiện lim
n→+∞

an = 0 không phải là điều kiện đủ để chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ.

Ví dụ 1.1.4. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

1√
n

Đối với chuỗi này, điều kiện cần thỏa mãn: lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

1√
n
= 0. Tuy nhiên chuỗi

+∞∑
n=1

1√
n

phân kỳ.

Tổng riêng của chuỗi là

Sn = 1 +
1√
2
+ . . .+

1√
n
> n.

1√
n
=
√
n, n ∈ N

Theo tính chất của giới hạn, ta có

lim
n→+∞

Sn > lim
n→+∞

√
n = +∞⇒ lim

n→+∞
Sn = +∞
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1.2 Chuỗi không âm 5

Vậy chuỗi
+∞∑
n=1

1√
n

phân kỳ.

Chú ý. Nếu điều kiện cần để chuỗi hội tụ không thỏa mãn thì chuỗi sẽ phân kỳ.

Hệ quả 1.1. Nếu an không có giới hạn hoặc có giới hạn khác 0 khi n → ∞ thì chuỗi
+∞∑
n=1

an

phân kỳ.

Ví dụ 1.1.5. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

n5
(
2n+ 3

2n+ 1

)3n+2

.

an = n5
(
2n+ 3

2n+ 1

)3n+2

= n5.

(
1 +

2

2n+ 1

) 2n+1
2

.
2(3n+2)
2n+1 n→∞−−−→∞

Vậy chuỗi đã cho phân kỳ theo điều kiện cần.

1.1.3 Tính chất của chuỗi hội tụ

10 Chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ khi và chỉ khi chuỗi
+∞∑
n=n0

an, (n0 > 1) hội tụ. Khi đó

+∞∑
n=1

an =

n0−1∑
n=1

an +
+∞∑
n=n0

an

20 Nếu chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ và có tổng là S thì chuỗi
+∞∑
n=1

α.an(α ∈ R) cũng hội tụ và có tổng là α.S

+∞∑
n=1

α.an = α.
+∞∑
n=1

an.

30 Nếu chuỗi
+∞∑
n=1

an và
+∞∑
n=1

bn hội tụ và có tổng lần lượt là S1, S2 thì chuỗi
+∞∑
n=1

(an + bn) cũng hội

tụ và có tổng là S1 + S2.
+∞∑
n=1

(an + bn) =

+∞∑
n=1

an +
+∞∑
n=1

bn.

1.2 Chuỗi không âm

1.2.1 Định nghĩa

Định nghĩa 1.5. Chuỗi
+∞∑
n=1

an được gọi là chuỗi không âm nếu như an > 0, n ∈ N.

Chú ý.

1. Đối với chuỗi không dương, chúng ta có thể chuyển về chuỗi không âm và khảo sát sự hội tụ
của chúng.

+∞∑
n=1

(−an) = −
+∞∑
n=1

an, (an > 0, n ∈ N).

2. Dãy các tổng riêng của chuỗi không âm
+∞∑
n=1

an không giảm, vì Sn+1 − Sn = an+1 > 0. Khi đó

theo định lý Weierstrass, dãy {Sn} có giới hạn hữu hạn (chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ) khi và chỉ khi dãy
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6 CHUỖI

{Sn} bị chặn trên, có nghĩa là tồn tại M > 0 sao cho Sn 6 M,n ∈ N. Do đó, đối với chuỗi
không âm hội tụ, ta ký hiệu

+∞∑
n=1

an < +∞

3. Chuỗi
+∞∑
n=1

an phân kỳ khi và chỉ khi dãy {Sn} không bị chặn trên, có nghĩa là lim
n→∞

Sn = +∞.

Khi đó, đối với chuỗi không âm hội tụ, ta ký hiệu

+∞∑
n=1

an = +∞

1.2.2 Dấu hiệu hội tụ tích phân Cauchy

Định lý 1.2. Cho f(x) là hàm liên tục, không âm, đơn điệu giảm trên khoảng [1,+∞). Khi đó

chuỗi
∞∑
n=1

f(n) và tích phân suy rộng loại một
∞́

1

f(x)dx cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ.

Ví dụ 1.2.1. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi

1.
∞∑
n=2

1

n lnn

2.
∞∑
n=2

1

n ln2 n

Vì những hàm x, lnx, ln2 x liên tục, không âm, đơn điệu tăng trên khoảng [2,∞) nên hàm
1

x lnx
,

1

x ln2 x
liên tục, không âm, đơn điệu giảm trên khoảng [2,∞).

Mặt khác,
∞̂

2

dx

x lnx
=

∞̂

2

d(lnx)

lnx
= [ln lnx]∞2 = +∞

∞̂

2

dx

x ln2 x
=

∞̂

2

d(lnx)

ln2 x
=

[
− 1

lnx

]∞
2

=
1

ln 2

Ta có tích phân
∞́

2

dx

x lnx
phân kỳ nên chuỗi

∞∑
n=2

1

n lnn
, còn tích phân

∞́

2

dx

x ln2 x
hội tụ nên chuỗi

∞∑
n=2

1

n ln2 n
hội tụ.

1.2.3 Một số chuỗi không âm cơ bản

Từ định nghĩa của chuỗi và dấu hiệu tích phân, ta thu được một số chuỗi không âm cơ bản:

1.
+∞∑
n=1

qn hội tụ nếu |q| < 1 và phân kỳ nếu |q| > 1.

2.
+∞∑
n=1

1

nα
hội tụ nếu α > 1 và phân kỳ nếu α 6 1.

3.
+∞∑
n=2

1

nα lnβ n
hội tụ nếu α > 1 hoặc nếu α = 1, β > 1 và phân kỳ nếu α < 1 hoặc nếu α = 1, β 6 1.
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1.2 Chuỗi không âm 7

1.2.4 Tiêu chuẩn so sánh 1

Định lý 1.3. Hai chuỗi
+∞∑
n=1

an,
+∞∑
n=1

bn thỏa điều kiện

0 6 an 6 bn,∀n > n0

1. Nếu
+∞∑
n=1

bn hội tụ thì
+∞∑
n=1

an hội tụ.

2. Nếu
+∞∑
n=1

an phân kỳ thì
+∞∑
n=1

bn phân kỳ.

Ví dụ 1.2.2. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

5 + (−1)n.3
2n+3

.

0 6 an =
5 + (−1)n.3

2n+3
6

8

2n+3
=

1

2n
= bn, ∀n > 1.

Mặt khác,
+∞∑
n=1

1

2n
=

1/2

1− 1/2
= 1 nên

+∞∑
n=1

bn hội tụ. Vậy
+∞∑
n=1

an hội tụ.

1.2.5 Tiêu chuẩn so sánh 2

Định lý 1.4. Cho
+∞∑
n=1

an,
+∞∑
n=1

bn là hai chuỗi không âm. Tính K = lim
n→+∞

an
bn

1. K = 0. Nếu
+∞∑
n=1

bn hội tụ thì
+∞∑
n=1

an hội tụ.

2. K hữu hạn. Chuỗi
+∞∑
n=1

an và
+∞∑
n=1

bn cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ.

3. K = +∞. Nếu
+∞∑
n=1

an hội tụ thì
+∞∑
n=1

bn hội tụ.

Ví dụ 1.2.3. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

en + n3

2n + ln3 n
.

Ta có an =
en + n3

2n + ln3 n

n→∞∼ en

2n
=
(e
2

)n
= bn. Mặt khác

+∞∑
n=1

bn phân kỳ nên
+∞∑
n=1

an phân kỳ.

Ví dụ 1.2.4. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

ln(1 + sin 1
n)

n+ ln2 n
.

Ta có an =
ln(1 + sin 1

n)

n+ ln2 n

n→∞∼
sin 1

n

n

n→∞∼ 1

n2
= bn. Mặt khác

+∞∑
n=1

bn hội tụ nên
+∞∑
n=1

an hội tụ.

Ví dụ 1.2.5. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

√
n3(cosh π

n − 1).

Ta có an =
√
n3(cosh π

n − 1)
n→∞∼ n3/2.

1

2

(π
n

)2 n→∞∼ π2

n1/2
= bn. Mặt khác

+∞∑
n=1

bn phân kỳ nên

+∞∑
n=1

an phân kỳ.
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8 CHUỖI

1.2.6 Tiêu chuẩn D’ Alembert

Định lý 1.5. Chuỗi
+∞∑
n=1

an, thỏa điều kiện an > 0, n > n0. D = lim
n→+∞

an+1

an
, D có thể là giới hạn hữu

hạn hoặc vô cùng.

1. D < 1 chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ.

2. D > 1 hoặc D = +∞ chuỗi
+∞∑
n=1

an phân kỳ.

3. D = 1 chưa kết luận được, chuỗi có thể hội tụ hoặc phân kỳ.

Chú ý. Trường hợp D = 1 ta chưa kết luận được chuỗi hội tụ hay phân kỳ. Ví dụ chuỗi
+∞∑
n=1

1

n

có D = lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

n

n+ 1
= 1 phân kỳ. Tuy nhiên chuỗi

+∞∑
n=1

1

n2
có D = lim

n→+∞

an+1

an
=

lim
n→+∞

n2

(n+ 1)2
= 1 nhưng hội tụ.

Ví dụ 1.2.6. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

3n.n!

nn
.

Ta có an =
3n.n!

nn
. Xét

an+1

an
=

3n+1.(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
.
nn

3n.n!
= 3.

(
n

n+ 1

)n
n→∞−−−→ 3

e
> 1. Vậy

+∞∑
n=1

an phân

kỳ theo D’Alembert.

Ví dụ 1.2.7. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

2.5.8 . . . (3n− 1)

1.6.11 . . . (5n− 4)
.

Ta có an =
2.5.8 . . . (3n− 1)

1.6.11 . . . (5n− 4)
. Xét

an+1

an
=

2.5.8 . . . (3n− 1)(3n+ 2)

1.6.11 . . . (5n− 4)(5n+ 1)
.
1.6.11 . . . (5n− 4)

2.5.8 . . . (3n− 1)
=

3n+ 2

5n+ 1

n→∞−−−→ 3

5
< 1. Vậy

+∞∑
n=1

an hội tụ theo D’Alembert.

Chú ý. Từ những ví dụ trên, ta thấy dấu hiệu D’Alembert có thể áp dụng hiệu quả để khảo sát
chuỗi có phần tử an ở dạng phân số, có tử số và mẫu số là tích của n phần tử đầu tiên của một dãy
số nào đó.

1.2.7 Tiêu chuẩn Cauchy

Định lý 1.6. Chuỗi
+∞∑
n=1

an, thỏa điều kiện an > 0, n > n0. C = lim
n→+∞

n
√
an, C có thể là giới hạn hữu

hạn hoặc vô cùng.

1. C < 1 chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ.

2. C > 1 hoặc C = +∞ chuỗi
+∞∑
n=1

an phân kỳ.

3. C = 1 chưa kết luận được, chuỗi có thể hội tụ hoặc phân kỳ.

Ví dụ 1.2.8. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

n5
(
3n+ 2

4n+ 3

)n
.
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1.3 Chuỗi có dấu tùy ý 9

Ta có an = n5
(
3n+ 2

4n+ 3

)n
. Xét n

√
an =

n
√
n5.

3n+ 2

4n+ 3

n→∞−−−→ 3

4
< 1.

Vậy
+∞∑
n=1

an hội tụ theo Cauchy.

Chú ý. Từ những ví dụ trên, ta thấy dấu hiệu Cauchy có thể áp dụng hiệu quả để khảo sát chuỗi
có phần tử an ở dạng tích, có chứa biểu thức mũ n.

1.3 Chuỗi có dấu tùy ý

Khác với chuỗi không âm, chuỗi không dương, chuỗi mà những phần tử của nó có dấu khác nhau,
được gọi là chuỗi có dấu thay đổi

1.3.1 Sự hội tụ tuyệt đối

Định nghĩa 1.6. Chuỗi
+∞∑
n=1

an được gọi là hội tụ tuyệt đối, nếu chuỗi
+∞∑
n=1
|an| hội tụ.

Định lý 1.7. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1
|an| hội tụ thì chuỗi

+∞∑
n=1

an cũng hội tụ.

Chú ý. Theo định lý này, khi khảo sát sự hội tụ của chuỗi ta sẽ bắt đầu từ việc khảo sát sự hội
tụ tuyệt đối của nó. Vì sự hội tụ tuyệt đối là sự hội tụ của chuỗi không âm nên mọi dấu hiệu hội tụ

đối với chuỗi không âm ta có thể áp dụng được đối với chuỗi
+∞∑
n=1
|an|.

Tuy nhiên, theo định lý này, điều ngược lại chưa chắc đúng, có nghĩa là nếu chuỗi không hội tụ

tuyệt đối (chuỗi
+∞∑
n=1
|an| phân kỳ) thì không thể kết luận được chuỗi

+∞∑
n=1

an phân kỳ

Định nghĩa 1.7. Chuỗi
+∞∑
n=1

an được gọi là hội tụ có điều kiện, nếu chuỗi
+∞∑
n=1

an hội tụ, còn chuỗi

+∞∑
n=1
|an| phân kỳ.

Ví dụ 1.3.1. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

arctan(−n)n
4
√
2n6 + 3n+ 1

.

Ta có an =
arctan(−n)n
4
√
2n6 + 3n+ 1

. Xét |an| =
| arctan(−n)n|
4
√
2n6 + 3n+ 1

6
π/2

4
√
2n6 + 3n+ 1

n→∞∼ π/2
4
√
2n6/4

= bn. Mặt

khác,
+∞∑
n=1

bn hội tụ nên
+∞∑
n=1
|an| hội tụ. Từ đó suy ra

+∞∑
n=1

an hội tụ tuyệt đối nên chuỗi đã cho hội tụ.

1.3.2 Chuỗi đan dấu. Tiêu chuẩn Leibnitz

Định nghĩa 1.8. Chuỗi
+∞∑
n=1

(−1)nan, (an > 0,∀n hoặc an 6 0, ∀n) được gọi là chuỗi đan dấu.

Định lý 1.8. Tiêu chuẩn Leibnitz

Cho chuỗi đan dấu
+∞∑
n=1

(−1)nan thỏa điều kiện

1. lim
n→+∞

an = 0

2. Dãy (an)
+∞
n=1 là dãy giảm.
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10 CHUỖI

Khi đó chuỗi đan dấu đã cho hội tụ.

Ví dụ 1.3.2. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

(−1)n+1 lnn√
n
.

Ta có an =
lnn√
n
, f(x) =

lnx√
x
⇒ f ′(x) =

2− lnx

2x
√
x

< 0,∀x > e2.

1. lim
n→+∞

an = 0

2. Dãy (an)
+∞
n=8 là dãy giảm.

Vậy
+∞∑
n=1

(−1)n+1an hội tụ theo tiêu chuẩn Leibnitz.

1.4 Sơ đồ khảo sát sự hội tụ của chuỗi

Để khảo sát sự hội tụ của chuỗi số, ta thực hiện sơ đồ sau:

Bước 1. Khảo sát sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi.

1. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1
|an| hội tụ thì chuỗi

+∞∑
n=1

an hội tụ.

2. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1
|an| phân kỳ do không thỏa mãn điều kiện cần ( lim

n→∞
|an| 6= 0) thì lim

n→∞
an 6= 0.

Do đó chuỗi
+∞∑
n=1

an phân kỳ.

3. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1
|an| phân kỳ, nhưng thỏa mãn điều kiện cần ( lim

n→∞
|an| = 0) thì ta sẽ chuyển sang

bước 2.

Bước 2. Khảo sát sự hội tụ có điều kiện. Nếu chuỗi
+∞∑
n=1

an là chuỗi đan dấu thì ta áp dụng tiêu

chuẩn Leibnitz.

Bước 3. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi không âm bằng cách áp dụng các tiêu chuẩn tích phân, so
sánh, D’Alambert, Cauchy.

Ví dụ 1.4.1. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n

Đầu tiên, chúng ta sẽ khảo sát sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi.

+∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1

√
n

∣∣∣∣ = +∞∑
n=1

1√
n
=

+∞∑
n=1

1

n1/2

Chuỗi
+∞∑
n=1

1√
n

phân kỳ. Do đó, chuỗi đã cho
+∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n

không hội tụ tuyệt đối. Nhưng

lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1

√
n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1√
n
= 0, có nghĩa là điều kiện cần để chuỗi hội tụ thỏa mãn.

Chuỗi đã cho có dạng
+∞∑
n=1

(−1)n+1an, với an =
1√
n
. Do đó, chuỗi đã cho là chuỗi đan dấu có

1. {an}∞n=1 là dãy giảm

2. lim
n→∞

an = 0.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt
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Hình 1.1: Sơ đồ khảo sát sự hội tụ của chuỗi

Theo tiêu chuẩn Leibnitz chuỗi
+∞∑
n=1

(−1)n+1an hội tụ. Như vậy, chuỗi đã cho
+∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n

hội tụ có

điều kiện.

Ví dụ 1.4.2. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

(
− n

n+ 1

)n
Đầu tiên, chúng ta sẽ khảo sát sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi.

+∞∑
n=1

∣∣∣∣(− n

n+ 1

)n∣∣∣∣ = +∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n
.

Chuỗi
+∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n
phân kỳ do không thỏa mãn điều kiện cần để chuỗi hội tụ

lim
n→∞

∣∣∣∣(− n

n+ 1

)n∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
1− 1

n+ 1

)−(n+1). −n
n+1

= e−1 =
1

e
6= 0.

Như vậy, chuỗi đã cho
+∞∑
n=1

(
− n

n+ 1

)n
phân kỳ.

Ví dụ 1.4.3. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

(
− 3

2n+ 1

)n
Đầu tiên, chúng ta sẽ khảo sát sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi.

+∞∑
n=1

∣∣∣∣(− 3

2n+ 1

)n∣∣∣∣ = +∞∑
n=1

(
3

2n+ 1

)n
.

Chuỗi
+∞∑
n=1

(
3

2n+ 1

)n
hội tụ theo tiêu chuẩn Cauchy vì

lim
n→∞

n

√(
3

2n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
3

2n+ 1

)
= 0 < 1.

Như vậy, chuỗi đã cho
+∞∑
n=1

(
− 3

2n+ 1

)n
hội tụ tuyệt đối nên hội tụ.
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1.5 Chuỗi lũy thừa

1.5.1 Miền hội tụ

Định nghĩa 1.9. Chuỗi lũy thừa là chuỗi
+∞∑
n=1

an(x− x0)n, an ∈ R.

Định nghĩa 1.10. Tập hợp tất cả những giá trị x sao cho khi thay x vào chuỗi lũy thừa thì ta sẽ
được 1 chuỗi số hội tụ, được gọi là miền hội tụ của chuỗi lũy thừa.

1.5.2 Bán kính hội tụ

Định lý 1.9. Cho chuỗi
+∞∑
n=1

an(x − x0)n, an ∈ R. Khi đó tồn tại duy nhất số R ∈ [0,+∞) được gọi

là bán kính hội tụ thỏa

• Chuỗi hội tụ ∀x, |x− x0| < R

• Chuỗi phân kỳ ∀x, |x− x0| > R

1.5.3 Dấu hiệu D’ Alembert

Định lý 1.10. Cho chuỗi
+∞∑
n=1

an(x− x0)n, an ∈ R. Giả sử ∃n0,∀n > n0 : an 6= 0 và

ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ .
Khi đó bán kính hội tụ R =

1

ρ

1.5.4 Dấu hiệu Cauchy

Định lý 1.11. Cho chuỗi
+∞∑
n=1

an(x− x0)n, an ∈ R. Giả sử

ρ = lim
n→+∞

n
√
|an|.

Khi đó bán kính hội tụ R =
1

ρ

Ví dụ 1.5.1. Tìm bán kính hội tụ và miền hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

(−1)nxn

2n+ 1
.

Ta có an =
(−1)n

2n+ 1
⇒ ρ = lim

n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

2n+ 1

2n+ 3
= 1. Bán kính hội tụ R =

1

ρ
= 1.

• Tại x = 1 ta có
+∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
hội tụ theo Leibnitz vì dãy

1

2n+ 1

n→∞−−−→ 0 và là dãy giảm.

• Tại x = −1 ta có
+∞∑
n=1

1

2n+ 1
phân kỳ vì

1

2n+ 1

n→∞∼ 1

2n
và chuỗi

+∞∑
n=1

1

2n
phân kỳ.

Vậy bán kính hội tụ là R = 1, và miền hội tụ là (−1, 1].
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Ví dụ 1.5.2. Tìm bán kính hội tụ và miền hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

5n + (−2)n

n+ 1
xn.

Ta có an =
5n + (−2)n

n+ 1
⇒ ρ = lim

n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

5n+1 + (−2)n+1

n+ 2
.

n+ 1

5n + (−2)n
= 5.

Bán kính hội tụ R =
1

ρ
=

1

5
.

• Tại x =
1

5
ta có

+∞∑
n=1

5n + (−2)n

n+ 1
.
1

5n
phân kỳ vì

5n + (−2)n

n+ 1
.
1

5n
n→∞∼ 1

n
và chuỗi

+∞∑
n=1

1

n
phân kỳ.

• Tại x = −1

5
ta có

+∞∑
n=1

5n + (−2)n

n+ 1
.
(−1)n

5n
hội tụ theo Leibnitz vì dãy

5n + (−2)n

n+ 1
.
1

5n
n→∞−−−→ 0 và

là dãy giảm.

Vậy bán kính là R =
1

5
, và miền hội tụ là

[
−1

5
,
1

5

)
.

Ví dụ 1.5.3. Tìm bán kính hội tụ và miền hội tụ của chuỗi
+∞∑
n=1

(
n+ 1

2n+ 1

)n
(x− 2)2n.

Đặt X = (x− 2)2 ⇒ X > 0. Khi đó chuỗi đã cho trở thành
+∞∑
n=1

(
n+ 1

2n+ 1

)n
Xn.

Ta có an =

(
n+ 1

2n+ 1

)n
⇒ ρ = lim

n→+∞
n
√
|an| = lim

n→+∞
n

√∣∣∣∣( n+ 1

2n+ 1

)n∣∣∣∣ = lim
n→+∞

n+ 1

2n+ 1
=

1

2
.

Bán kính hội tụ R =
1

ρ
= 2.

Tại X = 2 ta có
+∞∑
n=1

(
n+ 1

2n+ 1

)n
2n =

+∞∑
n=1

(
2n+ 2

2n+ 1

)n
phân kỳ vì

(
2n+ 2

2n+ 1

)n
=(

1 +
1

2n+ 1

)(2n+1). n
2n+1 n→∞→ e1/2 6= 0.

Vậy bán kính là R = 2 và miền hội tụ là 0 6 X < 2⇒ 0 6 (x− 2)2 < 2⇒ 2−
√
2 < x < 2 +

√
2.

1.5.5 Tính chất của chuỗi lũy thừa

1. Tổng của chuỗi lũy thừa là một hàm liên tục trên miền hội tụ của nó.

2. Trong khoảng hôi tụ, đạo hàm của tổng bằng tổng của các đạo hàm(
+∞∑
n=1

an(x− x0)n
)′

=

+∞∑
n=1

(an(x− x0)n)′ =
+∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1

3. Trong khoảng hôi tụ, tích phân của tổng bằng tổng của các tích phân

ˆ (+∞∑
n=1

an(x− x0)n
)
dx =

+∞∑
n=1

ˆ
an(x− x0)ndx =

+∞∑
n=1

an
(x− x0)n+1

n+ 1
+ C

1.5.6 Chuỗi Taylor- Maclaurin

Công thức khai triển Taylor

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n = f(x0) +

f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 +

f ′′′(x0)

3!
(x− x0)3 + . . .
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Khi x0 = 0 ta có công thức khai triển Maclaurin

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + . . .

Ví dụ 1.5.4. Tìm khai triển Maclaurin của hàm f(x) = ex và miền hội tụ của chuỗi Maclaurin thu
được.

Vì f(x) = ex nên f (n)(x) = ex ⇒ f (n)(0) = e0 = 1,∀n ∈ N. Do đó chuỗi Maclaurin của hàm
f(x) = ex là

f(x) = ex =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

+∞∑
n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

Với an =
1

n!
, theo dấu hiệu D’Alambert, ta có

ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0

Do đó bán kính hội tụ của chuỗi Maclaurin của hàm f(x) = ex là R =
1

ρ
=∞.

Vậy ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
với MHT R.

Phân tích một số hàm cơ bản thành chuỗi Maclaurin:

1. ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
với MHT R.

2. ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
với MHT (−1, 1].

3. sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
với MHT R.

4. cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
với MHT R.

5. (1 + x)α =
+∞∑
n=0

α(α− 1) . . . (α− (n− 1))xn

n!
với MHT (−1, 1).

6.
1

1− x
=

+∞∑
n=0

xn với MHT (−1, 1)

7.
1

1 + x
=

+∞∑
n=0

(−1)nxn với MHT (−1, 1)

8. arctan(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
với MHT R.

9. cosh(x) =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)!
với MHT R.

10. sinh(x) =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
với MHT R.
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1.6 Một số phương pháp tính tổng của chuỗi

1.6.1 Tính trực tiếp giới hạn của dãy các tổng riêng của chuỗi

Ví dụ 1.6.1. Tìm tổng của chuỗi
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)

Dãy các tổng riêng của chuỗi đã cho là {Sn}∞n=1 với

Sn =
1

1.2.3
+

1

2.3.4
+ . . .+

1

n(n+ 1)(n+ 2)
.

Nhận xét thấy

1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1

2

(
1

n(n+ 1)
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
−1

2

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
, n ∈ N.

Do đó

Sn =
1

2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
− 1

2

n∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
=

1

2

(
1− 1

n+ 1

)
− 1

2

(
1

2
− 1

n+ 2

)
.

Từ đó ta có
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1

2
− 1

2(n+ 1)
− 1

4
+

1

2(n+ 2)

)
=

1

4
.

Vậy tổng của chuỗi đã cho là
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

1

4
.

1.6.2 Sử dụng khai triển Taylor-Maclaurin của những hàm cơ bản

Ví dụ 1.6.2. Tính tổng
+∞∑
n=0

2n

n!
= 1 + 2 +

22

2!
+

23

3!
+ . . .+

2n

n!
+ . . . .

Xét chuỗi Maclaurin của hàm f(x) = ex

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!

với MHT R.

Khi x = 2 ta có

e2 =

+∞∑
n=0

2n

n!
.

Vậy tổng
+∞∑
n=0

2n

n!
= 1 + 2 +

22

2!
+

23

3!
+ . . .+

2n

n!
+ . . . = e2.

Ví dụ 1.6.3. Tính tổng
+∞∑
n=0

(−1)n

22n+3(2n+ 1)!
=

1

23
− 1

25.3!
+

1

27.5!
+ . . .+

(−1)n

22n+3(2n+ 1)!
+ . . .

Xét chuỗi Maclaurin của hàm f(x) = sinx

sin(x) =

+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!

với MHT R.
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Chuỗi đã cho có thể viết lại dưới dạng

1

22

(
1

21
− 1

23.3!
+

1

25.5!
+ . . .+

(−1)n−1

22n−1(2n− 1)!
+ . . .

)

Khi x =
1

2
ta có

1

22
. sin

1

2
=

+∞∑
n=0

(−1)n

22n+3(2n+ 1)!
=

1

23
− 1

25.3!
+

1

27.5!
+ . . .+

(−1)n

22n+3(2n+ 1)!
+ . . . .

Vậy tổng
+∞∑
n=0

(−1)n

22n+3(2n+ 1)!
=

1

23
− 1

25.3!
+

1

27.5!
+ . . .+

(−1)n

22n+3(2n+ 1)!
+ . . . =

1

4
. sin

1

2
.

1.6.3 Sử dụng đạo hàm và tích phân của chuỗi

Ví dụ 1.6.4. Tính tổng
+∞∑
n=1

1

n.2n
.

Xét chuỗi S(x) =
+∞∑
n=1

1

n
xn ⇒ S′(x) =

+∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x
, với |x| < 1.

Vậy

S(x) =

ˆ
1

1− x
dx+ C = − ln |1− x|+ C.

Vì S(0) =
+∞∑
n=1

1

n
0n = 0 nên S(0) = − ln |1− 0|+ C = 0⇒ C = 0.

Thay x =
1

2
vào S(x) = − ln |1− x| ta được S

(
1

2

)
= ln 2.

Vậy
+∞∑
n=1

1

n.2n
= ln 2

Ví dụ 1.6.5. Tính tổng
+∞∑
n=1

2n

n(n+ 1).3n
.

Với |x| < 1, xét chuỗi

S(x) =
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
xn =

+∞∑
n=1

1

n
xn −

+∞∑
n=1

1

n+ 1
xn =

+∞∑
n=1

1

n
xn − 1

x

+∞∑
n=2

1

n
xn =

= − ln |1− x| − 1

x
(− ln |1− x| − x) .

Thay x =
2

3
ta được S

(
2

3

)
=

2− ln 3

2
.

Vậy
+∞∑
n=1

2n

n(n+ 1).3n
=

2− ln 3

2
.

Ví dụ 1.6.6. Tính tổng
+∞∑
n=1

nxn.

Ta có an = n⇒ ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

n+ 1

n
= 1. Bán kính hội tụ R =

1

ρ
= 1.

• Tại x = 1 ta có
+∞∑
n=1

n.1n =
+∞∑
n=1

n phân kỳ theo điều kiện cần vì dãy n n→∞−−−→∞6= 0.
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• Tại x = −1 ta có
+∞∑
n=1

n.(−1)n phân kỳ theo điều kiện cần vì không tồn tại giới hạn của dãy

bn = n.(−1)n. Dãy b2n = 2n.(−1)2n = 2n
n→+∞−−−−−→ +∞ còn dãy b2n+1 = (2n + 1).(−1)2n+1 =

−(2n+ 1)
n→+∞−−−−−→ −∞.

Vậy bán kính hội tụ là R = 1, và miền hội tụ là (−1, 1).

Với |x| < 1, xét chuỗi

S(x) =

+∞∑
n=1

xn =
x

1− x

Lấy đạo hàm hai vế của chuỗi này, ta được

S′(x) =

+∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2

Nhân 2 vế của chuỗi thu được cho x ta được

x.S′(x) =
+∞∑
n=1

nxn =
x

(1− x)2

Vậy
+∞∑
n=1

nxn =
x

(1− x)2
.

1.7 Bài tập

1.7.1 Điều kiện cần để chuỗi hội tụ

Bài tập 1.7.1. Dùng điều kiện cần để khảo sát sự hội tụ của chuỗi số

1.
∞∑
n=1

2n− 1

3n+ 2
.

2.
∞∑
n=1

sinn.

3.
∞∑
n=1

n
√
n.

4.
∞∑
n=1

(
2n+ 3

2n+ 1

)3n+2

.

5.
∞∑
n=1

(
2n2 − 3

2n2 + 1

)n2

.

6.
∞∑
n=1

(−1)n.2n+ 1

n+ 2
.

7.
∞∑
n=1

(−1)n+1.
n+ 1

2n+ 3
.

8.
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n+1

.

9.
∞∑
n=1

e
1
n2 .
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1.7.2 Chuỗi không âm

Bài tập 1.7.2. Sử dụng chuỗi cơ bản để khảo sát sự hội tụ của chuỗi

1.
+∞∑
n=1

2n + 5n

10n
.

2.
+∞∑
n=1

2n + n2

n.2n
.

Bài tập 1.7.3. Dùng tiêu chuẩn so sánh 1 để khảo sát sự hội tụ của chuỗi số

1.
+∞∑
n=1

cos2 n

n(n+ 1)
.

2.
+∞∑
n=1

n3(2 + sin
√
n)

3n + n2
.

3.
+∞∑
n=1

sin2 n

n3
.

4.
+∞∑
n=2

1

lnn
.

5.
+∞∑
n=1

1

2n ln(n+ 1)
.

Bài tập 1.7.4. Dùng tiêu chuẩn so sánh 2 để khảo sát sự hội tụ của chuỗi số

1.
+∞∑
n=1

√
n+ 1. ln

(
cosh

1

n

)
.

2.
+∞∑
n=1

arctan(n2 + 2n)

3n + n2
.

3.
+∞∑
n=1

arctann

2n2 + 3
.

4.
+∞∑
n=1

1

n3. lnn n
.

5.
+∞∑
n=1

cos
π

4n
5
√
2n5 − 1

.

6.
+∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
.

7.
+∞∑
n=1

n. sin

(
1

n2

)
.

8.
∞∑
n=1

(
e

1
n2 − 1

)
.

9.
+∞∑
n=1

1

3n + n− lnn
.

10.
+∞∑
n=1

7n2 + n
√
n+ 1√

9n6 + 5n5 + 2
.

11.
+∞∑
n=1

en + n3 + 1

4n + ln2(n+ 1) + sinn
.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


1.7 Bài tập 19

12.
+∞∑
n=1

ln

(
1 + sin

1

n

)
+ e1/n − cos

1

n

n+ ln2 n+ arctann2
.

Bài tập 1.7.5. Dùng tiêu chuẩn D’ Alembert khảo sát sự hội tụ của chuỗi số

1.
+∞∑
n=1

2n + n2

3n + n
.

2.
+∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
.

3.
∞∑
n=1

(2n)!!

3n.(n!)2
.

4.
+∞∑
n=1

2.5.8 . . . (3n+ 2)

2n(n+ 1)!
.

5.
+∞∑
n=1

1

(2n+ 1)!
.

6.
+∞∑
n=1

(n+ 1)!

2n.n
.

7.
+∞∑
n=1

73n

(2n− 5)!
.

Bài tập 1.7.6. Dùng tiêu chuẩn Cauchy khảo sát sự hội tụ của chuỗi số

1.
+∞∑
n=1

nn−1

(2n2 + n+ 1)
n+1
2

.

2.
+∞∑
n=1

(
cos

1

n

)n3

.

3.
∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)√n4+3n+1

.

4.
∞∑
n=1

3n+1.

(
n+ 2

n+ 3

)n2

.

5.
∞∑
n=1

(
3n+ 2

n+ 3

)n
.

(
n+ 2

n+ 3

)n2

.

6.
∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)n2+4n+5

.

7.
∞∑
n=1

(
2n− 4

2n+ 1

)n(n+2)

.

1.7.3 Chuỗi có dấu tùy ý

Bài tập 1.7.7. Khảo sát sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi số

1.
+∞∑
n=1

(2n+ 3) cos 3n
3
√
n7 + n+ 1

.

2.
+∞∑
n=1

3− 4 cosn√
n3

.
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3.
+∞∑
n=1

(−1)n. sinn
n2

.

Bài tập 1.7.8. Dùng tiêu chuẩn Leibnitz khảo sát sự hội tụ của chuỗi đan dấu sau

1.
+∞∑
n=1

(−1)n.n√
n5 + 3n− 2

.

2.
+∞∑
n=1

(−1)n
3
√
n+ 1

.

3.
+∞∑
n=1

(−1)n√
n+ 2

.

1.7.4 Chuỗi lũy thừa

Bài tập 1.7.9. Tìm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa

1.
+∞∑
n=1

2n(x+ 1)n

n ln2(n+ 1)

2.
+∞∑
n=1

(x+ 1)n√
n+ 1

. ln
3n− 2

3n+ 2

3.
+∞∑
n=1

3
√
2n+ 1− 3

√
2n− 1√

n
.(x+ 3)n

4.
+∞∑
n=1

2n−1.xn

2n− 1

5.
+∞∑
n=1

(−1)n.xn

n

6.
+∞∑
n=1

(−1)n+1.xn

2n

7.
+∞∑
n=1

x2n

2n+ 1

1.7.5 Tính tổng của chuỗi

Bài tập 1.7.10. Tính tổng của chuỗi số

1.
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

2.
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
.

3.
+∞∑
n=1

(−1)n

3n
.

4.
+∞∑
n=1

(−1)n

n
.

5.
+∞∑
n=1

1

2n.n.(n+ 1)
.

6.
+∞∑
n=1

(−1)n

3n.(2n+ 1)
.
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7.
+∞∑
n=1

(n+ 1).2n

n!
.

8.
+∞∑
n=1

(−1)n−1
(
1− 1

n

)
.
1

3n
.

9.
+∞∑
n=1

(−3)n

n.(n+ 2).5n+1
.

10.
∞∑
n=1

3n

(2n)!!
.

Bài tập 1.7.11. Tính tổng của chuỗi lũy thừa

1.
+∞∑
n=1

(n+ 1)xn, x ∈ (−1, 1).

2.
+∞∑
n=1

nxn, x ∈ (−1, 1).

Lời giải bài tập chương 8

1.7.1 1. Phân kỳ

2. Phân kỳ

3. Phân kỳ

4. Phân kỳ

5. Phân kỳ

6. Phân kỳ

7. Phân kỳ

8. Phân kỳ

9. Phân kỳ

1.7.2 1. Hội tụ

2. Phân kỳ

1.7.3 1. Hội tụ

2. Hội tụ

3. Hội tụ

4. Phân kỳ

5. Hội tụ

1.7.4 1. Hội tụ

2. Hội tụ

3. Hội tụ

4. Hội tụ

5. Phân kỳ

6. Phân kỳ
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7. Phân kỳ

8. Hội tụ

9. Hội tụ

10. Phân kỳ

11. Hội tụ

12. Hội tụ

1.7.5 1. Hội tụ

2. Hội tụ

3. Hội tụ

4. Phân kỳ

5. Hội tụ

6. Hội tụ

7. Hội tụ

1.7.6 1. Hội tụ

2. Hội tụ

3. Hội tụ

4. Phân kỳ

5. Phân kỳ

6. Hội tụ

7. Hội tụ

1.7.7 1. Hội tụ tuyệt đối

2. Hội tụ tuyệt đối

3. Hội tụ tuyệt đối

1.7.8 1. Hội tụ

2. Hội tụ

3. Hội tụ

1.7.9 1.
[
−3

2
,−1

2

]
2. [−2, 0]

3. [−4,−2]

4.
[
−1

2
,
1

2

)
5. (−1, 1]

6. (−1, 1)

7. (−1, 1)

1.7.10 1. 1

2.
1

4
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3. −1

4

4. − ln 2

5. − ln 2 + 1

6.
√
3.
π

6
− 1

7. 3e2 − 1

8.
1

4
− ln

(
4

3

)
9.

16

90
. ln

(
8

5

)
− 7

60

10. e3/2

1.7.11 1.
2x− x2

(1− x)2
.

2.
x

(1− x)2
.
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