
CHƢƠNG V : PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN

I. Phƣơng trình vi phân cấp 1

II. Phƣơng trình vi phân cấp cao

III. Hệ phƣơng trình vi phân 



Phƣơng trình vi phân cấp 1 – Khái niệm chung

Bài toán 1: Tìm tất 

cả các đƣờng cong 

y=f(x) sao cho trên 

mỗi đoạn [1,x], diện 

tích hình thang cong 

bị chắn bởi cung 

đƣờng cong bằng tỉ 

số giữa hoành độ x 

và tung độ y.

A

B

Nhìn hình vẽ, ta có

1

( )

x x
f t d t

y
2

( )
y x y

f x
y

Ta gọi đây là phƣơng trình vi phân cấp 1(phƣơng 

trình chứa đạo hàm cấp 1 là y’)

3
y y x y



Phƣơng trình vi phân cấp 1– Khái niệm chung

Bài toán 2: Một vật khối lƣợng m rơi tự do với lực cản 

của không khí tỉ lệ với vận tốc rơi. Tìm mối liên hệ giữa 

thời gian rơi t & quãng đƣờng đi đƣợc của vật s(t)

Gọi v(t) là vận tốc rơi của vật thì (( )) 1
d s

v t
d t

Theo định luật 2 Newton, ta có 

Trong đó 1 2
, ,

d v
a F F F

d t
1

F m g là trọng lực

2
F v là lực cản của không khí, α>0 là hệ số cản

Thay a, F, F1, F2 vào phƣơng trình (2) ta đƣợc

d v
m m g v

d t

2

(1 )

2

d s d s
m m g

d td t

( 2 )m a F

Ta gọi đây là ptvp cấp 2 (chứa đạo hàm cấp 2 là s”)



Phƣơng trình vi phân cấp 1– Khái niệm chung

Định nghĩa 1: Phƣơng trình vi phân là phƣơng trình 

chứa đạo hàm hoặc vi phân của 1 hoặc vài hàm 

cần tìm

Định nghĩa 2: Cấp của phƣơng trình vi phân là cấp 

cao nhất của đạo hàm có trong phƣơng trình

Ví dụ: 

Ptvp cấp 1: 
2

2y x y x

2
( ) ( 3 ) 0

x
x x y d x e y d y

Ptvp cấp 2 : 3 1y y y x x y

3 3 lny y y y xPtvp cấp 3 : 



Phƣơng trình vi phân cấp 1– Khái niệm chung

Định nghĩa 3: Nghiệm của phƣơng trình vi phân 

trên khoảng (a,b) là một hàm số y=y(x) sao cho khi 

thay vào phƣơng trình ta đƣợc một đồng nhất thức 

trên (a,b) (đẳng thức luôn đúng với mọi x trên (a,b)) 

Dạng tổng quát của phƣơng trình vi phân cấp n là

hoặc giải ra với y(n) là
( ) ( 1 )

( , , , . . . , )
n n

y f x y y y

( )
( , , , , . . . , ) 0

n
F x y y y y

Đồ thị của hàm số y=y(x) đƣợc gọi là đƣờng cong 

tích phân của ptvp

Ví dụ: Nghiệm của ptvp 3 2 0y y y

là hàm số
2

1 2

x x
y C e C e



Phƣơng trình vi phân cấp 1– Khái niệm chung

Dạng tổng quát của ptvp cấp 1: 

hoặc: ( , , 10 ( ))F x y y ( , ( 2 ))y f x y

Bài toán Cauchy: là bài toán tìm nghiệm của ptvp (1) 

hoặc (2) thỏa điều kiện đầu
0 0

( )y x y

Hay nói cách khác là tìm 1 đƣờng cong tích phân 

của ptvp (1) hoặc (2) đi qua điểm (x0,y0)

Ví dụ: Tìm nghiệm của ptvp 
2

2 3x d x y d y

thỏa điều kiện y(1)=1

Ta có : 
2 2 3

2 3x d x y d y d x d y 2 3
x C y

Với x=1, y=1 ta thay vào đẳng thức trên và đƣợc C=0 

Vậy nghiệm của bài toán là 3 2
y x



Phƣơng trình vi phân cấp 1 – Khái niệm chung

Đƣờng cong tích phân của ptvt trên với 3 trƣờng hợp

2 3
, (1) 1x y y

2 3
1 , (1) 0x y y

2 3
1 , ( 0 ) 1x y y

Trong phạm vi môn học, bài toán Cauchy luôn có 

nghiệm xác định trong 1 lân cận 
0 0

( , )x x



Phƣơng trình vi phân cấp 1 – Khái niệm chung

Nghiệm tổng quát: Hàm y=y(x,C) đƣợc gọi là nghiệm 

tổng quát của ptvp cấp 1 trong miền 
2

D R nếu 

0 0 0 0
( , ) : ! , ( , )x y D C y y x C là nghiệm của bài 

toán Cauchy với điều kiện đầu y(x0) = y0. Nghĩa là:

0 0 0

0

0 0 0

( , ) , ( , )
! :

( , )

y y x C x x x
C

y y x C

Nghiệm bất kỳ nhận đƣợc từ nghiệm tổng quát bằng 

cách cho hằng số C một giá trị cụ thể đƣợc gọi là 

nghiệm riêng tức là mọi nghiệm của bài toán Cauchy 

đều là nghiệm riêng



Phƣơng trình vi phân cấp 1 – Khái niệm chung

Lƣu ý 1: Không phải nghiệm nào của 1 ptvp cũng 

nhận đƣợc từ nghiệm tổng quát (NTQ) bằng cách 

cho hằng số C những giá trị cụ thể. Những nghiệm 

nhƣ vậy đƣợc gọi là nghiệm kì dị

Ví dụ: Xét ptvp 
2

1y y Ta biến đổi pt

2 2
1 1

1

d y
d x

y y y

y

a rc s in

1

y x C

y

Rõ ràng, y=1 hay y=-1 đều là 

nghiệm của ptvp trên. Đó là các

nghiệm kì dị

s in ( )

1

y x C

y



Phƣơng trình vi phân cấp 1 – Khái niệm chung

Lƣu ý 2: Trong phạm vi môn học này, ta chỉ tìm 

nghiệm của các ptvp một cách không đầy đủ, tức là 

ta sẽ biến đổi các phƣơng trình không chặt nhƣ ví 

dụ trên. Ta chỉ giải phương trình hệ quả chứ không 

giải phương trình tương đương.

Ví dụ: Khi biến đổi ptvp y y

Ta không xét trƣờng hợp y=0 hay y≠0

d y
y y d x

y
ln y x C

x C
y e

x
y C e

Ta giải thiếu nghiệm y=0 của pt vì ta không gpt 

tƣơng đƣơng, tức là tìm nghiệm không đầy đủ



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tách biến

Dạng : ( ) ( ) 0f x d x g y d y

Cách giải : Lấy tích phân 2 vế phƣơng trình

( ) ( )f x d x g y d y C

Ví dụ: Tìm NTQ của pt
2

(3 1) c o s 0x d x y d y

2
(3 1) c o sx d x y d y C

Lấy tích phân 2 vế phƣơng trình

3
s inx x y C

3
a rc s in ( )y C x x

Cách giải : Lấy tích phân 2 vế phƣơng trình

( ) ( )f x d x g y d y C

Dạng : ( ) ( ) 0f x d x g y d y

Cách giải : Lấy tích phân 2 vế phƣơng trình

( ) ( )f x d x g y d y C



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tách biến

Hai dạng ptvp có thể đưa về pt tách biến:

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g y d x f x g y d y

( )y f a x b y c

1 2

2 1

( ) ( )
0

( ) ( )

f x g y
d x d y

f x g y

Đặt : z(x)=ax+by+c
z a

y
b



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tách biến

Ví dụ: Tìm NTQ của pt
2

( 1)x y d y y d x

2

2
( 1) 0

1

y d x
x y d y y d x d y

y x

2

1

y d x
d y C

y x

Trƣờng hợp này, việc biến đổi để đƣợc y=y(x,C) rất 

khó nên ta sẽ để nguyên dạng trên (dạng pt 

φ(x,y,C)=0. Ta gọi đây là tích phân tổng quát của ptvp

2

ln 1 ln
2

y
y y x C



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tách biến

Ví dụ: Tìm nghiệm riêng của pt 

2 2
2 1, ( 0 ) 1y x x y y y

2 2 2
2 1 ( ) 1y x x y y y x y

Đặt  z=x+y 1y z thay vào pt trên

2
1 1z z

2

d z
d x

z

1
x C

z

1
x y

x C

1
y x

x C

Thay điều kiện đầu vào : 1 = -C

Nghiệm riêng cần tìm là:  1

1
y x

x



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tách biến

Bài tập: Tìm NTQ hoặc nghiệm riêng của các pt sau

2 2 3 2

1 . 2

2 . ta n ln 0

3 . c o s 2

4 . ( 5 ) ( 5 ) 0 , ( 0 ) 1

y x y

y d x x x d y

y y

x y d x y y d y y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT đẳng cấp

Dạng : ( )
y

y f
x

Cách giải : Đặt 
y

u y u u x
x

Ví dụ: Tìm NTQ của phƣơng trình c o s
y y

y
x x

Đặt: 
y

u y u x
x

y u u x Thay vào pt

c o su u x u u

c o s

d u d x

u x c o s

d u d x
C

u x

ta n
2 4

u
C x 2 a rc ta n 2

2
y x C x k

Dạng : ( )
y

y f
x

Cách giải : Đặt 
y

u y u u x
x



Hai dạng ptvp có thể đưa về pt đẳng cấp:

Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT đẳng cấp

( , ) ( , ) 0f x y d x g x y d y

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )
k k

f tx ty t f x y g tx ty t g x y

Trong đó, f, g là các hàm đẳng cấp cùng bậc tức 

là tồn tại số nguyên k sao cho

1 1 1

2 2 2

a x b y c
y f

a x b y c
Ta xét hpt 

1 1

2 2

a b
D

a b

D≠0: hpt có ng duy nhất x=x0, y=y0

Đặt X=x-x0, Y=y-y0

1 1 1

2 2 2

0

0

a x b y c

a x b y c

D=0 : pt thành dạng 
2 2

( )y g a x b y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT đẳng cấp

Ví dụ: Tìm NTQ của pt 
2 2

( ) 0x y d x x y d y

Đây là pt đẳng cấp bậc 2

Chia 2 vế pt cho x2

2

2
1 0

y y
d x d y

xx

Đặt y u
y

x
u xu Thay vào pt trên:

1
u u x u

u

1 y
y

y x

x

d x
u d u C

x

2

ln
2

u
C x

2
2 2 x

y C x e



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT đẳng cấp

Ví dụ: Tìm NTQ của pt 

( 2 2 1) ( 1) 0x y d x x y d y

Ta viết lại pt thành : 

2 ( ) 1

( ) 1

x y
y

x y
Nên 

2 2
0

1 1
D Ta đƣợc pt

1
2

( ) 1
y

x y

Dạng pt ( )y f a x b y c

Đặt z=x-y+1

NTQ của pt là ln 2x y y x C



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT đẳng cấp

Bài tập: Tìm NTQ hoặc nghiệm riêng của các pt 

2 2 2

2 2

2 2

1 . 1

2 . 0

3 .( ) 0

4 . ln , (1) 1)

5 . 0 , (1) 0

y

x
y

y e
x

x y y x y x

x x y d y y d x

y
x y y y

x

y x y d x x d y y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tuyến tính

Dạng : ( ) ( )y p x y q x

( ) 0y p x y

pt không thuần nhất

pt thuần nhất

Cách giải : Nhân 2 vế pt với 
( )p x d x

e

Hoặc dùng công thức

( ) ( )
( )

p x d x p x d x
y e q x e d x C

( ) ( ) ( )
( ) ( )

p x d x p x d x p x d x
y e y p x e q x e

( ) ( )
( )

p x d x p x d x
y e q x e



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tuyến tính

Ví dụ: Tìm NTQ của pt 2
2 1 2y x y x

Sử dụng công thức nghiệm với 

2
( ) 2 , ( ) 1 2p x x q x x

( ) ( )
( )

p x d x p x d x
y e q x e d x C

2 2
2

(1 2 )
x x

y e x e d x C

2 2 2
2

( )
x x x

y e e d x x e d x C

2
x

y x C e



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tuyến tính

Ví dụ: Tìm NTQ của pt
2

( )y x y y

Ta biến đổi để đƣa về thành pt khi xem x=x(y)

2
x y

x
y

1
x x y

y

Dùng công thức

1 1
d y d y

y y
x e y e d y C

1
x y y d y C

y

2
x y C y

Ví dụ: Tìm NTQ của pt
2

( )y x y y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tuyến tính

Bài tập: Tìm NTQ hoặc nghiệm riêng của các pt 

2

2

2

1
1 . 2 2

2 .(1 ) a rc ta n

3 . ( s in ) 0

4 . 1 a rc s in , ( 0 ) 0

5 . , (1) 1
2 ln

x x
y y x e e

x

x y y x

y d x x y y d y

y x y x y

y
y y

y y y x



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT Bernullli

Dạng : ( ) ( )y p x y q x y

Trong đó: α≠0 vì nếu α=0 thì ta đƣợc pt tuyến tính

α≠1 vì nếu α=1 thì ta đƣợc pt tách biến

Cách giải : Đặt  
1

z y

(1 ) .z y y

.

1

z y
y Thay vào pt trên

( ) ( )
1

z y
y p x q x y

. (1 ) ( ) (1 ) ( )z z p x q x



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT Bernulli

Ví dụ: Tìm NTQ của pt
2 2

2 ta n s iny y x y x

Đặt
1

z y

Đây là pt Bernulli với α = 2

2
.y z y Thay vào pt trên

2 2 2
2 ta n s inz y y x y x

2
2 ta n s inz z x x

2 ta n 2 2 ta n
s in

x d x x d x
z e x e d x C

2

1

c o s ( ta n )
y

x x x C



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT tuyến tính

Bài tập: Tìm NTQ hoặc nghiệm riêng của các pt 

2

3

2 2

3

2 2

1 .
1

2 . ( c o s ta n )

3 . ( ) 0

4 .3 (1 3 ) s in 0 , ( ) 1
2

5 .( 2 ) 2 0 , (1) 0

x y
y x y

x

y y y x x

y d x x x y d y

d y y y x d x y

y y x y x y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT vp toàn phần

Dạng : 

Trong đó:

Cách giải : Ta tìm nghiệm pt dƣới dạng U(x,y)=C

trong đó hàm U(x,y) đƣợc tìm bằng 2 cách

( , ) ( , ) 0P x y d x Q x y d y

y x
P Q

Cách 1: Chọn điểm (x0,y0) sao cho tại đó 2 hàm 

P, Q liên tục thì : 

0 0

0
( , ) ( , ) ( , )

yx

x y

U x y P x y d x Q x y d y

Cách 2: Ta tìm U(x,y) sao cho 

( , ) , ( , )
x y

U P x y U Q x y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT vp toàn phần

Ví dụ: Tìm NTQ của pt 

( 2 ) ( 2 2 ) 0
x y x y

e y d x e x d y

2 2
x y x y

y
P e y P e

2 2 2
x y x y

x
Q e x Q e

y x
P Q

Cách 1: Chọn (x0,y0)=(0,0)

0 0

0
( 2 ) ( 2 . )0 2

yx
x y y

U e y d x e d y

0
( 2 ) ( 0 ) ( 2 ) ( 0 )

x y y y
U e x y e e y e

2 2
x y

U e x y y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT vp toàn phần

Cách 2: Tìm hàm U(x,y) sao cho 

2

2 2

x y

x

x y

y

U e y

U e x

(1)

( 2 )

Từ (1): 

Từ (2):
2

2 . 2 ( )
x y

U e x y y C x

1
2 . ( )

x y
U e y x C y

So sánh 2 đẳng thức trên, ta đƣợc 

2 2
x y

U e x y y C

Vậy NTQ của pt đã cho là 2 2
x y

e x y y C



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT vp toàn phần

Ví dụ: Tìm NTQ của pt 
2 2

2 3
( ) ( ) 0y d x x d y

x y

Kiểm tra điều kiện để pt trên là ptvp toàn phần

Tìm hàm U(x,y) sao cho 
2

2

x
U y

x

Đạo hàm theo x là y thì nguyên hàm là xy

Đh theo x là 
2

2

x

thì nguyên hàm là
2

x

Lấy đh U theo y và so sánh với
2

3
Q x

y

Suy ra 
2

U x y
x



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT vp toàn phần

Thêm nguyên hàm là 
3

y

Suy ra :
2 3

U x y
x y

Ta thấy thiếu nguyên hàm của 
2

3

y

Thử lại bằng cách lấy đạo hàm của U theo x 

(so sánh với P) và theo y (so sánh với Q)

Vậy NTQ của pt đã cho là 
2 3

x y C
x y



Phƣơng trình vi phân cấp 1- PT vp toàn phần

Bài tập: Tìm NTQ hoặc nghiệm riêng của các pt 

2
1 .( ) ( 2 ) 0

2 .( s in ) ( c o s ) 0

3 . c o s s in c o s 2 , ( ) 5
2

x y

x y d x x y d y

e y y d x e x x y d y

y x d x x d y x d x y

2 2
4 .(3 ) 2 ( 3 ) 0y x d x y y x d y

Biết rằng khi nhân 2 vế phƣơng trình với hàm 

2
( )h h x y thì ta đƣợc 1 ptvp toàn phần



Phƣơng trình vi phân cấp1

Bài tập: Nhận dạng và giải các pt sau

2

2 2

2

1

2

4 5

1 . 2

2 .

3 .
1

4 . 2

5 .( 4 ) ( 2 ) 0

6 . c o s 1 s in

7 . ( )

8 .4 3

y

x

x

x

x y

x

x y y y x

x y x e y

e
e tg y d x d y

x

y

x y d y x y d x

y x y x

y x y y

x y y e x y



Phƣơng trình vi phân cấp1
3

4 2 2 4 2 2

2

2 2

9 . ln 1 0

1 0 .

1 1 .( 6 ) 4 ( ) 0

1 2 . ( 2 1) ( 2 1) 0

1 3 . a rc s in
1

1 4 . ln

1 5 . ( ) 0

1
1 6 .

1

x y x y

y y y x

y e e

x x y y d x x y x y d y

x y d x x y d y

x y
y x x

x

y x y y y

y d x x x y d y

y
x y



Phƣơng trình vi phân cấp1

2

3

2

2 2
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