
Chöông 6 

LYÙ THUYEÁT ÖÔÙC LÖÔÏNG 

6.1. ÖÔÙC LÖÔÏNG ÑIEÅM 

 Cho X = (X
1
, X

2
, ..., X

n
) laø moät maãu kích thöôùc n töø toång theå coù  

kyø voïng a, phöông sai 2
. 

 Soá                                     goïi laø moät öôùc löôïng ñieåm cuûa ñaëc tröng  

 cuûa toång theå, neáu ta coi   laø moät giaù trò gaàn ñuùng cuûa . 

1- Öôùc löôïng khoâng cheäch 

 Öôùc löôïng   cuûa   goïi laø khoâng cheäch neáu              . 

 Ñònh lyù sau ñaây laø heä quaû tröïc tieáp cuûa caùc ñònh lyù 5.1; 5.2; 5.3       

chöông 5. 

Ñònh lyù 6.1. Vôùi moïi maãu ta coù: 

 - F laø öôùc löôïng khoâng cheäch cuûa p 

 -    laø öôùc löôïng khoâng cheäch cuûa a 

 - S
2
 laø öôùc löôïng khoâng cheäch cuûa 2

. 

2- Öôùc löôïng hôïp lyù cöïc ñaïi 

 Giaû söû toång theå ñaõ bieát phaân phoái nhöng chöa bieát caùc tham soá   

cuûa noù. Khi ñoù haøm maät ñoä xaùc suaát  hoaëc coâng thöùc tính xaùc suaát cuûa noù  

coù daïng f(x, ). 
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• Töø maãu X = (X
1
, X

2
, ..., X

n
) ta coù haøm: 

 

   goïi laø haøm hôïp lyù cuûa caùc soá . 

• Soá            (X
1
, X

2
, ..., X

n
) goïi laø öôùc löôïng hôïp lyù cöïc ñaïi cuûa , neáu öùng 

vôùi giaù trò naøy cuûa  haøm hôïp lyù ñaït cöïc ñaïi. 

•  Do L > 0, neân neáu  chæ goàm moät tham soá thì L() vaø ln L() coù 

cuøng ñieåm cöïc ñaïi. Ñeå thuaän tieän cho tính toaùn, keå caû tröôøng hôïp  coù 

nhieàu tham soá, chaúng haïn  = (
1
, 

2
), ta cuõng coi öôùc löôïng hôïp lyù cöïc 

ñaïi cuûa  laø                  , trong ñoù   laø ñieåm cöïc ñaïi cuûa haøm hai bieán ln 

L(
1
, 

2
). 

• Ñònh lyù 6.2. Cho toång theå coù phaân phoái Poisson vaø maãu: 

•     X = (X
1
, X

2
, ..., X

n
) 

•  Khi ñoù    laø öôùc löôïng hôïp lyù cöïc ñaïi cuûa tham soá a cuûa toång theå.  

 

• Khi ñoù     laø öôùc löôïng hôïp lyù cöïc ñaïi cuûa tham soá a cuûa toång theå  
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• Chöùng minh. Ta coù: 

•                                                         x = 0, 1, 2, ... 

• töø ñoù haøm hôïp lyù laø: 

•    L(a) = f(X
1
, a) . f(X

2
, a) ... f(X

n
, a) 

 

 

 

•   

 

• Ñeå tìm ñieåm cöïc ñaïi cuûa ln L(a), ta coù: 

 

 

 

• roõ raøng:  

 

• neân    laø ñieåm cöïc ñaïi cuûa haøm ln L(a). 
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• Ñònh lyù 6.3. Cho toång theå coù phaân phoái chuaån vaø maãu: 

•     X = (X
1
, X

2
, ..., X

n
) 

•  Khi ñoù    laø öôùc löôïng hôïp lyù cuûa kyø voïng a vaø     laø öôùc löôïng hôïp 

lyù cöïc ñaïi cuûa phöông sai 2
 cuûa toång theå. 

• Chöùng minh. Ta coù: 

 

•     

• töø ñoù haøm hôïp lyù laø: 

•     

 

 

 

• vaø:  

 

•  Ñeå tìm cöïc ñaïi cuûa haøm naøy, ta tính caùc ñaïo haøm rieâng:  

 

2

2

2

)ax(

e

2

1
),a,x(f
























n

1i

2
i

2
)aX(

2

1

2

n

n

n21

e.

)2(

1
         

),a,X(f)...,a,X(f).,a,X(f),a(L









n

1i

2

i2
2ln

2

n
lnn)aX(

2

1
),a(Lln














n

1i

2

2

i2
)aX(

n
)aX(

1

a

),a(Lln

X
2

S





•   

 

 

• Cho:   

 

•   ta ñöôïc:    

 

• Töø ñoù, cho:  

•   

  ta ñöôïc:   

 

• hay:     

 

• Deã thaáy:     

 

• neân (          ) laø ñieåm cöïc ñaïi cuûa haøm ln L(a,). 
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• 6.2. ÖÔÙC LÖÔÏNG KHOAÛNG 

• 1. Khaùi nieäm chung 

•  Khoaûng (c,d) goïi laø khoaûng öôùc löôïng cuûa  neáu ta coi  (c,d). Xaùc 

suaát: 

• goïi laø ñoä tin caäy cuûa öôùc löôïng. 

•  Neáu    laø moät öôùc löôïng khoâng cheäch cuûa  thì khoaûng öôùc löôïng  

• cuûa  coù daïng(                 ) goïi laø khoaûng öôùc löôïng ñoái xöùng, soá  > 0 goïi  

• laø ñoä chính xaùc cuûa öôùc löôïng. 

•  Giaû söû (                 ) laø khoaûng öôùc löôïng ñoái xöùng cuûa  vôùi ñoä tin  

• caäy 1 -  thì: 

 

• 2. Öôùc löôïng khoaûng cuûa tyû leä 

• Baøi toaùn. Cho maãu coù kích thöôùc n, tyû leä maãu f. Tìm khoaûng öôùc löôïng  

• (ñoái xöùng) cuûa tyû leä toång theå p vôùi ñoä tin caäy 1 – . 

•  Phöông phaùp giaûi khi n  30. Ta coù: 

 

 

• Ñaët:     
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• Theo muïc 2 phaàn 5.3 chöông 5: 

 

• neân theo ñònh lyù 4.9 chöông 4, ta coù: 

 

 

• Tra baûng tích phaân Laplace ta tìm ñöôïc Z. Töø ñoù ta coù: 

•   

 

• vaø coù khoaûng öôùc löôïng cuûa p laø (f - , f + ). 
 

• Ví duï 6.1. Ñieåm danh ngaãu nhieân 50 sinh vieân thaáy coù 6 ngöôøi boû hoïc.  

• Öôùc löôïng tyû leä boû hoïc cuûa sinh vieân vôùi ñoä tin caäy 95%. 

 

• Giaûi. n = 50, f =               . Tìm khoaûng öôùc löôïng cuûa tyû leä sinh vieân boû  
 

• hoïc p vôùi 1 -  = 95%. 

 

• Tra baûng ta ñöôïc Z = 1,96 

 
• Vaäy p = 0,12  0,09  hay  0,03 < p < 0,21.  
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• 3. Öôùc löôïng khoaûng cuûa trung bình 

• Baøi toaùn. Cho maãu coù kích thöôùc n, trung bình maãu  , phöông sai maãu  

• hieäu chænh s
2
. Tìm khoaûng öôùc löôïng cuûa trung bình (kyø voïng) toång theå a  

• vôùi ñoä tin caäy 1 - . 

     1- Tröôøng hôïp n  30 

          Ta coù:  
  

          Ñaët                    . Theo muïc 2 phaàn 5.3 chöông 5: 

 

          neân: 
 

  Tra baûng ta tìm ñöôïc Z. 
 

   Töø ñoù                    vaø khoaûng öôùc löôïng cuûa a laø (                      ).  
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• Ví duï 6.2. Khaûo saùt 100 sinh vieân choïn ngaãu nhieân thaáy ñieåm trung bình  

• moân toaùn laø 5,12, phöông sai maãu hieäu chænh laø (0,26)
2
. Öôùc löôïng ñieåm  

• trung bình moân toaùn cuûa sinh vieân vôùi ñoä tin caäy 97%. 

• Giaûi. n = 100;   = 5,12; s = 0,26. Tìm khoaûng öôùc löôïng ñieåm trung bình moân  

• toaùn a cuûa sinh vieân vôùi 1 -  = 0,97. 

 

• Tra baûng ta ñöôïc Z = 2,17  

 

• Vaäy a = 5,12  0,06 hay 5,06 < a < 5,18.  
 

• 2- Tröôøng hôïp toång theå coù phaân phoái chuaån, ñaõ bieát phöông sai 2 
 

•         Vì                          , neân tìm khoaûng öôùc löôïng nhö trong tröôøng hôïp  

 

• 1 vôùi               . 

 

• Chuù yù raèng tröôøng hôïp naøy khoâng phaân bieät n. 
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    3- Tröôøng hôïp n < 30, toång theå coù phaân phoái chuaån, chöa bieát phöông sai 
 

• Ta coù:    
 

   

 

Ñaët                        . Theo muïc 2 phaàn 5.3 chöông 5: 

•      

 

• Tra baûng phaân phoái Student (töùc laø baûng                             ) coät , doøng n 

•  – 1, ta tìm ñöôïc             . Töø ñoù                  vaø khoaûng öôùc löôïng cuûa a laø  

(                    ). 
 

• Ví duï 6.3. Chieàu daøi cuûa moät loaïi saûn phaåm theo luaät phaân phoái chuaån. 

Ño ngaãu nhieân 10 saûn phaåm ñöôïc chieàu daøi trung bình laø 10,02 m; ñoä 

leäch maãu hieäu chænh laø 0,04 m. Tìm khoaûng öôùc löôïng chieàu daøi trung 

bình cuûa loaïi saûn phaåm naøy vôùi ñoä tin caäy 95%. 

• Giaûi. n = 10;   = 10,02; s = 0,04. Tìm khoaûng öôùc löôïng cuûa chieàu daøi 

trung bình a vôùi 1 –  = 0,95. 

 

 

 

•  Vaäy a = 10,02  0,03  hay  9,99 < a < 10,05. 
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• 4. Baûng phaân phoái vaø baûng phaân vò 

• 1- Giôùi thieäu caùc baûng 

•  Cho X laø moät ñaïi löôïng ngaãu nhieân. Baûng ñeå tìm soá M sao cho: 

•    , goïi laø baûng phaân phoái 

•  Baûng ñeå tìm soá m sao cho: 

•    , goïi laø baûng phaân vò cuûa X. 

•  Neáu X ~ N(0,1) thì ta kyù hieäu M laø Z, m laø u 

•  Neáu X ~ T(k) thì ta kyù hieäu M laø     , m laø   

  Neáu X ~ X 
2
(k) thì ta kyù hieäu M = m1- laø X          (trong tröôøng 

hôïp naøy deã daøng thaáy raèng                     vì X  0). 

• Ñònh lyù 6.4. Vôùi                                                       ta coù: 

•     
 

• Chöùng minh. Vôùi ñieàu kieän cuûa ñònh lyù ta coù                                             ,  
 

 

• töø ñoù:  

 
 

• 2- Khoaûng öôùc löôïng khoâng ñoái xöùng 

•  Trôû laïi baøi toaùn ôû muïc 3 phaàn 6.2 vôùi n  30. Vì:   

•   
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• neân theo ñònh lyù 6.4, vôùi                          , ta coù: 

•   

     

 

hay:                                                       (*) 

  

• Do tính ñoái xöùng cuûa phaân phoái chuaån neân: 

•     

 

 

 

 

 

• Vaäy                         . Theo (*) ta coù khoaûng öôùc löôïng cuûa a vôùi ñoä tin 

caäy 1 -  laø: 

•      

 

 

• Khoaûng öôùc löôïng naøy khoâng ñoái xöùng (khoâng nhaän   laøm taâm). 

•      
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• Tröôøng hôïp ñaëc bieät                         thì ta nhaän laïi ñöôïc khoaûng öôùc  

• löôïng ñoái xöùng: 

 

•   

   

So saùnh keát quaû ôû ñaây vôùi muïc 3 phaàn 6.2 ta coù:  

 

 

• soá naøy coù theå tra töø baûng tích phaân Laplace hoaëc baûng phaân vò chuaån,  

• töông töï ta cuõng coù: 

 

 

•  soá naøy coù theå tra ôû baûng phaân phoái Student hoaëc phaân vò Student. 

• 5. Öôùc löôïng khoaûng cuûa phöông sai 

• Baøi toaùn. Cho maãu kích thöôùc n, phöông sai maãu hieäu chænh s
2
. Tìm  

• khoaûng öôùc löôïng cuûa phöông sai toång theå 2
 vôùi ñoä tin caäy 1 – . 

•  Phöông phaùp giaûi trong tröôøng hôïp toång theå coù phaân phoái chuaån: 

• Theo muïc 2 phaàn 5.3 chöông 5: 

•      

•                                      ~ X 2(n – 1) 

•   
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 Vôùi                       , theo ñònh lyù 6.4. ta coù: 

 

•                         P(X                                           X  

 

• Töø ñoù, vôùi moät maãu cuï theå ta coù khoaûng öôùc löôïng cuûa 2
 laø: 

 

 

 

•  Ñeå thuaän tieän cho tra baûng, trong caùc baøi toaùn tìm khoaûng öôùc  

• löôïng cuûa 2
 ta luoân xeùt vôùi                       . Khi ñoù khoaûng öôùc löôïng cuûa  

• 2
 laø:  

 

 

 

 

•  Noùi chung, khoaûng öôùc löôïng naøy khoâng ñoái xöùng. 
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• Ví duï 6.4. Caân kieåm tra 15 goùi mì ta ñöôïc soá lieäu: 

 

 

•   

• Bieát troïng löôïng naøy theo luaät phaân phoái chuaån. Haõy tìm khoaûng öôùc 

löôïng cuûa phöông sai vôùi ñoä tin caäy 1 -  = 90%                             . 

• Giaûi. Töø maãu treân ta coù s
2
 = 0,02. Tra baûng phaân phoái X

2
 vôùi n – 1 = 14, 

ta coù:  

•   X
 0,05

(14) = 23,7; X 
0,95

(14) = 6,57 

•  Vaäy khoaûng öôùc löôïng muoán tìm laø: 

•     

 

•         hay:  (0,199; 0,426) 

Troïng löôïng (g)   84        84.5       85        85.5 

Soá goùi    2            3          8            2  

%5
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• 6. Xaùc ñònh ñoä tin caäy vaø kích thöôùc maãu 

• 1- Tröôøng hôïp öôùc löôïng tyû leä 

•  Töø:  

 

• vaø     

 

• ta coù:  

 

•    Khi coâng thöùc tính n khoâng laø soá nguyeân thì ta choïn: 

 

 

•  Ví duï 6.5. Laáy ngaãu nhieân 200 saûn phaåm trong moät kho haøng thaáy 

coù 25 pheá phaåm. 

•  a) Neáu muoán ñoä chính xaùc cuûa öôùc löôïng laø  = 0,035 thì ñoä tin caäy 

cuûa öôùc löôïng laø bao nhieâu? 

•  b) Neáu muoán ñoä chính xaùc laø 0,001; ñoä tin caäy 95% thì caàn kieåm 

tra theâm bao nhieâu saûn phaåm?    
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• Giaûi. a)  n = 200;  f = 0,125;   = 0,035  

 

•   

• Töø ñoù ñoä tin caäy laø:  

• b)      

 

 

• Vaäy caàn phaûi kieåm tra theâm 421 – 200 = 221 saûn phaåm. 

• 2- Tröôøng hôïp öôùc löôïng trung bình 
 

• Töø:                                                    , ta coù: 

 

•      

 

• Khi coâng thöùc tính n khoâng laø soá nguyeân thì ta choïn: 

•     
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• Ví duï 6.6. Ño ñöôøng kính cuûa 100 chi tieát do moät maùy saûn xuaát ñöôïc soá 

lieäu: 

 

 

 

•  a) Vôùi ñoä chính xaùc  = 0,006, haõy xaùc ñònh ñoä tin caäy. 

•  b) Muoán ñoä chính xaùc laø 0,003; ñoä tin caäy 95% thì caàn kieåm tra bao 

nhieâu chi tieát? 

• Giaûi. Töø maãu ta coù s = 0,04. 

 

•  a)  

 

•    Töø ñoù ñoä tin caäy laø: 

 

•         b)   

 

•   

Ñöôøng kính (cm)  9,75         9,80          9,85          9,90 

Soá chi tieát    5              37             42             16 
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• BAØI TAÄP  

• 6.1. Giaû söû raèng caùc maãu ôû caùc baøi taäp 5.1; 5.2; 5.3; 5.4; 5.5; 5.6; 5.7; 5.8  

• laø caùc maãu trong phaân phoái chuaån N(a, 2
), vôùi ñoä tin caäy  = 0,95, haõy  

• tìm khoaûng tin caäy cho kyø voïng a vaø phöông sai 2
 öùng vôùi caùc maãu trong  

• baøi taäp treân. 

• 6.2. Hao phí nguyeân lieäu cho moät ñôn vò saûn phaåm laø moät ñaïi löôïng ngaãu  

• nhieân tuaân theo quy luaät chuaån N(a, 2
), vôùi ñoä leäch chuaån  = 0,03. 

•  Ngöôøi ta saûn xuaát thöû 36 saûn phaåm vaø thu ñöôïc baûng soá lieäu sau: 

 

 

 

 

• vôùi ñoä tin caäy  = 0,99. Haõy tìm khoaûng tin caäy cuûa möùc hao phí nguyeân  

• lieäu trung bình cho moät ñôn vò saûn phaåm. 

• 6.3. Ñeå öôùc löôïng löôïng xaêng hao phí trung bình cho moät loaïi xe oâ toâ  

• chaïy treân ñoaïn ñöôøng töø A ñeán B neáu chaïy thöû 49 laàn treân ñoaïn ñöôøng  

• naøy ta coù baûng soá lieäu: 

 

 

Möùc hao phí nguyeân lieäu 

(gam) x
i
 

19,5 – 19,7 19,7 – 19,9 19,9 – 20,1 20,1 – 20,3 

n
i
 6 8 18 4 

Löôïng xaêng 

hao phí (lít) 
9,6 -9,8 9,8 - 10,0 10,0 - 10,2 10,2 - 10,4 10,4 -10,6 

Soá laàn (n
i
) 4 8 25 8 4 



• a) Vôùi ñoä tin caäy  = 0,95, haõy tìm khoaûng tin caäy cho möùc hao phí xaêng  

• trung bình cuûa loaïi oâ toâ treân. 

• b) Vôùi ñoä tin caäy  = 0,99, tìm khoaûng tin caäy cho phöông sai. Bieát raèng  

• maãu treân xeùt trong taäp chuaån. 

• 6.4. Ñeå ñònh möùc gia coâng moät chi tieát maùy, ngöôøi ta theo doõi ngaãu nhieân  

• quaù trình gia coâng cuûa 25 chi tieát maùy, ta thu ñöôïc baûng soá lieäu: 

 

 

 

 

•   

• a) Vôùi ñoä tin caäy  = 0,95, haõy tìm khoaûng tin caäy cho thôøi gian gia coâng  

• trung bình moät chi tieát maùy. 

• b) Vôùi ñoä tin caäy  = 0,95, tìm khoaûng tin caäy cho phöông sai. Bieát raèng  

• maãu treân tuaân theo quy luaät chuaån. 

 

 

Thôøi gian gia coâng 

(phuùt) 
15 - 17  17 - 19  19 - 21 21 - 23  23 - 25 25 - 27 

Soá chi tieát maùy töông 

öùng (n
i
) 

1 3 4 12 3 2 



• 6.5. Ñeå xaùc ñònh giaù trung bình cuûa moät loaïi haøng hoùa treân thò tröôøng,  

• ngöôøi ta ñieàu tra ngaãu nhieân taïi 100 cöûa haøng vaø thu ñöôïc baûng soá lieäu: 

 

 

 

 

 

• vôùi ñoä tin caäy  = 0,95. Haõy tìm khoaûng tin caäy giaù trung bình cuûa loaïi  

• haøng hoùa taïi thôøi ñieåm ñang xeùt.  

• 6.6. Ño chieàu saâu cuûa bieån baèng moät loaïi duïng cuï ño coù sai soá tuaân theo  

• quy luaät chuaån vôùi ñoä leäch chuaån  = 20 m. Phaûi ño bao nhieâu laàn ñoäc  

• laäp vôùi nhau ñeå keát quaû coù sai soá khoâng quaù 15 m vôùi ñoä tin caäy  =  

• 0,95? 

• 6.7. Chieàu daøi (X) cuûa loaïi saûn phaåm A do moät maùy töï ñoäng saûn xuaát laø  

• moät ñaïi löôïng ngaãu nhieân tuaân theo quy luaät chuaån vôùi ñoä leäch chuaån   

• = 3cm. Ñeå öôùc löôïng chieàu daøi trung bình cuûa loaïi saûn phaåm noùi treân vôùi  

• ñoä tin caäy  = 0,95, ngöôøi ta tieán haønh ño 36 saûn phaåm coù =20 cm. 

• a) Tìm khoaûng tin caäy cuûa chieàu daøi trung bình cuûa saûn phaåm ñoù 

• b) Vôùi ñoä tin caäy  = 0,99, ñoä daøi tin caäy khoâng vöôït quaù 0,2 cm thì caàn 

phaûi ño bao nhieâu saûn phaåm? 

•   

Giaù nghìn ñoàng 

(x
i
) 

83 84 85 86 87 88 89 90 

Soá cöûa haøng x
i
 6 7 12 15 30 10 10 10 



• 6.8. Troïng löôïng (X) cuûa moät loaïi chi tieát laø moät ñaïi löôïng ngaãu nhieân  

• tuaân theo quy luaät chuaån vôùi ñoä leäch chuaån  = 1,2 kg. Phaûi choïn ít nhaát  

• bao nhieâu chi tieát ñieàu tra neáu ñoä daøi khoaûng tin caäy laø  = 0,2 vôùi ñoä tin  

• caäy  = 0,95. 

• 6.9. Haõy öôùc löôïng tyû leä chính phaåm cuûa moät nhaø maùy vôùi ñoä tin caäy  

•  = 0,95, bieát raèng khi kieåm tra 400 saûn phaåm thaáy coù 20 pheá phaåm, maãu  

• ñöôïc xeùt trong taäp chuaån. 

• 6.10. Baèng khoaûng tin caäy ñoái xöùng haõy öôùc löôïng tyû leä haït naûy maàm  

• vôùi ñoä tin caäy  = 0,99. Treân cô sôû keát quaû thöïc nghieäm gieo 1000 haït,  

• coù 860 haït naûy maàm. 

• 6.11. Moät kho coù 100000 hoäp thòt. Ngöôøi ta môû kieåm tra ngaãu nhieân 100  

• hoäp thì coù 5 hoäp bò hoûng. Vôùi ñoä tin caäy  = 0,95, haõy xeùt xem trong kho  

• coù khoaûng bao nhieâu hoäp bò hoûng. 

• 6.12. Trong moät ñôït vaän ñoäng baàu cöû ôû moät bang coù khoaûng 4 trieäu cöû  

• tri. Ngöôøi ta phoûng vaán 1600 cöû tri thì ñöôïc bieát coù 960 ngöôøi boû phieáu  

• cho öùng cöû vieân A. Vôùi ñoä tin caäy  = 0,99, öùng cöû vieân A coù khoaûng  

• ñöôïc bao nhieâu phieáu ôû bang naøy? 

• 6.13. Ñeå ñieàu tra soá caù trong moät hoà, cô quan quaûn lyù ñaùnh baét 300 con,  

• laøm daáu roài thaû xuoáng hoà, laàn hai baét ngaãu nhieân 400 con thaáy coù 60 con  

• coù daáu. Haõy xaùc ñònh soá caù trong hoà vôùi ñoä tin caäy  = 0,95. 



• 6.14. Caàn phaûi laäp moät maãu ngaãu nhieân vôùi kích thöôùc bao nhieâu ñeå tyû  

• leä pheá phaåm cuûa maãu laø 0,2; ñoä daøi khoaûng tin caäy ñoái xöùng laø 0,02 vaø  

• ñoä tin caäy    = 0,95. 

• 6.15. Ngöôøi ta ño moät ñaïi löôïng khoâng ñoåi 25 laàn baèng moät duïng cuï ño  

• khoâng coù sai soá heä thoáng vaø sai soá trung bình baèng 0. Giaû söû sai soá tuaân  

• theo quy luaät chuaån vaø moâmen goác caáp 2 maãu baèng 0,5. 

•  a) Vôùi ñoä tin caäy  = 0,95, haõy tìm khoaûng tin caäy cho phöông sai  

• cuûa sai soá ño. 

•  b) Tính xaùc suaát ñeå sai soá ño khoâng vöôït quaù 0,5. 

 


