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Số phức

Nội dung

1) Dạng đại số của số phức.

2) Dạng lượng giác số phức.

3) Dạng mũ số phức.

4) Nâng số phức lên lũy thừa.

5) Khai căn số phức.

6) Định lý cơ bản đại số.

0.1 Dạng đại số của số phức

Định nghĩa 0.1 .

i) Số i, được gọi là đơn vị ảo, là một số sao cho i2 = −1.

ii) Cho a, b là 2 số thực, i là đơn vị ảo. Khi đó z = a+ bi được gọi là số phức.
Số thực a := Re(z) gọi là phần thực của số phức z.
Số thực b := Im(z) gọi là phần ảo của số phức z.

iii) Tập tất cả các số phức dạng z = 0 + ib, b ∈ R \ {0} gọi là số thuần ảo.

Ví dụ 0.1

i,−2i, 3i là những số thuần ảo.
Tập hợp số thực là tập hợp con của tập hợp số phức, vì: ∀a ∈ R : a = a+ 0.i là một số phức.

Định nghĩa 0.2 2 số phức bằng nhau khi và chỉ khi phần thực và phần ảo tương ứng bằng nhau

a1 + ib1 = a2 + ib2 ⇐⇒

{
a1 = b1,

a2 = b2.

Ví dụ 0.2 cho z1 = 2 + 3i, z2 = m+ 3i. Tìm m để z1 = z2.

z1 = z2 ⇐⇒

{
2 = m,

3 = 3.

Phép cộng trừ 2 số phức
(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i
(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i

Ví dụ 0.3 Tìm phần thực và ảo của z = (3 + 5i) + (2− 3i).

z = (3 + 5i) + (2− 3i) = (3 + 2) + (5− 3)i = 5 + 2i. =⇒ Re(z) = 5, Im(z) = 2.
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0.1. DẠNG ĐẠI SỐ CỦA SỐ PHỨC ĐHBK TPHCM

Phép nhân 2 số phức
(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

Ví dụ 0.4 Tìm dạng đại số của z = (2 + 5i)(3 + 2i).

z = (2 + 5i)(3 + 2i) = 2.3 + 2.2i+ 5i.3 + 5i.2i = 6 + 4i+ 15i+ 10i2 = 6 + 10(−1) + 19i = −4 + 19i.

Ghi chú
Khi cộng(trừ) 2 số phức, ta cộng(trừ) phần thực và phần ảo tương ứng.
Khi nhân 2 số phức, ta thực hiện giống như nhân 2 biểu thức đại số với
chú ý i2 = −1.

Số phức liên hợp
Số phức z̄ = a− bi gọi là liên hợp của số phức z = a+ bi.

Ví dụ 0.5 Tìm số phức liên hợp của z = (2 + 3i)(4− 2i).

Ta có z = (2 + 3i)(4− 2i) = 2.4− 2.2i+ 3i.4− 3i.2i = 8− 4i+ 12i+ 6 = 14 + 8i =⇒ z̄ = 14− 8i.

Tính chất cho 2 số phức z, w

1) z + z̄ ∈ R.

2) z.z̄ ∈ R .

3) z = z̄ ⇐⇒ z ∈ R.

4) z + w = z + w.

5) z.w = z.w.

6) z = z.

7) zn = zn, ∀n ∈ N .

Chia 2 số phức
z1
z2

=
a1 + ib1
a2 + ib2

=
(a1 + ib1)(a2 − ib2)
(a2 + ib2)(a2 − ib2)

=
a1a2 + b1b2
a22 + b22

+ i
b1a2 − a2b1
a22 + b22

.

Ta nhân liên cả tử và mẫu cho liên hợp mẫu.

Ví dụ 0.6 Thực hiện phép toán z =
3 + 2i

5− i

Nhân cả tử và mẫu cho 5 + i, ta được

z =
(3 + 2i)(5 + i)

(5− i)(5 + i)
=

15 + 3i+ 10i− 2

25 + 1
=

13 + 13i

26
=

1

2
+

1

2
i.

Chú ý: so sánh với số phức
Trong trường số phức C không có khái niệm so sánh. Biểu thức
z1 < z2 hay z1 ≥ z2 đều không có nghĩa trong trường số phức.
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0.2. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC ĐHBK TPHCM

0.2 Dạng lượng giác của số phức

Mô đun số phức z = a+ bi là một số thực không âm được định
nghĩa

mod(z) = |z| =
√
a2 + b2

Argument của số phức z là góc ϕ và được ký hiệu là

arg(z) = ϕ

Góc ϕ được giới hạn trong khoảng (0, 2π) hoặc (−π, π).

Ví dụ 0.7 Tìm mô đun của số phức z = 3− 4i.

a = 3, b = −4 =⇒ |z| =
√

32 + (−4)2 = 5.

Chú ý

• Nếu xem số phức z = a + bi là một điểm (a, b) trong mặt
phẳng phức thì

|z| =
√
a2 + b2 =

√
(a− 0)2 + (b− 0)2

là khoảng cách từ gốc tọa độ O(0, 0) đến z.

• Cho z = a+ bi, w = c+ di thì

|z − w| = |(a− c) + (b− d)i| =
√

(a− c)2 + (b− d)2

là khoảng cách giữa 2 điểm z và w.

Ví dụ 0.8

Tập hợp các số phức z thỏa |z − (2− 3i)| = 5 là đường tròn tâm (2,−3) bán kính bằng 5.

Công thức tìm argument
cosϕ =

a

r
=

a√
a2 + b2

,

sinϕ =
b

r
=

b√
a2 + b2

hoặc tanϕ =
b

a
.

T.S.Đặng Văn Vinh Trang 6



0.2. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC ĐHBK TPHCM

Ví dụ 0.9 Tìm argument số phức z =
√

3 + i.

a =
√

3, b = 1. Ta tìm góc ϕ thỏa


cosϕ =

a

r
=

√
3√√

3
2

+ 12
=

√
3

2
,

cosϕ =
b

r
=

1√√
3
2

+ 12
=

1

2
.

=⇒ ϕ =
π

3
.

Dạng lượng giác số phức

z = a+ bi =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
b√

a2 + b2
i

)
=⇒ z = r(cosϕ+ i sinϕ) gọi là dạng lượng giác.

Ví dụ 0.10 Tìm dạng lượng giác số phức z = −1 + i
√

3.

a = −1, b =
√

3. Mô đun:r = |z| =
√

1 + 3 = 2. Argument


cosϕ =

a

r
=
−1

2
,

sinϕ =
b

r
=

√
3

2

=⇒ ϕ =
2π

3
.

Dạng lượng giác z = 2(cos
2π

3
+ i sin

2π

3
).

Sự bằng nhau của 2 số phức ở dạng lượng giác

z1 = z2 ⇐⇒

{
r1 = r2,

ϕ1 = ϕ2 + k2π.

Phép nhân ở dạng lượng giác

z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Mô đun nhân với nhau, argument cộng lại.

Ví dụ 0.11 Tìm dạng lượng giác số phức z = (1 + i)(1− i
√

3).

z = (1 + i)(1− i
√

3) =
√

2(cos
π

4
+ i sin

π

4
).2(cos

−π
3

+ i sin
−π
3

) = 2
√

2(cos
−π
12

+ i sin
−π
12

).

Phép chia dạng lượng giác

z1
z2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)
=
r1
r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)) , r2 6= 0.

Mô đun chia cho nhau, argument trừ ra.

Ví dụ 0.12 Tìm dạng lượng giác số phức z =
2− i

√
12

−
√

3 + i
.

z =
2− i

√
12

−
√

3 + i
=

4(cos −π3 + i sin −π3 )

2(cos 5π
6 + i sin 5π

6 )
= 2

[
cos(
−π
3
− 5π

6
) + i sin(

−π
3
− 5π

6
)

]
= 2

(
cos
−7π

6
+ i sin

−7π

6

)
.

Định lý Euler(1707-1783)

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ.

Dạng mũ của số phức z = r.eiϕ.
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0.2. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC ĐHBK TPHCM

Ví dụ 0.13 Tìm dạng mũ của số phức z = −
√

3 + i.

Dạng lượng giác z = 2

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
. Dạng Mũ z = 2ei

5π
6 .

Ví dụ 0.14 Biểu diễn số phức sau trên mặt phẳng phức z = ea+3i, a ∈ R.

Ta có z = ea(cos 3 + i sin 3).
ϕ = 3 không đổi nên tập hợp là nửa đường thẳng nằm trong góc phần tư thứ 2.

Phép nâng lũy thừa.
z = a+ bi, z2 = (a+ bi)2 = a2 + (bi)2 + 2abi = (a2 − b2) + 2abi,

z3 = (a+ bi)3 = a3 + 3a2bi+ 3a(bi)2 + (bi)3 = (a3− 3ab2) + (3a2b− b3)i

zn = C0
na

n + C1
na

n−1bi+ C2
na

n−2(bi)2 + · · ·+ Cnn (bi)n := A+Bi.

Ví dụ 0.15 Cho số phức z = 2 + i. Tính z5.

z5 = (2 + i)5 = C0
525 + C1

524i+ C2
523i2 + C3

522i3 + C4
52.i4 + C5

5 i
5

= 32 + 5.16.i+ 10.8(−1) + 10.4.(−i) + 5.2.1 + i = −38 + 41i.

Lũy thừa bậc n của i.
Ta phân tích n = 4p+ r : r là phần dư trong phép chia n cho 4.

in = ir

Ví dụ 0.16 Tính z = i2013.

Ta có 2013 = 503.4 + 1 =⇒ z = i2013 = i1 = i.

Ví dụ 0.17 Cho số phức z = 1 + i. Tìm z3 và z100.

a) z3 = (1 + i)3 = 1 + 3i+ 3i2 + i3 = 1 + 3i− 3− i = −2 + 2i.

b) Ta dùng nhị thức newton như trên sẽ rất dài.

Công thức De Moivre
Dạng lượng giác z = r(cosϕ+i sinϕ) =⇒ zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ)

Dạng lượng mũ z = reiϕ =⇒ zn = rneinϕ

Mô đun mũ n lên, argument tăng n lần.

Ví dụ 0.18 Sử dụng công thức De Moivre, tính

a) (1 + i)25. b) (−1 + i
√

3)200. c)
(
√

3− i)17

(
√

12 + 2i)20
.

a) z = 1 + i =
√

2(cos
π

4
+ i sin

π

4
) =⇒ z25 =

√
2
25

(cos
25π

4
+ i sin

25π

4
) = 12

√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
).

b) Tương tự.

c) Tương tự.

căn bậc n của số phức
Căn bậc n của số phức z là số phức w thỏa wn = z, n ∈ N .

T.S.Đặng Văn Vinh Trang 8



0.2. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC ĐHBK TPHCM

Công thức căn bậc n.
Cho dạng lượng giác z = r(cosϕ+ i sinϕ). Công thức

n
√
z = n
√
r

(
cos

ϕ+ k2π

n
+ i sin

ϕ+ k2π

n

)
; k = 0, 1, . . . , (n− 1)

Căn bậc n của z(z 6= 0) có đúng n giá trị phân biệt.

Ví dụ 0.19 Tìm căn bậc n của các số phức sau:

a) 3
√

8.

b) 4
√√

3 + i.

c) 8

√
16i

1 + i
.

d) 6

√
1 + i√
3− i

.

e)
√

5 + 12i.

f)
√

1 + 2i.

Bài làm

a) 8 = 8(cos 0 + i sin 0) =⇒ 3
√

8 = 2

(
cos

0 + k2π

3
+ i sin

0 + k2π

3

)
; k = 0, 1, 2.

b) 4
√√

3 + i = 4

√
2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
=
√

2

(
cos

π
6 + k2π

4
+ i sin

π
6 + k2π

4

)
; k = 0, 1, 2, 3.

c) Tương tự

d) Tương tự

e) Argument của 5 + 12i không phải cung đặc biệt. Ta sẽ dùng dạng đại số để tính
√

5 + 12i như sau

√
5 + 12i = a+bi⇐⇒ 5+12i = (a+bi)2 ⇐⇒ 5+12i = a2−b2+2abi⇐⇒

{
a2 − b2 = 5,

2ab = 12
⇐⇒

{
a = ±3,

b = ±2.

Vậy:
√

5 + 12i = ±(3 + 2i)

Định lý cơ bản đại số
Mọi đa thức bậc n có đúng n nghiệm kể cả bội.

Hệ quả: Cho P (z) là đa thức hệ số thực.

p(a+ bi) = 0 =⇒ p(a− bi) = 0.

Ví dụ 0.20 Tìm tất cả các nghiệm của đa thức P (z) = z4 − 4z3 + 14z2 − 36z + 45, biết 1 nghiệm là 2 + i.

Theo hệ quả: P (2 + i) = 0 =⇒ P (2− i) = 0.
Do đó P (z) chia hết cho (z − (2 + i))(z − (2− i)) = z2 − 4z + 5 và được thương là z2 + 9.
Ta viết P (z) = (z2 − 4z + 5)(z2 + 9) có 4 nghiệm là 2 + i, 2− i, 3i,−3i.

Ví dụ 0.21 Giải phương trình z9 + i = 0.

z = 9
√
−i = 9

√
cos
−π
2

+ i sin
−π
2

= cos
−π
2 + k2π

9
+ i sin

−π
2 + k2π

9
, k = 0, 1, 2, . . . , 8.

T.S.Đặng Văn Vinh Trang 9



0.2. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC ĐHBK TPHCM

Ví dụ 0.22 Giải phương trình

a) z5 + 1− i. b) z2 + z + 1 = 0. c) z4 + z2 + 2 = 0. d) z2 + 2z + 1− i = 0.

Bài làm

a) z = 5
√
−1 + i = ... tương tự như trên

b) ∆ = b2 − 4ac = 12 − 4.1.1 = −3 = (i
√

3)2 =⇒
√

∆ = ±i
√

3.

Nghiệm z1 =
−b+

√
∆1

2a
=
−1 + i

√
3

2
, z2 =

−b+
√

∆2

2a
=
−1− i

√
3

2
.

c) Đặt w = t2

d) Lập ∆ và tính
√

∆ rồi tính nghiệm theo công thức.

Bài tập

Câu 1) Rút gọn biểu thức

(a) (2− i)5 (b)
(2− 3i)5

i5(1 + i)
(c)

(2 + 2i)9

(i
√

3− 1)7
(d)

(i
√

12− 2)14

(1− i)19

Câu 2) Tính

(a) 6
√

64

(b)
√

5 + 12i
(c) 6

√
−16i

(i−
√

3)2

Câu 3) Giải phương trình:

(a) z2 − 2z + 5 = 0 (b) z2 + z + 1− i = 0 (c) z4 + z2 + 4− 28i = 0

Câu 4) Tính 10√z biết (
√

3 + 2i)z +
2 + 6i

1 + i
= 3iz + (3 + i)(2− i)

Câu 5) Giải phương trình z4 − 4z3 + 17z2 − 16z + 52 = 0 biết phương trình có một nghiệm z1 = 2 + 3i

Câu 6) Đưa về dạng lượng giác

(a) z = sinϕ+ 2i sin2 ϕ

2
(b) w = cosϕ+ i(1 + sinϕ)
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Chương 1

Ma trận

Nội dung

• Định nghĩa và ví dụ.

• Các phép biến đổi sơ cấp.

• Các phép toán đối với ma trận.

• Hạng của ma trận.

• Ma trận nghịch đảo.

1.1 Các khái niệm cơ bản

Định nghĩa 1.1 (Ma trận) .
Ma trận cỡ m× n là một bảng số (thực hoặc phức) hình chữ nhật có m hàng và n cột.

A =


a11 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amj . . . amn


Ví dụ 1.1

A =

(
3 4 1
2 0 5

)
2×3

, B =

(
1 + i 2
3− i 4i

)
A là ma trận cỡ 2× 3 có 2 hàng và 3 cột. Các phần tử của ma trận A:

a11 = 3, a12 = 4, a13 = 1, a21 = 2, a22 = 0, a32 = 5.

B là ma trận cỡ 2× 2 có các phần tử trong phức.

Ghi chú

• Ma trận A cỡ m× n thường được ký hiệu bởi A = (aij)m×n.

• Tập tất cả các ma trận cỡm×n trên trường sốK được ký hiệuMm×n(K).

Ma trận không.
Ma trận không có tất cả các phần tử bằng 0, ký hiệu là 0

02×3 =

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Có vô số ma trận 0 tùy theo cỡ.
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1.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN ĐHBK TPHCM

Phần tử cơ sở của một hàng là phần tử khác 0 đầu tiên
của hàng đó kể từ bên trái sang.
Hàng toàn số 0 thì không có phần tử cơ sở.

Ma trận bậc thang

1. Hàng toàn số 0 (nếu có) thì nằm dưới.

2. Phần từ cơ sở hàng dưới nằm bên phải phần tử cơ sở hàng trên.

Ví dụ 1.2

A =


�� ��2 1 0 −1

0 0
�� ��1 0

0
�� ��-1 0 2

0 0 0 0

 không phải bậc thang. B =


�� ��-2 1 0 −1

0 0 0
�� ��2

0 0 0
�� ��-3

 không phải bậc thang.

C =


�� ��2 1 0 0 2

0 0
�� ��3 2 0

0 0 0 0
�� ��-3

0 0 0 0 0

 là ma trận bậc thang. D =


�� ��1 2 0 1

0 0
�� ��-1 0

0 0 0
�� ��-4

 là ma trận bậc thang.

Ma trận chuyển vị
Chuyển vị của A = (aij)m×n là ma trận AT = (aji)n×m thu
được từ A bằng cách chuyển hàng thành cột.

Ví dụ 1.3 A =

(
1 2 3
2 0 3

)
−→ AT =

1 2
2 0
3 3


Ma trận vuông có số hàng bằng số cột.

Tập tất cả các ma trận vuông trên trường số K được ký hiệu là Mn[K].

Đường chéo chính của ma trận vuông A đi qua các phần tử

a11, a22, . . . , ann

Ví dụ 1.4

Ma trận vuông cấp 4


1 2 3 4

2 1 −2 0

0 2 -3 2

−1 1 2 0

 có các phần tử trên đường chéo chính là 1, 1,−3, 0.

Ma trận tam giác

i) Ma trận vuông A = (aij)n gọi là tam giác trên nếu aij = 0,∀i > j

Các phần tử phía dưới đường chéo chính bằng 0.

ii) Ma trận vuông A = (aij)n gọi là tam giác dưới nếu aij = 0,∀i < j
Các phần tử phía trên đường chéo chính bằng 0.
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1.2. CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP ĐHBK TPHCM

Ma trận chéo có các phần tử nằm ngoài đường chéo chính bằng 0.
Hay nó vừa tam giác trên, vừa tam giác dưới.
Ma trận vuông, không cũng là ma trận chéo.

Ma trận đơn vị là ma trận chéo với các phần từ trên đường chéo bằng 1.

Ma trận đối xứng thỏa AT = A

Ma trận phản đối xứng thỏa AT = −A

Ví dụ 1.5

Ma trận tam giác trên A =

1 2 3
0 2 0
0 0 −2

. Ma trận tam giác dưới A =

 1 0 0
−3 0 0
3 2 −2

 .

Ma trận chéo D =

1 0 0
0 0 0
0 0 3

 . Ma trận đơn vị cấp 3 là I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Ma trận đối xứng A =

0 1 2

1 2 -3

2 -3 4

. Ma trận phản đối xứng A =

 0 −1 2
1 0 −3
−2 3 0

 .

1.2 Các phép biến đổi sơ cấp

Các phép biến đổi sơ cấp theo hàng

1) Nhân một hàng với 1 số khác 0: hi → αhi;α 6= 0.

2) Cộng vào một hàng một hàng khác đã được nhân với 1 số tùy ý:
hi → hi + βhj , ∀β.

3) Đổi chỗ 2 hàng: hi ↔ hj .

Tương tự ta có 3 phép biến đổi theo cột.
Các phép biến đổi sơ cấp là các phép biến đổi cơ bản nhất đổi với ma trận.

Định lý Mọi ma trận đều có thể đưa về dạng bậc
bằng các phép biến đổi sơ cấp.

Khi dùng phép biến đổi sơ cấp với ma trận, ta thu được nhiều ma trận bậc thang khác nhau.

Ví dụ 1.6 Dùng phép biến đổi sơ cấp đưa ma trận sau về dạng bậc thang A =


1 1 −1 2 1
2 3 −1 4 5
3 2 −3 7 4
−1 1 2 −3 1



A =


�� ��1 1 −1 2 1
2 3 −1 4 5
3 2 −3 7 4
−1 1 2 −3 1

 h2 → h2 − 2h1
h3 → h2 − 3h1−−−−−−−−−−→
h4→h4+h1


�� ��1 1 −1 2 1

0
�� ��1 1 0 3

0 −1 0 1 1
0 2 1 −1 2

 h3→h3+h2−−−−−−−→
h4→h4−2h2


�� ��1 1 −1 2 1

0
�� ��1 1 0 3

0 0
�� ��1 1 4

0 0 −1 −1 −4


h4→h4+h3−−−−−−−→


�� ��1 1 −1 2 1

0
�� ��1 1 0 3

0 0
�� ��1 1 4

0 0 0 0 0

 =⇒ r(A) = 3.
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1.3. CÁC PHÉP TOÁN MA TRẬN ĐHBK TPHCM

1.3 Các phép toán ma trận

Hai ma trận bằng nhau nếu chúng cùng cỡ và các phần
tử tương ứng bằng nhau: aij = bij ,∀i, j.

Cho 2 ma trận A,B cùng cỡ và số α.
Tổng A+B: cộng các phần tử tương ứng.
Nhân α.A: nhân α vào tất cả các phần tử của A.

Ví dụ 1.7 a)
(

1 2 −1
2 −1 0

)
+

(
3 −2 1
1 0 3

)
=

(
4 0 0
3 −1 3

)
.

b) 2.

(
1 2 −1
2 −1 0

)
=

(
2 4 −2
4 −2 0

)
.

c) 2.

(
1 2 −1
2 −1 0

)
− 3.

(
3 −2 1
1 0 3

)
=

(
−7 10 −5
1 −2 −9

)
.

Tính chất

i. A+B = B +A.

ii. (A+B)+C = A+(B+C).

iii. A+ 0 = A.

iv. α(A+B) = αA+ αB.

v. α(βA) = (αβ)A.

vi. (α+ β)A = αA+ βA.

Phép nhân hai ma trận Cho A = (aij)m×p, B = (bij)p×m.
Tích A.B = C = (cij)m×n : cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj .

AB =

. . . . . . . . . . . . . . . . .ai1 ai2 . . . aip
. . . . . . . . . . . . . . . . .

 .


. . . b1j . . .
. . . b2j . . .
. . . . .
. . . bpj . . .

 =

 . . . . .
. . . cij . . .
. . . . .


Điều kiện phép nhân AB: số cột của A bằng số hàng của B.
cij là tích vô hướng hàng i của A và cột j của B.

Ví dụ 1.8 Cho A =

(
2 −1 4
4 1 0

)
;B =

1 −2 2
3 0 1
2 4 3

. Tính AB.

c11 =
(
2 −1 4

)1
3
2

 = 2.1 + (−1).3 + 4.2 = 7: tích vô hướng hàng 1 của A và cột 1 của B.

Tương tự, ta tính được AB =

(
7 12 15
7 −8 9

)
.

Tính chất

i. A(BC) = (AB)C.

ii. A(B + C) = AB +AC.

iii. (B + C)A = BA+ CA.

iv. ImA = AIm = A.

v. α(AB) = (αA)B = A(αB).

Chú ý: Nhìn chung AB 6= BA; AB = AC 6=⇒ B = C, AB = 0 6=⇒ A = 0 ∨B = 0.
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1.4. HẠNG CỦA MA TRẬN ĐHBK TPHCM

Nâng lũy thừa:
Quy ước: A0 = I An = A.A...A.A(n n ma trận A).

Ví dụ 1.9 Cho A =

(
2 −1
3 4

)
và f(x) = 2x2 − 4x+ 3. Tính f(A).

Ta có
f(A) = 2A2 − 4A+ 3I.

f(A) = 2

(
2 −1
3 4

)2

− 4

(
2 −1
3 4

)
+ 3

(
1 0
0 1

)
= 2

(
1 −6
18 13

)
−
(

8 −4
12 16

)
+

(
3 0
0 3

)
=

(
−3 −8
24 13

)
Ví dụ 1.10 Tính A200, với

a) A =

(
1 3
0 1

)
. b) A =

(
2 3
0 2

)
. c) A =

(
1 1
1 1

)
.

Bài giải

a) A2 =

(
1 3
0 1

)
.

(
1 3
0 1

)
=

(
1 6
0 1

)
, A3 =

(
1 3
0 1

)
.

(
1 6
0 1

)
=

(
1 9
0 1

)
=⇒ A200 =

(
1 200.3
0 1

)
.

b) A = 2

(
1 3

2
0 1

)
=⇒ A200 = 2200

(
1 200.32
0 1

)
= 2200

(
0 300
0 1

)
.

c) A2 =

(
1 1
1 1

)
.

(
1 1
1 1

)
=

(
2 2
2 2

)
= 2

(
1 1
1 1

)
= 2A =⇒ A200 = 2199.A =

(
2199 2199

2199 2199

)
.

Tóm lại(
1 a
0 1

)n
=

(
1 na
0 1

)
,

(
1 1
1 1

)n
= 2n−1

(
1 1
1 1

)
.

1.4 Hạng của ma trận

Hạng ma trận A là số hàng khác 0 của ma trận bậc thang
của A, ký hiệu là: r(A).

Ví dụ 1.11 Tìm hạng của ma trận A =

1 2 1 1
2 4 2 2
3 6 3 4

.

A =

1 2 1 1
2 4 2 2
3 6 3 4

 h2−2h1−−−−−→
h3−3h1

1 2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 1

 h2↔h3−−−−→

1 2 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 =⇒ r(A) = 2.

Tính chất

i) r(A) = 0 =⇒ A = 0.

ii) A = (aij)m×n =⇒ r(A) ≤ min{m,n}.

iii) Nếu A
biến đổi sớ cấp−−−−−−−−−→ B =⇒ r(A) = r(B).
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1.5. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO ĐHBK TPHCM

1.5 Ma trận nghịch đảo

Ma trận nghịch đảo
Ma trận vuông A gọi là khả nghịch nếu tồn tại ma trận B sao cho

AB = I = BA.

Khi đó, B gọi là nghịch đảo của A, ký hiệu là A−1.

Ví dụ 1.12

a) Nghịch đảo của A =

(
1 2
2 3

)
là
(
−3 2
2 −1

)
. Vì

(
1 2
2 3

)(
−3 2
2 −1

)
=

(
1 0
0 1

)
=

(
−3 2
2 −1

)(
1 2
2 3

)
.

b) Cho A =

(
2 1
5 3

)
. Ta tìm ma trận nghịch đảo của A có dạng B =

(
a b
c d

)
.

Ta có AB = I ⇐⇒
(

2 1
5 3

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
⇐⇒

(
2a+ c 2b+ d
5a+ c 5b+ d

)
=

(
1 0
0 1

)

⇐⇒


2a+ c = 1

2b+ d = 0

5a+ c = 0

5b+ d = 1

⇐⇒


a = 3

b = −1

c = −5

d = 2

=⇒ A−1 = B =

(
3 −1
−5 2

)
.

c) Hãy thử tìm ma trận nghịch đảo của A =

(
1 −2
−2 4

)
.

Chú ý: Không phải mt vuông nào cũng có nghịch đảo. Có rất nhiều mt vuông không có nghịch đảo.

Sự tồn tại ma trận khả nghịch
Cho ma trận vuông A. Các mệnh đề sau tương đương

i) A khả nghịch (tồn tại A−1).

ii) r(A) = n: ma trận không suy biến

iii) AX = 0⇐⇒ X = 0.

iv) A
Bđsc theo hàng−−−−−−−−−→ I.

Ma trận sơ cấp: Ma trận thu được từ I bằng đúng 1 phép
biến đổi sơ cấp gọi là ma trận sơ cấp.

Ví dụ 1.13 .

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 h3→3h3−−−−−→ E1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 3

 , I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 h2→h2+2h1−−−−−−−→ E2 =

1 0 0
2 1 0
0 0 1



A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 h3→3h3−−−−−→

 1 2 3
4 5 6
21 24 27

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 3

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 = E1.A.

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 h2→h2+2h1−−−−−−−→

1 2 3
6 9 12
7 8 9

 =

1 0 0
2 1 0
0 0 1

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 = E2.A.

Tương tự:

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 c1↔c3−−−−→ E3 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 =⇒ A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 h3↔h1−−−−→

3 2 1
6 5 4
9 8 7

 = A.E3.
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1.5. MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO ĐHBK TPHCM

Mỗi phép biến đổi sơ cấp tương ứng với phép nhân ma trận sơ cấp tương ứng.
Bđsc theo hàng =⇒ nhân bên trái. Bđsc theo cột =⇒ nhân bên phải.

Cách tìm ma trận nghịch đảo

[A|I]
Bđsc theo hàng−−−−−−−−−→ [I|A−1]

Ví dụ 1.14 Tìm ma trận nghịch đảo A =

1 1 1
1 2 2
1 2 3

.

Bài giải

[A|I] =


�� ��1 1 1 1 0 0
1 2 2 0 1 0
1 2 3 0 0 1

 h2−h1−−−−→
h3−h1

 1 1 1 1 0 0

0
�� ��1 1 −1 1 0

0 1 2 −1 0 1

 h3−h2−−−−→
h1−h2

 1 0 0 2 −1 0
0 1 1 −1 1 0

0 0
�� ��1 0 −1 1


h2−h3−−−−→

 1 0 0 2 −1 0
0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 0 −1 1

 =⇒ A−1 =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

 .

Tính chất ma trận nghịch đảo
Cho hai ma trận A,B khả nghịch. Ta có

i) (A−1)−1 = A ii) (AB)−1 = B−1A−1 iii) (AT )−1 = (A−1)T .

Bài tập

Bài 1. Cho A =

(
1 2 1
−1 1 −2

)
, B =

−1 2
0 2
−1 1

. Tính 3A− 2BT

Bài 2. Cho A =

(
1 2 1
−1 1 −2

)
, B =

−1 2
0 2
−1 1

, C =

 2 1 0
−1 1 1
0 2 −1

. Tính 2AC − (CB)T

Bài 3. Cho A =

(
1 2
2 3

)
và f(x) = x2 − 4x− 1. Tính f(A) và A2013.

Bài 4. Cho A =

(
2 −1
3 1

)
và B =

(
−2
3

)
. Tìm ma trận X thỏa AX = B.

Đáp số X =

(
1 1
5 12

)
.

Bài 5. Tìm hạng của ma trận

(a) A =

 1 2 1
−2 2 −1
1 8 2

.

(b) A =


1 2 1 2
2 3 −1 1
3 4 −3 2
2 3 −1 3


(c) A =


1 1 2 1 −1
2 1 3 4 −2
3 1 4 7 −3
5 3 8 9 −5


(d)

1 1 −1
2 3 1
3 5 m

.

(e) A =

m 1 1
1 m 1
1 1 m

.

(f)

1 m −1 2
2 −1 m 5
1 10 −6 m

.

Bài 6. Tìm ma trận nghịch đảo (nếu có) của A =

1 1 −1
2 3 1
3 4 1

, Đáp án

−1 −5 4
1 4 −3
−1 −1 1

.
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Chương 2

Định thức

Nội dung

• Định nghĩa định thức và ví dụ.

• Tính chất định thức.

• Dùng định thức để tìm ma trận nghịch đảo.

2.1 Định nghĩa định thức và ví dụ

Định thức ma trận vuông A = (aij)n là một số, được ký
hiệu bởi

det(A) = |aij |n = |A|.

Bù đại số của phần tử aij là

Aij = (−1)i+j
∣∣∣∣định thức thu được từ A

bỏ đi hàng i, cột j

∣∣∣∣
n−1

Định nghĩa định thức bằng qui nạp.

i) k = 1 : A = [a11] =⇒ |A| = a11.

ii) k = 2 : A =

(
a11 a12
a21 a22

)
=⇒ |A| = a11A11 + a12A12 = a11a22 − a12a21.

...

iii) k = n : A =

(
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . .

)
n

=⇒ |A| = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.

Ví dụ 2.1 Tính định thức của

1 2 −3
2 3 0
3 2 4

.

Bài giải
det(A) = a11A11 + a12A12 + a13A13 = 1A11 + 2A12 − 3A13.
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2.2. TÍNH CHẤT ĐỊNH THỨC ĐHBK TPHCM

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣3 0
2 4

∣∣∣∣ = 12 (từ A, bỏ hàng 1 và cột 1).

Tương tự: det(A) = 1(−1)1+1

∣∣∣∣3 0
3 4

∣∣∣∣+ 2(−1)1+2

∣∣∣∣2 0
3 4

∣∣∣∣− 3(−1)1+3

∣∣∣∣2 3
3 2

∣∣∣∣ = 12− 16 + 15 = 11.

2.2 Tính chất định thức

Có thể tính định thức bằng cách khai triển theo một
hàng hoặc 1 cột bất kỳ

|A| =

∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akn
. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣ = ak1Ak1+ak2Ak2+· · ·+aknAkn.

Ví dụ 2.2 Tính định thức

a)

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 1 3
0 0 −3

∣∣∣∣∣∣. b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 3 2
3 0 1 4
−2 0 3 2
4 0 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
a) Khai triển theo hàng 3:

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 1 3
0 0 −3

∣∣∣∣∣∣ = −3(−1)3+3

∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣ = −3(−3) = 9.

b) Khai triển theo cột 2

I =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 3 2
3 0 1 4
−2 0 3 2
4 0 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3(−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
3 1 4
−2 3 2
4 −1 5

∣∣∣∣∣∣ khai triển theo hàng 1−−−−−−−−−−−−−→

= 3

(
3(−1)1+1

∣∣∣∣ 3 2
−1 5

∣∣∣∣+ 1(−1)1+2

∣∣∣∣−2 2
4 5

∣∣∣∣+ 4(−1)1+3

∣∣∣∣−2 3
4 −1

∣∣∣∣) = 3(51 + 18− 40) = 87.

Định thức của ma trận tam giác bằng tích các phần tử nằm
trên đường chéo chính.

Ví dụ 2.3 .∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 2 3
0 4 −2 0
0 0 −3 2
0 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.4.(−3).5 = −60.

Dùng biến đổi sơ cấp để tính định thức

1. Nếu A
hi→αhj−−−−−→ B thì |B| = α|A|.

2. Nếu A
hi+βhj−−−−−→ B thì |B| = |A|.

3. Nếu A
hi↔hj−−−−→ B thì |B| = −|A|.
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2.2. TÍNH CHẤT ĐỊNH THỨC ĐHBK TPHCM

Nguyên tắc tính định thức sử dụng biến đổi sơ cấp

1. Chọn 1 hàng (hoặc 1 cột tùy ý).

2. Chọn 1 phần tử khác 0 của hàng (cột) đó. Dùng biến
đổi sơ cấp, khử tất cả các phần tử khác.

3. Khai triển theo hàng (hay cột) đã chọn.

Ví dụ 2.4 .

a) I =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 −1
2 3 5 0
3 2 6 −2
−2 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
h2 − 2h1
h3 − 3h1
======
h4+2h1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 −1
0 1 1 2
0 −1 0 1
0 3 7 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
khai triển
======
theo cột 1

1.(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
−1 0 1
3 7 −1

∣∣∣∣∣∣
h3−3h1======

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
−1 0 1
−4 0 −15

∣∣∣∣∣∣ = 1.(−1)1+2

∣∣∣∣−1 1
−4 −15

∣∣∣∣ = −1(15 + 4) = −19.

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 1
2 3 −2 0
−3 1 4 −2
4 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
h3+2h1======
h4−h1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 1
2 3 −2 0
3 5 2 0
1 −1 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
khai triển
======
theo cột 4

−1

∣∣∣∣∣∣
2 3 −2
3 5 2
1 −1 4

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
2 3 −2
5 8 0
5 5 0

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣5 8
5 5

∣∣∣∣ = −30.

Tính chất định thức: Cho A ∈Mn.

i) det(AT ) = det(A).

ii) |αA| = αn|A|.

iii) det(AB) = det(A).det(B).

iv) |Am| = |A|m.

v) A có 1 hàng (hoặc cột) bằng 0 thì |A| = 0.

vi) A có 2 hàng (hoặc cột) tỷ lệ thì |A| = 0.

Chú ý: nhìn chung det(A+B) 6= det(A) + det(B).

Ví dụ 2.5 Cho A,B ∈M3 thỏa |A| = 2, |B| = 3.

Ta có |2A3| = 23.|A|3 = 8.23 = 64. |3ABT | = 33|A||B| = 27.2.3 = 162.

Điều kiện khả nghịch
A khả nghịch khi và chỉ khi |A| 6= 0.

Ví dụ 2.6 Tìm m để A.B khả nghịch. Biết A =

1 2 1
0 −1 2
0 −1 3

 , B =

 2 −1 3
0 1 1
m 2 1

.

Bài làm
AB khả nghịch khi và chỉ khi det(AB) 6= 0

⇐⇒ det(A). det(B) 6= 0⇐⇒ −1.(−4m− 1) 6= 0⇐⇒ m 6= −1

4
.
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2.3. TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐỊNH THỨC. ĐHBK TPHCM

2.3 Tìm ma trận nghịch đảo bằng phương pháp định thức.

Định nghĩa 2.1 (Ma trận phụ hợp) .
Ma trận phụ hợp của ma trận vuông A ∈Mn được định nghĩa là

PA =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann


T

.

Công thức tính ma trận nghịch đảo A−1 =
1

|A|
.PA

Ví dụ 2.7 Tìm ma trận nghịch đảo A =

1 1 1
2 3 1
3 4 0

.

Bài làm
det(A) = −2 6= 0 =⇒ A khả nghịch.

A11 = (−1)1+1

(
3 1
4 0

)
= −4, A12 = (−1)1+2

(
2 1
3 0

)
= 3, A13 = (−1)1+3 =

(
2 3
3 4

)
= −1.

Tương tự: A21 = 4, A22 = −3, A23 = −1, A31 = −2, A32 = 1, A33 = 1.

Ma trận nghịch đảo A−1 =
1

|A|
PA =

1

−2

−4 4 −2
3 −3 1
−1 −1 1

 (nhớ lấy chuyển vị).

Tính chất

i) |A−1| = 1

|A|

ii) PA = |A|n−1.
iii) r(PA) =


n, nếu r(A) = n

1, nếu r(A) = n− 1

0, nếu r(A) < n− 1

.

Ví dụ 2.8 Cho A ∈M3 biết |A| = −2. Tính det(2P 2
A).

Bài làm
Ta có: det(2P 2

A) = 23.|PA|2 = 8.(|A|3−1)2 = 8.(−2)4 = 128.

Ví dụ 2.9 Cho A =

1 2 1
2 3 −1
1 1 m

. Tìm m để r(PA) = 1.

Bài làm

A =

1 2 1
2 3 −1
1 1 m

 bdsc−−→

1 2 1
0 −1 −3
0 0 m+ 2

. r(PA) = 1⇐⇒ r(A) = 3− 1 = 2⇐⇒ m = −2

Bài tập

1. Tính định thức

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 3
3 2 1 −2
4 1 0 1
−3 3 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣. ĐS: 59. (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 1 0
3 −2 4 1
−2 1 3 1
5 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣. ĐS: -161.
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2.3. TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐỊNH THỨC. ĐHBK TPHCM

(c)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1 + i
0 1 i

1− i 2 + i 1

∣∣∣∣∣∣. ĐS: −2i.

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 2 2
2 1 2 2 2
2 2 1 2 2
2 2 2 1 2
2 2 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. ĐS: 9.

(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 x3

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
ĐS: (c− x)(b− x)(a− x)(c− a)(c− b)(b− a)

(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 1− x 1 . . . 1
1 1 2− x . . . 1
. . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

.

ĐS:−x(1− x)(2− x) . . . (n− 1− x).

(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
. . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. ĐS: n!.

(h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 . . . 2
2 3 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
. . . . . .
2 2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. ĐS: 2n+ 1.

(i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 x 2 3
x −2 3 4
0 0 7 6
0 0 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣. ĐS: 9(x2 + 4).

(j) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 5 0 . . . 0
2 7 5 . . . 0
0 2 7 . . . 0
. . . . . .
0 0 0 . . . 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

HD: kt theo h1, suy ra Dn = 7Dn−1 − 10Dn−2.

(k) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 4 0 . . . 0
1 4 4 . . . 0
0 1 4 . . . 0
. . . . . .
0 0 0 . . . 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

HD: kt theo h1, suy ra Dn = 4Dn−1 − 4Dn−2.

(l) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 0 . . . 0
1 2 2 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . .
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

HD: kt theo h1, suy ra Dn = 2Dn−1 − 2Dn−2.

2. Tìm ma trận nghịch đảo

(a) A =

1 2 1
2 3 −1
3 5 2

 ĐS: A−1 =
1

2

−11 −1 5
7 1 −3
−1 −1 1

.

(b) A =


1 0 0 0
2 −1 0 0
5 4 1 0
1 2 3 2

 ĐS: A−1 =


1 0 0 0
2 −1 0 0
−13 4 1 0
17 −5 −3

2
1
2

.

3. Tìm m để ma trận khả nghịch

(a) A =


1 1 2 1
2 1 5 3
5 0 7 m
−1 2 3 −3

. ĐS: m 6= 9.
(b) A =

1 2 1
2 3 m
3 2 −1

1 1 1
2 3 2
5 7 5

. ĐS: @m.

4. Cho A =

1 1 1
2 3 1
3 3 5

. Tính |A−1|, |(5A)−1|, |2PA|. ĐS:
1

2
,

1

250
, 32.

5. Cho A,B ∈M3[R] : |A| = 2, |B| = −3. Tính |(4AB)−1|, |PAB|. ĐS: − 1

384
, 36.
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Chương 3

Hệ phương trình

Nội dung

• Hệ phương trình tổng quát.

• Hệ Cramer.

• Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất.

Định nghĩa 3.1 (hệ phương trình tuyến tính) Hệ phương trình tuyến tính gồm m phương trình, n ẩn
có dạng 

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

a11, a12, . . . , amn được gọi là hệ số của hệ phương trình.
b1, b2, . . . , bm được gọi là hệ số tự do của hệ phương trình.

Ta ký hiệu

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , X =


x1
x2
. . .
xn

 , b =

 b1
b2
bm

 , (A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


m×n

.

Hệ phương trình được viết lại

A.X = b hoặc viết gọn (A|b).

Chú thích

• Một hệ phương trình tuyến tính có thể:

1)vô nghiệm 2)có nghiệm duy nhất 3) vô số nghiệm.

• Hai hệ phương trình gọi là tương đương nếu chúng cùng tập nghiệm.

• Để giải hệ phương trình, ta dùng phép biến đổi tương đương để đưa về
hệ đơn giản.
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ĐHBK TPHCM

Phép biến đổi tương đương
Một phép biến đổi được gọi là tương đương nếu nó biến một hệ
phương trình bất kỳ thành một hệ phương trình tương đương.
Ta có 3 phép biến đổi tương đương thường gặp:

i) Nhân 2 vế của một phương trình với 1 số khác 0.

ii) Cộng vào một phương trình một phương trình khác đã được
nhân với một số tùy ý.

iii) Đổi chổ hai phương trình.

Chú ý:

• Đây là 3 phép biến đổi quen thuộc ở phổ thông mà chúng ta đã biết.

• Nếu ta ký hiệu hệ phương trình ở dạng ma trận mở rộng (A|b). Các phép biến đổi sơ cấp đối với ma
trận tương ứng với các phép biến đổi tương đương đối với hệ phương trình.

Ẩn cơ sở của hệ phương trình ở dạng bậc thang

• Ẩn cơ sở là ẩn tương ứng với cột chứa phần tử cơ sở.

• Ẩn tự do là ẩn tương ứng với cột không có phần tử cơ sở.

Ví dụ 3.1

 1 1 1 2 1
2 2 3 5 6
3 3 4 1 −1

 biến đổi sơ cấp−−−−−−−−−→

 1 1 1 2 1

0 0 1 1 4

0 0 0 -6 −8


x1, x3, x4 là phần tử cơ sở. x2 là phần tử tự do.

Các bước giải hệ phương trình

Bước 1: Đưa ma trận Ã = [A|b] về dạng bậc thang bằng
biến đổi sơ cấp theo hàng.

Kiểm tra hệ có nghiệm hay không.

Bước 2: Giải hệ phương trình từ dưới lên.

Ví dụ 3.2 Giải hệ phương trình 
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1

2x1 + 3x2 − 3x3 + 3x4 = 3

3x1 + 2x2 − 5x3 + 7x4 = 5.

Bài làm

Ã =

 1 1 −1 2 1
2 3 −3 3 3
3 2 −5 7 5

 h2−2h1−−−−−→
h3−3h1

 1 1 −1 2 1
0 1 −1 −1 1
0 −1 −2 1 2

 h3+h2−−−−→

 1 1 −1 2 1

0 1 −1 −1 1

0 0 -3 0 3


Đặt x4 = α. pt (3): x3 = −1. Từ pt (2): x2 = 1 +x3 +x4 = α. Từ pt(1):x1 = 1−x2 +x3−2x4 = −3α.
Vậy nghiệm của hệ là (x1, x2, x3, x4) = (−3α, α,−1, α), α ∈ R.
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3.1. HỆ CRAMER ĐHBK TPHCM

Định lý Kronecker Capelli
Nếu r(A|b) 6= r(A) thì hệ AX = b vô nghiệm.
Nếu r(A|b) = r(A) thì hệ AX = b có nghiệm.

i) Nếu r(A|b) = r(A) =số ẩn thì hệ AX = b có nghiệm duy nhất.

ii) Nếu r(A|b) = r(A) <số ẩn thì hệ AX = b có vô số nghiệm.

Ví dụ 3.3 Tìm tất cả các giá trị của m để hệ sau vô số nghiệm
x1 + x2 − 2x3 = 1

2x1 + 3x2 − 3x3 = 5

3x1 +mx2 − 7x3 = 8.

Bài làm

[A|b] =

 1 1 −2 1
2 3 −3 5
3 m −7 8

 −→
 1 1 −2 1

0 1 1 3
0 m− 3 −1 5

 −→
 1 −2 1 1

0 1 1 3
0 −1 m− 3 5

 −→
 1 −2 1 1

0 1 1 3
0 0 m− 2 8


Hệ vô số nghiệm khi và chỉ khi r(A)

¯
= r(A) < 3. Vì r(A|b) = 3 nên không tồn tại m để hệ vô số nghiệm.

Ví dụ 3.4 Tìm tất cả các giá trị m để hệ có nghiệm duy nhất
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 5

2x1 +mx2 − x3 = −1

mx1 + x2 − 3x4 = 6

Vì hệ có 3 phương trình nên r(A) ≤ 3 < 4 = số ẩn nên hệ không có nghiệm duy nhất.
Chú ý: Nếu hệ có số phương trình ít hơn số ẩn thì không thể có nghiệm duy nhất.

3.1 Hệ Cramer

Hệ Cramer
Hệ AX = b gọi là hệ Cramer nếu A là ma trận vuông và det(A) 6= 0.

Hệ Cramer có nghiệm duy nhất

xi =
|Ai|
|A|

, i ∈ 1, n

với Ai là ma trận thu từ A bằng cách thay cột i bởi cột tự do b.

Ví dụ 3.5 Kiểm tra hệ sau là Cramer và giải hệ
x1 + 2x2 − x3 = 12

2x1 + 3x2 − 3x3 = 4

3x1 + 2x2 + 5x3 = −8

Bài làm

A =

1 2 −1
2 3 −3
3 2 5

 , A1 =

12 2 −1
4 3 −3
−8 2 5

 , A2 =

1 12 −1
2 4 −3
3 −8 5

A3 =

1 2 12
2 3 4
3 2 −8


|A| = −12 6= 0 nên hệ là Cramer.

|A1| = 228, |A2| = −204, |A3| = −36. Nghiệm của hệ là
(
|A1|
||A

,
|A2|
||A

,
|A3|
||A

)
= (−19, 17, 3).
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3.2 Hệ thuần nhất

Hệ thuần nhất

• Hệ AX = b gọi là thuần nhất nếu tất cả các hệ số tự do

b1 = b2 = · · · = bm = 0.

• Hệ thuần nhất luôn có nghiệm tầm thường.

x1 = x2 = · · · = xn = 0

• Hệ thuần nhất có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi

r(A) = n =số ẩn.

• Cho A là ma trận vuông. Hệ thuần nhất AX = 0 có nghiệm
không tầm thường(nghiệm khác 0 ) khi và chỉ khi

|A| 6= 0.

Ví dụ 3.6 Giải hệ phương trình 
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0

2x1 + 3x2 − 3x3 + 3x4 = 0

3x1 + 5x2 − 5x3 + 4x4 = 0.

Bài làm 1 1 −1 2 0
2 3 −3 3 0
3 5 −5 4 0

 −→
 1 1 −1 2 0

0 1 −1 −1 0
0 2 −2 −2 0

 −→
 1 1 −1 2 0

0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0


Đặt các ẩn tự do làm tham số x3 = α, x4 = β.
Pt(2): x2 = x3 + x4 = α+ β. Pt(1):x1 = −x2 + x3 − 2x4 = −3β.
Vậy nghiệm của hệ là (x1, x2, x3, x4) = (−3β, α+ β, α, β).

Ví dụ 3.7 Tìm m để hệ có nghiệm không tầm thường
mx1 + x2 + x3 + x4 = 0

x1 +mx2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 +mx3 + x4 = 0

x1 + x2 + x3 +mx4 = 0.

Bài làm
Hệ có nghiệm không tầm thường khi và chỉ khi r(A) < n⇐⇒ |A| = 0.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
m 1 1 1
1 m 1 1
1 1 m 1
1 1 1 m

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (m+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 m 1 1
1 1 m 1
1 1 1 m

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (m+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 m− 1 0 0
0 0 m− 1 0
0 0 0 m− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (m+ 3)(m− 1)3.

Vậy m = −3 ∨m = 1.
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3.2. HỆ THUẦN NHẤT ĐHBK TPHCM

Ví dụ 3.8 Tìm m để hệ có vô số nghiệm
x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0

x1 + 3x2 +mx3 + 2x4 = 0

mx1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 0

Bài làm
Vì A là ma trận cở 3× 4 nên r(A) ≤ 3 < 4 =số ẩn. Vậy hệ luôn có vô số nghiệm.

Chú ý: Hệ thuần nhất có số phương trình ít hơn số ẩn thì vô số nghiệm.

Bài tập

Bài 1) Giải hệ phương trình

(a)


x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0

2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0

3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 0

.

ĐS: (−2α− β, α,−β, β)

(b)

 1 5 2 1
−1 −4 1 6
1 3 −3 −9

.
ĐS: (18,−5, 4)

(c)

 1 5 2 −6
0 4 −7 2
0 0 5 0

. ĐS:

(
−17

2
,
1

2
, 0)

(d)
[

1 1 −1 0
0 1 −2 5

]
.

ĐS (−5− α, 5 + 2α, α).

(e)

 0 1 1 3
3 5 9 −2
1 2 3 3

.
ĐS: (−43, 11, 8)

(f)

 0 3 −6 6 4 −5
3 −7 8 −5 8 9
3 −9 12 −9 6 15


ĐS:(−24 + 2α− 3β,−7 + 2α− 2β, α, β, 4)

(g)


1 1 1 −1 2
2 1 3 0 1
3 4 2 −2 5
2 3 1 −1 3

. ĐS:(
1

3
− 2α,

1

3
+

α, α,−4

3
).

Bài 2) Tìm tất cả các giá trị của m để hệ sau có nghiệm

(a)

 1 1 1 1
2 3 1 4
3 4 m m+ 1

. ĐS m 6= 2. (b)

 m 1 1 1
1 m 1 m
1 1 m m2

. ĐS m 6= −2.

Bài 3) Tìm m để hệ sau có nghiệm duy nhất

(a)

 2 3 1 4 0
1 −1 0 m 2
−2 m 1 4 m2

. ĐS: @m.
(b)


1 1 1 1 1
2 1 3 −1 2
3 4 2 0 6
−2 −1 0 m m− 1

. ∀m ∈ R.
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Chương 4

Không gian véc tơ

Nội dung

• Định nghĩa và ví dụ

• Độc lập tuyến tính - phụ thuộc tuyến tính

• Hạng của họ véc tơ

• Cơ sở và số chiều

• Tọa độ véc tơ

• Không gian con

• Tổng giao 2 không gian con

4.1 Định nghĩa và ví dụ

Định nghĩa 4.1 (Không gian véc tơ) Cho V là tập hợp khác rỗng và 2 phép toán: cộng 2 véc tơ và nhân
véc tơ với một số thỏa mãn 8 tiên đề sau

i) x+ y = y + x

ii) (x+ y) + z = x+ (y + z)

iii) ∃0 ∈ V : x+ 0 = x

iv) ∀x ∈ V,∃(−x) ∈ V : x+ (−x) = 0

v) α, β ∈ K : (α+ β)x = αx+ βx

vi) α ∈ K : α(x+ y) = αx+ αy

vii) (αβ)x = α(βx)

viii) 1.x = x

Khi đó, ta nói V là một không gian véc tơ.

Chú ý:
Đây là khái niệm được mở rộng từ khái niệm véc tơ ở phổ thông.
Tập các véc tơ trong mặt phẳng (hoặc không gian) có gốc O là một không gian véc tơ.

Tính chất

i) Véc tơ không là duy nhất. ii) Véc tơ đối (−x) của x là duy nhất.

iii) 0.~x = ~0,∀x ∈ V iv) α.~0 = ~0, ∀α ∈ K v) −x = −1.x, ∀inV

Ví dụ 4.1
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4.2. ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH - PHỤ THUỘC TUYẾN TÍNH ĐHBK TPHCM

1. Tập V1 = {(x1;x2;x3)|xi ∈ R; i = 1, 2, 3} với phép toán cộng 2 véc tơ và nhân véc tơ với số thực thông
thường là một không gian véc tơ trên R. Ký hiệu là R3.
Tương tự, ta có không gian R2, R3, R4, . . . , Rn, . . .

2. Tập V2 = {ax2 + bx+ c|a, b, c ∈ R} với phép toán thông thường đối với đa thức là một không gian véc
tơ. Ký hiệu là P2[x].
Tương tự, ta có không gian P3[x], P4[x], . . . , Pn[x], . . .

3. Tập V3 =

{(
a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ R

}
với phép toán thông thường đối với ma trận là một không gian véc

tơ. Ký hiệu là M2[R].
Tương tự, ta có các không gian Mm×n[R],Mm×n[R] các ma trận cỡ m× n trong thực và phức.

4. Tập V4 = {(x1, x2, x3)|xi ∈ R ∧ x1 + 2x2 − 3x3 = 0} với phép toán đối với véc tơ thông thường là một
không gian véc tơ.
Chú ý: Có nhiều cách định nghĩa phép toán để cho các tập hợp trên là một không gian véc tơ, miễn
là thỏa 8 tiên đề của không gian trên.

4.2 Độc lập tuyến tính - phụ thuộc tuyến tính

Định nghĩa 4.2 Trong không gian véc tơ V , cho tập hợp con gồm m véc tơ M = {x1, x2, . . . , xm}

• Véc tơ x gọi là tổ hợp tuyến tính của M nếu ∃α1, α2, . . . , αm ∈ K thỏa

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm

• ∃α1, α2, . . . , αm không đồng thời bằng 0 thỏa

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = 0 =⇒ M phụ thuộc tuyến tính.

• M gọi là độc lập tuyến tính nếu nó không PTTT. Tức là

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = 0 −→ α1 = α2 = · · · = αm = 0.

Nói cách khác:
M PTTT nếu có một THTT không tầm thường bằng không.
M ĐLTT nếu nó chỉ có duy nhất một THTT bằng không là tổ hợp tầm thường (αk = 0, ∀k).

Ví dụ 4.2 Trong R3, cho họ véc tơ M = {(1; 1; 1), (2; 1; 3), (1; 2; 0)}.

a) Véc tơ x = (2;−1; 3) có là tổ hợp tuyến tính của M hay không?

b) M ĐLTT hay PTTT?

Bài làm

a) Xét x = α(1; 1; 1) + β(2; 1; 3) + γ(1; 2; 0)⇐⇒ (2;−1; 3) = (α+ 2β + γ;α+ β + 2γ;α+ 3β)

⇐⇒


α+ 2β + γ = 2

α+ β + 2γ = −1

α+ 3β = 3

, (A|b) =

 1 2 1 2
1 1 2 −1
1 3 0 3

 =⇒ r(A) = 2 < r(A|b) = 3.

Hệ vô nghiệm, tức là không tồn tại αβ, γ. Vậy x không là THTT của M .
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b) Xét tổ hợp bằng 0
α(1; 1; 1) + β(2; 1; 3) + γ(1; 2; 0) = 0⇐⇒ (α+ 2β + γ;α+ β + 2γ;α+ 3β) = 0

⇐⇒


α+ 2β + γ = 0

α+ β + 2γ = 0

α+ 3β = 0

, A =

1 2 1
1 1 2
1 3 0

 =⇒ |A| = 0

Hệ vô số nghiệm nên tồn tại nghiệm không tầm thường, do đó M PTTT.

Cho tập M = {x1, x2, . . . , xm} và véc tơ x

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = 0⇐⇒ AX = 0

Hệ có nghiệm duy nhất X = 0 =⇒ M ĐLTT.

Hệ có nghiệm khác không =⇒ M PTTT.

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = x⇐⇒ AX = b

Hệ có nghiệm =⇒ x là THTT của M .

Hệ vô nghiệm =⇒ x không là THTT của M .

Ví dụ 4.3 Trong không gian véc tơ V , cho họ M = {x, y, 2x+ 3y, z}.

a) Véc tơ 2x+ 3y có là THTT của x, y, z hay không?

b) M ĐLTT hay PTTT?

Bài làm

a) Chọn α = 2, β = 3, γ = 0 : 2x+ 3y = 2.x+ 3.y + 0.z =⇒ 2x+ 3y là THTT của x, y, z.

b) Chọn α1 = 2, α2 = 3.α3 = −1, α4 = 0 : 2.x+ 3.y − 1.(2x+ 3y) + 0.z = 0 =⇒M PTTT.

Ví dụ 4.4 Trong không gian véc tơ V , cho {x, y, z} ĐLTT.
Hãy chứng tỏ M = {x+ y + 2z, 2x+ 3y + z, 3x+ 4y + z} ĐLTT.

Bài làm
Xét một tổ hợp bằng không của M :

α(x+y+2z)+β(2x+3y+z)+γ(3x+4y+z) = 0⇐⇒ (α+2β+3γ)x+(α+3β+4γ)y+(2α+β+1γ)z = 0.

Vì x, y, z ĐLTT nên


α+ 2β + 3γ = 0

α+ 3β + 4γ = 0

2α+ β + 1γ = 0

⇐⇒


α = 0

β = 0

γ = 0

. Vậy M ĐLTT.

Ví dụ 4.5 Trong không gian V , cho {x, y} ĐLTT. Các tập hợp sau ĐLTT hay PTTT?

a) M1 = {2x, 3y}. b) M2 = {x+ y, 2x+ 3y}. c) M3 = {x+ y, x− y, 2x+ 3y}.

Đáp án: a) ĐLTT. b) ĐLTT. c) PTTT.

Ví dụ 4.6 Trong không gian V , cho {x, y} ĐLTT và z không là THTT của {x, y}. Chứng tỏ {x, y, z}
ĐLTT.

Bài làm
Xét αx+ βy + γz = 0. Nếu γ 6= 0 thì z = −α

β
x− β

γ
y, mâu thuẫn với giả thiết, suy ra γ = 0.

Khi đó αx+ βy = 0
x,y ĐLTT−−−−−−→ α = β = 0. Vậy {x, y, z} ĐLTT.
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Dấu hiệu ĐLTT-PTTT

• Nếu họ M chứa véc tơ không thì PTTT.

• Trong họM , có một véc tơ là THTT của các véc tơ còn lại thìM PTTT.

• Thêm một số véc tơ vào họ PTTT, ta thu được 1 họ PTTT.

• Bớt đi một số véc tơ của họ ĐLTT, ta thu được 1 họ ĐLTT.

Bổ đề cơ bản
Cho họ véc tơ gồm m véc tơ M = {x1, x2, . . . , xm}.
Cho họ véc tơ gồm n véc tơ N = {y1, y2, . . . , yn}.

Nếu mỗi véc tơ yk của N là THTT củaM và n > m thì N PTTT.

Ví dụ 4.7 Trong không gian véc tơ V , tập N = {2x+ y, x+ y, 3x− 2y} ĐLTT hay PTTT?

Các véc tơ của N là THTT của M = {x, y} và số véc tơ của N lớn hơn số véc tơ của M nên N PTTT.

Ví dụ 4.8 Trong KGVT V , cho M = {x, y, z}, N = {x+ y+ z, 2x+ 3y− z, 3x+ 4y+ z}. Chứng minh rằng

a) Nếu M ĐLTT thì N ĐLTT.

b) Nếu N ĐLTT thì M ĐLTT.

Bài làm

a) Xét tổ hợp bằng 0 của N :
α(x+y+z) +β(2x+ 3y−z) +γ(3x+ 4y+z) = 0⇐⇒ (α+ 2β+ 3γ)x+ (α+ 3β+ 4γ)y+ (α−β+γ)z = 0

M ĐLTT−−−−−−→


α+ 2β + 3γ = 0

α+ 3β + 4γ = 0

α− β + γ = 0

⇐⇒


α = 0

β = 0

γ = 0

. Vậy N ĐLTT.

b) Dùng phản chứng, giả sử M PTTT. Khi đó có 1 véc tơ là THTT của các véc tơ còn lại.
Không mất tính tổng quát, ta giả sử z là THTT của x, y.

Ta có các véc tơ của N là THTT của M và cũng là THTT của {x, y}.
Số véc tơ của N lớn hơn số véc tơ của {x, y}. Theo bổ đề cơ bản, N PTTT, mâu thuẫn với giả thiết.

4.3 Hạng của họ véc tơ

Định nghĩa 4.3 Cho họ véc tơ M = {x1, x2, . . . , xm, . . . } ⊂ V .

Ta nói hạng của M là k0 nếu tồn tại k0 véc tơ ĐLTT của
M và mọi tập con hơn k0 véc tơ của M luôn PTTT.

Hạng của họ M là số tối đại các véctơ độc lập tuyến tính của M.

Ví dụ 4.9 Trong KGVT V , cho M = {x, y} ĐLTT. Tìm hạng của các họ véc tơ sau:

a) M1 = {2x, 3y} b) M2 = {x, y, 2x+ 3y} c) M3 = {x, y, 2x+ 3y, 0}.

Bài làm

a) Kiểm tra {2x, 3y} ĐLTT. Do đó r(M1) = 2.

b) 2x+ 3y = 2.x+ 3.y =⇒M2 PTTT và {x, y} ĐLTT =⇒ r(M2) = 2.
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c) M3 chứa véc tơ 0 nên PTTT. Dễ thấy 4 họ con gồm 3 véc tơ của M3 đều PTTT.
Có 1 họ 2 véc tơ ĐLTT là {x, y}. Vậy r(M3) = 2.

Tính chất hạng của họ véc tơ

i) Hạng của họ véctơ M không đổi nếu ta nhân một véctơ
của M với một số khác không.

ii) Cộng vào một véctơ của họ M , một véctơ khác đã được
nhân với một số thì hạng không thay đổi.

iii) Thêm vào họM véctơ x là tổ hợp tuyến tính củaM thì
hạng không thay đổi.

iv) Bớt đi 1 véc tơ của M là THTT của các véc tơ khác thì
hạng không thay đổi.

Ví dụ 4.10 Cho họ véc tơ M = {(1; 1; 1; 0), (1; 2; 1; 1), (2; 3; 2; 1), (1; 3; 1; 2)}.

Bài làm
Ta có (2; 3; 2; 1) = (1; 1; 1; 0)+(1; 2; 1; 1), (1; 3; 1; 2) = −(1; 1; 1; 0)+2(1; 2; 1; 1) =⇒ r(M) = r{(1; 1; 1; 0), (1; 2; 1; 1)}.
Hơn nữa, vì {(1; 1; 1; 0), (1; 2; 1; 1)} ĐLTT nên r(M) = 2.

Định lý về hạng Cho A là ma trận cỡ m× n trên K.

• r(A) bằng với hạng của họ véc tơ hàng.

• r(A) bằng với hạng của họ véc tơ cột.

Ví dụ 4.11 Tìm hạng của hai họ véc tơ

a) M = {(1; 2; 1), (2;−1; 7), (1; 3; 0), (1; 2; 1)} và N = {(1; 2; 1; 1; ), (2;−1; 3; 2), (1; 7; 01)}.

b) P = {(1; 1; 1; 0), (1; 1;−1; 1), (2; 3; 1; 1), (3; 4; 0; 2)}.

Bài làm

a) Xét A =

1 2 1 1
2 −1 3 2
1 7 0 1

 có họ véc tơ cột làM và họ véc tơ hàng là N . Do đó r(M) = r(N) = r(A) = 2.

b) Hạng của P bằng hạng của ma trận

B =


1 1 1 0
1 1 −1 1
2 3 1 1
3 4 0 2

. Vì r(B) = 2 nên r(P ) = 2.

Tính chất cho họ véc tơ M và véc tơ x

• Hạng M bằng số véc tơ thì M ĐLTT.

• Hạng M bé hơn số véc tơ thì M PTTT.

• r(M,x) = r(M) thì x là THTT của M .

Ví dụ 4.12 Xét sự ĐLTT của họ véc tơ sau
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a) M = {(1; 1; 1), (2; 1; 3), (1; 2; 0)}.

b) N = {x2 + x+ 1, 2x2 + 3x+ 2, 2x+ 1}.

c) P =

{(
1 1
1 0

)
,

(
2 1
1 −1

)
,

(
3 4
0 1

)
,

(
1 3
−1 2

)}
.

d) Q = {(1; 1; 0), (1; 2; 1), (m; 0; 1)}.

Bài làm

a) r(M) = r

1 1 1
2 1 3
1 2 0

 = 2 =⇒M PTTT (vì hạng bé hơn số véc tơ).

b) r(N) = r

1 1 1
2 3 2
0 2 1

 = 3 =⇒ N ĐLTT (vì hạng bằng số véc tơ).

c) r(P ) = r


1 1 1 0
2 1 1 −1
3 4 0 1
1 3 −1 2

 = 4 =⇒ P ĐLTT.

d) r(Q) =

 1 1 0
1 2 1
m 0 1

 −→
1 1 1

0 1 1
0 −m 1

 −→
1 1 1

0 1 1
0 0 m+ 1


Nếu m = −1⇐⇒ r(Q) = 2 thì Q PTTT.
Nếu m 6= −1⇐⇒ r(Q) = 3 thì Q ĐLTT.

4.4 Cơ sở và số chiều

Tập sinh Cho M = {x1, x2, . . . , xm, . . . } ⊂ V .
M gọi là tập sinh của V nếu mọi véc tơ x của V đều
là THTT của M . Ta viết

V =< M >=< x1, x2, . . . , xm >

Ta còn nói M sinh ra V hay V được sinh bởi M .

Ví dụ 4.13 Xét xem các tập sau có là tập sinh trong R3 hay không?

a) M = {(1; 1; 1), (1; 2; 1), (2; 3; 1)}.

b) M = {(1; 1; 1), (1; 2; 3), (3; 2; 1)}

Bài làm

a) ∀x = (x1;x2;x3) ∈ R3. Giả sử x = α(1; 1; 1) + β(1; 2; 1) + γ(2; 3; 1)

⇐⇒


α+ β + 2γ = x1

α+ 2β + 3γ = x2

α+ β + γ = x3

, |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 2 3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −1 6= 0.

Hệ Cramer nên có nghiệm ∀x ∈ R3. Do đó x là THTT của M .
Vậy M là tập sinh của R3.
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b) ∀x = (x1;x2;x3) ∈ R3. Giả sử x = α(1; 1; 1) + β(1; 2; 3) + γ(3; 2; 1)

⇐⇒


α+ β + 3γ = x1

α+ 2β + 2γ = x2

α+ 3β + γ = x3

⇐⇒

 1 1 3 x1
1 2 2 x2
1 3 1 x3

 −→
 1 1 3 x1

0 1 −1 x2 − x1
0 0 0 x3 + x1 − 2x1


Với x3 + x1 − 2x2 6= 0 thì hệ vô nghiệm, nghĩa là tồn tại x (ví dụ như (1; 0; 0)) không là THTT của M .
Vậy M không là tập sinh của R3.

Ví dụ 4.14 Tập M = {x2 + x+ 1, 2x2 + 3x+ 1, x2 + 2x} có là tập sinh của P2[x] hay không?

Bài làm
∀p(x) = ax2 + bx+ c ∈ P2[x] : p(x) = α(x2 + x+ 1) + β(2x2 + 3x+ 1) + γ(x2 + 2x)

⇐⇒


α+ 2β + γ = a

α+ 3β + 2γ = b

α+ β = c

⇐⇒

 1 2 1 a
1 3 2 b
1 1 0 c

 −→
 1 2 1 a

0 1 1 b− a
0 0 0 b+ c− 2a

.
Với b+ c− 2a 6= 0 thì hệ vô nghiệm. Vậy M không là tập sinh của P2[x].

Ví dụ 4.15 Cho M = {x, y, z} là tập sinh của KGVT V . Tập nào sau đây là tập sinh của V ?

a) M1 = {2x, x+ y, z}. b) M2 = {x, x+ y, x− y}.

Bài làm

a) Vì M là tập sinh của V nên ∀v ∈ V : v = αx+ βy + γz

⇐⇒ v =
α− β

2
.2x+ β.(x+ y) + γ.z. Vì v là THTT của M1 nên M1 là tập sinh của V .

b) Nếu z là THTT của x, y. Khi đó ta chứng minh M2 là tập sinh của V . ??

Nếu z không là THTT của x, y. Khi đó z ta chứng minh được z không là THTT của M2. ??
Do đó M2 không là THTT của V .

Cơ sở và số chiều: Cho M = {x1, x2, . . . , xm, . . . } ⊂ V

M sinh ra V + M - ĐLTT =⇒ M - là cơ sở

Cơ sở có n véc tơ =⇒ Số chiều của V là n: dim(V ) = n

V không có tập sinh hữu hạn thì V gọi là KGVT vô hạn chiều.

Ví dụ 4.16 Cho M = {x, y, z} là cơ sở của V . Xét xem tập nào sau đây là tập sinh, cơ sở?

a) M1 = {2x+ y + z, x+ 2y + z, x+ y + z}. b) M2 = {2x, 3y, z, x+ y + z}.

Bài làm

a) 1) Chứng tỏ M1 là tập sinh của V . 2)Chứng tỏ M1 ĐLTT. ??
Suy ra M1 là cơ sở của V .

b) Chứng tỏ M2 là tập sinh của V . ?? .
Dễ thấy M2 PTTT. Do đó M2 là tập sinh nhưng không là cơ sở của V .

Định lý cơ sở Cho V là KGVT hữu hạn chiều

• V có vô số cơ sở.

• Số véc tơ trong mỗi cơ sở đều bằng nhau.
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Cơ sở chính tắc

i) dim(Rn) = n và cơ sở chính tắc (cơ sở đơn giản nhất) là

E = {(1; 0; . . . ; 0), (0; 1; . . . ; 0), . . . , (0; 0; . . . ; 1)}.

ii) dim(Pn[x]) = n+ 1 và cơ sở chính tắc là

E = {xn, xn−1, . . . , x, 1}.

iii) dim(Mn[R]) = n2 và cơ sở chính tắc là

E =


1 0 . . . 0

0 0 . . . 0
. . . . . . .


n

,

0 1 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . .


n

, . . .


Tính chất Cho dim(V ) = n

• Mọi tập con nhiều hơn n véc tơ thì PTTT.

• Mọi tập con ít hơn n véc tơ không sinh ra V .

• Mọi tập con ĐLTT có đúng n véc tơ là cơ sở.

• Mọi tập sinh có đúng n véc tơ là cơ sở.

• Mọi tập có hạng bằng n là tập sinh.

Ví dụ 4.17 Kiểm tra tập sinh - cơ sở trong R3.

a) M = {(1; 1; 1), (2; 3; 1), (3; 1; 0)}. b) N = {(1; 1; 1), (2; 0; 1), (1; 1; 0), (1;−2; 1)}.

Bài làm

a) M có 3 véc tơ bằng số chiều của R3.

r(M) = r

1 1 1
2 3 1
3 1 0

 = 3 =⇒M là cơ sở của R3.

b) N có 4 véc tơ trong không gian 3 chiều nên PTTT.

r(N) = r


1 1 1
2 0 1
1 1 0
1 −2 1

 = 3 =⇒ N là tập sinh của R3.

Ví dụ 4.18 Kiểm tra tập M = {x2 + x+ 1, 2x2 + x+ 1, x2 + 2x+ 2} có là cơ sở của P2[x]?

Bài làm
M có 3 véc tơ, bằng số chiều của P2[x]. M là cơ sở khi và chỉ khi r(M) = 3.

r(M) = r

1 1 1
2 1 1
1 2 2

 = 2. =⇒M không là cơ sở của P2[x].
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4.5 Tọa độ véc tơ

Định nghĩa 4.4 Cho E = {e1, e2, . . . , en} là cơ sở sắp thứ tự của K-KGVT V .
Bộ số (x1, x2, . . . , xn) gọi là tọa độ véc tơ x trong cơ sở E. Ký hiệu

[x]E =


x1
x2
. . .
xn

⇐⇒ x = x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.

Ví dụ 4.19 Cho E = {x2 + x+ 1, x2 + 2x+ 1, x2 + x+ 2} là cơ sở của P2[x].

a) Tìm p(x) biết [p(x)]E =

 3
−2
5

.
b) Cho q(x) = x2. Tìm [q(x)]E.

Bài giải

a) [p(x)]E =

 3
−2
5

⇐⇒ p(x) = 3(x2 + x+ 1)− 2(x2 + 2x+ 1) + 5(x2 + x+ 2)⇐⇒ p(x) = −5x+ 2.

b) Giả sử [q(x)]E =

αβ
γ


⇐⇒ q(x) = α(x2+x+1)+β(x2+2x+1)+γ(x2+x+2)⇐⇒ x2 = (α+β+γ)x2+(α+2β+γ)x+(α+β+2γ)

⇐⇒


α+ β + γ = 1

α+ 2β + γ = 0

α+ β + 2γ = 0

⇐⇒


α = 3

β = −1

γ = −1

. Vậy [q(x)]E =

 3
−1
−1

.

Tính chất tọa độ

Cho E là cơ sở của KGVT V : [x]E =


x1
x2
...
xn

 [y]E =


y1
y2
...
yn



i) x = y ⇐⇒


x1 = y1

x2 = y2

. . .

xn = yn

ii) [x+ y]E =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn

 iii) [αx]E =


αx1
αx2
...

αxn


Ví dụ 4.20 Cho E = {(1; 1; 1), (1; 1; 0), (1; 0; 1)} là cơ sở của R3.

a) Tìm x, biết [x]E =

−1
2
1

.
b) Cho x = (3; 1;−2). Tìm [x]E.

Bài làm

a) [x]E =

−1
2
1

⇐⇒ x = −1(1; 1; 1) + 2(1; 1; 0) + 1(1; 0; 1) = (2; 1; 0)

Ghi chú:

E.[x]E =

1 1 1
1 1 0
1 0 1

−1
2
1

 =

2
1
0

 viết lại−−−−→ x = (2; 1; 0).
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b) Giả sử [x]E =

αβ
γ

⇐⇒ x = α(1; 1; 1) + β(1; 1; 0) + γ(1; 0; 1)

⇐⇒


α+ β + γ = 3

α+ β = 1

α + γ = −2

⇐⇒ [x]E =

−4
5
2


Ghi chú:

E.[x]E = xT ⇐⇒ [x]E = E−1xT =

−4
5
2

.

Dùng máy tính casio cho bài toán tọa độ

Cơ sở E = {e1, e2, . . . , e3}
MT cột−−−−→ E =

(
e1 e2 . . . e3

)
xT = E.[x]E ⇐⇒ [x]E = E−1xT

Ý nghĩa của tọa độ Cho E = {e1, e2, . . . , en} là cơ sở của KGVT V .

Mọi véc tơ của V đều biểu diễn qua E dưới dạng tọa độ.

Các phép toán tọa độ giống như các phép toán trong Rn.

=⇒ tất cả các không gian n chiều đều coi là Rn.

Ví dụ 4.21 Tìm tọa độ của p(x) = 3x2 + 4x− 1 trong cơ sở E = {x2 + x+ 1, x+ 1, 2x+ 1} trong P2[x].

Bài làm

Lập ma trận E =

1 0 0
1 1 2
1 1 1

.

Tọa độ [p(x)]E = E−1[p(x)] =

1 0 0
1 1 2
1 1 1

−1 .
 3

4
−1

 =

 3
−9
5

.

4.6 Ma trận chuyển cơ sở

Định nghĩa 4.5 Cho 2 cơ sở của KGVT V : E = {e1, e2, . . . , en}, E′ = {e′1, e′2, . . . , e′n}.
∀x ∈ V : x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen = x′1e

′
1 + x′2e

′
2 + · · ·+ x′ne

′
n. (1)

e′1 = a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en
e′2 = a12e1 + a22e2 + · · ·+ an2en
. . . . . . .
e′n = a1ne1 + a2ne2 + · · ·+ annen
x = x′1(a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en) + x′2(a12e1 + a22e2 + · · ·+ an2en) + · · ·+ x′n(a12e1 + a22e2 + · · ·+ an2en).

Từ (1), ta suy ra


x1
x2
. . .
xn

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann



x′1
x′2
. . .
x′n

 .

Ma trận A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 gọi là ma trận chuyển cơ sở từ E sang E′.
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Ma trận chuyển cơ sở từ E sang E′

P =

(
[e′n]E [e′n]E . . . [e′n]E
|| || ||

)
= E−1E′ (viết dạng cột).

Có tính chất
[x]E = P.[x]E′ .

Tính chất

• Ma trận chuyển cơ sở P khả nghịch.

• P chuyển cơ sở từ E sang E′ thì P−1 là ma trận chuyển cơ
sở từ E′ sang E.

• P chuyển cơ sở từ E sang E′ và Q chuyển cơ sở từ E′ sang
E′′ thì PQ là ma trận chuyển cơ sở từ E sang E′′.

Ví dụ 4.22 Trong R3, cho 2 cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0)} và E′ = {(1; 1; 2), (1; 2; 1), (1; 1; 1)}.
a) Tìm ma trận chuyển cơ sở từ E sang E′ và ma trận chuyển cơ sở từ E′ sang E.

b) Cho x = (2; 1; 3). Tìm [x]E′ và [x]E.

Bài làm

a) E =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

 , E′ =

1 1 1
1 2 1
2 1 1

.

Ma trận chuyển cơ sở từ E sang E′: P = E−1E′ =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

1 1 1
1 2 1
2 1 1

 =

 2 2 1
0 −1 0
−1 0 0


Ma trận chuyển cơ sở từ E′ sang E: Q = E′−1E = P−1 =

0 0 −1
0 −1 0
1 2 2

 .

b) Ta có [x]E′ = E′−1xT =

1 1 1
1 2 1
2 1 1

2
1
3

 =

 1
−1
2

 .

[x]E = E−1xT =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

2
1
3

 =

 2
1
−1

.

Cách khác: [x]E = P [x]E′ =

 2 2 1
0 −1 0
−1 0 0

 1
−1
2

 =

 2
1
−1

.

4.7 Không gian con

Định nghĩa 4.6 Trong KGVT V , nếu tập con F với các phép toán trong V lập thành một KGVT thì ta
nói F là không gian con của V .

Định lý không gian con
Tập con khác rỗng F của KGVT V là một không gian con của V khi và
chỉ khi hai điều kiện sau thỏa

i) ∀x, y ∈ F : x+ y ∈ F . ii) ∀x ∈ F, α ∈ K : αx ∈ F .
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Ví dụ 4.23 Cho F = {(x1;x2;x3) ∈ R3|x1 + 2x2 − x3 = 0}.

a) Chứng tỏ F là KG con của R3. b) Tìm cơ sở và số chiều của F .

Bài làm

a) Sinh viên tự kiểm tra 2 điều kiện trong định lý.

b) ∀x = (x1;x2;x3) ∈ F ⇐⇒ x1 + 2x2 − x3 = 0⇐⇒ x3 = x1 + 2x2.
x = (x1;x2;x3) = x = (x1;x2;x1 + 2x2) = x1(1; 0; 1) + x2(0; 1; 2).
Suy ra E = {(1; 0; 1), (0; 1; 2)} là tập sinh của F .
Kiểm tra E ĐLTT. Vậy E là cơ sở của F và dim(F ) = 2.

Ví dụ 4.24 Cho F = {p(x) ∈ P2[x]|p(1) = 0 ∧ p(2) = 0}.

a) Chứng tỏ F là KG con của R3. b) Tìm cơ sở và số chiều của F .

a) Sinh viên tự kiểm tra 2 điều kiện trong định lý.

b) ∀p(x) = ax2 + bx+ c ∈ F ⇐⇒ p(1) = 0 ∧ p(2) = 0

⇐⇒

{
a+ b+ c = 0

4a+ 2b+ c = 0
⇐⇒


a = α

b = −3α

c = 2α

p(x) = αx2 − 3αx+ 2α = α(x2 − 3x+ 2).
Suy ra E = {x2 − 3x+ 2} là tập sinh của F .
Hiển nhiên E ĐLTT. Vậy E là cơ sở của F và dim(F ) = 1.

Ví dụ 4.25 Cho F =

{
A ∈M2[R]|A

(
1 −1
2 −2

)
= 0

}
.

a) Chứng tỏ F là KG con của R3. b) Tìm cơ sở và số chiều của F .

Bài làm

a) Sinh viên tự kiểm tra 2 điều kiện trong định lý.

b) ∀A =

(
a b
c d

)
∈ F ⇐⇒

(
a b
c d

)(
1 −1
2 −2

)
= 0⇐⇒

(
a+ 2b −a− 2b
c+ 2d −c− 2d

)
= 0

⇐⇒

{
a+ 2b = 0

c+ 2d = 0
⇐⇒

{
a = −2b

c = −2d

A =

(
−2b b
−2d d

)
= b

(
−2 1
0 0

)
+ d

(
0 0
−2 1

)
.

Suy ra E =

{(
−2 1
0 0

)
,

(
0 0
−2 1

)}
là tập sinh của F .

Dễ thấy E ĐLTT. Vậy E là cơ sở của F và dim(F ) = 2.

Định lý Cho M = {v1, v2, . . . , vp} ⊂ V
Ký hiệu H := Span(M) = {α1v1 + α2v2 + · · ·+ αpvp|∀αi ∈ R}.

• H là một KGVT được sinh bởi S : H =< M >.

• dim(H) = r(M).

• x ∈ H ⇐⇒ x là THTT của M ⇐⇒ r(S, x) = r(M)
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Ví dụ 4.26 Tìm cơ sở và số chiều của các không gian con sau

a) F = 〈(1; 1; 1), (2; 1; 1), (3; 1; 1)〉.

b) F = 〈x2 + x+ 1, 2x2 + 3x− 1, x2 + 2x− 2〉.

c) F =

〈(
1 1
2 1

)
,

(
2 1
0 1

)
,

(
3 1
−2 1

)
,

(
1 0
−2 0

)〉
d) F =

{
(x1;x2;x3;x4) ∈ R3|x1 + x2 + x3 = 0 ∧ x1 − x2 + x4 = 0

}
Bài làm

a) A =

1 1 1
2 1 1
3 1 1

 bdsc−−→

1 1 1
0 −1 −1
0 0 0

 =⇒ dim(F ) = r(A) = 2 và cơ sở của F là {(1; 1; 1), (0;−1;−1)}.

b) A =

1 1 1
2 3 −1
1 2 −2

 bdsc−−→

1 1 1
0 1 −3
0 0 0

 =⇒ dim(F ) = r(A) = 2 và cơ sở của F là {x2 + x+ 1, x− 3}.

c) A =


1 1 2 1
2 1 0 1
3 1 −2 1
1 0 −2 0

 bdsc−−→


1 1 2 1
0 −1 −4 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 =⇒ dim(F ) = 2 và cơ sở của F là
{(

1 1
2 1

)
,

(
0 −1
−4 −1

)}
.

d) Giải hệ

{
x1 + x2 + x3 = 0

x1 − x2 + x4 = 0
⇐⇒

[
1 1 1 0 0
1 −1 0 1 0

]
=⇒

[
1 1 1 0 0

0 -2 −1 1 0

]
Đăt x3 = 2α, x4 = 2β, pt(2) : x2 =

1

2
(−x3 + x4) = −α+ β, pt(1) : x1 = −x2 − x3 = −α− β

∀x ∈ F ⇐⇒ x = (−α− β;−α+ β; 2α; 2β) = α(−1;−1; 2; 0) + β(−1; 1; 0; 2)
Suy ra E = {(−1;−1; 2; 0);β(−1; 1; 0; 2)} là tập sinh của F .
Dễ thấy E ĐLTT. Vậy E là cơ sở của F và dimF = 2.

Tìm cơ sở và số chiều không gian con
Trong Rn, cho không gian con F

TH 1) Cho tập sinh F =< v1, v2, . . . , vm >:

Lập ma trận hàng A =


v1−
v2−
. . .
vm−

 bdsc−−→ bậc thang

dim(F ) = r(A) và cơ sở gồm các hàng khác 0 của ma trận bậc thang.

TH 2) Cho tập nghiệm của hệ thuần nhất AX = 0

Giải hệ: dimV + r(A) = n và cơ sở được suy ra từ nghiệm của hệ.
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Ví dụ 4.27 Trong R3, cho tập M = {(1; 1; 1), (2 : 3 : 1), (1; 0; 2)}.

a) x = (1;−2; 3) thuộc không gian con span(M) hay không?

b) Tìm m để x = (1; 0;m) ∈ span(M).

Bài làm

a) x thuộc Kg con span(M) khi và chỉ khi x là THTT của M . Ta lập ma trận cột

[M |x] =

 1 2 1 1
1 3 0 −2
1 1 2 3

 bdsc−−→

 1 2 3 1
0 1 −1 −3
0 0 0 −1


r(M) = 2 < r(M |x) =⇒ x /∈ span(M).

b) [M |x] =

 1 2 1 1
1 3 0 0
1 1 2 m

 bdsc−−→

 1 2 3 1
0 1 −1 −1
0 0 0 m− 2


x ∈/∈ span(M)⇐⇒ r(M) = r(M |x)⇐⇒ m = 2.

4.8 Tổng giao hai không gian con

Định nghĩa 4.7 (Tổng giao 2 không gian con) Cho hai không gian con F và G của KGVT V .
Giao 2 không gian con

F ∩G =
{
x ∈ V |x ∈ F và x ∈ G

}
.

Tổng 2 không gian con
F +G =

{
f + g|f ∈ F và g ∈ G

}
.

Tính chất

F ∩G ⊂ F,G ⊂ F +G ⊂ V.

Định lý F ∩G và F +G là 2 không gian con của V và

dim(F ∩G) + dim(F +G) = dimF + dimG.

Định nghĩa 4.8 (Tổng trực tiếp) Không gian con W gọi là tổng trực tiếp của 2 không gian con F và G,
ký hiệu F ⊕G, nếu

i) W = F +G. ii) F ∩G = {0}.

Định lý Cho W = F ⊕G. Khi đó mọi véc tơ x ∈ W
được biểu diễn duy nhất dưới dạng

x = f + g|f ∈ F, g ∈ G.

Tích chất tổng 2 không gian con
F =< f1, f2, . . . , fn > G =< g1, g2, . . . , gm >

=⇒ F +G =< f1, f2, . . . , fn, g1, g2, . . . , gm >

T.S.Đặng Văn Vinh Trang 41



4.8. TỔNG GIAO HAI KHÔNG GIAN CON ĐHBK TPHCM

Ví dụ 4.28 Trong R3, cho 2 không gian con
F = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 + x2 − 2x3 = 0}, G = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 − x2 + x3 = 0}.
Tìm cơ sở và số chiều của F ∩G và F +G.

Bài làm

a) Tìm cơ sở và số chiều của F ∩G.
∀x ∈ F ∩G←→ x ∈ F ∧ x ∈ G

⇐⇒

{
x1 + x2 − 2x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0
⇐⇒


x1 = α

x2 = 3α

x3 = 2α

⇐⇒ x = (α, 3α, 2α) = α(1; 3; 2).

Suy ra E = {(1; 3; 2)} là tập sinh của F ∩G.
Hiển nhiên E ĐLTT do đó E là cơ sở của F ∩G và dim(F ∩G) = 1.

b) Tìm tập sinh của F và G.
F =< (−1; 1; 0), (2; 0; 1) >,G =< (1; 1; 0), (−1; 0; 1) >=⇒ F+G =< (−1; 1; 0), (2; 0; 1), (1; 1; 0), (−1; 0; 1) >

A =


−1 1 0
2 0 1
1 1 0
−1 0 1

 bdsc−−→


−1 1 0
0 2 1
0 0 −1
0 0 0

.

=⇒ dim(F +G) = r(A) = 3 và cơ sở E = {(−1; 1; 0), (0; 2; 1), (0; 0;−1)}.

Cách khác: ta có
dim(F ∩G)+dim(F+G) = dimF+dimG =⇒ dim(F+G) = dimF+dimG−dim(F ∩G) = 2+2−1 = 3
=⇒ F +G ≡ R3, do đó có cơ sở là {(1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1)}.

Ví dụ 4.29 Trong R3, cho 2 không gian con F = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1+x2+x3 = 0}, G =< (1; 0; 1), (2; 3; 1) >.
Tìm cơ sở và số chiều của F ∩G và F +G.

Bài làm
F +G tương tự như ví dụ trên. Ta tìm cơ sở và số chiều của F ∩G.
∀x ∈ F ∩G⇐⇒ x ∈ F ∧ x ∈ G.
x ∈ G⇐⇒ x = α(1; 0; 1) + β(2; 3; 1) = (α+ 2β; 3β;α+ β).
x ∈ F ⇐⇒ x thỏa điều kiện của F : α+ 2β + 3β + α+ β = 0⇐⇒ α = −3β.
x = (α+ 2β; 3β;α+ β) = (−β; 3β;−2β) = β(−1; 3;−2).
Dễ dàng suy ra E = {(−1; 3;−2)} là cơ sở của F ∩G và dim(F ∩G) = 1.

Ví dụ 4.30 Trong R3, cho 2 không gian con
F =< f1 = (1; 0; 1), f2 = (1; 1; 1) >,G =< g1 = (1; 1; 0), g2 = (2; 1; 1) >.
Tìm cơ sở và số chiều của F +G và F ∩G.

Bài làm F +G làm tương tự ví dụ trên. Ta tìm cơ sở và số chiều của F ∩G.
x ∈ F ∩G khi và chỉ khi x đồng thời là THTT của f1, f2 và g1, g2:
x = x1f1 + x2f2 = x3g1 + x4g2 ⇐⇒ x1f1 + x2f2 − x3g1 − x4g2 = 0.

Viết lại ở dạng ma trận

 1 1 −1 −2 0
0 1 −1 −1 0
1 1 0 −1 0

 bdsc−−→

 1 1 −1 −2 0

0 1 −1 −1 0

0 0 1 1 0

 .
Đặt x4 = α =⇒ x3 = −x4 = −α.
x = x3g1 + x4g2 = −α(1; 1; 0) + α(2; 1; 1) = α(1; 0; 1).
Dễ dang suy ra cơ sở của F ∩G là {(1; 0; 1)} và dim(F ∩G) = 1.
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Bài tập

Câu 1) Trong R4, cho U = 〈(1, 2, 1, 1); (2, 1, 0,−2)〉 và V = 〈(1, 5, 3, 5); (3, 0,−1,m)〉. Tìm m để U ≡ V .

Câu 2) Trong R4, cho V là tập nghiệm của hệ phương trình
x1 + x2 − x3 = 0

2x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 + 2x3 +mx4 = 0

(a) Tìm m để dim(V ) lớn nhất.

(b) Tìm cơ sở và số chiều của V với m ở câu a.

Câu 3) Trong R4, cho U = 〈(1, 2, 1, 0); (2,−1, 1, 1)〉 V = 〈(1, 1,−2, 1); (2, 0, 4,m)〉

(a) Tìm m để dim(U ∪ V ) lớn nhất.

(b) Tìm cơ sở và số chiều của U + V và U ∪ V .

Câu 4) Trong R4, cho 2 không gian dưới dạng tập nghiệm của hệ phương trình

U :

[
1 1 2 0 0
−1 1 −1 2 0

]
, V :

[
1 2 2 2 0
−1 0 −1 m 0

]
(a) Tìm m để dim(U + V ) bé nhất.

(b) Tìm cơ sở và số chiều của U + V và U ∪ V .

Câu 5) Trong R4, cho U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1 + x2 − x3 + x4 = 0} Và V = 〈(1, 2, 1− 2); (2, 1, 0,m)〉

(a) Tìm m để dim(U ∪ V ) lớn nhất.

(b) Tìm cơ sở và số chiều của U + V và U ∪ V .
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Chương 5

Không gian Euclide

Nội dung

1) Tích vô hướng của 2 véc tơ.

2) Bù vuông góc của không gian con.

3) Quá trình trực giao hóa Gram-Schmidt.

4) Hình chiếu vuông góc xuống không gian con.

5.1 Tích vô hướng của 2 véc tơ

Định nghĩa 5.1 (Tích vô hướng) Tích vô hướng trong R-kgvt V là một hàm thực sao cho mỗi cặp véctơ
u và v thuộc V , tương ứng với một số thực ký hiệu (u, v) thỏa 4 tiên đề sau:

i) (∀u, v ∈ V ) : (u, v) = (v, u).

ii) (∀u, v, w ∈ V ) : (u+ v, w) = (u,w) + (v, w).

iii) (∀α ∈ K,∀u, v ∈ V ) : (αu, v) = α(u, v).

iv) (∀u ∈ V ) : (u, u) ≥ 0; (u, u) = 0⇐⇒ u = 0.

Không gian hữu hạn hạn chiều cùng với tính vô hướng trên gọi là không gian euclide.

Tích vô hướng chính tắc trên Rn

x = (x1;x2; . . . ;xn), y = (y1; y2; . . . ; yn)

(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Tích vô hướng chính tắc tương tự như phổ thông.

Ví dụ 5.1 Trong R2, cho phép toán

x = (x1, x2), y = (y1, y2) : (x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 10x2y2.

a) Chứng tỏ (x, y) là 1 tích vô hướng trên R2.

b) Tính tích vô hướng của 2 véc tơ u = (1; 2), v = (2;−1).

Bài làm

a) Sinh viên tự kiểm tra 4 điều kiện của tích vô hướng.

b) (u, v) = 1.2 + 2.1.(−1) + 2.2.2 + 10.2.(−1) = −12.
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Ví dụ 5.2 Trong P2[x], cho tích vô hướng (p, q) =
1∫
0

p(x).q(x)dx; p(x), q(x) ∈ P2[x].

a) Chứng tỏ (p, q) là 1 tích vô hướng trên P2[x].

b) Tính tích vô hướng của 2 véc tơ p(x) = 2x2 − 3x+ 1, q(x) = x+ 1.

Bài làm

a) Sinh viên tự kiểm tra 4 điều kiện của tích vô hướng.

b) (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x)dx =
1∫
0

(2x2 − 3x+ 1)(x+ 1)dx =
1

6
.

Độ dài véc tơ u được định nghĩa bởi

||u|| =
√

(u, u)

Khoảng cách giữa 2 véc tơ u và v được định nghĩa bởi

d(u, v) = ||u− v||

Góc α giữa 2 véc tơ u và v được xác định bởi

cosα =
(u, v)

||u||.||v||

• Véc tơ có độ dài bằng 1 gọi là véc tơ đơn vị.

• Chia 1 véc tơ khác 0 cho độ dài của nó ta được véc tơ đơn vị.

• Quá trình tạo ra véc tơ đơn vị gọi là chuẩn hóa.

Bất đẳng thức Cauchy-Schwatz

|(u, v)| ≤ ||u||.||v|| ,∀u, v ∈ V .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi u, v cùng phương (hay PTTT).
Bất đẳng thức tam giác

||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v|| ,∀u, v ∈ V .

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi u, v cùng hướng.

Ví dụ 5.3 Trong R3 : x = (x1;x2;x3), y = (y1; y2; y3). cho tích vô hướng

(x, y) = 5x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x2y2 + x3y3

a) Chứng tỏ (x, y) là tích vô hướng.

b) Tìm tích vô hướng của 2 véc tơ u = (2; 1; 0), v = (3;−2; 4).

c) Tìm độ dài véc tơ u = (3; 2; 1).

d) Tìm khoảng cách giữa 2 véc tơ u = (1; 2; 1) và v = (3; 0; 2).

e) Tìm góc giữa 2 véc tơ u = (1; 0; 1) và v = (2; 1; 0).

Bài làm
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a) Sinh viên tự kiểm tra 4 điều kiện của tích vô hướng.

b) (u, v) = ((2; 1; 0), (3;−2; 4)) = 5.2.3 + 2.2.(−2) + 2.1.3 + 3.1.(−2) + 0.4 = 2.

c) ||u|| =
√

(u, u) =
√

((3; 2; 1), (3; 2; 1)) =
√

5.3.3 + 2.3.2 + 2.2.3 + 3.2.2 + 1.1 =
√

82

d) d(u, v) = ||u− v|| =
√

(u− v, u− v) =
√

((−2; 2;−1), (−2; 2;−1))
=
√

5.(−2).(−2) + 2.(−2).2 + 2(2).(−2) + 3.2.2 + (−1).(−1) =
√

17.

e) cosα =
(u, v)

||u||.||v||
=

12√
6,
√

31
=

12√
168

=⇒ α = arccos
12√
168

.

Nhận xét: Độ dài, khoảng cách, góc đối với tích vô hướng trên có giá trị khác với tích vô hướng ở phổ
thông.

Ví dụ 5.4 Trong P2[x], cho tích vô hướng (p, q) =
1∫
−1
p(x)q(x)dx;∀p(x), q(x) ∈ P2[x].

a) Chứng tỏ (p, q) là một tích vô hướng trên P2[x].

b) Tính tích vô hướng của 2 véc tơ p(x) = 2x2 − 3x+ 1, q(x) = x− 3.

c) Tìm độ dài của véc tơ p(x) = 2x+ 3.

d) Tính khoảng cách giữa 2 véc tơ p(x) = x2 + x+ 2, q(x) = x2 − 2x+ 3.

e) Tính góc giữa 2 véc tơ p(x) = x2 + x, q(x) = 2x+ 3.

Bài làm

a) Sinh viên tự kiểm tra 4 điều kiện của tích vô hướng.

b) (p, q) =
1∫
−1
p(x)q(x)dx =

1∫
−1

(2x2 − 3x+ 1)(x− 3)dx = −12.

c) ||p|| =
√

(p, p) =

√
1∫
−1
p(x).p(x)dx

√
1∫
−1

(2x+ 3)2dx =

√
62

3
.

d) d(p, q) = ||p− q|| =
√

(p− q, p− q) =
√

(3x− 1, 3x− 1) =

√
1∫
−1

(3x− 1)2dx = 2
√

2.

e) cosα =
(p, q)

||p||.||q||

1∫
−1

(x2 + x)(2x+ 3)dx√
1∫
−1

(x2 + x)2dx.

√
1∫
−1

(2x+ 3)2dx

=
5
√

310

124
.

Hai véc tơ vuông góc

u⊥v ⇐⇒ (u, v) = 0.

Véc tơ vuông góc với tập hợp

u⊥M ⇐⇒ (u, y) = 0, ∀y ∈M.

Họ trực giao: họ véc tơ M gọi là trực giao nếu

∀x, y ∈M : x⊥y.

Họ trực chuẩn: họ véc tơ M gọi là trực chuẩn nếu M trực giao và

∀x ∈M : ||x|| = 1.
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Mệnh đềCho không gian con F =< f1, f2, . . . , fm >

x⊥F ⇐⇒ x⊥fk,∀k = 1, 2, . . . ,m.

Ví dụ 5.5 Trong R3 với tích vô hướng chính tắc, cho không gian con

F = {(x1;x2;x3) ∈ R3

∣∣∣∣ x1 + x2 − x3 = 0
2x1 + 3x2 + x3 = 0

}
Tìm m để x = (2; 3;m)⊥F .

Bài làm
Tập sinh của F là {u = (4;−3; 1)}.
x⊥F ⇐⇒ x⊥u⇐⇒ (x, u) = 0⇐⇒ 2.4 + 3.(−3) +m.1 = 0⇐⇒ m = 1.

5.2 Bù vuông góc của không gian con

Định nghĩa 5.2 Trong không gian Euclide V , cho không gian con F . Tập hợp

F⊥ = {x ∈ V |x⊥F}

gọi là bù vuông góc của không gian con F .

Định lý
Cho F là KG con của KG Euclide V . Khi đó:

• F⊥ là không gian con của V và V = F ⊕ F⊥.

• dimF + dimF⊥ = dimV .

Ví dụ 5.6 Trong R3, cho không gian con F =< f1 = (1; 1; 1), f2 = (2; 1; 0), f3 = (1; 0;−1) >.
Tìm cơ sở và số chiều của F⊥.

Bài làm
x = (x1;x2;x3) ∈ F⊥ ⇐⇒ x⊥F ⇐⇒ x⊥fk, k = 1, 2, 3.

⇐⇒


(x, f1) = 0

(x, f2) = 0

(x, f3) = 0

⇐⇒


x1 + x2 + x3 = 0

2x1 + x2 + 0x3 = 0

x1 + 0x2 − x3 = 0

⇐⇒

 1 1 1 0
2 1 0 0
1 0 −1 0

 (nhận xét các hàng của ma trận)

Giải hệ suy ra x = α(1;−2; 1). Cơ sở của F⊥ là {(1;−2; 1)} và dimF⊥ = 1.

Ví dụ 5.7 Trong R3, cho không gian con

F = {(x1;x2;x3) ∈ R3

∣∣∣∣ x1 + x2 + x3 = 0
2x1 + x2 − x3 = 0

}
Tìm cơ sở và số chiều của F⊥.

Bài làm
Giải hệ suy ra tập sinh của F : F =< u = (2;−1; 3) >.
x = (x1;x2;x3) ∈ F⊥ ⇐⇒ x⊥u⇐⇒ 2x1 − x2 + x3 = 0.
=⇒ F⊥ =< (1; 2; 0), (2; 0;−1) >.
Cơ sở của F⊥ là {(1; 2; 0), (2; 0;−1)} và dimF⊥ = 2.
Ghi chú:
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• Cho F =< h1, h2, . . . , hm >. x ∈ F⊥ khi và chỉ khi
(h1, x) = 0

(h2, x) = 0

. . .

(hm, x) = 0

⇐⇒


h1−
h2−
. . .
hm−

 .x = 0(ma trận hàng của F )

Do đó F⊥ là tập nghiệm của hệ phương trình
h1− 0
h2− 0
. . .
hm− 0


• Cho F = {x ∈ Rn|Ax = 0}.

Ax = 0
viết lại theo véc tơ hàng−−−−−−−−−−−−−−−→


h1−
h2−
. . .
hm−

 .x = 0⇐⇒


(h1, x) = 0

(h2, x) = 0

. . .

(hm, x) = 0

Điều này chứng tỏ ∀x ∈ F : x⊥fk, k = 1,m.
Điều này chứng tỏ F⊥ được sinh bởi các véc tơ hàng của ma trận A.

F⊥ =< h1, h2, . . . , hm >, với hk là các hàng của ma trận A

Ví dụ 5.8 Hãy tìm cơ sở và số chiều của F⊥ trong R4, trong đó

a) F = {(x;x2;x3;x4) ∈ R4

∣∣∣∣ x1 + x3 + x4 = 0
2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 0

}
b) F =< (1;−1; 2; 1), (2; 1; 1; 0) >

Bài làm

a) Ta có F⊥ =< (1; 0; 1; 1), (2;−1; 3; 1) > (lấy từ các hàng của hệ phương trình).
Suy ra cơ sở của F⊥ là {(1; 0; 1; 1), (2;−1; 3; 1)} và dimF⊥ = 2.

b) Vì F =< (1;−1; 2; 1), (2; 1; 1; 0) > nên F⊥ là tập nghiệm của hệ phương trình[
1 −1 2 1 0
2 1 1 0 0

]
Giải hệ suy ra tập nghiệm F⊥ =< (−1; 1; 1; 0), (−1; 2; 0; 3) >.
Suy ra cơ sở của F⊥ là {(−1; 1; 1; 0), (−1; 2; 0; 3)} và dimF⊥ = 2.

Định lý

• Mọi tập trực giao, không chứa véc tơ không thì ĐLTT.

• Cho E = {e1, e2, . . . , en} là cơ sở trực chuẩn của KG Euclide V .

∀x ∈ V luôn được biễu diễn duy nhất ở dạng

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen, với xk = (x, ek).
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Ví dụ 5.9 Trong không gian Euclide V , cho cơ sở trực chuẩn

E =

{(
1√
6

;
−1√

6
;
−2√

6

)
,

(
1√
2

;
1√
2

; 0

)
,

(
1√
3

;
−1√

3
;

1√
3

)}
Tìm tọa độ của véc tơ x = (3;−2; 1) trong cơ sở E.

Bài làm
Ta viết x = x1e1 + x2e2 + x3e3, trong đó x1 = (x, e1) =

3√
6
, x2 = (x, e2) =

1√
2
, x3 = (x, e3) =

6√
3
.

Vậy tọa độ của x trong cơ sở E là [x]E =


3√
6

1√
2

6√
3


5.3 Quá trình Gram-Schmidt

Định lý 5.3 (Gram-Schmidt) Cho E = {e1, e2, . . . , em} là họ ĐLTT của KGVT V . Khi đó tồn tại một
họ trực giao

F = {f1, f2, . . . , fm} thỏa < e1, e2, . . . , em >=< f1, f2, . . . , fm > .

Thuật toán Gram-Schmidt

• f1 = e1.

• f2 = e2 −
(e2, f1)

(f1, f1)
f1.

• f3 = e3 −
(e3, f1)

(f1, f1)
f1 −

(e3, f2)

(f2, f2)
f2.

. . . . . .

• fk = ek−
(ek, f1)

(f1, f1)
f1−

(ek, f2)

(f2, f2)
f2 · · ·−

(ek, fk−1)

(fk−1, fk−1)
fk−1.

Ví dụ 5.10 Trực chuẩn họ véc tơ E = {(1; 0; 1; 1), (0; 1; 1; 1), (1; 1; 1; 1)}

Bài làm
Chọn f1 = e1 = (1; 0; 1; 1).

f2 = e2 −
(e2, f1)

(f1, f1)
f1 = (0; 1; 1; 1)− 2

3
(1; 0; 1; 1) =

(
−2

3
; 1;

1

3
;
1

3

)
. Chọn f2 = (−2; 3; 1; 1).

f3 = e3 −
(e3, f1)

(f1, f1)
f1 −

(e3, f2)

(f2, f2)
f2 =

(
2

5
;
2

5
;
−1

5
;
−1

5

)
. Chọn f3 = (2; 2;−1;−1).

Họ trục giao cần tìm là F = {f1, f2, f3}.
Chia mỗi véc tơ cho độ dài của nó, ta được cơ sở trực chuẩn là{(

1√
3

; 0;
1√
3

;
1√
3

)
,

(
−2√
15

;
3√
15

;
1√
15

;
1√
15

)(
2√
10

;
2√
10

;
−1√

10
;
−1√
10

)}
.

Ví dụ 5.11 Trong R4 với tích vô hướng chính tắc, cho không gian con

F = {(x1;x2;x3;x4) ∈ R4

∣∣∣∣ x1 + x2 − x3 + x4 = 0
2x1 + 3x2 − x3 + 3x4 = 0

}
Tìm một cơ sở trực chuẩn của F .

Bài làm Giải hệ, tìm một cơ sở tùy ý của F là {(2;−1; 1; 0), (0;−1; 0; 1)}.
Dùng Gram-Schmidt: f1 = e1 = (2;−1; 1; 0).

f2 = e2 −
(e2, f1)

(f1, f1)
f1 = (0;−1; 0; 1)− 1

6
(2;−1; 1; 0) = (

−1

3
;
−5

6
;
−1

6
; 1). Chọn f2 = (2; 5; 1;−6).

Cơ sở trực giao là F = {f1, f2}. Cơ sở trực chuẩnlà
{(

2√
6

;
−1√

6
;

1√
6

; 0

)
,

(
2√
66

;
5√
66

;
1√
66

;
−6√
66

;

)}
.
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5.4 Hình chiếu vuông góc

Định nghĩa 5.4 (Hình chiếu vuông góc) Trong KG Euclide V , cho không gian con F và véc tơ v.
Véc tơ được biểu diễn duy nhất dưới dạng

v = f + g; f ∈ F, g ∈ F⊥.

Véc tơ f được gọi là hình chiếu vuông góc của v xuống f , ký hiệu: f = PrF v.
Khoảng cách từ v xuống F được định nghĩa là d(v, F ) = ||g|| = ||v − PrF v.

Ví dụ 5.12 Trong R4 với tích vô hướng chính tắc, cho không gian con

F = {(x;x2;x3;x4) ∈ R4

∣∣∣∣ x1 + x2 − x3 + x4 = 0
2x1 + x2 − 3x3 + 3x4 = 0

}
và véc tơ x = (1; 1; 0; 1)

a) Tìm hình chiếu của x xuống F .

b) Tìm khoảng cách từ x đến F .

Bài làm

a) Chọn 1 cơ sở F =< f1 = (2;−1; 1; 0), f2 = (−2; 1; 0; 1) >.
Viết x = f + g = x1f1 + x2f2 + g, g ∈ F⊥.
Nhân lần lượt f1, f2 vào phương trình theo nghĩa tích vô hướng, ta được

{
x1(f1, f1) + x2(f1, f2) = (x, f1)

x2(f2, f1) + x2(f2, f2) = (x, f2)
⇐⇒

{
6x1 − 5x2 = 1

−5x1 + 6x2 = −1
⇐⇒


x1 =

1

11

x2 =
−1

11

PrF x = f = x1f1 + x2f2 =
1

11
(2;−1; 1; 0) +

−1

11
f2 = (−2; 1; 0; 1) =

(
4

11
;
−2

11
;

1

11
;
−1

11

)
b) d(x, F ) = ||g|| = ||x− PrF x|| = ||(

7

11
;
13

11
;
−1

11
;
12

11
)|| =

√
3.

Bài tập

Câu 1) Trong R2 : x = (x1, x2), y = (y1, y2), cho tích vô hướng

(x, y) = x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2.

(a) Tính (x, y), ||x||, ||y||.
(b) Tính ||x+ y||, d(x, y).

(c) Tính (̂x, y).

(d) Tìm véc tơ u sao cho u ⊥ x.

Câu 2) Trong R4, cho KG con U = 〈(1, 1, 0, 0); (2, 1, 1, 0), (2, 1, 0, 1)〉 và véc tơ z = (7, 3, 0, 0).

(a) Tìm cơ sở và số chiều của U⊥.

(b) Tìm PrU (z), P rU⊥(z), d(z, U), d(z, U⊥).

(c) Tìm một cơ sở trực chuẩn của U .

(d) Tìm lại PrU (z) theo cơ sở trực chuẩn.
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Câu 3) Trong R4, cho không gian nghiệm của hệ thuần nhất

U :

{
x1 + x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0.
V :

{
x1 + 2x2 − x3 = 0,

2x1 + 3x2 − x4 = 0.

(a) Tìm cơ sở và số chiều của W = (U ∩ V )⊥.

(b) Tìm cơ sở trực chuẩn E của W .

(c) Tìm véc tơ e sao cho {E, e} là một cơ sở trực chuẩn của R4.
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Chương 6

Ánh xạ tuyến tính

Nội dung

1) Định nghĩa và ví dụ.

2) Nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính.

3) Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong một cặp cơ
sở.

4) Ma trận chuyển cơ sở và đồng dạng.

6.1 Định nghĩa và ví dụ

Định nghĩa 6.1 (Ánh xạ) Cho 2 tập hợp khác rỗng X,Y . Ánh xạ f từ X đến Y là một quy tắc sao cho
mỗi x thuộc X, tồn tại duy nhất y thuộc Y . Ta viết

f : X −→ Y
x 7−→ y = f(x).

Ánh xạ f gọi là đơn ánh nếu: x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

Ánh xạ f gọi là toàn ánh nếu: ∀y ∈ Y,∃x ∈ X : y = f(x)

Ánh xạ f gọi là song ánh nếu đơn ánh và toàn ánh.

Hàm số ở phổ thông là ví dụ về ánh xạ.
Cho ánh xạ tức là chỉ ra quy luật, dựa vào đó viết ảnh của mọi phần tử thuộc X.
Có nhiều cách cho ánh xạ: bằng đồ thị, bằng biểu đồ, bằng biểu thức đại số, bằng cách liệt kê,. . .

Định nghĩa 6.2 (Ánh xạ tuyến tính) Cho V,W là hai không gian trên cùng trường số K.
Ánh xạ f : V −→W gọi là ánh xạ tuyến tính nếu thỏa:

i) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2), ∀v1, v2 ∈ V .

ii) f(αv) = αf(v), ∀v ∈ V, α ∈ K.

Ví dụ 6.1

a) f(x1;x2;x3) = (2x1 + x2 − 3x3;x1 − 4x2) là một ánh xạ tuyến tính từ R3 đến R2. ?? .
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b) Phép quay trong không gian Oxyz quanh trục 0z một góc 30o ngược chiều kim đồng hồ nhìn từ hướng
dương của trục 0z là một ánh xạ tuyến tính từ R3 đến R3.

c) Tương tự phép đối xứng, phép chiếu,... qua các đường thẳng và mặt phẳng qua gốc tọa độ là những ánh
xạ tuyến tính từ R3 đến R3.

Cho E = {e1, e2, . . . , en} là tập sinh của KGVT V và axtt f : V −→W .
Giả sử ta biết f(e1), f(e2), . . . , f(en).

∀x ∈ V : x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen =⇒ f(x) = f(x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen)

f(x) = f(x1e1) + f(x2e2) + · · ·+ f(xnen) = x1f(e1) + x2f(e2) + · · ·+ xnf(en).

Ánh xạ tuyến tính được xác định hoàn toàn nếu biết được ảnh của một tập sinh của V.

Ví dụ 6.2 Cho ánh xạ tuyến tính f : R3 −→ R2, biết
f(1; 1; 0) = (2;−1), f(1; 1; 1) = (1; 2), f(1; 0; 1) = (−1; 1)

a) Tìm f(3; 1; 5). b) Tìm f(x).

Bài làm

a) Viết (3; 1; 5) = α(1; 1; 0) + β(1; 1; 1) + γ(1; 0; 1)

⇐⇒


α+ β + γ = 3

α+ β = 1

α + γ = 5

⇐⇒


α = −2

β = 3

γ = 2

f(x) = f(α(1; 1; 0) + β(1; 1; 1) + γ(1; 0; 1)) = αf(1; 1; 0) + βf(1; 1; 1) + γf(1; 0; 1).
=⇒ f(3; 1; 5) = −2(2;−1) + 3(1; 2) + 2(−1; 1) = (−3; 10).

b) Làm tương tự như trên cho trường hợp tổng quát f(x1;x2;x3).
Ta có thể làm cách khác bằng cách dùng phép biến đổi đại số như sau:
f(0; 0; 1) = f(1; 1; 1)− f(1; 1; 0) = (1; 2)− (2;−1) = (−1; 3).
f(0; 1; 0) = f(1; 1; 1)− f(1; 0; 1) = (1; 2)− (−1; 1) = (2; 1).
f(1; 0; 0) = f(1; 1; 0)− f(0; 1; 0) = (2;−1)− (2; 1) = (0;−2)
f(x1;x2;x3) = x1f(1; 0; 0) + x2f(0; 1; 0) + x3f(0; 0; 1) = x1(0;−2) + x2(2; 1) + x3(−1; 3)
f(x) = (2x2 − x3;−2x1 + x2 + 3x3)

Ghi chú: Ta có thể dùng các phép biến đổi cho ánh xạ tuyến tính để tìm ảnh của 3 véc tơ đơn vị.
Tuy nhiên ta sẽ gặp khó khăn tìm ra phép biến đổi trong trường hợp tổng quát.
Ta có thể viết ánh xạ tuyến tính dưới dạng ma trận để tìm ảnh của 3 véc tơ đơn vị như sau:

(theo hàng)

 e1 f(e1)
e2 f(e2)
e3 f(e3)

 =⇒

 1 1 0 2 −1
1 1 1 1 2
1 0 1 −1 1

 bđsc−−−→

 1 0 0 0 −2
0 1 0 2 1
0 0 1 −1 3


Kết hợp với ý nghĩa phép nhân ma trận, ta có thuật toán sau

Tìm axtt cho ảnh của cơ sở
Cho cơ sở E = {e1, e2, . . . , en} và ánh xạ tuyến tính thỏa
f(ek) = fk

Theo hàng
[
E F

] bđsc theo hàng, tương ứng−−−−−−−−−−−−−−−−→
nhân bên trái với E−1

[
I E−1F

]

Ví dụ 6.3 Cho f là phép đối xứng qua mặt phẳng 2x − y + 3z = 0 là ánh xạ tuyến tính trong không gian
Oxyz. Hãy tìm f(x1;x2;x3).
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Bài làm
f biến cặp véc tơ chỉ phương thành chính nó và véc tơ pháp tuyến thành véc tơ đối
a1 = (1; 2; 0) : f(1; 2; 0) = (1; 2; 0)
a2 = (0; 3; 1) : f(0; 3; 1) = (0; 3; 1)
n = (2;−1; 3) : f(2;−1; 3) = (−2; 1;−3).
Viết dạng ma trận 1 2 0 1 2 0

0 3 1 0 3 1
2 −1 3 −2 1 −3

 casio tính E−1F−−−−−−−−−−→

 1 0 0 3
7

2
7
−6
7

0 1 0 2
7

6
7

3
7

0 0 1 −6
7

3
7
−2
7


f(x) = x1(

3
7 ; 2

7 ; −67 ) + x2(
2
7 ; 6

7 ; 3
7) + x3(

−6
7 ; 3

7 ; −27 ) =
1

7
(3x1 + 2x2 − 6x3; 2x1 + 6x2 + 3x3;−6x1 + 3x2 − 2x3)

6.2 Nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Cho ánh xạ tuyến tính f : V −→W

Nhân của f được định nghĩa là

ker f = {x ∈ V : f(x) = 0}

Ảnh được định nghĩa là

Imf = {f(x) ∈W |x ∈ V }

Định lý Cho ánh xạ tuyến tính f : V −→W

• ker f là KG con của V . • Imf là KG con của W .

dim(ker f) + dim(Imf) = dimV

Ví dụ 6.4 Cho axtt f : R3 −→ R2 thỏa f(x1;x2;x3) = (x1 − x2;x1 + 2x2 − x3).
Tìm cơ sở và số chiều của Imf và ker f .

Bài làm

a) x ∈ Kerf =⇒ f(x) = 0⇐⇒ (x1 − x2;x1 + 2x2 − x3) = 0⇐⇒

{
x1 − x2 = 0

x1 + 2x2 − x3 = 0
⇐⇒

{
x1 = x2

x3 = 3x2
.

=⇒ x = (x2;x2; 3x2) = x2(1; 1; 3) =⇒ ker f =< (1; 1; 3) > .
Cơ sở của ker f là {(1; 1; 3)} và dim(ker f) = 1.

b) Imf gồm tất cả các f(x):
f(x1;x2;x3) = (x1−x2;x1+2x2−x3) = x1(1; 1)+x2(−1; 2)+x3(0;−1) =⇒ Imf =< (1; 1), (−1; 2), (0;−1) >.
Cơ sở của Imf là {(1; 1), (0; 3)} và dim(Imf) = 2.
Cách khác
dim(Imf) = dim(R3)− dim(ker f) = 3− 1 = 2 =⇒ Imf ≡ R2.
Cơ sở của Imf là {(1; 0), (0; 1)}.

Định lý Cho axtt f : V −→W

Ảnh của tập sinh là tập sinh của ảnh:

V =< e1, e2, . . . , en >=⇒ Imf =< f(e1), f(e2), . . . , f(en) >
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Ví dụ 6.5 Cho axtt f : R3 −→ R3 biết ảnh của một tập sinh
f(1; 1; 1) = (1; 2; 1), f(1; 1; 2) = (2; 1;−1), f(1; 2; 1) = (5; 4;−1).
Tìm cơ sở và số chiều của Imf và ker f

a) Theo định lý: Imf =< (1; 2; 1), (2; 1;−1), (5; 4;−1). >.
Cơ sở của Imf là {(1; 2; 1), (0; 1; 1)} và dim(Imf) = 2.

b) E = {(1; 1; 1), (1; 1; 2), (1; 2; 1)} là tập sinh của R3.
Viết x = x1e1 + x2e2 + x3e3 =⇒ f(x) = x1f(e1) + x2f(e2) + x3f(e3)
f(x) = x1(1; 2; 1) + x2(2; 1;−1) + x3(5; 4;−1) = (x1 + 2x2 + 5x3; 2x1 + x2 + 4x3;x1 − x2 − x3)

x ∈ ker f ⇐⇒ f(x) = 0⇐⇒


x1 + 2x2 + 5x3 = 0

2x1 + x2 + 4x3 = 0

x1 − x2 − x3 = 0

⇐⇒


x1 = −α
x2 = −2α

x3 = α

.

=⇒ x = −α(1; 1; )− 2α(1; 1; 2) + α(1; 2; 1) = α(2; 1; 4).
Vậy cơ sở của ker f là {(2; 1; 4)} và dim(ker f) = 1.

6.3 Ma trận của ánh xạ tuyến tính

Ma trận của ánh xạ tuyến tính cho axtt f : V −→W .
E = {e1, e2, . . . , en} là cơ sở của V . F = {f1, f2, . . . , fm} là cơ sở của W .
Ma trận

AE,F =

(
[f(e1)]F [f(e2)]F . . . [f(en)]F
|| || ||

)
m×n

gọi là ma trận của ánh xạ tuyến tính f trong cặp cơ sở E,F .

Chú ý: [f(ei)]F = F−1f(ei). Do đó

AE,F =

(
F−1f(e1) F−1f(e2) . . . F−1f(en)
| | |

)
m×n

= F−1f(E).

Ví dụ 6.6 Cho axtt f : R3 −→ R2 biết f(x1;x2;x3) = (x1 + 2x2 − 3x3; 2x1 + x3).
Tìm ma trận của f trong cặp cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0)}, F = {(1; 3), (2; 5)}.

Bài làm

f(1; 1; 1) = (0; 3) =⇒ [f(1; 1; 1)]F =

(
6
−3

)
.

f(1; 0; 1) = (−2; 3) =⇒ [f(1; 0; 1)]F =

(
16
−9

)
.

f(1; 1; 0) = (3; 2) =⇒ [f(1; 1; 0)]F =

(
−11

7

)
.

Ma trận cần tìm là AE,F =

(
6 16 −11
−3 −9 7

)
.

Cách khác

AE,F = F−1f(E) =

(
1 2
3 5

)−1(
0 −2 3
3 3 2

)
dùng casio
======

(
6 16 −11
−3 −9 7

)
.
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Định lý

i) Cho axtt f : V −→W . Khi đó tồn tại duy nhất ma trận AE,F
cỡ m× n sao cho

[f(x)]F = AE,F [x]E ,

với E,F là 2 cơ sở của V và W tương ứng.

ii) 2. Cho ma trận A = (aij)m×n trên trường số K. Khi đó tồn
tại duy nhất một ánh xạ tuyến tính f : Kn −→ Km thỏa

[f(x)]F = AE,F [x]E .

Chú ý:

• Mỗi một ánh xạ tuyến tính từ khgian hữu hạn chiều vào KG hữu hạn chiều tương ứng duy nhất một
ma trận và ngược lại.

• Ta coi ánh xạ tuyến tính là ma trận. Thông thường không phân biệt hai khái niệm này.

Ví dụ 6.7 Cho axtt f : R3 −→ R2 biết ma trận của f trong cặp cơ sở

E = {(1; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0)}, F = {(1; 1), (2; 1)} là AE,F =

(
2 1 −3
0 3 4

)
.

a) Tìm f(3; 1; 5). b) Tìm f(x).

Bài làm

a) [(3; 1; 5)]E = E−1

3
1
5

 =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

3
1
5

 =

 3
2
−2

.

Dùng công thức [f(x)]F = AE,F [x]E

[f(3; 1; 5)]F =

(
2 1 −3
0 3 4

) 3
2
−2

 =

(
14
−2

)

=⇒ f(3; 1; 5) = 14(1; 1)− 2(2; 1) = (10; 12).

b) [(x1;x2;x3)]E = E−1

x1x2
x3

 =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

x1x2
x3

 =

−x1 + x2 + x3
x1 − x2
x1 − x3

.

Dùng công thức [f(x)]F = AE,F [x]E

[f(x1;x2;x3)]F =

(
2 1 −3
0 3 4

)−x1 + x2 + x3
x1 − x2
x1 − x3

 =

(
−4x1 + x2 + 5x3
7x1 − 3x2 − 4x3

)

=⇒ f(x1;x2;x3) = (−4x1 +x2 + 5x3)(1; 1)− (7x1− 3x2− 4x3)(2; 1) = (10x1− 5x2− 3x3; 3x1− 2x2 +x3).

Ma trận trong 1 cơ sở cho axtt f : V −→ V .
E = {e1, e2, . . . , en} là cơ sở của V .
Ma trận ánh xạ của f trong cặp cơ sở E,E là

AE = E−1f(E).
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Ví dụ 6.8 Cho axtt f : R3 −→ R3 có ma trận trong cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0)} là

AE =

1 1 −1
2 3 3
1 2 4

 .

a) Tìm f(2; 3;−1).

b) Tìm cơ sở và số chiều của ker f .

c) Tìm cơ sở và số chiều của Imf .

Bài làm

a) Tương tự ví dụ trên: f(2; 3;−1) = (12; 6; 2).

b) Giả sử x = x1e1 + x2e2 + x3e3 ⇐⇒ [x]E =

x1x2
x3

.

x ∈ ker f ⇐⇒ f(x) = 0⇐⇒ [f(x)]F = AE [x]E = 0⇐⇒

1 1 −1
2 3 3
1 2 4

x1x2
x3

 = 0⇐⇒


x1 = 6α

x2 = −5α

x3 = α

.

x = 6α(1; 1; 1)− 5α(1; 0; 1) + α(1; 1; 0) = α(2; 7; 1)
=⇒ ker f =< (2; 7; 1) >. Cơ sở của ker f là {(2; 7; 1)} và dim(ker f) = 1.

c) [f(1; 1; 1)]E =

1 1 −1
2 3 3
1 2 4

1
0
0

 =

 1
1
−1

 =⇒ f(1; 1; 1) = (1; 1; 1) + (1; 0; 1)− (1; 1; 0) = (4; 2; 3).

Tương tự [f(1; 0; 1)]E =

1
3
2

 =⇒ f(1; 1; 1) = (1; 1; 1) + 3(1; 0; 1) + 2(1; 1; 0) = (6; 3; 4).

[f(1; 1; 0)]E =

−1
3
4

 =⇒ f(1; 1; 1) = −(1; 1; 1) + 3(1; 0; 1) + 4(1; 1; 0) = (6; 3; 2).

Imf =< f(1; 1; 1), f(1; 0; 1), f(1; 1; 0) >. Cơ sở của Imf là {(4; 2; 3), (0; 0; 1)}.

Tính Chất 6.3 (Mối liên hệ giữa 2 ma trận trong cơ sở khác nhau)

Cho axtt f : V −→W .
Cho 2 cơ sở của V là: E = {e1, e2, . . . , en}, E′ = {e′1, e′2, . . . , e′n}.
Cho 2 cơ sở của W là: F = {F1, f2, . . . , fn}, F ′ = {f ′1, f ′2, . . . , f ′n}.
P là ma trận chuyển cơ sở từ E vào E′: [x]E = P [x]E′

Q là ma trận chuyển cơ sở từ F vào F ′:[y]F = Q[y]F ′

Ta có
[f(x)]F = AE,F [x]E ⇐⇒ Q[f(x)]F ′ = AE,FP [x]E′ =⇒ [f(x)]F ′ = Q−1AE,FP.[x]E′

Khi đó, Q−1AE,FP là ma trận của f trong cặp cơ sở E′, F ′.
Ta tóm tắc bằng sơ đồ sau

E
A−−−−−−−−→ F

P ↓ ↓ Q
E′

Q−1AP−−−−−−−−→ F ′

Trong trường hợp đặc biệt: V ≡W,E ≡ F,E′ ≡ F ′, ta có kết quả tương tự

E
A−−−−−−−−→ E

P ↓ ↓ P
E′

P−1AP−−−−−−−−→ E′
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Ví dụ 6.9 Cho axtt f : R3 −→ R3 cho bởi f(x1;x2;x3) = (x1 + 2x2 − 3x3; 2x1 + x2 + x3; 3x1 − x2 + 2x3).
Tìm ma trận của f trong cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 1; 0), (1; 0; 1)}.

Bài làm

Ma trận của f trong cơ sở chính tắc E0 là A = E−10 f(E0) = f(E0) =

1 2 −3
2 1 1
3 −1 2


Ma trận chuyển cơ sở từ E0 sang E là P = E−10 .E = E =

1 1 1
1 1 0
0 1 1

.

Sơ đồ
ctắc A−−−−−−−−→ ctắc
P ↓ ↓ P
E′

P−1AP−−−−−−−−→ E′

Ma trận cần tìm P−1AP = E−1AE =

1 1 1
1 1 0
0 1 1

−11 2 −3
2 1 1
3 −1 2

1 1 1
1 1 0
0 1 1

 =

1 −4 −7
2 8 10
0 −4 −5

 .

Ví dụ 6.10 Cho axtt f : R3 −→ R3 có ma trận trong cơ sở E = {(1; 2; 1), (1; 1; 2), (1; 1; 1)} là

A =

1 0 1
2 1 4
1 1 3

 .

Tìm ma trận của f trong cơ sở E′ = {(1; 2; 3), (2; 3; 5), (5; 8; 4)}.

Bài làm
Sơ đồ

E
A−−−−−−−−→ E

P ↓ ↓ P
E′

P−1AP−−−−−−−−→ E′

Ma trận chuyển cơ sở từ E sang E′ là P = E−1E′.
Ma trận của f trong cơ sở E′ là

P−1AP = E′−1EAE−1E′ =
1

9

 59 40 −221
−53 −37 206
−5 −4 23

 .

Ví dụ 6.11 Cho axtt f : R3 −→ R3 có ma trận trong cơ sở E = {(1; 2; 1), (1; 1; 2), (1; 1; 1)} là

A =

1 0 1
2 1 4
1 1 3

 .

Tìm ma trận của f trong cơ sở chính tắc F = {(1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1)}. Từ đó suy ra f(x).

Bài làm
Sơ đồ

ctắc A−−−−−−−−→ ctắc
P ↓ ↓ P
E′

P−1AP−−−−−−−−→ E′

Ma trận chuyển có sở từ E sang F là P = E−1.F = E−1.
Ma trận của f trong cơ sở chính tắc là

B = P−1AP = EAE−1 =

1 1 1
2 1 1
1 2 1

1 0 1
2 1 4
1 1 3

1 1 1
2 1 1
1 2 1

−1 dùng casio
======

18 −4 −6
20 −4 −7
27 −6 −9
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=⇒ f(x) = (18x1 − 4x2 − 6x3; 20x1 − 4x2 − 7x3; 27x1 − 6x2 − 9x3). ??

Định nghĩa 6.4 (Hai ma trận đồng dạng) .
Hai ma trận vuông A,B gọi là đồng dạng nếu tồn tại ma trận khả nghịch P thỏa

P−1AP = B.

Mệnh đề cho axtt f : V −→ V .
A là ma trận của f trong cơ sở E.
B là ma trận của f trong cơ sở F .
Khi đó A và B đồng dạng.
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Chương 7

Trị riêng - véc tơ riêng

Nội dung

1) Trị riêng - véc tơ riêng ma trận

2) Chéo hóa ma trận

3) Chéo hóa ma trận đối xứng thực

4) Trị riêng - véc tơ riêng ánh xạ tuyến
tính

5) Chéo hóa ánh xạ tuyến tính

7.1 Trị riêng - véc tơ riêng

Trị riêng - véc tơ riêng của ma trận vuông A.
Số λ gọi là trị riêng của ma trận A nếu tồn tại véc tơ x khác không
thỏa

Ax = λx

Khi đó, x gọi là véc tơ riêng ứng với trị riêng λ của ma trận A.

x 6= 0 là VTR của A nếu Ax cùng phương với x.

Ví dụ 7.1 Cho A =

(
1 6
5 2

)
và u =

(
6
−5

)
, v =

(
3
−2

)
.

Ta có: Au =

(
1 6
5 2

)(
6
−5

)
=

(
−24
20

)
= −4

(
6
−5

)
= −4u : u là VTR ứng với TR λ = −4.

Av =

(
1 6
5 2

)(
3
−2

)
=

(
−9
11

)
: không cùng phương với x, dó đó x không là VTR của A.

Ví dụ 7.2 Cho A =

(
3 4
6 5

)
, λ1 = −1, λ2 = 3. Số nào là TR của A?

Bài làm
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a) Xét hệ phương trình Ax = λ1x

⇐⇒
(

3 4
6 5

)(
x1
x2

)
= −1

(
x1
x2

)
⇐⇒

{
3x1 + 4x2 = −x1
6x1 + 5x2 = −x2

⇐⇒

{
4x1 + 4x2 = 0

6x1 + 6x2 = 0

{
x1 = α

x2 = −α
.

Như vậy x =

(
α
−α

)
, α 6= 0 là các VTR ứng với TR λ = −1 của A.

b) Xét hệ phương trình Ax = λ2x

⇐⇒
(

3 4
6 5

)(
x1
x2

)
= 3

(
x1
x2

)
⇐⇒

{
3x1 + 4x2 = 3x1

6x1 + 5x2 = 3x2
⇐⇒

{
4x2 = 0

6x1 + 2x2 = 0

{
x1 = 0

x2 = 0
.

Vì hệ có nghiệm duy nhất x = 0 nên λ2 = 3 không phải TR của ma trận A.

Định nghĩa 7.1 (Các khái niệm cơ bản)

Giả sử λ0 là Tr của ma trận vuông A⇐⇒ ∃x0 6= 0 : Ax0 = λx0 ⇐⇒ Ax0 − λ0x = 0⇐⇒ (A− λI)x = 0.
Vì hệ thuần nhất có nghiệm khác không nên

det(A− λI) = 0 : gọi là phương trình đặc trưng của A.

Đa thức PA(λ) = det(A− λI) gọi là đa thức đặc trưng của A.

Tìm TR-VTR của ma trận vuông

Bước 1) Lập phương trình đặc trưng det(A− λI) = 0.

Bước 2) Giải phương trình đặc trưng tìm trị riêng.

Bước 3) Với mỗi TR λi, giải hệ (A− λiI)x = 0:

Tìm VTR ứng với TR λi.

Định nghĩa 7.2 .

i) Bội đại số của trị riêng λi là bội nghiệm của λi trong phương trình đặc trưng.

ii) Không gian con riêng của trị riêng λi là không gian nghiệm của hệ (A− λi)x = 0, kí hiệu là Eλi.

iii) Bội hình học của λi là số chiều của Eλi: BHH = dim(Eλi).

Định lý 7.3 Cho A là ma trận vuông.

i) Cơ sở của các KG con riêng lập thành một hệ độc lập tuyến tuyến tính.

ii) 1 ≤ BHH ≤ BŒS cho tất cả các trị riêng λi.

Chứng minh: Theo dõi bài giảng trên lớp.

Ví dụ 7.3 Cho A =

(
1 4
2 3

)
. Tìm tất cả các TR, cơ sở và chiều của KG con riêng tương ứng.

Bài làm

Phương trình đặc trưng det(A− λI) = 0⇐⇒
∣∣∣∣1− λ 4

2 3− λ

∣∣∣∣ = 0⇐⇒ (1− λ)(3− λ)− 2.4 = 0

⇐⇒ λ2 − 4λ− 5 = 0⇐⇒
[
λ1 = −1 nghiệm đơn: BĐS=1
λ2 = 5 nghiệm đơn: BĐS=1

.

λ1 = −1, giải hệ (A− λ1I)x = 0

⇐⇒
[

1− (−1) 4 0
2 3− (−1) 0

]
⇐⇒

[
2 4 0
2 4 0

]
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⇐⇒ x =

(
−2α
α

)
= α

(
−2
1

)
. Cơ sở của E−1 là

{(
−2
1

)}
và BHH = dim(E−1) = 1.

λ2 = 5, giải hệ (A− λ2I)x = 0 ⇐⇒
[

2 4 0
2 4 0

]
⇐⇒ x =

(
α
α

)
= α

(
1
1

)
.

Cơ sở của E5 là
{(

1
1

)}
và BHH = dim(E5) = 1.

Ví dụ 7.4 Cho A =

3 1 1
2 4 2
1 1 3

. Tìm tất cả các TR, cơ sở và chiều của KG con riêng tương ứng.

Bài làm.
Phương trình đặc trưng: det(A− λI) = 0

⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1

2 4− λ 2
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0⇐⇒ (3− λ)

∣∣∣∣4− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣2 2
1 3− λ

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣2 4− λ
1 1

∣∣∣∣ = 0

⇐⇒ (3− λ)(λ2 − 7λ+ 10) + (−2λ+ 4) + (λ− 2) = 0⇐⇒ −λ3 + 10λ2 − 28λ+ 24 = 0

⇐⇒
[
λ1 = 2 nghiệm kép: BĐS=2,
λ2 = 6 nghiệm đơn: BĐS=1.

λ1 = 2, giải hệ

(A− λ1I)x = 0⇐⇒

3− 2 1 1
2 4− 2 2
1 1 3− 2

x1x2
x3

 = 0⇐⇒

 1 1 1 0
2 2 2 0
1 1 1 0



⇐⇒ x = α

 1
0
−1

+ β

 0
1
−1

. Cơ sở E2 là


 1

0
−1

 ,

 0
1
−1

 và BHH = dim(E2) = 2.

λ1 = 6, giải hệ

(A− λ2I)x = 0⇐⇒

 −3 1 1 0
2 −2 2 0
1 1 −3 0


Cơ sở của E6 là


1

2
1

 và BHH = dim(E6) = 1.

Tính chất cho A là ma trận vuông trên C.

i) Mọi ma trận cấp n có đúng n trị riêng tính cả bội.

ii) Tổng các TR bằng tr(A): tổng các phần tử trên đường chéo
chính.

iii) Tích các Tr bằng det(A).

iv) Nếu λ0 là TR của A thì λm là TR của Am,∀m ∈ Z+.

v) Nếu λ0 6= 0 thì
1

λ0
là TR của A−1.

Ví dụ 7.5 Tìm tất cả các trị riêng của ma trận cấp n

A =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
. . . . . .
1 1 . . . 1

 .
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Bài làm
Dễ thấy det(A) = 0 nên A có TR λ = 0.
r(A− 0I) = r(A) = 1 =⇒ BHH = n− 1 =⇒ BŒS ≥ n− 1.
gọi n TR của A là λ1 = λ2 = · · · = λn−1 = 0, λn.
Vì λ1 + λ2 + · · ·+ λn−1 + λn = tr(A) = n =⇒ λn = n.
Như vậy A có n− 1 TR 0 và 1 TR bằng n.

Đa thức đặc trưng ma trận cấp 3

PA(λ) = −λ3 + tr(A)− (A11 +A22 +A33)λ+ det(A).

Tính đa thức đặc trưng của ma trận cấp 3 dễ sai. Công thức trên cho ta tính đa thức đặc trưng ma trận
cấp 3 đơn gian hơn.

Ví dụ 7.6 Tìm tất cả cá TR, cơ sở KG con riêng của A =

15 −18 −16
9 −12 −8
4 −4 −6


Bài làm
tr(A) = 15− 12− 6 = −3, det(A) = 12

A11 +A22 +A33 =

∣∣∣∣−12 −8
−4 −6

∣∣∣∣+

∣∣∣∣15 −16
4 −6

∣∣∣∣+

∣∣∣∣15 −18
9 −12

∣∣∣∣ = 40− 26− 18 = −4.

Đa thức đặc trưng: P (λ) = −λ3 − 3λ2 + 4λ+ 12.
Suy ra TR: λ1 = −3, λ2 = −2, λ3 = 2.

λ1 = −3, giải hệ

 18 −18 −16 0
9 −9 −8 0
4 −4 −3 0

. Cơ sở E−3 là


1

1
0

.

λ1 = −2, giải hệ

 17 −18 −16 0
9 −10 −8 0
4 −4 −4 0

. Cơ sở E−2 là


2

1
1

.

λ1 = 2, giải hệ

 13 −18 −16 0
9 −14 −8 0
4 −4 −8 0

. Cơ sở E2 là


4

2
1

.

7.2 Chéo hóa ma trận

Định lý 7.4 .
Hai ma trận đồng dạng thì cùng đa thức đặc trưng.

Chú ý:

• 2 ma trận đồng dạng cùng tập trị riêng nhưng không cùng véc tơ riêng.

• 2 ma trận cùng đa thức đặc trưng thì chưa chắc dồng dạng:

Xem 2 ma trận A =

(
1 1
1 0

)
và I =

(
1 0
0 1

)
cùng đa thức đặc trưng nhưng không đồng dạng.

Định nghĩa 7.5 (Ma trận chéo hóa được) .
Ma trận A gọi là chéo hóa được nếu A đồng dạng với ma trận chéo.
Tức là tồn tại ma trận P khả nghịch sao cho P−1AP = D là ma trận chéo.

Chú ý:
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• Không phải ma trận nào cũng chéo hóa được, ví dụ như A =

(
1 1
0 1

)
.

• Chéo hóa ma trận A là cần tìm ma trận P và ma trận chéo D thỏa P−1AP = D.

• Ta tìm cấu trúc ma trận P và D như sau:

Giả sử A được chéo hóa bởi ma trận P và D:

P =

(
P1 P2 . . . Pn
|| || ||

)
, D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . .
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn


Ta có P−1AP = D ⇐⇒ AP = PD.

Lấy cột thứ k: A.Pk =

(
P1 P2 . . . Pn
|| || ||

)
0
. . .
λk
. . .
0

 = λk.Pk, ∀k = 1, n.

Điều này chứng tỏ các cột Pk của ma trận P là các VTR ứng với TR λk của ma trận A.
Các phần tử chéo của D là các TR của A.

Định lý 7.6 Ma trận vuông A chéo hóa được khi và chỉ khi tồn tại n VTR độc lập tuyến tính.

Hệ quả

• A có n TR phân biệt thì chéo hóa được.

• A chéo hóa được khi và chỉ khi BHH=BĐS cho tất cả
các TR.

Để chéo hóa ma trận A, ta cần tìm tất cả các TR và cơ sở KG con riêng

Ví dụ 7.7 Chéo hóa ma trận A =

 1 3 3
−3 −5 −3
3 3 1

.

Bài làm

Đa thức đặc trưng P (λ) = −λ3 − 3λ2 + 4. Tri riêng
[
λ1 = 1 (BĐS=1)
λ2 = −2 (BĐS=2).

λ1 = 1, giải hệ (A− 1I)x = 0 ⇐⇒

 0 3 3 0
−3 −6 −3 0
3 3 0 0

. Cơ sở E1 là u1 =

 1
−1
1

. BHH=1=BĐS

λ2 = −2, giải hệ (A+ 2I)x = 0

⇐⇒

 3 3 3 0
−3 −3 −3 0
3 3 3 0

. Cơ sở E−2 là u2 =

−1
1
0

 , u3 =

−1
0
1

 BHH=2=BĐS.

Vậy A chéo hóa được:

P =

 1 −1 −1
−1 1 0
1 0 1

 , D =

1 0 0
0 −2 0
0 0 −2



Ví dụ 7.8 Chéo hóa ma trận A =

 2 4 3
−4 −6 −3
3 3 1

.
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Bài làm

Đa thức đặc trưng: P (λ) = −λ3 − 3λ2 + 4. Trị riêng
[
λ1 = 1 (BĐS=1)
λ2 = −2 (BĐS=2).

λ2 = −2, giải hệ

 4 4 3 0
−4 −4 −3 0
3 3 3 0

 . r = 2 =⇒ BHH = dim = 3− 2 = 1 < BĐS.

Vậy A không chéo hóa được.

Ví dụ 7.9 Chéo hóa A =

 0 −8 6
−1 −8 7
1 −14 11

 và tính A2013.

Bài làm
Sinh viên tự tính TR và VTR. Suy ra

P =

1 1 2
1 2 3
1 3 5

 , D =

−2 0 0
0 2 0
0 0 3


Ta có P−1AP = D ⇐⇒ A = PDP−1 =⇒ A2 = PDP−1.PDP−1 = PD2P−1.

Suy ra A2013 = PD2013P−1 =

1 1 2
1 2 3
1 3 5

−22013 0 0
0 22013 0
0 0 32013

 1 1 −1
−2 3 −1
1 −2 1

 .

Ví dụ 7.10 Chéo hóa A =


5 0 0 0
0 5 0 0
1 4 −3 0
−1 −2 0 −3

 và tính Am.

Sinh viên làm tương tự ví dụ trên.

Ví dụ 7.11 Tìm ma trận vuông có TR là 2,−3, 1 và có VTR tương ứng là v1 =

2
1
1

 , v2 =

1
2
1

 , v3 =

1
1
1


Bài làm
A được chéo hóa bởi ma trận P và D như sau

P =

2 1 1
1 2 1
1 1 1

 , D =

2 0 0
0 −3 0
0 0 1


Suy ra ma trận A cần tìm A = PDP−1.

7.3 Chéo hóa ma trận đối xứng thực bởi ma trận trực giao

Định nghĩa

i) Ma trận vuông thực A gọi là đối xứng thực nếu AT = A.

ii) Ma trận vuông P gọi là trực giao nếu P−1 = P T .

iii) Ma trận A gọi là chéo hóa trực giao được nếu tồn tại ma trận
trực giao P và ma trận chéo D thỏa

A = P−1DP = P TDP.

Cấu trúc ma trận trực giao
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Hệ quả Ma trận vuông A là trực giao nếu các cột của
A tạo thành 1 cơ sở trực chuẩn.

Định lý. cho A là ma trận đối xứng thực. Khi đó

i) Trị riêng A là những số thực.

ii) Các VTR ứng với các TR khác nhau thì vuông góc.

iii) A luôn chéo hóa trực giao được.

Mọi ma trận chéo hóa trực giao được là ma trận đối xứng.

Các bước chéo hóa trực giao ma trận đối xứng thực

Bước 1 Lập phương trình đặc trưng. Giải tìm trị riêng.

Bước 2 Tìm cơ sở TRỰC CHUẨN của các KG con riêng.

Bước 3 Thành lập ma trận P và D.

Chú ý:

• Ma trận đối xứng thực luôn chéo hóa được nên không cần xác định BHH và BĐS.

• Để tìm cơ sở trực chuẩn của một không gian con riêng nào đó ta chọn một cơ sở tùy ý rồi dùng quá
trình Gram – Schmidt (nếu cần).

Ví dụ 7.12 Chéo hóa trực giao ma trận A =

 3 −2 4
−2 6 2
4 2 3

.

Bài làm
Đa thức đặc trưng P (λ) = −λ3 + 12λ2 − 21λ− 98. Trị riêng: λ1 = −2, λ2 = 7.

λ1 = −2. Cơ sở E−2 là v1 =

 2
1
−2

. Cơ sở trực chuẩn f1 =

 2
3
1
3
−2
3

.

λ2 = 7. Cơ sở E7 là v2 =

1
0
1

 , v3 =

−1
2
0

. Tìm cơ sở trực chuẩn bằng Gram-Schmidt:

e2 = v2 =

1
0
1

 =⇒ f2 =


1√
2

0
1√
2

 .

e3 = v3 −
(v3, e2)

(e2, e2)
e2 =

−1
2
0

− −1

2

1
0
1

 =
1

2

−1
4
1

 =⇒ f3 =


−1√
18
4√
18
1√
18


Cơ sở trực chuẩn của E7 là {f2, f3}.
Vậy ma trận trực giao P và ma trận chéo D là

P =


2
3

1√
2

−1√
18

1
3 0 4√

18
−2
3

1√
2

1√
18

 , D =

−2 0 0
0 7 0
0 0 7



Ví dụ 7.13 Hãy chéo hóa ma trận đối xứng thực A =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2
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Sinh viên làm tương tự. Kết quả

P =


1√
3
− 1√

2
− 1√

6
1√
3

1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

 , D =

 0 0 0
0 3 0
0 0 3



Ví dụ 7.14 Tìm ma trận đối xứng thực có 3 trị riêng lần lượt là 2,−2, 1

Hướng dẫn

Thành lập ma trận D =

2 0 0
0 −2 0
0 0 1

.

Thành lập ma trận P bằng cách chọn cơ sở (khác chéo ) tùy ý, ví dụ như E = {(1; 0; 1), (1; 1; 1), (1; 0; 0)}.
Trực chuẩn E bằng Gram-Schmidt. Lập P từ các véc tơ cơ sở trực chuẩn.
Khi đó, ma trận A cần tìm là A = PDP T .

7.4 Trị riêng - véc tơ riêng của ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa 7.7 Cho KGVT V trên trường số K và axtt f : V −→ V .
Số λ gọi là TR của f nếu tồn tại véc tơ x 6= 0 thỏa

f(x) = λx.

Khi đó, x gọi là VTR ứng với TR λ của ma trận A.

Chú ý: x 6= 0 là VTR của f nếu x và f(x) cùng phương.
Trong chương trước, xem ánh xạ tuyến tính như một ma trận: TR và VTR của axtt giống như TR và VTR
ma trận.

Ví dụ 7.15 Cho axtt f là phép chiếu vuông góc xuống mặt phẳng x− y + 2z = 0. Tìm TR và VTR của f .

Bài làm
Véc tơ pháp tuyến n = (1;−1; 2) =⇒ f(n) = 0.n: n là VTR ứng với TR λ1 = 0.

Cặp véc tơ chỉ phương a1 = (1; 1; 0), a2 = (2; 0;−1) =⇒

{
f(a1) = 1.a1

f(a2) = 1.a2
.

Vậy a1, a2 là 2 VTR ứng với TR λ2 = 1.
Vì f : R3 −→ R3 nên không còn véc tơ riêng nào khác.

Cho E là cơ sở của KGVT V trên K. Axtt f : V −→ V .
Gọi A là ma trận của f trên trong cơ sở E.
giả sử λ0 là TR của f : ∃x0 6= 0 và f(x0) = λx0.

⇐⇒ [f(x0)]E = λ0[x0]E ⇐⇒ A[x0]E = λ0[x0]E .

Suy ra [x0]E là VTR ứng với TR λ0 của ma trận A.

Trị riêng - véc tơ riêng của ánh xạ tuyến tính
Cho A là ma trận của axtt f : V −→ V trong cơ sở E.

i) Trị riêng A cũng là TR của f và ngược lại.

ii) x0 là VTR của A ứng với TR λ0 thì véc tơ x sao cho [x]E = x0 là
VTR của f ứng với TR λ0:

x = E.x0
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Chú ý:

• TR của axtt và ma trận giống nhau.

• VTR của axtt và ma trận nhìn chung khác nhau.

• Nếu E là cơ sở chính tắc thì VTR của ma trận và axtt giống nhau.

Ví dụ 7.16 Cho ánh xạ tuyến tính f : R3 → R3, biết

f(x) = f(x1, x2, x3) = (5x1 − 10x2 − 5x3, 2x1 + 14x2 + 2x3,−4x1 − 8x2 + 6x3).

Tìm trị riêng, véc-tơ riêng của ánh xạ tuyến tính f .

Bài làm

Chọn E là cơ sở chính tắc. Ma trận của f trong E là A =

 5 −10 −5
2 14 2
−4 −8 6

 .

Tìm TR của A: λ1 = 5, λ2 = 10.

λ1 = 5. Véc tơ riêng v1 =

 5
−2
4

α, α 6= 0.

λ2 = 10. Véc tơ riêng v2 =

−2α− β
α
β

 , α2 + β2 > 0.

Vì E là cơ sở chính tắc nên TR-VTR của A cũng là TR-VTR của f .

Ví dụ 7.17 Cho ánh xạ tuyến tính f : R3 → R3, biết
f(1; 1; 1) = (2; 1; 3), f(1; 0; 1) = (6; 3; 5), f(1; 1; 0) = (−2;−1;−3).
Tìm TR-VTR của axtt f .

Bài làm
Chọn cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0)}. Ma trận của f trong cơ sở E là

A = E−1f(E) =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

2 6 −2
1 3 −1
3 5 −3

 =

 2 2 −2
1 3 −1
−1 1 1

 .

Tìm TR của A: λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = 4. Đây cũng là TR của axtt f .

λ1 = 0 =⇒ VTR của A là x =

α0
α

 , α 6= 0.

Véc tơ riêng của f ứng với TR λ1 là

v1 = Ex =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

α0
α

 =

2α
2α
α

 , α 6= 0.

Tương tự cho trị riêng λ2 và λ3:

v2 =

2α
α
α

 , v3 =

2α
α
2α

 , α 6= 0.

Ví dụ 7.18 Cho axtt f : R3 −→ R3 có ma trận trong cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 1; 2), (1; 2; 1)} là

A =

 2 −2 −1
−2 −1 −2
14 25 14


Tìm TR-VTR của f .
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Bài làm
TR của A là λ1 = 3, λ2 = 6. Đây cũng là TR của f .

λ1 = 3 =⇒ VTR của A là u1 =

 α
−α
α

 , α 6= 0.

VTR của f ứng với TR λ1 là

v1 = E.u1 =

1 1 1
1 1 2
1 2 1

 α
−α
α

 =

 α
2α
0

 , α 6= 0.

Tương tự cho trị riêng λ2 : v2 =

 5α
13α
3α

 , α 6= 0.

Ví dụ 7.19 Cho axtt f : R3 −→ R3 biết f có 3 TR là 2, 1, 0 và 3 VTR tương ứng là (1; 1; 1), (1; 2; 1), (1; 1; 2).
Tìm f(x).

Bài giải
Theo giả thiết ta có:
f(1; 1; 1) = 2(1; 1; 1) = (2; 2; 2), f(1; 2; 1) = 1.(1; 2; 1), f(1; 1; 2) = 0.(1; 1; 2) = 0.
Từ đây suy ra f(x).

7.5 Chéo hóa ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa 7.8 Axtt f : V −→ V gọi là chéo hóa được nếu tồn tại cơ sở B sao cho ma trận của f trong
cơ sở này là ma trận chéo.

Chéo

Định lý 7.9 Axtt f : V −→ V chéo hóa được khi và chỉ khi f có n véc tơ riêng độc lập tuyến tính.
Khi đó cơ sở B gồm các véc tơ riêng.

Các bước chéo hóa ánh xạ tuyến tính:

Bước 1) Chọn 1 cơ sở E của KGVT V . Tìm ma trận A của f trong cơ sở E.

Bước 2) Chéo hóa ma trận A (nếu được).

Bước 3) Kết luận:

i) Nếu A chéo hóa được thì f chéo hóa được và ngược lại

ii) Kết luận: Giả sử A chéo hóa được bởi ma trận P và ma trận chéo D:
Cơ sở B gồm các VTR của f và ma trận chéo cần tìm là D

Ví dụ 7.20 Cho axtt f : R3 −→ R3 biết f(x) = (2x1 − 2x2 − x3;−2x1 − 1x2 − 2x3; 14x1 + 25x2 + 14x3).
Chéo hóa f (nếu được).

Bài làm

Ma trận của f trong cơ sở chính tắc A =

 2 −2 −1
−2 −1 −2
14 25 14

.

TR của A là λ1 = 3, λ2 = 6(BŒS = 2).

λ2 = 6 =⇒ VTR của A là v2 =

−1
−2
8

α : BHH = 1 < BŒS.

A không chéo hóa được do đó f cũng không chéo hóa được.
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Ví dụ 7.21 Cho axtt f : R3 → R3, biết

f(1; 1; 1) = (1;−7; 9), f(1; 0; 1) = (−7; 4;−15), f(1; 1; 0) = (−7; 1;−12).

Chéo hóa f (nếu được).

Bài làm
Ma trận của f trong cơ sở E = {(1; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0)} là

A = E−1f(E) =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

−1 1 −7 −7
−7 4 1
9 −15 −12

 =

 1 −4 −4
8 −11 −8
−8 8 5



Phương trình đặc trưng −λ3−5λ2−3λ+9 = 0⇔ −(λ−1)(λ+3)2 = 0 Với λ1 = 1 =⇒ u1 =

 1
2
−2

α, α 6= 0.

Cơ sở E1 của f ứng với TR λ1 là

v1 = Eu1 =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

 1
2
−2

 =

 1
−1
3



λ2 = −3. Cơ sở E−3 của A là

u2 =

1
1
0

 , u3 =

1
0
1

.

Cơ sở E−3 của f ứng với TR λ2 làv2 = Eu2 =

2
1
2

 , v3 = Eu3 =

2
2
1

 .

Vậy cơ sở cần tìm là B = {(1,−1, 3), (2, 1, 2), (2, 2, 1)} và ma trận của axtt f trong cơ sở B là

D =

 1 0 0
0 −3 0
0 0 −3

 .

Bài tập

Câu 1) Chéo hóa các ma trận sau (nếu được):

a) A =

−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3

 ,

TR : 1, 2, 3.

b) A =

4 2 2
2 4 2
2 2 4

 ,

TR : 2, 8.

c) A =

2 2 −1
1 3 −1
1 −1 0

 ,

TR : 0, 1, 4.

d) A =

4 0 −2
2 5 4
0 0 5

 ,

TR : 5, 4.

e) A =

 7 4 16
2 5 8
−2 −2 −5

 ,

TR : 3, 1

f) A =

 0 −4 −6
−1 0 −3
1 2 5

 ,

TR : 2, 1.

Câu 2) Chứng minh rằng nếu A chéo hóa và khả nghịch thì A-1 cũng chéo hóa và khả nghịch.

Câu 3) Chứng tỏ nếu ma trận vuông A cấp n có n VTR độc lập tuyến tính thì ma trận AT cũng có n VTR
độc lập tuyến tính.

Câu 4) Chứng tỏ nếu B đồng dạng với A và A chéo hóa được thì B cũng chéo hóa được.

Câu 5) Cho ánh xạ tuyến tính f : R2 → R2. f(x1;x2) = (x1 + 2x2; 2x1 + 4x2).
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(a) Tìm cơ sở và số chiều của imf và kerf .

(b) Tìm tất cả các TR và VTR của f .

(c) Chéo hóa f (nếu được).

(d) Tính A20
E .

Câu 6) Cho axtt f : R3 → R3. E = {e1 = (1; 1; 0); e2 = (2; 1; 1); e3 = (1; 0; 2)} là cơ sở của R3. f(e1) =
(0; 0; 4), f(e2) = (1; 3; 8), f(e3) = (3; 5; 6)}.

(a) Tìm f(x), cơ sở và số chiều của nhân và ảnh.

(b) Tìm tất cả các TR và véc tơ riêng của f .

(c) Tìm ma trận B sao cho B3 = AE0 .

(d) Chéo hóa f (nếu được).
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Chương 8

Dạng toàn phương

Nội dung

• Định nghĩa dạng toàn phương

• Đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc

• Phân loại dạng toàn phương

8.1 Định nghĩa

Định nghĩa 8.1 Dạng toàn phương trong Rn là một hàm thực f : Rn → R,

∀x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn : f(x) = xT .A.x,

trong đó A là ma trận đối xứng thực và được gọi là ma trận của dạng toàn phương (trong cơ sở chính tắc).

Ví dụ 8.1

Cho x =

(
x1
x2

)
, A =

(
2 −3
−3 4

)
. Ma trận của dạng toàn phương trong R2 là

xTAx =
(
x1 x2

)( 2 −3
−3 4

)(
x1
x2

)
= 2x21 − 6x1x2 + 4x22.

Dạng toàn phương trong R3 thường được ghi ở dạng

f(x) = f(x1, x2, x3) = Ax21 +Bx22 +Cx23 + 2Dx1x2 + 2Ex1x3 + 2Fx2x3.

Ma trận của dạng toàn phương lúc này là ma trận đối xứng

M =

 A D E
D B F
E F C



Ví dụ 8.2 Cho dạng toàn phương trong R3 : f(x) = 2x21 − 3x22 + 4x23 − 2x1x2 + 6x1x3.

Ma trận của dạng toàn phương là A =

 2 −1 3
−1 −3 0
3 0 4

. Dễ dang kiểm tra f(x) = xTAx.
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8.2 Đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc

Cho dạng toàn phương f(x) = xTAx, x ∈ Rn.
A là ma trận đối xứng thực nên chéo hóa được bởi ma trận trực giao P và ma trận chéo D: A = PDP T .
Khi đó f(x) = xTAx = xTPDP Tx = (P Tx)T .D.(P Tx).
Đặt y = P Tx⇐⇒ x = Py, ta được

f = yTDy = λny
2
n + λny

2
n + · · ·+ λny

2
n

Dạng toàn phương yTDy gọi là dạng chính tắc của
dạng toàn phương xTAx.

Dạng toàn phương f(x) = xTAx luôn đưa được về dạng chính tắc
f = yTDy bằng cách chéo hóa trực giao ma trận A.

Phép biến đổi x = Py như trên gọi là phép biến đổi trực giao.

Thuật toán phép biến đổi trực giao:

Bước 1: Viết ma trận A của dạng toàn phương (trong cơ sở chính tắc).

Bước 2: Chéo hóa A bởi ma trận trực giao P và ma trận chéo D.

Bước 3: Kết luận: dạng chính tắc cần tìm là f = yTDy.

Phép biến đổi cần tìm x = Py.

Ví dụ 8.3 Đưa dạng toàn phương

f(x1, x2, x3) = −4x1x2 − 4x1x3 + 3x22 − 2x2x3 + 3x23

về dạng chính tắc bằng phép biến đổi trực giao. Nêu rõ phép biến đổi.

Bài làm

Ma trận của dạng toàn phương A =

 0 −2 −2
−2 3 −1
−2 −1 3


p(λ) = −λ3 + 6λ2 − 32 =⇒ TR : λ1 = −2, λ2 = λ3 = 4.

Với λ1 = −2, ta có P∗1 =


2√
6
1√
6
1√
6

 .

Với λ2 = λ3 = 4, ta có P∗2 =

 −
1√
5

2√
5

0

 , P∗3 =

 −
2√
30

− 1√
30

5√
30

 .

Do đó ma trận trực giao P =


2√
6
− 1√

5
− 2√

30
1√
6

2√
5
− 1√

30
1√
6

0 5√
30

 .

Dạng chính tắc f = −2y21 + 4y22 + 4y23 và phép biến đổi tương ứng x = py.

Định nghĩa 8.2 Phép biến đổi x = Py gọi là phép biến đổi không suy biến nếu P là ma trận không suy
biến.
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Thuật toán Lagrange

Bước 1) Chọn 1 số hạng x2k có hệ số khác không.

Lập thành 2 nhóm: 1 nhóm gồm tất cả các số hạng chứa xk,
nhóm còn lại không chứa xk.

Bước 2) Trong nhóm đầu tiên: lập thành tổng bình phương.

Như vậy, ta sẽ được 1 tổng bình phương và 1 dạng toàn phương
không chứa xk.

Bước 3) Sử dụng bước 1, 2 cho dạng toàn phương không chứa xk.

Chú ý: Nếu trong dạng toàn phương không có số hạng x2k, thì ta chọn số hạng xi.xj có hệ số khác 0. Đổi
biến 

xi = yi + yj

xj = yi − yj
xk = yk, k 6= i, j.

Ví dụ 8.4 Đưa dạng toàn phương f(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 − 7x23 − 4x1x2 + 8x1x3 về dạng chính tắc bằng
phương pháp Lagrange.

f(x) = [x21 − 4x1(x2 − 2x3)] + [2x22 − 7x23]
= [x21 − 4x1(x2 − 2x3) + 4(x2 − 2x3)

2]−4(x2 − 2x3)
2 +2x22−7x23 = (x1 − 2x2 + 4x3)

2−2x22 +16x2x3−23x23
Làm tương tự cho phần không chứa x1:

−2x22 + 16x2x3 − 23x23 = −2(x22 − 8x2x3 + 16x23) + 9x23 = −2(x2 − 4x3)
2 + 9x23.

=⇒ f(x) = (x1 − 2x2 + 4x3)
2−2(x2 − 4x3)

2 + 9x23.
y1 = x1 − 2x2 + 4x3
y2 = x2 − 4x3
y3 = x3

→


x1 = y1+ 2y2+ 4y3
x2 = y2+ 4y3
x3 = y3

Dạng chính tắc cần tìm là f(x) = g(y) = y21 − 2y22 + 9y23.

Ví dụ 8.5 Đưa dạng toàn phương f(x) = x21 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x22 + 16x2x3 + 4x23 về dạng chính tắc bằng
thuật toán Lagrange.

Bài làm
f(x) = [x21 + 4x1(x2 + x3)] + 4x22 + 16x2x3 + 4x23
= (x1 + 2x2 + 2x3)

2 − 4(x2 + x3)
2 + 4x22 + 16x2x3 + 4x23 = (x1 + 2x2 + 2x3)

2 + 8x2x3. Phần còn lại không

có số hạng bình phương, ta đặt


x1 + 2x2 + 2x3 = y1

x2 = y2 + y3

x3 = y2 − y3


x1 = y1 + 4y2

x2 = y2 + y3

x3 = y2 − y3
.

Dạng chính tắc cần tìm là f = y21 + 8y22 − 8y23
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8.3 Phân loại dạng toàn phương

Phân loại dạng toàn phương . Dạng toàn phương f(x) = xTAx được
gọi là

• xác định dương, nếu ∀x 6= 0 : f(x) > 0.

• xác định âm, nếu ∀x 6= 0 : f(x) < 0.

• nửa xác định dương, nếu ∀x : f(x) > 0, ∃x0 6= 0 : f(x0) = 0.

• nửa xác định âm, nếu ∀x : f(x) 6 0, ∃x0 6= 0 : f(x0) = 0.

• không xác định dấu, nếu ∃x1, x2 : f(x1) < 0, f(x2) > 0.

Ví dụ 8.6 Phân loại dạng toàn phương f(x) = x21 + 5x22 + 4x23 − 4x1x2 − 2x2x3.

Dùng thuật toán Lagrange: f(x) = (x1 − 2x2)
2 + (x2 − x3)2 + 3x23 ≥ 0

f(x) = 0⇐⇒


x1 − 2x2 = 0
x2 − x3 = 0

x3 = 0
⇔ x = 0.

Vậy f(x) là dạng toàn phương xác định dương.

Tính chất Cho dạng toàn phương ở dạng chính tắc

f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λny

2
n

• Nếu λk > 0,∀k thì f xác định dương.

• Nếu λk < 0,∀k thì f xác định âm.

• Nếu λk > 0,∀k, ∃λi = 0 thì f nửa xác định dương.

• Nếu λk 6 0,∀k, ∃λi = 0 thì f nửa xác định âm.

• Nếu ∃λi > 0, λj < 0, i 6= j thì f không xác định dấu.

Định nghĩa 8.3 Giả sử dạng toàn phương đưa về chính tắc được:

f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

Số các hệ số dương được gọi là chỉ số dương quán tính.
Số các hệ số âm được gọi là chỉ số âm quán tính.

Luật quán tính Chỉ số dương quán tính, chỉ số âm quán tính của
dạng toàn phương là những đại lượng bất biến không phụ thuộc
vào cách đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc.

Định nghĩa 8.4 (Định thức con chính) .Cho ma trận vuông A.
Tất cả các định thức con tạo nên dọc theo đường chéo chính được gọi là định thức con chính cấp 1, 2, . . . , n.

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann


Các định thức con chính ∆1 = |a11|,∆2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ,∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , . . . ,∆n = det(A).
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Tiêu chuẩn Sylvester Cho dạng toàn phương f(x) = xTAx

i) f(x) xác định dương khi và chỉ khi ∆i > 0,∀i = 1, 2, . . . , n.

ii) f(x) xác định âm khi và chỉ khi (−1)i∆i > 0,∀i = 1, 2, . . . , n.

Ví dụ 8.7 Phân loại dạng toàn phương f(x) = 5x21 + x22 + 5x23 + 4x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3.

Bài làm

Ta có ma trận của dạng toàn phương f là A =

 5 2 −4
2 1 −2
−4 −2 5


Vì ∆1 = 5 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣ 5 2
2 1

∣∣∣∣ = 1 > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
5 2 −4
2 1 −2
−4 −2 5

∣∣∣∣∣∣ = 1 > 0.

Vậy f xác định dương theo tiêu chuẩn Sylvester.

Ví dụ 8.8 Cho dạng toàn phương f(x) = −5x21 − x22 −mx23 − 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.
Với giá trị nào của m thì dạng toàn phương f xác định âm.

Bài làm

Ma trận của dạng toàn phương f là A =

 −5 −2 1
−2 −1 1
1 1 −m

.

∆1 = −5 < 0, ∆2 =

∣∣∣∣ −5 −2
−2 −1

∣∣∣∣ = 1 > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
−5 −2 1
−2 −1 1
1 1 −m

∣∣∣∣∣∣ = −m+ 2.

f xác định âm khi và chỉ khi 
∆1 < 0,

∆2 > 0,

∆3 < 0

⇐⇒ −m+ 2 < 0⇐⇒ m > 2.

Ví dụ 8.9 Tìm m để dạng toàn phương sau không xác định dấu

f(x) = x21 + 5x22 +mx23 − 4x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3.

Bài làm
f(x) = (x21 − 4x1x2 + 6x1x3) + 5x22 +mx23 + 2x2x3
= (x1 − 2x2 + 3x3)

2 + x22 + 14x2x3 + (m− 9)x23 = (x1 − 2x2 + 3x3)
2 + (x2 + 7x3)

2 + (m− 58)x23.
f(x) không xác định dấu khi và chỉ khi có ít nhất một hệ số âm và một hệ số dương ⇐⇒ m < 58.
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Đề ôn tập - 1

Câu 1) Cho hai ma trận A =

 2 2 1
2 5 3
2 3 5

 và B =

 3 1 2
−1 2 4
2 6 3

 . Tìm ma trận X thỏa AX −X = BT

Câu 2) Trong R4 cho không gian con U =< (1, 1, 2, 2), (2,−1, 1, 0) >, z = (1, 2, 3, 1).

(a) Tìm cơ sở và số chiều U⊥.

(b) Tìm hình chiếu của z xuống U⊥.

Câu 3) Trong R4 cho 2 không gian con

U =< (1, 1,−2, 1), (1, 2, 1, 0) >

V :

{
x1 + 2x2 + 3x3 − 5x4 = 0
2x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0

(a) Tìm cơ sở và số chiều của U ∩ V.
(b) Tìm cơ sở và số chiều của U + V .

Câu 4) Trong R2 : x = (x1, x2), y = (y1, y2). Xét tích vô hướng (x, y) = 2x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x2y2.
Tính khoảng cách giữa 2 véctơ u, v với u = (2,−1), v = (1, 3).

Câu 5) Cho ánh xạ f : R3 → R3, biết ma trận của f trong cơ sở E = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)} là

A =

 1 −2 1
3 2 0
−1 3 4

 . Tìm f(4, 3, 6)

Câu 6) Cho ma trận cấp 3

A =

 0 2 2
−1 −3 −2
1 5 4


Tìm một ma trận B ∈M3(R) sao cho B3 = A.

Đề ôn số 2

Câu 1) Cho A =

 1 −1 0
−1 2 1
3 −3 1

 , B =

−2 3 −6
1 −2 5
3 0 7

. Tìm ma trận X thỏa 3I +AX = BT .

Câu 2) Tìm tất cả các nghiệm của hệ phương trình
2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = −1

x1 + 2x2 + x4 = 0

x1 + x2 + x3 + x4 = 3

vuông góc với véc tơ u = (1; 1; 1; 0).

Câu 3) Trong R4, cho 2 không gian con F =< (1; 2; 1; 1); (2; 3;−1; 2) >,G =< (−3; 1; 2; 1), (−5; 10; 7; 7) >.
Tìm cơ sở và số chiều của F ∩G.

Câu 4) Trong R3, cho tích vô hướng

(x, y) = 3x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 5x2y2 + x3y3, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3)

và không gian con F =< (1;−1; 2) >. Tìm hình chiếu của véc tơ x = (2; 0; 1) xuống F .

T.S.Đặng Văn Vinh Trang 77



8.3. PHÂN LOẠI DẠNG TOÀN PHƯƠNG ĐHBK TPHCM

Câu 5) Cho ánh xạ tuyến tính f : R3 −→ R3 thỏa

f(1; 2; 1) = (2;−1; 3), f(2; 3; 0) = (−3; 2; 5), f(1; 3; 2) = (5;−3;−2).

(a) Tìm cơ sở và số chiều của ker f và =f .
(b) Tìm ma trận của f trong cơ sở E = {(1; 2; 1), (2; 3; 0), (1; 3; 2)}.

Câu 6) Cho ma trận A =

 3 −2 3
−1 a −3
2 −4 b

 và x =

 1
−1
−1

. Tìm a, b để x là véc riêng của A. Chéo hóa A

với a, b vừa tìm được.

Đáp số

Đề 1

1. X =

20 −9 −10
−6 2 5
−5 4 2


2. (a) Cơ sở của U⊥ là {(−1;−1; 1; 0), (−2;−4; 0; 3)}.

(b) PrU⊥(z) =
7

17
(0; 2; 2;−3).

3. (a) Cơ sở U + V là {(1; 1;−2; 1), (0; 1; 3;−1), (0; 0;−9; 5)}
(b) Cơ sở U

⋂
V là {(2; 3;−1; 1)}.

4. d(u, v) =
√

34.

5. f(4; 3; 6) = (22; 26; 21)

6. B =

 0 1 1
−1 −1 −1
1 1 2

 .

−1 0 0
0 0 0

0 0 3
√

2

 .

 0 1 1
−1 −1 −1
1 1 2

−1 .
Đề 2:

1. X =

−16 −5 11
−11 −6 8

9 2 −5

.

2. x = (−1; 0; 1; 2)α,∀α ∈ R.

3. Cơ sở F ∩G là {(4; 7; 1; 4)}.

4. Hình chiếu là
4

8
(1;−1; 2).

5. (a) Cơ sở của =f là {(2;−1; 3), (0, 1, 19)}. Cơ sở của ker f là {(48; 76; 9)}.

(b) Ma trận của f trong cơ sở E là

 25 −11 36
−6 0 −6
−11 8 −19

.

6. a = 0, b = 4. D =

−2 0 0
0 −2 0
0 0 7

 , P =

2 3 −1
1 0 1
0 −1 −2

.
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