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CHUONG I: DPAO HAM VA VI PHAN

1: Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc
« 2:DPao ham riéng

« 3: Khaviva Viphan

 4:DPao ham riéng va vi phan ham hop
 5:Pao ham riéng va vi phan ham an

 6: Cong thwrc Taylor — Maclaurint

» 7: Cyec tri ham nhiéu bién : Cwc tri tw do, cwc tri
c6 diéu kién, GTLN-GTNN trong mién dong



1 : Cac khai niém co ban — Gi¢&i han va lién tuc

Pinh nghia ham 2 bién : Cho D |a tap con cla R?
Ham 2 bién f(x,y) la anh xa f: D - R

(x,y)a f(x,y)= z

Mién xac dinh cla ham |a tat ca cac gia tri cua (x,y)
lam biéu thirc cua ham cé nghia

Mién gia tri cia ham la tap cac gia tri ma ham co6 thé
nhan dwoc




1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Viduy : Tim MXD, MGT cla ham t(x,y)= /s- x’- y°
MXD la hinhtron D = {(x,y)I R :x "+ y £ 9}
MGT la doan [0,3]

MXD 3

Y\\ e
-




1 : Cac khai niém co ban — Gi&i han va lién tuc

\/x+ y + 1

X -1

Vidu: Cho ham f(x,y)=

Tinh f(2,1) va tim MXD cda f

Giai : x+y+1=0
a.f(2,1) =2 Y A
b. MXD : /

Ta lay nlra mat

phang phia trén
dwdng thang x+y+1
= 0 va bo di toan bd
dwong x = 1




1 : Cac khai niém co ban — Gi&i han va lién tuc

Cho f(x, y) la ham 2 bién v&i MXD [a D. D thi cla f la

tap tat ca cac diém M(x, y, 2)eR3, véi (x, y)eD, z = f(x,

y)
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< D06 thj ham z = f(x, y) 1a phan mat S, khac v&i dd

thi ham 1 bién y = f(x) la phan dwdng cong.




1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Hinh tron mé tam M(x,,y,), ban kinh r — ki hiéu
B(M,,r) la tap

B(M,,r)={MI R :d(M,M )< r}

{oxy)i RT iy X))+ (v - ¥y’ < r }

Hinh tron mé nay con dwoc goi la moét r - lan can
cua diem M



1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Cho tap D va 1 diém M thudc R2. Ta dinh nghia 2
loai diém nhw sau :

Piem trong : M goi la diém trong cGa D néu ton tai
it nhat r>0 sao cho r- lan can cua M la B(M,r) nam
hoan toan trong D.

Piem bién : M goi la diém bién cta D néu v&i moi
>0, hinh cau mé& B(M,r) chira nhirtng diém thudc D
va nhirng diém khéng thuéc D.



1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Tap D dwoc goi la tap déng néu D chira moi diém bién
cla nd. Tap cac diém bién cta D goi la bién cta D

Tap D dwoc goi la t‘ép mé néu R2\D 14 tap dong, khi Q’é,
moi diém thudc D déu la diém trong, D khong chtra bat
ky diém bién nao

Tap D dwo"c goi 1a tap bi chan néu né dwoc chlra trong
mot hinh cau nao do, ticla sr:pD i B(O,1)

Nhw vay, cé nhirng tap chi chvra 1 phan bién ma
khéng chira toan bd bién nén sé la tap khéng mo,
khong dong.



1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Vi du : Cho D la phan hinh cau

D = {(x,y.,z)I R :x°+ vy + z2°< 4}

Bién cla D 1a toan bd mat cau x2+ y2+z2= 4, do do
D khéng chiva bat ky diém bién nao tirc 1a moi diém
thuéc D déu la diém trong. Vay D la tap me&

Vi du : Cho hinh vanh khan
D = {(x,y)I R°:1£ x°+ y°¢ 4}

Bién cua D la 2 dwong tron x2 + y?=1 va x?+y? = 4
nam hoan toan trong D nén D la tap dong



1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Vi du : Trong R2 cho mién D
D = {(x,y)]I R°:x+ y<3,x3 0,y?3 0}

Bién cua D la 3 doan OA,
OB, AB. Mién D khong
chira doan AB tic la D

khdng chira moi diém bién C
nén D khong la tap dong.

O\/A ]

Tuy nhién, D khéng la tap mo vi D chira cac diém
bién thudéc doan OA, OB

Tap D la tap bi chan vi ta c6 thé l1ay dwdng tron ngoai
tiép D chira D (dworng tron tam | 1a trung diém AB, ban
kinh r = 1/2AB) tirc 1a D nam hoan toan trong 1 hinh
cau mo



1 : Cac khai niém co ban — Gi¢i han va lién tuc

Ham lién tuc : Ham f(x,y) dwgc goi la lieén tuc tai (X,,Y,)
neuf (X,,Yo) Xac dinhva  lim  f(x,y)= f(x,,y,)

(x,y)® (X45.Y¢)

Ham lién tuc trén mién D néu ndé lién tuc tai moi
dieém thuoéc mién D

Tdng, tich, thwong cha 2 ham lién tuc 1a ham lién tuc
Hop cua 2 ham lién tuc [a mét ham lién tuc

Cac ham so cap lién tuc tai moi diém thudc MXD




2 : Dao ham riéng

Pinh nghia dao ,hém rieng: Cho ham 2 bién f(x,y),
dao ham theo bién x clia ham f tai diém (x,,y,) la
giol han (néu co)

f f X t DX1 B f X .
fX¢(XO’y0): L(XO’yO): Ilm ( 0 yO) ( 0 yo)
ﬂX Dx® 0 D x

Twong tw, ta c6 dinh nghia dao ham riéng cua ham
f theo bién y

Quy tac: Khi tinh dao ham riéng cdia ham f(x,y)
theo bién x, ta coi y l1a hang so




2 : Dao ham riéng

Vi du: Tinh dao ham riéng cua cac ham sau:
a. f(x,y):\/x2 + y2

X
CoSs —

b. f(x,y)=e °

c. f(x,y,z)=In(x+e’ )+ xyz

Giai : o f 6= X s y
\/X2+ y© \/x2+ y "~
cos— x 1 cos— X X
b. fx¢: e (- sin —)—,fy¢: e (- sin—)(- —)
y'y y y
1 e’
c. f ¢= o yz,fy¢: o xz,f £= xy

X+ € X + €




2 : Dao ham riéng

Vidyu: Choham¢(x,y)= 3/x*+ y* Tinh f,, f, tai (0,0)

Giai :
Néu tinh bang cach thong thwérng, ta sé khéng tinh
dwoc dhr tai djém dac biét (0,0). Do do, ta sé tinh
cac dhr trén bang dinh nghia

~ f(Dx,0)- f(0,0)  Dx’- 0
fx¢(0,0): lim = |im = 1
Dx® 0 D X DXx® 0 D x

Vi vai tré cua x, y nhw nhau trong ham f nén ta
cung co f,(0,0) =1




2 : Dao ham riéng

Vi du : Tinh cac dhr cua ham f(x,y,z) = (¥/,)?
Gidi: Tatinh 3 dhr ciia ham 3 bién
Pé tinh dhr cla f theo x hodc vy, ta viét lai
f(x,y,z) = y?.x?
roi tinh dao ham binh thwong

Lay dhr theo x: v%, z la hang so nén: f’, = yz.(-z)x %1
Twong ty: 1 = zy='x~
Cudi cuing, tinh dhr theo z thi ta s& dé nguyén ham
ban dau vi Y/, la hang sé nén : T, = (¥/,)*In(¥/,)




2 : Dao ham riéng

Y nghia hinh hoc ctia dao ham riéng cia ham f(x,y)
tai (a,b):

Goi S la mat cong z=f(x,y)
C, la giao cua S va mat
phang y = b thi dao ham

(SN
>

f.’(a,b) 1a hé so goc cla
tiép tuyén T, hay 1a hé so
goc cua mat S theo
phwong Ox tai P(a,b,c)

(a, b, 0)

Twong tw, hé s6 goc cla tiép tuyén T, tirc 1a hé so
goc cua mat S theo phwong Oy la f' (a,b)



2 : Dao ham riéng

Dao ham cap 2 ctua ham f(x,y) 1a dao ham cua dao

ham cap 1:
Dao ham Cap fxgg(xo’yo): ﬂ fz(xo’yo): fx¢(fx¢)(xo’y0)
2 theo x: R
Pao ham cap 1°f
: f V)= v )= f«f ,
2 theo y: JE(X .Y ) qy° (Xg:¥ ) ATA (XY )

Pao ham cap q°f

2 hon hop: FE(X,.Y ) = «yx

(Xg:Yo) = FAEAD(X,Y,)




2 : Dao ham riéng

Dinh Iy Schwartz : Néu ham f(x,y) va cac dao ham
rieng f',, '\, 'y, f'yx tON tai va lién tuc trong mién mo
chtra (Xq,Yo) thi ', (X0,Y0) = F'yx(X0:Yo)

Ghi chu :

1. Doi v6i cac ham so cap thuong gép, dinh ly
Schwartz dung tai cac diém ton tai dao ham

2.Dinh ly Schwartz con dung cho cac dao ham riéng
ttr cap 3 tré 1én. Tire la cac dao ham riéng hén
hop bang nhau khi s6 Ian 1ay dao ham theo mai
bién bdng nhau, ma khéng phu thudc vao thir tu
|4y dao ham theo céc bién




2 : Dao ham riéng

Vi du: Tinh dao ham riéng dén cap 2 clia ham

f(x,y)= sin(e + e’)

Giai :
Ham 2 bién nén ta tinh 2 dao ham riéng cap 1

ff= e cos(e + e’ )ff=e cos(e +e’)
va 4 dao ham riéng cap 2

— X A X y X . X VAR
f&= e gcos(e + e )- e sin(e” + e )3,
f &= eyg.cos(ex+ e’)- e’ sin(e” + ey)g,

o — Xyé I X+ YyNu
fxﬁyﬁé fyszxté e e S sin(e e )ﬁ



2 : Dao ham riéng

Twong tw, ta cd cac dao ham riéng cap (n+1) 1a dao
ham cua dao ham cap n

Vi du: Tinh dao ham

f(x,y) = x2y — 3ex*y

riéng cap 3 cla ham:

Giai:
2 dao ham riéng cap 1:

4 dao ham riéng cap 2 :

8 dao ham riéng cap 3:

+ 2 +
f¢= 2xy - 3e " ,f¢= x - 3e "’
_ X+ y _ X+ y
f&= 2y - 3e ,fy@é— 3e ,
_ _ X+ y
fxszyié— fyg¢— 2 X 3e
fg¢ = -3e" " Y i@ =2- 37V - t@ =g
X X X X XY Y X X
fg = -3e " Y i@ =-3e""Y - t@ = fu
yyy yyX yxy Xy



2 : Dao ham riéng

Ghi nho: Bao ham riéng cap cao hc'“S,n hop bang nhau
neu so lan lay dao ham theo cac bién bang nhau
(knong ké dén thw tw lay dao ham theo tirng bién)

Vi du: Cho ham f(x,y,z) = xcosy — 2ysinz. Tinh dao
ham riéng cap 2.

3 dao ham cap 1:
fé= cosy,fy¢: - Xxsiny - 2sinz,f¢= - 2y cosz

9 dao ham cap 2

N

O,fxsgé: - siny = fysgé,fxgé: 0= f4g,

fyfgé: - xcosy,fygé: - 2Cc0Ssz = fzgt,fzgé: 2y sin z




