
CHƢƠNG IV: TÍCH PHÂN MẶT

1. TÍCH PHÂN MẶT LOẠI 1

1. TÍCH PHÂN MẶT LOẠI 2



Tích phân mặt loại 1

Định nghĩa : Cho hàm f(x,y,z) trên mặt S. Chia S 

thành n phần tùy ý không dẫm lên nhau. Gọi tên và 

diện tích của mỗi mặt đó là ΔSk, k=1, 2, .. , n . Trên 

mỗi mảnh đó ta lấy 1 điểm Mk tùy ý và lập tổng  
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Cho max(dΔSk) → 0 (dΔSk là đƣờng kính của 

mảnh Sk), nếu tổng trên dần đến 1 giới hạn hửu 

hạn thì ta gọi đó là tp mặt loại 1 của hàm f(x,y,z) 

trên mặt S, kí hiệu là 
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Tích phân mặt loại 1

Tính chất : 

Diện tích mặt S đƣợc tính bởi 
S

S d s= òò

( )

S S S

f g d s fd s g d sl m l m+ = +òò òò òò

Nếu mặt S đƣợc chia thành 2 mặt không dẫm lên 

nhau là S1 và S2 thì 
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S S S

fd s fd s fd s= +òò òò òò



Tích phân mặt loại 1

Cách tính:  

2 2
( , , ) ( , , ( , ) ) 1

x y

x y

S D

f x y z d s f x y z x y z z d x d y¢ ¢= + +òò òò

Trong đó : 

Dxy là hình chiếu của S xuống mặt phẳng Oxy (z=0)

Từ pt mặt S là F(x,y,z)=0 ta rút ra z theo x, y để 

đƣợc z=z(x,y)

Biểu thức 2 2
1

x y
z z d x d y d s¢ ¢+ + = đƣợc gọi là vi 

phân của mặt S



Tích phân mặt loại 1

Ví dụ 1: Tính tích phân I1 trên mặt S là phần mặt 

nón z2=x2+y2 với 0≤z≤1 của hàm f(x,y,z)=x+y+z

Hình chiếu của S xuống mp z=0 là Dxy : 0≤x2+y2≤1 

Pt mặt S (z dƣơng) 2 2
z x y= +
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Suy ra: 2d s d x d y= Vậy: 
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Tích phân mặt loại 1
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1

2

3
I

p
=



Tích phân mặt loại 1

Ví dụ 2: Tính tích phân I2 của hàm f(x,y,z)=x+2y+3z 

trên mặt S là mặt xung quanh tứ diện x=0, y=0, z=0, 

x+2y+3z=6 

O

A

B

C Mặt S gồm 4 mặt nên tp I2
cũng đƣợc chia làm 4 tp

2 1

( 0 )

( 2 3 )
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I fd s y z d y d z

= D
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Vì mặt x=0 nên x’y=x’z=0 →

ds=dydz, chiếu xuống mp 

x=0 ta đƣợc Dyz: ΔOBC



Tích phân mặt loại 1

O

A

B

C Tƣơng tự, tp trên 2 mặt tọa 

độ còn lại

2 2

( 0 )

( 3 )

y O A C

I fd s x z d x d z

= D

= = +òò òò
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z O A B

I fd s x y d x d y

= D

= = +òò òò

Cuối cùng, trên mặt x+2y+3z=6 (mp(ABC)). Ta 

chiếu xuống mp z=0 thì Dxy: ΔOAB , vi phân mặt :  

2 1
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3 3
z y x= - -

4 1 1 4
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Tích phân mặt loại 1

Do đó: 2 4

( 2 3 6 )

1 4
6 .

3
x y z O A B

I fd s d x d y

+ + = D

= =òò òò

2 2 1 2 2 2 3 2 4
I I I I I= + + +



Tích phân mặt loại 1

Ví dụ 3: Tính tp I3 của hàm f(x,y,z)=x2+y2+2z trên 

mặt S là phần hình trụ x2+y2=1 nằm trong hình cầu 

x2+y2+z2=2

Chú ý: Ta không thể chiếu S xuống mp z=0 đƣợc vì 

cả mặt trụ x2+y2=1 có hình chiếu xuống mp z=0 chỉ 

là 1 đƣờng tròn x2+y2=1

Chiếu S xuống mp x=0 hay y=0 đều nhƣ nhau. Ta 

sẽ tìm hình chiếu của S xuống mp x=0 bằng cách 

khử x từ 2 pt 2 mặt và đƣợc Dyz: y
2≤1, z2 ≤ 1

Khi đó, ta viết x theo y, z từ pt mặt S:  2
1x y= ± -



Do pt cả 2 mặt đều chẵn đối với x nên mặt S nhận 

x=0 là mặt đối xứng. Hơn nữa, hàm dƣới dấu tp 

cũng là hàm chẵn với x nên ta sẽ tính tp trên phần 

mặt S với x>0 rồi nhân đôi.

Tích phân mặt loại 1
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Tích phân mặt loại 1

Ví dụ 4: Tính diện tích S4 của phần mặt paraboloid 

y=1-x2-z2 nằm phía trên mp y=0

Với y≥0, ta đƣợc hình chiếu xuống mp y=0 của 

paraboloid là Dxz : x2+z2≤1

Pt mặt S: 2 2
2
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Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Vecto Gradient: Cho mặt cong S có pt là F(x,y,z)=0. 

Ta gọi vecto gradient của hàm F tại điểm M là vecto

( )( ) ( ) , ( ) , ( )
x x x

F M F M F M F M¢ ¢ ¢Ñ =

Mặt cong S đƣợc gọi là mặt trơn nếu các đạo hàm 

riêng F’x, F’y, F’z liên tục và không đồng thời bằng 0 

trên S tức là vecto gradient của F liên tục và khác 0

Khi mặt S đƣợc cho bởi pt z=z(x,y) thì ta đặt 

F(x,y,z) = z-z(x,y) = 0 ( , )x y DÎ

Lúc đó, mặt S trơn nếu các đạo hàm riêng z’x, z’y
liên tục trên D



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Mặt định hƣớng : Mặt S đƣợc gọi là mặt định hƣớng 

hay là mặt 2 phía nếu tại điểm M bất kỳ của S xác 

định đƣợc vecto pháp đơn vị             sao cho hàm 

vecto             liên tục trên S( )n M

ur ( )n M

ur

Khi ta chọn 1 hàm vecto xác định, ta nói ta đã định 

hƣớng xong mặt S, vecto đã chọn là vecto pháp 

dƣơng. Phíc tƣơng ứng của mặt S là phía mà khi ta 

đứng trên phía ấy, vecto pháp ứng từ chân lên đầu

Mặt S trơn cho bởi pt F(x,y,z) là mặt định hƣớng 

đƣợc với pháp vecto đơn vị là

| |

F
n

F

Ñ
= ±

Ñ

ur



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Pháp vecto đơn vị trên còn có thể viết bằng cách 

khác: (c o s , c o s , c o s )n a b g=

ur

Trong đó α, β, γ lần lƣợt là góc tạo bởi nửa dƣơng 3 

trục Ox, Oy, Oz với pháp vecto 

Để xác định pháp vecto của mặt S với pt là F(x,y,z)=0, 

ta sẽ làm theo 3 bƣớc sau:

1.Tính 

2.Xác định 1 trong 3 góc α, β, γ xem góc là nhọn hay 

là tù để suy ra 1 trong 3 tọa độ của pháp vecto là 

dƣơng hay âm

3.Xác định dấu của pháp vecto 

( , , )
x y z

F F F F¢ ¢ ¢Ñ =



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Ví dụ 1: Tính pháp vecto của mặt S với S là phía 

trên mặt phẳng x+2y+4z=8

2

8

4

Hƣớng của mặt S là phía trên 

tức là vecto pháp cùng hƣớng 

với nửa dƣơng trục Oz, nên:

( , )
2

g O z n
p

g = <

uur ur

→ cosγ>0

Pt mặt S: F(x,y,z) = x+2y+4z-8(=0)

→

n

ur

Vậy dấu cần lấy là “+’ để tọa 

độ thứ 3 là dƣơng. 
1

(1, 2 , 4 )
2 1

n = +

ur

(1, 2, 4 )FÑ =



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Ví dụ 2: Cho S là phía trên của nửa mặt cầu 

x2+y2+z2=R2, z≥0. Tính pháp vecto của S

Cho S là phía trên tức là pháp 

vecto cùng hƣớng với nửa 

dƣơng trục Oz, suy ra góc γ≤π/2 

nên cosγ>0

Pt mặt S là      

F(x,y,z)=x2+y2+z2-R2 (=0) 

Vì mặt S chỉ tính với z dƣơng 

nên ta chọn dấu “+” để tọa độ 

thứ 3 của pháp vecto dƣơng
( , , )x y z

n
R

= +

ur

( 2 , 2 , 2 )F x y zÑ =



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Với x≥0: thành phần thứ nhất dƣơng tức là cosα≥0

Với y≥0: cosβ≥0 → β≤π/2 và y≤0: cosβ≤0 → β≥π/2

Khi đó, 2 góc α, β là nhọn 

hay tù sẽ phụ thuộc vào 

x, y là dƣơng, hay âm

( , , )x y z
n

R
= +

ur

→ α≤π/2 và x≤0: cosα≤0 → α≥π/2



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Ví dụ 3: Tính pháp vecto của mặt S là phía ngoài 

mặt trụ x2+y2=1

Pháp vecto hƣớng ra phía 

ngoài, ta sẽ so với nửa dƣơng 

trục Oy, thì β≤π/2 → cosβ≥0

Pt mặt S: F(x,y,z)=x2+y2-1(=0)

Ta chọn dấu sao cho khi y>0 thì thành phần thứ 2 của 

vecto cũng dƣơng tức là chọn dấu “+”

Rõ ràng, S là mặt trụ song song 

với trục Oz nên pháp vecto 

vuông góc với trục Oz tức là 

γ=π/2 → cosγ=0

( , , 0 )F x yÑ =

( , , 0 )n x y= +

ur



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Ví dụ 4: Tìm pháp vecto của mặt S là phía dƣới của 

mặt trụ z=x2

Pt mặt S: F(x,y,z)=x2-z(=0)

Mặt S là phía dƣới tức là 

pháp vecto ngƣợc với hƣớng

nửa dƣơng trục Oz, tức là

γ>π/2 → cosγ<0

Vậy để tọa độ thứ 3 của 

pháp vecto âm, ta sẽ chọn 

dấu “+”

2

( 2 , 0 , 1)

4 1

x
n

x

-
= +

+

ur

( 2 , 0 , 1)F xÑ = -



Tích phân mặt loại 2 – Pháp vecto của mặt

Ví dụ 5: Tìm pháp vecto của mặt S là phía dƣới của 

mặt nón 2 2
z x y= +

Pt mặt S: 2 2
( , , )F x y z x y z= + -

Với S là phía dƣới mặt nón tức 

là pháp vecto quay xuống dƣới

Ta có γ>π/2 → cosγ<0

để đƣợc :

Do vậy, ta lấy dấu của pháp 

vecto là “+” và thay 2 2
x y z+ =

2 2 2 2

( , , 1)
x y

F

x y x y

Ñ = -

+ +

1
( , , 1)

2
n x y

z
= + -

ur



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Định nghĩa: Cho các hàm P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) 

xác định trên mặt định hƣớng S với pháp vecto đơn 

vị (c o s , c o s , c o s )n a b g=

ur

Tp mặt loại 1 của hàm f(x,y,z)=Pcosα+Qcosβ+Rcosγ

trên mặt S đƣợc gọi là tp mặt loại 2 của 3 hàm P, Q, R 

trên mặt S và kí hiệu là 

( )c o s c o s c o s

S S

P d y d z Q d z d x R d x d y P Q R d sa b g+ + = + +òò òò

Cách tính: Có 2 cách

Thay vào công thức trên, tức là đƣa về tp mặt loại 1

(c o s , c o s , c o s )n a b g=

ur
Cách 1: Tìm pháp vecto của mặt S



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Cách 2: Ta tính từng phần của tp mặt loại 2 trên

Bước 2: Ta viết lại pt mặt S: F(x,y,z)=0 ↔ x=x(y,z)

để thay vào hàm P

Bước 2: Vì cần tính tp theo dydz nên ta tìm hình chiếu 

của S xuống mp Oyz là Dyz

Theo 4 bƣớc sau

Bước 1: Xác định góc α nhọn (hay tù) để có cosα≥0 

(hay cosα≤0). 

1
( , , ) c o s

S S

I P x y z d y d z P d sa= =òò òò

Bước 4: Đƣa tp trên về thành tp kép

1
( , , ) ( ( , ) , , )

y z
S D

I P x y z d y d z P x y z y z d y d z= = ±òò òò

Trong đó: tp kép lấy dấu dƣơng (âm) nếu cosα dƣơng 

(âm)



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Tính tƣơng tự cho 2 tp còn lại

Đặc biệt: Nếu S là phần mặt song song với trục Ox 

thì góc α=π/2 tức là cosα=0, Suy ra 

0

S

I P d y d z= =òò



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Ví dụ 1: Tính 
1

S

I z d x d y= òò với S là phía ngoài của 

mặt cầu x2+y2+z2=1

Ta phải chia S thành 2 phần ứng với z≥0 và z≤0, 

chúng đối xứng nhau qua mp z=0 và cùng có hình 

chiếu xuống mp Oxy là Dxy: x2+y2≤1

Trên mặt S1 với z≥0, pt S1 là

Pháp vecto hƣớng ra phía ngoài tức là hƣớng lên 

trên, khi đó góc γ≤π/2 nên cosγ≥0 , tp kép lấy dấu “+”

2 2
1z x y= + - -

Pt mặt S là F(x,y,z)=x2+y2+z2-1→ ( , , ) , 1F x y z FÑ = Ñ =

Ta sẽ tính tp này bằng 2 cách

Cách 1: Tính trực tiếp



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Tƣơng tự, trên mặt S2 ứng với z≤0

2 2
1z x y= - - -

Pháp vecto hƣớng ra ngoài tức 

là quay xuống dƣới nên γ≥π/2 

→ cosγ≤0, tp kép lấy dấu “-”

Hình chiếu Dxy: x2+y2≤1

2 2

1 2 1 1
1

x y
D

I x y d x d y I= - - - - =òò

Vậy :
1

4

3
I

p
=

S2

S1

2 1

2

0 0

1d r r d r

p

j= -ò ò
2 2

1 1
1

x y
D

I x y d x d y= + - -òòVậy



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Cách 2: Chuyển về tích phân mặt loại 1

Mặt S1 ứng với z≥0, pháp vecto hƣớng lên trên nên 

1
( , , )n x y z= +

ur

Mặt S2 ứng với z≤0, pháp vecto hƣớng xuống dƣới 

nên

→ cosγ=z và

→ cosγ=z và

2 2
1z x y= - -

2 2
1z x y= - - -2

( , , )n x y z=

uur

Nhƣ vậy với cả 2 mặt S1, S2 ta đều có cosγ=z và

2 2

1

1

d s d x d y

x y

=

- -

Tức là ta không cần chia làm 

2 tp nhƣ cách 1, mà chỉ cần 

tính trên nửa phía trên rồi 

nhân đôi.Vậy:

2 2

1
2 2

2 . 2 (1 )

1
x y

S S D

d x d y
I z d x d y z z d s x y

x y

= = = - -

- -

òò òò òò



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Ví dụ 2: Cho S là phía trên mặt trụ z=x2 giới hạn bởi 

các mặt : y=0, y=1, z=1, z=0. Tính

2

S

I z d x d y y z d y d z x y z d z d x= + +òò

Do S là phần mặt trụ z=x2 song song với trục Oy nên 

2 3
0

S

I x y z d x d z= =òò

Pt mặt S: F(x,y,z)=z-x2=0 suy ra

S là phía trên mặt trụ tức là pháp vecto hƣớng lên 

trên: γ≤π/2, cosγ≥0. Vậy ta lấy dấu “+” cho pháp vecto 

Ghi nhớ: Pt mặt S chỉ chứa x, z thì 0

S

R d z d x =òò

( 2 , 0 ,1)F xÑ = -



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

2

2 1

x y
S D

I z d x d y x d x d y= = +òò òò

Tọa độ thứ 3 của pháp vecto dƣơng nên cosγ≥0

Do vậy :

Hình chiếu xuống mp Oxy là Dxy: -1≤x≤1, 0≤y≤1

Ta tính Tp theo dxdy:

Pt mặt S: z=x2, với 0≤z≤1, ta đƣợc 0≤x2≤1 → -1≤x≤1

2

( 2 , 0 ,1)

4 1

x
n

x

-
= +

+

ur

Pháp vecto đơn vị của S:

2 1

S

I z d x d y= òò

1 1

2

1 0

2

3
x d x d y
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Hình chiếu xuống mp Oyz là Dyz: 0≤z≤1, 0≤y≤1

Tp theo dydz 

Pt mặt S: z=x2

Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

2

( 2 , 0 ,1)
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x
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-
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Pháp vecto đơn vị của S

Tọa độ thứ nhất của pháp vecto phụ thuộc vào x

nên ta sẽ chia S thành 2 phần ứng với x≥0 và x≤0

Pt mặt trụ chẵn đối với x, 4 mặt cắt trụ đều có pt 

không chứa x nên mặt S nhận x=0 là mặt đối xứng. 

2 2
I

S

y z d y d z= òò

2 2

, 0 , 0S x S x

I y z d y d z y z d y d z

³ £

= +òò òò

tức là hình chiếu Dyz của 2 phần mặt (S,x≥0) và 

(S,x≤0) nhƣ nhau → miền lấy tp của 2 tp trên nhƣ nhau



2 2
I 0

y z y z
D D

y z d y d z y z d y d z= + - =òò òò

Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Vậy 

2 2 1 2 2 2 3

2

3
I I I I= + + =

Suy ra tp I22 là tổng 2 tp có cùng hàm dƣới dấu tp là 

yz, cùng miền lấy tp là Dyz nhƣng dấu thì ngƣợc nhau



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

Ví dụ 3: Cho S là phía trên mặt nón z2=x2+y2, 0≤z≤1. 

Tính 2 2

3

S

I z d x d y z d y d z y d z d x= + +òò

Do z≥0 nên pt mặt S là 2 2
( , , )F x y z x y z= + -

Ta lấy S là phía trên mặt nón tức là γ≤π/2 → cosγ≥0
Vậy pháp vecto của S là

2 2 2 2
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Tích phân mặt loại 2 – Cách tính
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Tp theo dxdy : 2 2 2 2

3 1

1
,  c o s ,  

2
S

I z d x d y z x yg= = = +òò

Hình chiếu của S xuống mp z=0 là Dxy: x2+y2≤1

Suy ra: 2 2
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D

I x y d x d y= + +òò
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Tích phân mặt loại 2 – Cách tính

2 2 2 2
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Tính tp theo dydz : 3 2
2 2

,  c o s

2 ( )S

x
I z d y d z

x y

a
-

= =

+

òò

Vì cosα phụ thuộc vào x nên ta phải chia S thành 2 

phần ứng với x≥0 và x≤0, 2 phần đó đối xứng nhau 

qua mp x=0 vì pt S là chẵn đối với x

2 tp trên 2 phần đó, khi chuyển sang tp kép sẽ có hàm 

dƣới dấu tp cùng là f(x,y,z)=z, hình chiếu cùng là

Dyz: -z≤y≤z, 0≤z≤1 nhƣng trái dấu nhau vì 2 nửa cho 

ta 2 pháp vecto ngƣợc nhau

Vậy I32=0



Tích phân mặt loại 2 – Cách tính
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Tính tp theo dxdz :
2

3 3
2 2

,  c o s

2 ( )S

y
I y d y d z
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b
-
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Tƣơng tự tp I32, ta cũng đƣợc : I32=0

Vậy :

3 3 1 3 2 3 3
2

I I I I
p

= + + =



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Công thức Gauss – Ostrogratxki: 

Cho miền V đóng, bị chặn trong không gian có biên 

là mặt S trơn từng khúc. Các hàm P, Q, R và các 

đạo hàm riêng cấp 1 của chúng liên tục trong miền 

mở chứa V. Ta có công thức

( )
x y z

S V

P d y d z Q d z d x R d x d y P Q R d x d y d z¢ ¢ ¢+ + = ± + +òò òòò

Trong đó: Tp bội 3 lấy dấu “+” nếu S là mặt biên phía 

ngoài V và lấy dấu “-” nếu S là mặt biên phía trong V



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Ví dụ 4: Cho mặt S là phía ngoài vật thể giới hạn bởi :

x2+y2+z2≤4 và
2 2

z x y³ + Tính tp sau bằng 2 cách

2 2

3

S

I x d y d z y d z d x z d x d y= + +òò
trực tiếp và dùng 

CT Gauss

Cách 1: Tính trực tiếp Mặt S gồm 2 mặt S1 là phía 

trên mặt cầu với 3 2z£ £

Và S2 là phía dƣới mặt nón 

với 0 3z£ £

Trên mặt S1, S2, ta thấy 

chúng đều nhận mp x=0, mp 

y=0 là mặt đối xứng



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Do đó, các tp tính theo dydz, dzdx đều chia thành 2 

phần với hình chiếu nhƣ nhau và dấu tp kép trái nhau.

Hơn nữa, 2 tp đó đều có hàm dƣới dấu tp kép giống 

nhau. Ta đƣợc:
2 2

0

S

x d y d z y d z d x+ =òò

Lấy phía trên mặt cầu tức là 

γ≤π/2, tp kép lấy dấu “+”

Tích phân trên mặt S1: pt mặt 

Hình chiếu xuống mp z=0 là 

Dxy: x2+y2≤2

2 2
4z x y= - -



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Tích phân trên mặt S2: pt mặt 

Lấy phía dƣới mặt nón tức là γ≥π/2, tp kép lấy dấu “-”

Hình chiếu xuống mp z=0 là Dxy: x2+y2≤1

2 2
z x y= +

2

2 2

x y
S D

z d x d y x y d x d y= - +òò òò

Vậy: 
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Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Cách 2: S là mặt biên phía ngoài miền V giới hạn bởi 

Hình chiếu của V xuống mp z=0 là hình tròn x2+y2≤1

2 2 2 2
4 ( )x y z x y+ £ £ - +

Áp dụng CT Gauss, ta đƣợc
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Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Ví dụ 4: Cho S là mặt biên phía trong của V giới hạn 

bởi x2+y2≤4, 0 ≤z ≤ x2+y2. Tính tích phân

4

S

I y d y d z x y d z d x z d x d y= + -òò

Áp dụng CT Gauss, ta đƣợc

4
( 0 1)

V

I x d x d y d z= - + -òòò
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Tích phân mặt loại 2 – Công thức Gauss

Ví dụ 5: Cho S là mặt biên ngoài của V: x=0, y=0, 

z=0, x+y+z=2. Tính 

Cách 1: Áp dụng CT Gauss

5

S

I x z d y d z x z d z d x x y d x d y= + +òò
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Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes
Công thức Stokes: 

Cho mặt định hƣớng S trơn từng khúc có biên là 

đƣờng cong kín C trơn từng khúc và không tự cắt. 

Các hàm P, Q, R và các đh riêng cấp 1 liên tục trong 

miền mở chứa S. Ta có CT Stokes

Trong đó, hƣớng của C đƣợc lấy sao cho khi đứng 

phía mặt S và đi theo hƣớng đó thì ta thấy S bên trái.

Ghi chú: Nếu C lấy ngƣợc chiều kim đồng hồ nhìn từ 

phía z>0 (z<0) thì hƣớng trên mặt S là cùng phía

(ngƣợc phía) với trục Oz, tức là góc γ≤π/2 (γ≥π/2)

( ) ( ) ( )
x y z x y z

S

Q P d x d y P R d z d x R P d y d z¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- + - + -òò

( )

C

P d x Q d y R d z= + +òÑ



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Công thức Stokes còn đƣợc dùng ở dạng liên hệ 

giữa tp đƣờng loại 2 và tp mặt loại 1 nhƣ sau

C

P d x Q d y R d z+ + =òÑ

( ) c o s ( ) c o s ( ) c o s
x y z x y z

S

Q P P R R Q d sg b aé ù¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- + - + -
ë ûòò

Trong trƣờng hợp C là giao của 1 mp và 1 mặt cong vì 

khi đó ta sẽ chọn S là phần mp bị cắt bởi mặt cong, 

suy ra pháp vecto của S là hằng số.



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Ví dụ 6: Tính 6

C

I y d x z d y x d z= + +òÑ

Với C là giao của mặt x+y+z=0 và x2+y2+z2=4 theo 

hƣớng ngƣợc chiều kim đồng hồ nhìn từ phía z>0

Vì C là giao của mp x+y+z=0 và x2+y2+z2=4 theo 

hƣớng ngƣợc chiều kim đồng hồ nhìn từ phía z>0

Nên ta chọn S là phần mp x+y+z=0 nằm phía trong 

mặt cầu, lấy phía trên. S là hình tròn tâm tại O, bán 

kính bằng 2

Suy ra vecto chỉ phƣơng của S là
1

(1,1,1)
3

n = +

ur

Cách 1: Áp dụng CT Stokes



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

C

P d x Q d y R d z+ + =òÑ

( ) c o s ( ) c o s ( ) c o s
x y z x y z

S

Q P P R R Q d sg b aé ù¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- + - + -
ë ûòò

Và ta sử dụng CT Stokes dƣới dạng:

Để đƣợc :

6

C

I y d x z d y x d z= + +òÑ

1 1 1
[(0 1) (0 1) (0 1) ]

3 3 3
S

d s= - + - + -òò

3 3 .

S

d s S= - = -òò Trong đó S là diện tích mặt S, 

Vậy
6

4 3I p= -



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Cách 2: Tính trực tiếp bằng cách viết pt tham số của C

(Xem trong phần tp đƣờng loại 2- pt tham số)
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2 c o s s in
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I y d x z d y x d z= + +òÑ
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1 2d t

p

= -ò 4 3 p= -



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Ví dụ 7: Tính tp 
7

C

I y d x z d y d z= - +òÑ

Với C là giao tuyến của x2+y2+z2=4y và x=y-2 lấy 

cùng chiều kim đồng hồ nhìn từ phía x>0 bằng 2 

cách : trực tiếp và dùng CT Stokes

Cách 1: Dùng CT Stokes

Chọn S là phần mp x=y-2 nằm trong hình cầu, lấy

hƣớng ngƣợc với nửa dƣơng trục Ox

Suy ra α≥π/2 → cosα≤0
Pt mặt S là F(x,y,z)=x-y+2(=0) : (1, 1, 0 )FÑ = -

Vì cosα≤0, nên ta chọn dấu “-” cho pháp vecto

1
(1, 1, 0 )

2
n = - -

ur



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

7

C

I y d x z d y d z= - +òÑ

Vậy: 

1 1
[(0 1) .0 (0 0 ) (0 1) ( ) ]

2 2
S

d s= - + - + + -òò

S là phần mp x=y-2 nằm trong hình cầu. Ta khử x từ 

2 pt để đƣợc hình chiếu của S xuống mp x=0 là

Dyz: 2(y-2)2+z2≤4, 

Suy ra
7

1
2

2
y z

D

I d y d z= - òò

2 2
1 2

y z
d s x x d y d z d y d z¢ ¢= + + =

7
2 2I p= -

1
(1, 1, 0 )

2
n = - -

ur



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Cách 2: Viết pt tham số của C

2 c o s

2 2 c o s
:

2 s in

 d i tu  0  d e n  2

x t

y t
C

z t

t p

ìï =
ï
ï
ï
ï = +ï
í
ï =ï
ï
ï
ïïî

2 2 2 2 2
4 2 ( 2 ) 4

:

2 2

x y z y y z
C

x y x y

ì ìï ï+ + = - + =ï ï
Ûí í

ï ï= - = -ï ïî î

2 s in

2 s in

2 c o s

x t

y t

z t

ì ¢ï = -
ï
ï
ï

¢Þ = -í
ï
ï ¢=ï
ïî

7

C

I y d x z d y d z= - +òÑ

2

0

[ ( 2 2 c o s ) ( 2 s in ) 2 s in ]t t t d t

p

= + - -ò

7
2 2I p= -



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Ví dụ 8: Tính 8
( ) ( 2 )

C

I x y d x x z d y y d z= + + - +òÑ

Với C là giao tuyến của x2+y2=1 và z=y2 lấy ngƣợc 

chiều kim đồng hồ nhìn từ phía z>0

Cách 1: Dùng CT Stokes

Vì C là giao tuyến của 2 mặt trụ, ta chƣa biết nên 

chọn S là mặt nào nên ta sẽ dùng CT Stokes để viết 

I8 dƣới dạng Tp mặt loại 2 trƣớc

8
( ) ( 2 )

C

I x y d x x z d y y d z= + + - +òÑ

( 2 1) ( 0 0 ) (1 1)

S

d x d y d z d x d y d z= - + - + +òò



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Ta chọn S là phần mặt trụ 

parabol z=y2 nằm trong trụ tròn 

xoay x2+y2=1 lấy phía trên, 

Pt mặt S: F(x,y,z) = y2-z

( 0 , 2 , 1)F yÑ = -

suy ra γ≤π→cosγ≥0

Để tính I8, ta sẽ phải tính 2 tp : tp theo dxdy và dydz.

Tức là ta sẽ phải tìm hình chiếu của S xuống 2 mp z=0 

và x=0.

Nhƣ vậy, ta sẽ chọn S sao cho hình chiếu của nó 

xuống 1 trong 2 mặt trên dễ tìm, vì khi đã chọn xong 1 

trong 2 trụ là mặt S thì 1 trong 2 tp phải tính bằng 0



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

2

1
( 0 , 2 , 1)

4 1

n y

y

= - -

+

ur
Pháp vecto mặt S:

8
( ) ( 2 )

C

I x y d x x z d y y d z= + + - +òÑ

( 2 1) ( 0 0 ) (1 1)

S

d x d y d z d x d y d z= - + - + +òò

Để tính tp mặt loại 2 trên, ta có 2 cách: tính trực tiếp 

hoặc đƣa về tp mặt loại 1



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Tính trực tiếp:

8

S

I d x d y= òò Với cosγ>0 và hình chiếu Dxy: x2+y2≤1

Vì S là mặt trụ song song với Ox (Pt chỉ chứa y, z) 

nên tp theo dydz bằng 0. Do đó:

Vậy : 8

D x y

I d x d y p= + =òò



Đƣa I8 về thành tp mặt loại 1

8
( 2 1) ( 0 0 ) (1 1)

S

I d x d y d z d x d y d z= - + - + +òò

Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

2

1
( 0 , 2 , 1) (c o s , c o s , c o s )

4 1

n y

y

a b g= - - =

+

ur

Ta có:

Suy ra

2 2

2 1
c o s 0 ,  c o s ,  c o s =

4 1 4 1

y

y y

a b g
-

= =

+ +

Do đó:

[1 . c o s 2 . c o s ]

S

d sg a= +òò

Pt mặt S: z=y2 nên 2
1 4d s y d x d y= + Vậy: 

2 2

2

8
2

1

1
4 1

4 1x y

I y d x d y

y+ £

= +

+

òò 8
I p=



Tích phân mặt loại 2 – Công thức Stokes

Ví dụ 8: Tính 8
( ) ( 2 )

C

I x y d x x z d y y d z= + + - +òÑ

Với C là giao tuyến của x2+y2=1 và z=y2 lấy ngƣợc 

chiều kim đồng hồ nhìn từ phía z>0

Cách 2: Tính trực tiếp bằng cách viết pt tham số của C

2 2

22

c o s

s in1
:

s in

 d i tu  0  d e n  2

x t

y tx y
C

z tz y

t p

ì =ï
ï
ïì ï =ï + = ïï

Ûí í
ï ï ==ï ïî

ï
ï
ïî

Vậy:

2

2

8

0

[ (c o s s in ) ( s in ) ( 2 c o s s in ) c o s s in .2 s in c o s ]I t t t t t t t t t d t

p

= + - + - +ò

8
I p=


