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Ch÷ìng 1. GIÎI H�N V� H�M SÈ
LI�N TÖC
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1.1. Tªp sè thüc v  d¢y sè

1.1.1. C¡c ph²p to¡n cõa tªp hñp
1.1.2. Tªp hñp sè thüc
1.1.3. D¢y sè.

(1) D¢y sè.

Definition D¢y sè.

�nh x¤ n 3 N→ un ∈ R l  mët d¢y sè.
Kþ hi»u: (un), {un} ho°c (un)

∞
n=0

, {un}n≥0 .
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(2) Giîi h¤n d¢y sè.

Definition Giîi h¤n d¢y sè.
D¢y (xn) �÷ñc gåi l  hëi tö n¸u tçn t¤i a ∈ R sao cho vîi måi
sè ε > 0, tçn t¤i sè n0 = n0(ε) ∈ N sao cho

|xn − a| < ε ∀n ≥ n0.

Kþ hi»u: lim
n→∞

xn = a.

D¢y (xn) �÷ñc gåi l  ph¥n ký n¸u nâ khæng hëi tö.

Þ ngh¾a: N¸u lim
n→∞

xn = a, th¼ xn ≈ a khi n lîn.

V½ dö: CMR

lim
n→∞

n

2n + 1
=

1
2
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(3) T½nh ch§t cõa giîi h¤n.

Theorem T½nh duy nh§t.
Giîi h¤n cõa d¢y (n¸u câ) l  duy nh§t.

Theorem .
Gi£ sû lim

n→∞
xn = x , lim

n→∞
yn = y . Khi �â

lim
n→∞

(xn + yn) = x + y .

lim
n→∞

(kxn) = kx , lim
n→∞

(xnyn) = xy .

lim
n→∞

xn
yn

= x
y
, (y 6= 0).
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Theorem T½nh thù tü.
N¸u lim

n→∞
xn = x < y , th¼ tçn t¤i sè n0 ∈ N sao cho xn < y vîi

måi n ≥ n0.

N¸u lim
n→∞

xn = x > y , th¼ tçn t¤i sè n0 ∈ N sao cho xn > y vîi

måi n ≥ n0.

N¸u xn ≤ yn vîi måi n ≥ n0, v  lim
n→∞

xn = x , lim
n→∞

yn = y , th¼
x ≤ y .
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Theorem Nguy¶n lþ kµp.
Gi£ sû xn ≤ yn ≤ zn vîi måi n ≥ n0 v  lim

n→∞
xn = lim zn = a. Khi �â

lim
n→∞

yn = a.

V½ dö. CMR

lim
n→∞

2n − sin2 n + 3 cos(2n)
n

= 2.
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(4) D¢y �ìn �i»u v  d¢y bà ch°n.

Definition D¢y �ìn �i»u v  d¢y bà ch°n.
D¢y {xn} �÷ñc gåi l :

(i) t«ng n¸u xn ≤ xn+1 vîi måi n ≥ 1.
(ii) gi£m n¸u xn ≥ xn+1 vîi måi n ≥ 1.
(iii) bà ch°n tr¶n n¸u tçn t¤i sè M sao cho xn ≤ M vîi måi
n ≥ 1.
(iv) bà ch°n d÷îi n¸u tçn t¤i sè m sao cho xn ≥ m vîi måi
n ≥ 1.
(v) bà ch°n n¸u nâ vøa bà ch°n tr¶n v  vøa bà ch°n d÷îi.
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Example .
X²t t½nh �ìn �i»u v  bà ch°n cõa c¡c d¢y sau:

1 xn =
1

n
.

2 xn = (−1)n.
3 xn = 2n − 1.
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Theorem .
1 N¸u d¢y {xn} �ìn �i»u t«ng v  bà ch°n tr¶n th¼ nâ hëi tö.
2 N¸u d¢y {xn} �ìn �i»u gi£m v  bà ch°n d÷îi th¼ nâ hëi tö.

Example .
Cho d¢y xn =

√
2+ xn−1, n ≥ 1, x1 = 1. Chùng minh r¬ng d¢y {xn}

hëi tö v  t½nh giîi h¤n �â.
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(5) Hai d¢y k· nhau

Definition Hai d¢y k· nhau.
D¢y {xn} v  {yn} gåi l  k· nhau n¸u {xn} t«ng v  {yn} gi£m v 

lim
n→∞

(xn − yn) = 0.

Theorem .
N¸u {xn} v  {yn} k· nhau, th¼ tçn t¤i a ∈ R sao cho

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a.
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Corollary �ành lþ Cantor.
Cho hai d¢y sè {xn}, {yn} sao cho{

xn ≤ yn, [xn, yn] ⊂ [xn−1, yn−1] ∀n ≥ 1.
lim
n→∞

(xn − yn) = 0.
(1)

Khi �â tçn t¤i duy nh§t sè thüc c ∈ [xn, yn] vîi måi n ≥ 1.

Definition .
D¢y c¡c �o¤n [xn, yn] thäa m¢n �i·u ki»n (1) �÷ñc gåi l  d¢y c¡c
�o¤n lçng nhau .
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Example .
Chùng minh r¬ng hai d¢y sau l  k· nhau

xn =
n∑

k=3

1
1+ k2

, yn = xn +
1
n
− 1

2n2
n ≥ 3
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(6) D¢y con.

Definition D¢y con.
Cho d¢y sè {xn}. D¢y sè con {xnk} tr½ch ra tø d¢y {xn} gçm c¡c
ph¦n tû

xn1 , xn2 , . . . ,

vîi n1 < n2 < · · · .

Example .
D¢y x2n = 1 v  x2n+1 = −1 l  hai con cõa d¢y xn = (−1)n.
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Theorem .
1 N¸u d¢y {xn} câ giîi h¤n l  a khi n→∞, th¼ måi d¢y con cõa

nâ công câ giîi h¤n l  a.

2 D¢y {xn} câ giîi h¤n l  a khi n→∞ n¸u v  ch¿ n¸u hai d¢y con
(x2n) v  (x2n+1) còng hëi tö tîi a.

Nhªn x²t. N¸u tçn t¤i hai d¢y con {xnk} v  {xnp} cõa {xn} sao cho

lim
k→∞

xnk 6= lim
p→∞

xnp

th¼ d¢y {xn} ph¥n ký.
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Example .
Chùng minh r¬ng d¢y sau ph¥n ký

xn = (−1)n n

n + 1
, xn = sin

nπ

3

Theorem Bolzano-Weierstrass.
. Mët d¢y bà ch°n �·u tr½ch ra mët d¢y con hëi tö.
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Example .
Chùng minh d¢y sau l  hëi tö

xn =
3

xn−1
+ 2, n ≥ 1, x0 = 1.
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(7) Tiºu chu©n hëi tö Cauchy.

Definition D¢y Cauchy.
D¢y sè {xn} �÷ñc gåi l  d¢y Cauchy (d¢y cì b£n) n¸u vîi måi ε > 0
tçn t¤i sè n0 > 0 sao cho

|xn − xn+p| < ε ∀n ≥ n0, p ≥ 1.

Theorem Tiºu chu©n hëi tö Cauchy.
D¢y {xn} hëi tö n¸u v  ch¿ n¸u nâ l  d¢y Cauchy.
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Example .
Dòng ti¶u chu©n hëi tö Cauchy �º x²t sü hëi tö cõa c¡c d¢y sau:

1. xn = 1

1.2
+ · · ·+ 1

(n−1)n .

2. xn = 1+ 1

22
+ · · ·+ 1

n2
.

3. xn = 1+ 1

2
+ · · ·+ 1

n
.
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1.2. Kh¡i ni»m h m mët bi¸n sè. H m hñp,
h m ng÷ñc. C¡c h m sì c§p cì b£n. C¡c
h m sì c§p

1.2.1. H m sè mët bi¸n sè

Definition .
Cho X ,Y ⊂ R. Mët ¡nh x¤ f : X → Y �÷ñc gåi l  mët h m sè. K½
hi»u y = f (x).
+ X gåi l  mi·n x¡c �ành cõa f , �÷ñc k½ hi»u l  Df ho°c D.
+ x ∈ Df �÷ñc gåi l  bi¸n (�èi sè).
+ y0 = f (x0) �÷ñc gåi l  gi¡ trà cõa f t¤i x = x0.
+ Tªp G := {(x , y) | x ∈ Df , y = f (x)} �÷ñc gåi l  �ç thà cõa h m
sè f .
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Example .
Cho h m sè f : [0, 1]→ R cho bði x 7→ y = x2. Khi �â
+ Tªp x¡c �ành D = [0, 1].
+ �ç thà l  tªp

G = {(x , x2) | x ∈ [0, 1]}.

�iºm M(1/2, 1/4) ∈ G v  N(0, 1) /∈ G .
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1.2.2. H m sè ch®n, h m sè l´, h m sè
tu¦n ho n v  h m sè �ìn �i»u

Definition .
H m sè f : D → R �÷ñc gåi l 
(i) h m sè ch®n, n¸u:{

−x ∈ D ∀x ∈ D,

f (−x) = f (x) ∀x ∈ D.

(ii) h m sè l´, n¸u:{
−x ∈ D ∀x ∈ D,

f (−x) = −f (x) ∀x ∈ D.
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Definition .
H m sè f : D ⊂ R→ R �÷ñc gåi l  h m tu¦n ho n n¸u tçn t¤i sè
d÷ìng k sao cho

f (x + k) = f (x) ∀x ∈ D.

Definition .
Cho (a, b) ⊂ D v  h m sè f : D → R.
(i) H m sè f �÷ñc gåi l  �ìn �i»u t«ng (t«ng ng°t) tr¶n (a, b) n¸u

x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2) (f (x1) < f (x2)).

(ii) H m sè f �÷ñc gåi l  �ìn �i»u gi£m (gi£m ng°t) tr¶n (a, b) n¸u

x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2) (f (x1) > f (x2)).
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�ìn ¡nh, to n ¡nh, song ¡nh

�ành ngh¾a .
Cho h m sè f : X → Y , f gåi l :

�ìn ¡nh n¸u

x1, x2 ∈ X , f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2

to n ¡nh n¸u ∀y ∈ Y , tçn t¤i x ∈ X sao cho f (x) = y

song ¡nh n¸u nâ vøa �ìn ¡nh, vøa to n ¡nh.
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X²t ph÷ìng tr¼nh
f (x) = y (2)

1 f l  �ìn ¡nh ⇔ vîi måi y ∈ Y , ph÷ìng tr¼nh (2) câ khæng qu¡
1 nghi»m x ∈ X .

2 f l  to n ¡nh ⇔ vîi måi y ∈ Y , ph÷ìng tr¼nh (2) câ ½t nh§t 1
nghi»m x ∈ X .

3 f l  song ¡nh ⇔ vîi måi y ∈ Y , ph÷ìng tr¼nh (2) câ duy 1
nghi»m x ∈ X .

Nhªn x²t .
C¡c h m �ìn �i»u ch°t:

T«ng ch°t x1 > x2 ⇒ f (x1) > f (x2)

Gi£m ch°t x1 > x2 ⇒ f (x1) < f (x2)

l  c¡c song ¡nh tø tªp x¡c �ành l¶n mi·n gi¡ trà cõa nâ
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1.2.3. H m sè hñp v  h m sè ng÷ñc

Definition H m sè hñp.
Cho h m sè f : (a, b)→ (c , d) v  g : (c , d)→ (m, n). H m sè
h : (a, b)→ (m, n) �÷ñc x¡c �ành bði

h(x) = g(f (x)) ∀x ∈ (a, b)

�÷ñc gåi l  h m sè hñp cõa f v  g . K½ hi»u h := g ◦ f .

Example .
Cho f : R→ R, x 7→ f (x) = 2x − 1 v  g : R→ R, x 7→ g(x) = x2.
Khi �â

(g ◦ f )(x) = g [f (x)] = f (x)2 = (2x − 1)2,

(f ◦ g)(x) = f [g(x)] = 2g(x)− 1 = 2x2 − 1.
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Definition h m sè ng÷ñc.
Cho X ,Y ⊂ R v  f : X → Y l  song ¡nh. H m sè g : Y → X x¡c
�ành nh÷ sau: vîi méi y ∈ Y , g(y) = x sao cho f (x) = y �÷ñc gåi l 
h m sè ng÷ñc cõa h m sè f . K½ hi»u: g := f −1.

Remark. �ç thà cõa h m sè y = f (x) v  �ç thà cõa h m sè ng÷ñc
y = f −1(x) �èi xùng nhau qua �÷íng th¯ng y = x .

Example .
H m sè n o l  song ¡nh? T¼m h m sè ng÷ñc n¸u câ?
(i) R 3 x 7→ (5x − 1) ∈ R.
(ii) f : R→ R, x 7→ x2.
(iii) f : [0,+∞)→ [0,+∞), x 7→ f (x) = x2.
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1.2.3. H m sè sì c§p
(1) H m sè sì c§p cì b£n.
- H m sè lôy thøa x 7→ xa.
- H m sè mô x 7→ ax , (a > 0, a 6= 1).
- H m sè logarit x 7→ loga x , (a > 0, a 6= 1).
- H m sè l÷ñng gi¡c x 7→ sin x , x 7→ cos x , x 7→ tan x , x 7→ cot x .
- H m l÷ñng gi¡c ng÷ñc:
• H m x 7→ arcsin x .
• H m x 7→ arccos x .
• H m x 7→ arctan x .
• H m x 7→ arccotx .

Vô Húu Nhü B i gi£ng Gi£i t½ch 1 19th September 2016 28 / 64



- H m Hyperbolic:
+) H m sinhyperbolic:

sh(x) :=
ex − e−x

2
.

+) H m cosinhyperbolic

ch(x) :=
ex + e−x

2
.

+) H m tanhyperbolic v  contanghyperbolic

th(x) :=
sh(x)

ch(x)
, coth(x) :=

ch(x)

sh(x)
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Example .
Chùng minh c¡c cæng thùc sau:

1 sh(x + y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)

2 sh(x − y) = sh(x)ch(y)− ch(x)sh(y)

3 ch(x + y) = ch(x)ch(y)− sh(x)sh(y)

4 ch(x − y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)

5 th(x + y) = th(x)+th(y)
1−th(x)th(y) .
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(2) H m sè sì c§p.
Cho hai h m sè f v  g . Ta x¡c �ành c¡c ph²p to¡n

(f ± g)(x) = f (x)± g(x).

(fg)(x) = f (x)g(x).(
f
g

)
(x) = f (x)

g(x)
.

Mi·n x¡c �ành
Df±g = Dfg = Df ∩ Dg .

Df /g = Df ∩ {x ∈ Dg | g(x) 6= 0}.
H m sì c§p l  nhúng h m �÷ñc t¤o th nh bði mët sè húu h¤n c¡c
ph²p to¡n sè håc (cëng, trø, nh¥n, chia), c¡c ph²p l§y h m sè hñp
cõa c¡c h m sì c§p cì b£n v  c¡c h¬ng sè.
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1.3. Giîi h¤n cõa h m sè

1.3.1. Kh¡i ni»m v  t½ch ch§t Cho h m sè y = f (x) x¡c �ành tr¶n tªp
D.

Giîi h¤n x → x0, lim
x→x0

f (x) = a ∈ R

⇔ (∀ε > 0,∃δ > 0 s.c. |f (x)− a| < ε ∀x : |x − x0| < δ, x 6= x0) .

Giîi h¤n b¶n tr¡i x → x−
0

lim
x→x−

0

f (x) = a ∈ R

⇔ (∀ε > 0,∃δ > 0 s.c. |f (x)− a| < ε ∀x : −δ < x − x0 < 0) .

Giîi h¤n b¶n ph£i x → x+
0
, lim

x→x+
0

f (x) = a ∈ R

⇔ (∀ε > 0, ∃δ > 0 s.c. |f (x)− a| < ε ∀x : 0 < x − x0 < δ) .
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Dòng �ành ngh¾a chùng minh giîi h¤n sau

lim
x→2

x

x + 1
=

2
3
.
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T½nh ch§t.

lim
x→x0

f (x) = a⇔


lim

x→x−
0

f (x) = a

lim
x→x+

0

f (x) = a
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Example .
T¼m m, n �º h m sè sau câ giîi h¤n khi x → −1.

f (x) =

{
x2+m
x+1

, x < −1
nx + 2, x ≥ −1.
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Mët sè �ành ngh¾a v· giîi h¤n t¤i væ cüc v  giîi h¤n væ h¤n (xem
gi¡o tr¼nh)

lim
x→±∞

f (x) = A.

lim
x→±x0

f (x) = ±∞.
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1.2.2 T½nh ch§t.
(1) T½nh ch§t 1. N¸u f (x) tçn t¤i giîi h¤n khi x → x0, th¼ giîi h¤n
�â l  duy nh§t.
(2) T½nh ch§t 2. Gi£ sû lim

x→x0
f (x) = a, lim

x→x0
g(x) = b, a, b ∈ R.

Khi �â

lim
x→x0

(f (x)± g(x)) = a ± b, lim
x→x0

(f (x)g(x)) = ab.

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

a

b
(b 6= 0).
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(3) T½nh ch§t 3. N¸u tçn t¤i giîi h¤n lim
x→x0

f (x) = a ∈ R. Khi �â

f (x) bà ch°n trong l¥n cªn cõa x0, câ ngh¾a, tçn t¤i sè M , δ > 0 sao
cho

|f (x)| ≤ M ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).
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(4) T½nh ch§t 4.
1 N¸u f (x) ≤ g(x)∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\{x0}, th¼

lim
x→x0

f (x) ≤ lim
x→x0

g(x).

2 N¸u lim
x→x0

f (x) > m th¼ tçn t¤i sè δ > 0 sao cho

f (x) > m ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\{x0}.

3 N¸u lim
x→x0

f (x) < M th¼ tçn t¤i sè δ > 0 sao cho

f (x) < M ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\{x0}.
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(4) T½nh ch§t 5: Nguy¶n lþ kµp.

Theorem .

N¸u

{
f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\{x0}
lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

h(x) = a
, th¼

lim
x→x0

g(x) = a.

V½ dö .
T½nh

A = lim
x→0

(1− cos 2x)
x

sin
1
x
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Mët sè cæng thùc li¶n quan tîi sè e.

1 lim
x→∞

(
1+ 1

x

)x
= e.

2 lim
x→0

(1+ x)1/x = e.

3 lim
x→0

ln(1+x)
x

= 1.

4 lim
x→0

ex−1
x

= 1.
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1.2.3. Giîi h¤n cõa h m �ìn �i»u.

Theorem .
(i) Gi£ sû f (x) l  h m t«ng tr¶n (a, x0).
- N¸u f (x) bà ch°n tr¶n, th¼ tçn t¤i lim

x→x−
0

f (x) = m ∈ R.

- N¸u f (x) khæng bà ch°n tr¶n, th¼ lim
x→x−

0

f (x) = +∞.

(ii) Gi£ sû f (x) l  h m gi£m tr¶n (x0, b).
- N¸u f (x) bà ch°n d÷îi, th¼ tçn t¤i lim

x→x+
0

f (x) = m ∈ R.

- N¸u f (x) khæng bà ch°n d÷îi, th¼ lim
x→x+

0

f (x) = −∞.
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1.4. C¡c �¤i l÷ñng væ còng lîn (VCL), væ còng b²
(VCB).

1.4.1. �ành ngh¾a. (VCL, VCB)
-) N¸u lim

x→x0
f (x) = 0 th¼ f (x) l  VCB khi x → x0.

-) N¸u lim
x→x0

f (x) =∞ th¼ f (x) l  VCL khi x → x0.

• V½ dö.
+) sin x l  VCB khi x → 0 v  1

sin x
l  VCL khi x → 0.

+) x3 l  VCL khi x →∞ v  1

x3
l  VCB khi x →∞.

• Chó þ.
1. f (x) l  VCL khi x → x0 ⇔ 1

f (x)
l  VCB khi x → x0.

2. f (x) l  VCB khi x → x0 ⇔ 1

f (x)
l  VCL khi x → x0.

Do �â tø nay ta ch¿ nghi¶n cùu t½nh VCB.
3. N¸u lim

x→x0
f (x) = a th¼ (f (x)− a) l  VCB khi x → x0.
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1.4.1. C¡c �¤i l÷ñng væ còng lîn (VCL), væ còng b²
(VCB).

(2) So s¡nh c¡c VCB. Cho f (x), g(x) l  2 VCB khi x → x0.

-) N¸u lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 0 th¼ f (x) l  VCB bªc cao hìn g(x) khi x → x0.

K½ hi»u: f (x) = o(g(x)), x → x0.

-) N¸u lim
x→x0

f (x)
g(x)

= C 6= 0 th¼ f (x), g(x) l  2 VCB còng bªc khi

x → x0. K½ hi»u: f (x) = O(g(x)), x → x0.

*) �°c bi»t n¸u lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 1 th¼ f (x), g(x) l  2 VCB t÷ìng �÷ìng

khi x → x0. K½ hi»u: f (x) ∼ g(x), x → x0.
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• V½ dö 1.
+) x2 = o(x), x → 0 v¼ lim

x→0

x2

x
= 0.

+) (x2 − 1) = O(x − 1), x → 1 v¼ lim
x→1

x2−1
x−1 = 2.
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• V½ dö 2.
+) sin x ∼ x , x → 0 v¼ lim

x→0

sin x
x

= 1.

+) tan x ∼ x , x → 0 v¼ lim
x→0

tan x
x

= 1.

+ ) T÷ìng tü ta câ:

(ex − 1) ∼ x , x → 0

ln(x + 1) ∼ x , x → 0

(1− cos x) ∼ 1
2
x2, x → 0
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Chó þ:

{
f (x) ∼ f1(x), x → x0

g(x) ∼ g1(x), x → x0
⇒ f (x)g(x) ∼ f1(x)g1(x), x → x0.

{
f (x) ∼ f1(x), x → x0

g(x) ∼ g1(x), x → x0
; f (x)± g(x) ∼ f1(x)± g1(x).
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• �ành l½. Gi£ sû f (x) ∼ f1(x), x → x0 v  g(x) ∼ g1(x), x → x0. N¸u
lim
x→x0

f1(x)
g1(x)

= a, th¼

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= a.

• V½ dö. T½nh c¡c giîi h¤n sau:
(a) lim

x→0

sin 4x
x2+3x

.

(b) lim
x→0

e2x
2−1

1−cos 3x .

(c) lim
x→0

ln(1−3x2)
e3x2−ex2

.
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1.5. D¤ng væ �ành 0

0
, ∞∞ ,∞−∞, 1

∞.
1.5.1. D¤ng 0

0
. Dòng VCB t÷ìng �÷ìng ho°c sû döng bi¸n �êi

th nh nh¥n tû chung.

Example .
Tinh

A = lim
x→0

log2(1+ x sin 3x)
2x2 − 1

, B = lim
x→0

ex
2 − cos x

ln(1+ x2)
.
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1.5.2. D¤ng ∞∞ .
Chó þ:

√
A

x
=


√

A
x2

n¸u x > 0

−
√

A
x2

n¸u x < 0

• V½ dö. T½nh c¡c giîi h¤n sau:

A = lim
x→+∞

√
x2 + x − 1+ 3x

3x − 2
.

B = lim
x→−∞

√
x2 + x − 1+ 3x

3x − 2
.
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1.5.3. D¤ng ∞−∞.

- Bi¸n �êi v· d¤ng 0

0
ho°c ∞∞ .

• V½ dö. T½nh c¡c giîi h¤n sau:
A = lim

x→+∞
(
√
4x2 + x − 1− 2x).

B = lim
x→−∞

(
√
4x2 + x − 1+ 2x).

C = lim
x→−∞

(
√
4x2 + x − 1− 2x) = +∞
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1.5.4. D¤ng 1∞. Chó þ

lim
x→∞

(1+
1
x
)x = e lim

x→0

(1+ x)1/x = e

lim
x→x0

(
1+

1
a(x)

)a(x)
= e n¸u a(x)→∞ khi x → x0

lim
x→x0

(1+ a(x))
1

a(x) = e n¸u a(x)→ 0 khi x → x0

• V½ dö. T½nh c¡c giîi h¤n sau:

A = lim
x→∞

(1+ 1

2x+1
)

x2

x−2 . B = lim
x→0

(cos x)
1

x tan 5x .
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• V½ dö. T½nh c¡c giîi h¤n sau:

C = lim
x→∞

(4x + 1
4x + 5

) x2−1

x

Ta câ:

C = lim
x→∞

(
1− 4

4x + 5

) x2−1

x

= lim
x→∞

(
1+

1
−(4x + 5)/4

)−(4x+5)
4
·−4(x2−1)

x(4x+5)

= lim
x→∞

e
−4(x2−1)
x(4x+5) = e−1.
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1.6. H m sè li¶n töc

1.6.1. C¡c kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cì b£n.
(1) H m sè li¶n töc, li¶n töc tr¡i v  li¶n töc ph£i.
• �ành ngh¾a. H m sè f (x) �÷ñc gåi l :
- li¶n töc t¤i x0 n¸u
lim
x→x0

f (x) = f (x0)⇔ lim
x→x−

0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x) = f (x0).

- li¶n töc tr¡i t¤i x0 n¸u lim
x→x−

0

f (x) = f (x0).

- li¶n töc ph£i t¤i x0 n¸u lim
x→x+

0

f (x) = f (x0).

- li¶n töc tr¶n (a; b) n¸u nâ li¶n töc t¤i måi x ∈ (a; b).
- li¶n töc tr¶n [a; b] n¸u nâ li¶n töc tr¶n kho£ng (a; b) v  li¶n töc
ph£i t¤i x = a, li¶n töc tr¡i t¤i x = b.
- Gi¡n �o¤n t¤i x = x0 n¸u nâ khæng li¶n töc t¤i x0.
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• Chó þ.
- H m sè li¶n töc t¤i x0 n¸u v  ch¿ n¸u nâ li¶n töc tr¡i v  li¶n töc
ph£i t¤i x0.
- �ç thà cõa h m li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] l  �÷íng li·n tr¶n �o¤n �â.

a b

y=f(x)
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• V½ dö. X²t t½nh li¶n töc tr¡i, li¶n töc ph£i v  li¶n töc cõa h m sè
sau t¤i x = −1 v  x = 2 :

f (x) =

{
|x | − 2 n¸u x ∈ (−∞;−1] ∪ (2;∞)

8− 4x n¸u x ∈ (−1; 2]

+) T¤i x = −1. f (−1) = −1
lim

x→−1−
f (x) = lim

x→−1−
(|x | − 2) = −1

lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(8− 4x) = 12

Vªy h m sè li¶n töc tr¡i nh÷ng khæng li¶n töc t¤i x = −1.
+) T¤i x = 2. f (2) = 0

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(8− 4x) = 0

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(|x | − 2) = 0
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(2) T½nh ch§t.

• �ành l½ 1. Gi£ sû f (x), g(x) li¶n töc t¤i x0. Khi �â:
f (x) + g(x), f (x)g(x) li¶n töc t¤i x0.
N¸u g(x0) 6= 0 th¼ f (x)

g(x)
công li¶n töc t¤i x0.

• �ành l½ 2. C¡c h m sì c§p (�a thùc, ph¥n thùc, l÷ñng gi¡c, mô,
logarit, lôy thøa) li¶n töc tr¶n tªp x¡c �ành cõa chóng.
• Chó þ. Tø �ành l½ 1 v  �ành l½ 2 suy ra têng, hi»u, t½ch, th÷ìng,
h m hñp, h m ng÷ñc cõa c¡c h m sì c§p l  li¶n töc tr¶n TX�.
• V½ dö 1.
- H m sè f (x) = x4 − 3x + 5 li¶n töc tr¶n R .
- H m sè f (x) =

√
x − 1+ 4ex+x

x−1 li¶n töc tr¶n kho£ng (1; +∞).

- H m sè f (x) = tan x li¶n töc tr¶n R \ {π
2
+ kπ : k ∈ Z}.
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logarit, lôy thøa) li¶n töc tr¶n tªp x¡c �ành cõa chóng.
• Chó þ. Tø �ành l½ 1 v  �ành l½ 2 suy ra têng, hi»u, t½ch, th÷ìng,
h m hñp, h m ng÷ñc cõa c¡c h m sì c§p l  li¶n töc tr¶n TX�.
• V½ dö 1.
- H m sè f (x) = x4 − 3x + 5 li¶n töc tr¶n R .
- H m sè f (x) =

√
x − 1+ 4ex+x

x−1 li¶n töc tr¶n kho£ng (1; +∞).

- H m sè f (x) = tan x li¶n töc tr¶n R \ {π
2
+ kπ : k ∈ Z}.
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• V½ dö 2. X²t t½nh li¶n töc cõa c¡c h m sè:

1. y = f (x) =

{
sin x
x

n¸u x 6= 0
1 n¸u x = 0.

Líi gi£i. +) T¤i x 6= 0.f (x) = sin x
x

li¶n töc tr¶n (−∞; 0) ∪ (0;∞).
+) T¤i x = 0.f (0) = 1 v 

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

sin x
x

= 1

⇒ H m sè f (x) li¶n töc t¤i x = 0.
Vªy h m sè f (x) li¶n töc tr¶n R .
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• V½ dö 2. X²t t½nh li¶n töc cõa c¡c h m sè:

1. y = f (x) =

{
sin x
x

n¸u x 6= 0
1 n¸u x = 0.

Líi gi£i. +) T¤i x 6= 0.f (x) = sin x
x

li¶n töc tr¶n (−∞; 0) ∪ (0;∞).
+) T¤i x = 0.f (0) = 1 v 

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

sin x
x

= 1

⇒ H m sè f (x) li¶n töc t¤i x = 0.
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• V½ dö 2. X²t t½nh li¶n töc cõa c¡c h m sè:

2. y = f (x) =

{
2x n¸u 0 ≤ x ≤ 1
2− x n¸u 1 < x ≤ 2.

Líi gi£i. +) Vîi x ∈ [0; 1).f (x) = 2x li¶n töc tr¶n [0; 1).
+) Vîi x ∈ (1; 2].f (x) = 2− x li¶n töc tr¶n (1; 2].
+) T¤i x = 1.f (1) = 2 v 

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

2x = 2

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(2− x) = 1.

⇒ f (x) gi¡n �o¤n t¤i x = 1.
Vªy f (x) li¶n töc tr¶n [0; 2] \ {1}.
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1.6.2. T½nh ch§t li¶n töc cõa h m sè tr¶n mët �o¤n.

(1) �ành l½. Gi£ sû h m sè f (x) li¶n töc tr¶n [a; b]. Khi �â f (x) �¤t
max v  min tr¶n �o¤n �â. Tùc l : tçn t¤i x1, x2 ∈ [a; b] sao cho

f (x1) = max
[a;b]

f (x) := M ; f (x2) = min
[a;b]

f (x) := m.

Hìn núa, vîi måi gi¡ trà d ∈ [m;M] luæn tçn t¤i x0 ∈ [a; b] sao cho
f (x0) = d .
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(2) H» qu£. Gi£ sû h m sè f (x) li¶n töc tr¶n [a; b] v  f (a)f (b) < 0.
Khi �â ph÷ìng tr¼nh f (x) = 0 luæn câ ½t nh§t mët nghi»m x0 ∈ (a; b).

y=f(x)

a
b

f(a)

f(b)
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Example .
Chùng minh r¬ng c¡c ph÷ìng tr¼nh sau câ ½t nh§t mët nghi»m thüc

(a)x5 + 4x4 − x3 + 7x +
√
2 = 0

(b)3x + sin(πx) + 4 = 0.
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Example .
Cho h m sè li¶n töc f (x) : [0, 1]→ [0, 1]. Chùng m¼nh r¬ng tçn t¤i
x0 ∈ [0, 1] sao cho

f (x0) = x0.
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B i tªp.

1. T¼m m �º h m sè sau li¶n töc t¤i x = 0?

f (x) =

{
ln(1+x)−ln(1−x)

ex−e−x , 0 < |x | < 1,
m, x = 0.

2. Cho ab 6= 0. X²t t½nh li¶n töc t¤i x = 0 cõa

f (x) =

{
(cos ax)1/(x sin bx), x 6= 0,
− a2

2b
, x = 0.
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