Chuong IV

IChu’o’ng 4

PHAN TICH TIN HIEU & HE THONG ROI RAC
LTI TRONG MIEN TAN SO

Trong chuong III ta dd thay phép bién ddi Z 13 mot cong cu toan hoc hiéu qua trong viéc
phan tich hé théng roi rac LTI Trong chuong niy, ta s& tim hiéu mot cong cu toan hoc quan
trong khac 13 phép bién doi Fourier ciia tin hiéu roi rac, goi tat 1a DTFT (DT-Fourier
Transform).

Phép bién ddi nay ap dung dé phan tich cho ca tin hiéu va hé théng. N6 duoc dung trong
truong hop day roi rac dai vo han va khong tuan hoan.

Noi dung chinh chuong nay bao gdm:
- Bién dbi Fourier
- Bién d6i Fourier nguoc
- Céc tinh chét cua bién d6i Fourier
- Phan tich tdn s6 cho tin hiéu roi rac (cach goi thong dung 13 phan tich phd)
- Phan tich tan sd cho hé théng roi rac
4.1 PHEP BIEN DOI FOURIER
4.1.1 Biéu thire tinh bién d6i Fourier

Ta da biét rang c6 thé biéu dién tin hiéu roi rac tao ra bang cach 14y méu tin hiéu twong tu
dudi dang sau day:

o0

x,(0)= Y x(kTS(t—kT)

k=—0
Bay gio ta sé tinh bién doi Fourier cho tin hiéu nay. Cac budc nhu sau:
1. Tinh bién ddi Fourier ctia 5(t —kT).

2. Sir dung nguyén 1y xép chdng, tim bién doi Fourier ctia x.(1).

F > :
x, (1)< z x(nT)e """
it x(nT)=x[n] va thay bién Q=wl (xem lai chuong I, lvu ¥ don vi ctaQ[rad] va
w [rad/s]), ta duoc:

DTFT: X(Q) = i x[n]e ™

Nn=—00

Ta nhan xét thiy tuy tin hiéu rdi rac trong mién thoi gian nhung DTFT lai lién tuc va tuan
hoan trong mién tan so.
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Chuong IV

DTFT chinh 13 ham phirc theo bién tan sé thuc. Ta goi DTFT 1a phé phitc (complex
spectrum) hay ngan gon 1a pho cua tin hi€u roi rac x[n]

4.1.2 Sy hdi tu ciia phép bién ddi Fourier
Khéng phai 1a tit ca DTFT déu ton tai (hoi tu) vi DTET chi hoi tu khi:

0 .
> x[nJe
n=—ow

<0

Ta ludn ludn co:

ilx[n]e‘an < i:‘x[n]e‘an

n=—w n 00

—jQn

Nhu vay, néu x[n] thoéa diéu kién:

D |x[n] <o0
thi bién ddi Fourier hoi tu.
Vi du:

Tim X(Q) v6i x[n]=a"u[n], |a|<1.Néu |a|[>1?

Vi du:
Tim Y(Q)v6i y[n]=a"u[-n], |a|>1. Néu |a|<1?
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Chuong IV
Vi du:
Cho p[n]=u[n]-u[n—N]. Tim P(QQ).

Hay chung to ring bién d6i Fourier nay c6 pha tuyén tinh (linear phase)

Vi du:
Tim H(Q) cta h¢ LTI c6 dap ung xung sau
h[n]=06[n]+26[n—-1]+26[n—2]+6[n-13]

Va ching t6 rang hé c6 pha tuyén tinh

4.1.4 Quan hé giira bién ddi Z va bién déi Fourier
Biéu thirc tinh ZT la:

X(z)= Zx[n]z""
Gia st ROC c¢6 chura duong tron don vi. Tinh X(z) trén dudng tron don vi, ta dugc:

X(z) = i“x[n]e‘an =X(Q)

z=cl?

Nhu vay, bién d6i Fourier chinh 1a bién d6i Z tinh trén dudng tron don vi. Dya vao ddy, ta co
the phat biéu lai di€u kién ton tai cia DTFT nhu sau:
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Chuong IV
Bién d6i Fourier cia mot tin hiéu chi ton tai khi ROC ctia bién doi Z cua tin hiéu d6 c6 chira
duong tron don vi.
Vi du:
Lam lai cac vi du trén- Tim bién ddi Fourier cua:

(@) x[n]=a"u[n], |a|<1.Néu|a|>1?
() y[n]=a"u[-n], |a|>1. Néu |a|<1?

(c) pln] =uln]—uln—N]

(d) A[n]=S[n]+28[n—1]+23[n-2]+d[n-3]

4.2 PHEP BIEN POI FOURIER NGUQC
4.2.1 Biéu thirc tinh bién déi Fourier ngwoc
Ta thidy X(Q) 1a mot ham tun hoan v6i chu ky 2w, do e/ tuan hoan véi chu ky 27 :

o/® = /(@21 _ 50,12 _ L0
Do d6 dai tan s6 cua tin hi¢u roi rac la mot dai tan bat ky rong 2m, thuong chon

la: (—m, ) hay (0,27).

Vay ta ¢ thé khai trién X(Q) thanh chdi Fourier trong khoang (—m, ) hay (0,21) néu diéu
kién ton tai X(Q) thoa man. Céc hé s6 Fourier 12 x[n], ta c6 thé tinh duoc x[n] tir X(Q) theo
cach sau:

Nhén 2 vé cua bicu thirc tinh DTFT véi 2—eJQl roi lay tich phan trong khoang (—m, ) ta co:
T

I il _1 < —jon | _jo1 _ < I iQ(1-n) .
o j X(@ed0=—— j L_z_wx[n]eJ }el do —n_z_mx[n]{z:[[ej dQ | = x[1]

Thay 1 = n va thay can tich phan, khong nhat thiét phai 13 (—m, ) ma chi cn khoang cach
giira can trén va dudi 1a 27, ta duoc biéu thirc tinh bién d6i Fourier nguge (IDTFT) nhu sau:
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Chuong IV

1 .
Hn]l=—/| X(Q)e"dQ
2 927
Ta c6 ‘ghé tinh IDTFT bang hai cach: mot 1a tinh truc tiép tich phan trén, hai 1a chuyén vé
bién doi Z ro6i tinh nhu tinh bién doi Z ngugce. Tuy vao tung truong hop cu thé ma ta chon
phuong phéap nao cho thuan tién.

4.2.2 Mot s6 vi du tinh bién d6i Fourier ngwgc

Vi du:
Tim x[n] néu biét:

1, Q<

X(Q)=

0, Q <[Q<n
Vi du:
Tim x[n] néu biét:

X(Q)=cos’Q
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4.3 CAC TINH CHAT CUA PHEP BIEN POI FOURIER

Sau déy ta s& xét mot sb tinh chit quan trong ctia DTET, phan con lai xem sach.
4.3.1 Tinh tuyén tinh
ax,[n]+bx,[n] <— aX,(Q)+bX,(€2)

4.3.2 Tinh dich thoi gian
x[n]«— X(Q)

x[n—n,] <> e’ X (Q)

Qua ddy ta thay su dich chuyén tin hiéu trong mién thoi gian s& khong anh hudng dén bién
do cua DTFT, tuy nhién pha dugc cong thém mot lugng.

4.3.3 Tinh dich tin s/ diéu ché
x[n]«<— X(Q)

e"x[n] «— X(Q-Q,)

cos(Q2yn)x[n] «—— %X(Q -Q))+ %X(Q +Q,)

Nhu vy, viéc diéu ché tin hiéu gay ra su dich tan so.
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Chuong IV
4.3.4 Tinh chap thoi gian

Tuong tu nhu bién doi1 Z, véi bién doi Fourier ta cling ¢o:

3 [n]% x,[n] < X, (Q) X, ()
Vi du:

Cho h[n]=a"u[n],|a|<1. Tim hé d4o ctia n6 4 [n], nhung khong ding bién d6i Z.

4.3.5 Tinh nhan thoi gian

x,[n]x,[n] «— ij X, (WX, (Q - )dA
2TC 2n

4.4 PHAN TICH TAN SO (PHO) CHO TiN HIEU ROI RAC
4.4.1 Y nghia ciia phd

Trong mién tan sb, mdi tin hiéu déu c6 dic diém riéng cua nd. Vi du nhu, tin hi¢u sin chi co
duy nhat mot tan sé don, trong khi nhifu tring chua tit ca cac thanh phan tan sd. Sy bién
thién cham cua tin hiéu 1a do tan s6 thép, trong khi su bién thién nhanh va nhitng sudn nhon
1a do tan sd cao. Nhu xung vudng ching han, nd chira ca tin s thdp va ca tan sb cao. Hinh
sau minh hoa cho diéu do. Hinh (a) la mét song sin tan sb thép, cac hinh sau (b)-(c) cong
thém dan cac song sin tan s6 cao dan. Hinh cu6i cung (e) la tong cuia 7 song sin. Trong hinh
(e) ta thiy tong ctia 7 song sin c6 dang xap xi v6i dang ctia mot xung vudng.

Pho cua tin hiéu 1a mé ta chi tiét cac thanh phan tan s6 chira bén trong tin hiéu. Vi du nhu véi
tin hiéu xung vudng vura ndi trén, phd cua nd chi ra tit ca cac dinh nhon cua cac song sin
riéng co thé két hop lai v6i nhau tao ra xung vudng. Thong tin nay quan trong vi nhiéu 1y do.
Vi du nhu, thanh phan tan s6 trong mot mau nhac chi cho ta biét cac didc trung cua loa, dé tir
do khi san xuat lai ta ¢ thé cai tién cho hay hon. Mot vi du khac, micro trong h¢ thong nhan
dang tleng no6i phai ¢ dai tan du rong dé co thé bat duogc tat ca cac tan sO quan trong trong
tiéng n6i dau vao. Bé du doan cac anh huong cua bo loc trén tin hiéu, can phai biét khong chi
ban chit cia bd loc ma con phai biét ca pho cua tin hiéu ntra.
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4.4.2 Pho bién dd va pho pha

Phd cua tin hiéu gdm c6 hai phan: pho bién do (magnitude spectrum) va phé pha (phase
spectrum). Pho bién do chi ra d6 16n cua ting hanh phan tan s6. Phd pha chi ra quan hé pha
gilra cac thanh phan tan s6 khac nhau. Trong phan ndy, ta xét tin hiéu rdi rac khong tuan
hoan. Céng cu dé tinh phd tin hiéu rdi rac khong tuin hoan 1a DTFT.

Pé tinh phé tin hi€u, ta qua hai budc: mot 1a tinh DTFT cua tin hi¢u- 1a X(€2), hai 1a tinh
bién d¢ va pha cua X(Q):

X(Q) =[X(Q)|e™
& day | X(Q)| 1a phd bién d6 va 0(Q) 1a phd pha.

Ta dé dang chimg minh dugc réng dbi véi tin hiéu thuc, phé bién do 1a mot ham chan theo
tan s6 Q va pho pha 1a mét ham 1é theo Q.

Do d6, néu biét phé X(Q) trong khoang 0 dén m, ta co thé suy ra pho trong toan dai tan sb.
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Dé d& giai thich phd, tan sb sé Q tir 0 dén n thudng duoc chuyén d6i thanh tan sb twong tu f
tir 0 deén fs/2 néu tan so6 lay mau Ia fs.

Vi du:

Tim phd bién d6 va phd pha cua tin hiéu chit nhat:

x[n] =u[n] - u[n-4]

Vi du:

Mot mau nguyén am tiéng noi “eee” dugc lay mau ¢ tan so 8 kHz. Pho bién dd cua tin hiéu
nay nhu trén hinh. Héi tan s6 co ban cua tin hi€u nay l1a bao nhiéu?

- 1 . . . . . - . -
Z os
0.6
0.4
o.2
o
=-0.2 -
=0
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-o.8
2 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n
* For clarity, the anvelope rather than the individual samples of the signal is plotted.
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Chuong IV
4.4.3 Mat do pho ning luong

Nang lugng cua tin hi¢u x[n] dugc dinh nghia la:
E= ) |x[n]

Bay gio ta biéu dién ning luong theo pho:

E= ) x[nlx'[n]= x[n]{;—n J.X*(Q)e‘jQ“dQ}

n=-o0 n=-—o0

Thay d6i thir tu 1iy tong va tich phan, ta co:

1 Fo - —jon 1 ¢ 2
E:Zjnx (Q)[Zx[n]e }dQ:Z j X(Q)|"dO

n=-—oo

Vay quan hé vé ning luong gitta x[n] va X(Q)la:

E= i| x[n]|* = 2L ]E|X(Q)|2 dQ (quan h¢ Parseval)
n=-o0 s -

Dai luong S, (Q) = |X(Q)|2 goi la mat do phé nang luong.

Vi du:
Xac dinh mat do phé nang lugng cua tin hi¢u sau:

x[n]=a"u[n] vdi-1<a<l1

4.4.4 Bang thong
Bing théng (bandwidth) 13 dai tan sb tap trung hau hét ning lwong (cong sudt) cia tin hiéu.
Gia stir 95% nang lugng cua tin hiéu tap trung trong dai tan s6 F, < F<F,, ta ndi bang thong
95% cua tin hi¢u la F, —F,. Taco thé dinh nghia cc bang thong 75%, bing thong 90%, bang
thong 99%... theo kiéu twong ty nhu biang thong 95% noi trén.
Dua vao bang thong cua tin hi€u, ta co thé phén loai tin hi¢u nhu sau:
Néu ning luong tin hiéu tip trung quanh tan s6 0 thi d6 1a tin hiéu tan so thap (low-frequency
signal).
Néu nang luong tin hiu tdp trung & mién tin sd cao thi d6 13 tin hiéu cao tan (high-
frequency signal).
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Néu ning luong tin hiéu tap trung vao mot dai tin sé nao d6 giita tin sd thap va tan s cao thi
do6 1a tin hiéu thong dai (bandpass signal)

Trong truong hop tin hi¢u thong dai, khai niém bang hep (narrowband) dugc dung dé chi tin
hiéu c6 bang thong F, —F, rat nho (khoang 10% hodc nhé hon) so véi tan sd trung tim

(F, + F,)/2. Nguoc lai, tin hiéu dugc goi 1a bang rong (wideband).

Tin hiéu duoc goi 1a c6 bang théng hitu han (bandlimited) néu phd ctia n6 bang 0 & ngoai dai
tan |F| > B. Tin hiéu niang lugng x[n] duoc goi 13 c6 bing thong hitu han néu:

X(©Q)|=0, Q,<|Q<n
4.5 PHAN TICH TAN SO CHO HE THONG ROI RAC LTI

Trong mién tan sd, hé théng roi rac LTI duoc mo ta bﬁ“mg mot ham theo tan sd- goi la dap
ung tan so (frequency response)- la bien doi Fourier cua dap vwng xung hfn]:

Quan hé giita tin hiéu vao- ra va hé théng trong mién tan sb nhu sau:
y[n]=x[n]*h[n]
Y(Q) = X(Q).H(Q)
Dap tmg tan s6 hoan toan dic trung cho hé roi rac LTI trong mién tan s6. N6 cho phép ta:

- xac dinh cac dép ung cua hé thong véi cac dau vao co6 dang to6 hop tuyén tinh cua tin hi¢u
sin hay ham mii phtrc.

- xé4c dinh céc ddc tinh cua h¢ LTI 1a b6 loc tan so.

4.5.1 Tinh dap wng tin so

1. Tinh tor dap ving xung

Theo dinh nghia, dap tng tan sé 1a H(Q) dugc tinh nhu sau:

H(Q) = ) h[nJe™ ™
2. Tinh tir phwong trinh sai phén tuyén tinh hé sé hang
N M
Y ayn—k]=) b.x[n-r]
k=0 r=0

Lay DTFT 2 vé, str dung tinh chét tuyén tinh va dich thoi gian, ta duoc:

N

[a, e Y (Q= Z[bre’jm 1X(Q)

k=0

Y(Q) Z:bre*J '

r=0

e = X©Q) < oIk
2
Vi du:
Tim dap Ung tan sb cia hé:
y[[n]]+0.1y[[n —1]]+ 0.85y[n — 2] = x[n] - 0.3x[n —1]
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3. Tinh tir ham truyén dat

Theo quan hé giita phép bién ddi Z va phép bién ddi Fourier, ta c6 thé tinh duoc dap tng tan
sO tir ham truyén dat bang cach thay z = e (véi diéu kién 1a ROC c6 chira dudng tron don
vi):

H(Q) =H(z)|

4.5.2 Dap ung bién do va dap ung pha

Do dap Gmg tan s6 H(Q)1a ham theo bién phitc Q nén c6 thé biéu dién nhu sau:
H(Q) =|H(Q)[e"

|H(Q) | duoc goi 1a dap ung bién d va 0(Q) duoc goi la dap ting pha.

Vi du:

Cho dép tmg tan sb ctia h¢ sau:
HQ)=——+

() 1-0.4e7

Tim dap ung bién do va pha.

4.5.3 Pap ung ciia hé LTI dbi véi diu vao 1a t6 hop tuyén tinh ciia cac tin hiéu dang sin
hay ham mii phire

1. Bdp vmg trang thdi 0 déi véi dau vao dang ham mii phirc
Ttr chuong 11, ta d3 biét dap tng ctia hé (diéu kién dau 1a 0) la:

yin] = 3 h(k]x[n - k]

k=—0

Gia st tin hi€u vao 1a tin hi€éu ham mii phuc sau:
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Chuong IV
x[n] = Ae’™, —oo<n<ow
v6i A 1a bién do va Q 1a mot tan s6 trong dai tan (—m,m).
Thay x[n] vao biéu thirc y[n] & trén, ta duogc:

yln] = _ih[k](Aeﬂ’(“))

- A{ S hik](e )}eiﬂﬂ
= (A™)H(Q)
= x[n]H(®)

Ta thiy dap (mg cua hé c6 dang gidng dang cua dau vao, tirc 1a dang ham mi phirc véi ciing
tan so, chi khac nhau mot hé s6 nhan 1a H(Q).

Diéu nay ciing dung trong trudng hop tin hiéu vao cé dang sin/cos.

Vi du:

Xac dinh dau ra ctia hé thong c6 dép tmg xung la:
h[n]=(1/2)"u[n]

khi dau vao c6 dang:

(a) x[n] = Aejgn, — o0 <n <. Cho biét H(%J _ 1 _ iefj%ﬁ”

IRES TG

(b) x[n] :IO—SSingn+2OCosnn, —00<n <o
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2. Eigenfunction va eigenvalue
Néu ta c6 tin hiéu vao va tin hiéu ra c6 thé phan tich thanh cac ham co so 1a:

x[n]= Z a,¢,[n]

yn]= Z ay,[n]
k
Céac ham co s¢ nay c6 cung dang 1a ¢ [n], chi khadc nhau mot hé s6 nhan (thue/ phirc) b,:

v [n]= @ [n]*h(n] vay,[n]=Db.g[n]
thi ¢ [n] dugc goi 1a mot eigenfunction cuia hé roi rac LTI voi eigenvalue 1a b, .

Trong truong hop nay, tin hiéu vao c6 dang ham mii phuc nhu trén 1a eigenfunction va
H(Q)tinh tai ctng tan s cua tin hiu vao 1a eigenvalue twong tng.

3. Pdp g trang thdi bén va dap iing nhat thoi

Ta co thé phan tich dap img cua hé théng thanh hai thanh phan. Thanh phan tht nhit khong
tién t6i 0 khi n tién t6i v6 cung, dugc goi la ddp ung trang thdi bén (steady-sate response)
Vss[n]. Thanh phan nay t6n tai trong cuing khoang thdi gian tn tai cua ddu vao. Thanh phan
kia tién t6i 0 khi n tién t&i v6 cung, dwoc goi 1a ddp ing nhat thoi (transient response) yy[n]

Trong nhleu’u:ng dung thi dap Gng nhat thoi khéng quan trong vi chi ton tai trong mot khoang
thoi gian ngan va do vay ma né thuong duoc bo qua.

Vi du:
Cho tin hiéu x[n] = Ae™™, n >0 di vao hé théng y[n]—ay[n —1]=x[n] (Ja] < 1)
Cho diéu kién dau 14 y[-1]. Tim dap tng cua hé, dap ung trang thai bén, dép g nhat thoi.

Tin hiéu ra la:

- Aan+le—jQ(n+1) on A on
y[n]=a IY[_I]_WGJQ -i-meJQ ,n>0
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Ta c6 dap ung trang thai bén 1a:
yy[n]=limyln] = —2 = AH(@Q)™
n—o 1—ae J

Hai s6 hang dau ctia y[n] giam vé 0 khi n tién t6i vo cung. D6 1a dap tmg nhat thoi:

Aq"Hemi0m+)

Yeln]=a"y[-1]-—=—— e n>0

Téng qudat, khi tin hiéu vao la:
x[n]= Zkle X, z,
Bing cach xép chdng, ta tim dugc dap tng trang thai bén nhu sau:
vl =3 X H(z)z.

Vi du:

Cho dau vao x[n]= (%)n , va

h[n]=(.5)"u[n]

3)(3Y
wton=r(3)[3)

Tim dép Gng trang thai bén.

4.5.4 Hé LTI 1a bd loc tan s6

B¢ loc (filter) 13 mot hé théng xir 1y tin hiéu bang cach thay doi cac dic trung tan sb cua tin
hi¢u theo mot diéu kién nao do.

Noi cach khac, bo loc thay doi phd cua tin hiéu vao X(Q) theo dap tng tan s6 H(Q)dé tao
ra tin hiéu ra c6 pho 1a: Y(Q) = X(Q)H(Q) . Pap tng tan s6 ¢ day dong vai tro 14 mot ham
trong s6 hay mot ham thay d6i dang phd d6i v6i cac thanh phéan tan s6 khac nhau trong tin
hiéu vao. Khi xét theo quan diém nay thi bét ky mét hé LTI nao cling co thé dugc xem la mot
bd loc tan sb, ngay ca khi n6 khong ngan mot vai hay tat ca cac thanh phan tan s trong tin
hiéu vao. Do vay ta co thé déng nhét hai khai niém b6 loc tAn s6 va hé LTL

Trong mén hoc nay, ta dung thuat ngir “bd loc” 1a dé chi cac h¢ LTI thuc hién chuc nang
chon loc tin hiéu theo tan s6. B loc cho cac thanh phan tan sd cua tin hi¢u trong mét dai tan
nao do di qua va ngan khong cho cac thanh phan tan sb khac di qua. Dai tan s cho qua goi 1a

dai thong (passband) va dai tan sb khong cho qua goi 1a dai chdn (stopband/block-band).
Tan sb gi6i han giita dai thong va dai chin goi 14 tan sé cat (cut-off frequency)
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Chuong IV

Cach mo ta bo loc don gian nhat 12 biéu dién dang cta nd trong mién tan sb. Do chinh 1a dap
ung tan s0, gom dap ung bién do va dap ung pha.

Xét bo loc co dai thong 1a (Q,,Q,). Néu day 1a bo loc 1y tuong thi dap tng tan sé c6 dang
nhu sau:

Ce ™™™, 0,<Q<Q,

e = {o, Q-

& day C va no 1a hang sb.
Tin hiéu ra b loc 1y tudng c6 dang:
Y(Q) = X(QH(Q) = CX(Q)e ™™, Q,<Q<Q,
y[n]=Cx[n—n,]
Ta thdy tin hiéu ra don gian chi 1a tin higu vao bj thay doi mot hé s6 nhan va bj tré di mot
khoang thoi gian. Sy thay do6i bién d¢ va tré nay khong lam méo tin hi¢u.

Vay b6 loc 1y tudong 13 bd loc c¢6 dap tng bién do c6 dang chir nhat va dap tng pha 14 tuyén
tinh trong dai thong:

IHQ)=C, Q,<Q<Q,
0(Q) =—-Qn,, Q,<Q<Q,

C6 rat nhidu loai bo loc khac nhau véi rat nhiéu Gmg dung khac nhau, trong d6 thong dung
nhat 1a bg loc thong thap, thong cao, thong dai va chan dai.

Hinh sau v& cac dap ung bién d6 cua 4 loai bd loc thong dung.
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Chuong IV

Cac dap ng bién dg trén khong c6 dang chir nhat vi ddy khong phai 1a b loc ly twong. Gilta
dai thong va dai chin c6 mot ddi chuyén tiép (transition band). D¢ loi (gain) cua bd loc tai
mdt tan s nao d6 1a gia tri cua dap tmg bién do tai tan s d6. Tan sb cét 1a tan so tai diém ma

do loila 1/ V2 cua gia tri 16n nhét. Bd loc cang tién gan dén bo loc 1y tuong hon khi do dbe
cua b loc cang 16n, dai chuyén ti€p cang nho. Pi€u nay yéu cau bac cua bo loc phai 16n.

Ta s€ quay lai tim hiéu k¥ hon vé b loc va thiét ké bo loc sau nay.
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