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CHUONG 1

PHEP TiNH VI PHAN CUA HAM NHIEU
BIEN

Chting ta da nghién cttu vé ham mot bién y = f(z), v6i y la dai lugng phu thudc vao
bién doc lap x. Trong thuc té, ta thuong gip nhitng dai lugng khong chi phu thuoc
vao mot ma phu thuoc vao nhiéu bién doc lap. Day chinh 13 dang ctia ham nhiéu
bién dugc trinh bay trong chuong nay.

§1 MOT SO KHAI NIEM CO BAN

1.1 Cdc vidu md dau
Trong qua trinh tinh todn, d& x4c dinh mét dit kién ndo dé, ta thudng phai x4c dinh nhiéu
thong so.
Vi du 1.1.1. Thé tich ctia hinh tru c¢6 ban kinh r va chiéu cao h 1a
V = 7r?h.

Nhu vay, dé tinh dugc thé tich ctia hinh try, ta can xac dinh hai thong s6 dé la r va
h. Ta c6 thé biéu dién thé tich V nhu sau

V:(r,h)—V = f(r,h) = nr’h.

Ung v6i mdi ciip sb (r,h), biéu thic V = f(r,h) = nr?h xac dinh mot gia tri thuec
(thuoc R), ngudi ta c6 thé xem V 14 mot ham hai bién r, h.

Vi du 1.1.2. Téc do phan hiy ctia mot chat ban ra ti lé thuan véi khoéi lugng clia
n6 tai méi thoi diem. Khéi lugng clia chat ban ra con lai sau thoi gian ¢ duge xac
dinh bdi

m = moe*kt,

trong d6 mg 1a khéi lugng ban dau, k 14 hé s6 phan ra va ¢ 1 thoi gian. Vay dé tinh
duge khoi luong clia chat ban ra con lai sau thoi gian ¢, ta phai xac dinh dugce 3
thong sb6. Ta c6 thé bicu dién diéu dé nhu sau

m : (mo, k,t) — m = g(mg, k,t) = moe ™.
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Tuong tu trén, ta c6 thé xem m = g(mg, k,t) = mge " 1a mot ham ba bién my, k, t.
Tt do, rat ty nhién dua dén khong gian R™ va khai niém ham nhiéu bién.
1.2 Khdng gian R”

Khong gian R" 1a mot vi du rat dac biét clia khong gian n—chiéu. Néu nam bat ducc
cac phuong phap lam viéc tréen R" thi nguoi doc sé khong gap kho khan trong viéc
mé rong né trong trusng hop tong quat hon. Trong gido trinh nay, chii yéu trinh bay
d6i v6i khong gian R? va R?. V6i mbi s6 tut nhien n > 1, dit

R" ={zx = (21,29, ...,p) : m; ERi=1,...,n}.

Ta goi x; (1 =1,...,n) 1a toa do thi ¢ ctia . Trén R" ta xac dinh phép cong va phép
nhan vo hudng béi cac cong thic:

o V6i x = (z1,%2, ..., T0n), ¥y = (Y1, Y2, -, Yn) € R",
T4y = (1 + Y1, T2+ Yo, Tn + Yn)-
o V6i x = (21, x9,...,7,) €E R", N €R,
A = (Ax1, ATg, ..., ATy).

Khodng cach trong R™

Cho hai diem = = (21,22, ..., Tn), ¥ = (Y1, Y2, -, Yn) € R". Khodng cdch gitta hai diém
x va y duge cho bdi cong thiic

d(z,y) = \/(yl —21)? 4 (Y2 — 2) + o 4 (yn — 20)% (1.1)

Hinh cdu, 1an can trong R”

Cho a 1 mot diém cta R” va r 1a mot s6 duong.

Dinh nghia 1.2.1. Ta dinh nghia hinh cau md tam a ban kinh r 1a tap
B(a,r) ={z e R"| d(z,a) < r}.

Hinh cau déng tam a ban kinh r 13 tap

B(a,r) = {z € R"| d(x,a) < r}.
Pinh nghia 1.2.2. Tap U dudc goi 1a lan cin clia diem a néu ton tai » > 0 sao cho
B(a,r) C U. Lan can ctia diém a thusng duge ky hicu 1a U(a).

Dinh nghia 1.2.3. Tap G dudc goi 1a tap md trong R"™ néu véi moi x € G, ton tai
r > 0 sao cho B(x,r) C G.
Tap F dugc goi 1a tap déong néu R™ \ F 1a tap md.



1.3 Dinh nghia hdm nhiéu bién

Dinh nghia 1.3.1. Cho A C R". Mot ham n bién f xac dinh trén A 13 mot bicu
thitc (qui tac todn hoc), tng v6i mdi phan t (z1, z9, ..., ¥,) clia A xac dinh mot gia
tri thuc w = f(xq,x2, ..., z,). Ki hidu

f: A — R

('r17x27"'7xn) — f(CUl,ZEQ,...,xn).

Luu y rang bién sé6 & day la cac phan tit ctia R” nén n6 c¢6 n thanh phan (toa do) va
mdi thanh phan cé thé xem nhu mot bién doc lap. Do dé ngudi ta goi ham xac dinh
tren A C R” 1a ham nhiéu bién.

Tap tat ca cac diem = = (21, 79, ..., x,,) lam cho biéu thiic f c6 nghia dudc goi 1a mien
zdc dinh ctia ham s6 f, ki hiéu la Dy.

Vi du 1.3.1. Trong R®, ta ¢6 thé xac dinh mot ham sé ba bién bing phép tng méi
22 + 2% + 322
x? 4 y?

22 + 2y + 322
CL’2 + y2

Df:{(x,y,z)€R3:x7é0Vay7éO}.

. Mot cach ngan gon hon, ta noéi

diém (x,y,2) € R® v6i mot s6 bing

ham duge cho bang cong thic f(z,y,z) = . Tap xéc dinh cia f la

Vi du 1.3.2. Anh xa f: R? — R cho bdéi

flay) = mzajryy? néu (z,y) # (0,0)

0 néu (z,y) = (0,0)

12 ham hai bién x4c dinh tren R

Néu tuong ting cap gia tri (x,y) véi mot diem M (x,y) trong mit phang Oxy thi mién
xac dinh ctia ham s6 chinh 1a tap hgp cac diém trong mit phang sao cho tai nhiing
diém dé ham sbé dudc xac dinh. Vi vay, mién xéc dinh cia ham s6 hai bién thuong
duge biéu dién hinh hoc.

2 _ 42

Vi du 1.3.3. Tim mién xac dinh ctia ham s6 f(z,y) = /4 — 22 — y2.
Ta c6 mien xac dinh

Dy = {(x,y) cR*: 22 442 < 4}.
D6 1a nhitng diém nim trong hinh tron tam O, ban kinh 2.
Viéc tim mién xac dinh cia mot ham nhiéu bién thuong duge qui vé viéc giai he bat
phuong trinh (nhiéu an).
1.4 D6 thi hdm hai bién

Khi dua mot khung day vao nuée xa phong, ta thay mot diéu tha vi 1a ¢c6 mot mang
bong béng dude cang ra tit khung day d6. Mang bong béong dé duge goi 1a mot phan
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an.
-

clia mat va no6 1a do thi cia mot ham hai bién 2z = f(z,y) nao d6 néu ta xét mit do
trong khong gian ba chiéu vé6i hé toa do Descartes Ozyz.

Gia sit ham hai bién 2z = f(x,y) x4c dinh trén mién D. Ta thay cip (x,y) biéu dién
mot diem M (z,y) trong mat phang Oxy nén c6 thé xem ham hai bién f(z,y) 13 ham
ctia diem M (z,y). Nhu vay, véi diem M (z,y) trong mién D clia mit phiang Ozy cho
ting v6i mot diém P trong khong gian c6 toa do 1a P(xz, vy, f(z,y)). Quy tich ciia diém
P khi M chay trong mién D dugc goi 1a do thi ciia ham hai bién z = f(x,y). Vay do
thi ctia mot ham hai bién z = f(z,y) l1a tap

G(f) ={(z,y, f(z,y)) €R’: (x,y) € Dy}.

D6 thi ctia ham hai bién thuong goi 1a mdt trong khong gian ma hinh chiéu ciia né
trén mat phang Ozy la mién xac dinh ctia ham.

2 2
Vi du 1.4.1. Mt Paraboloid elliptic: z = T + g

a? b2’

Hinh 1.1: Mat Paraboloid elliptic z = x% + y2.

2 2
Mt Paraboloid hyperbolic (Mat yén ngua): z = x_2 — %

a
Vi du 1.4.2. Mot vi du chiing ta da duge lam quen la mit phéng, 1a do thi ctia ham

hai bién dugc cho béi cong thiic
z= f(z,y) =ax + by + c.
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Hinh 1.2: Mat yén ngua z = 22 — 2.

That vay, néu ta bién doi cong thic nay ta sé thady phuong trinh mit phang quen
thudc
ar +by —z+c=0.

§2 GIOI HAN CUA HAM NHIEU BIEN

2.1 Su hoi tu frong R”

Dinh nghia 2.1.1 (Day trong R"). Mot anh xa x : N* — R” cho tuong tng moi
k € N* v6i mot diem (k) = xp = (2%, ...,2%) € R" dugc goi 1a mot day trong R™ ki
hiéu 1a (21),cn+ hay gon hon (xy).

Bay gid ta hiy xét trong R” mot diém a = (ay, ..., a,) v mot day (z3).

Dinh nghia 2.1.2. Day (x;) dugc goi 1a hoi tu dén a néu

limd(xg,a) =0

k—oo

Khi d6 ta viét lim x, = a hay gon hon z;, — a.

k—oo

Dinh 1i 2.1.1. Day (x3,) hoi tu vé a khi va chi khi vdi moii = 1,...,n day (z¥) hoi
tu vé a;.

Nhan xét. Sy hoi tu trong R” 13 st hoi tu theo ting thanh phan.
1 1 - N N
Vi du 2.1.1. Day x, = (E, E) 6 gidi han 1a (0,0), vi mdi thanh phan ctia day déu

c6 gidi han 1a 0.



2.2  Gi6i han cla hdm nhiéu bién

Cho A C R, f 1a ham n bién xac dinh trong mot lan can V nao d6 clia a € A, ¢
thé trit tai a va [ € R.

Dinh nghia 2.2.1. Tanoéirang f c¢é gidi han la [ khi x dan t6i a, va viét 1a lim f(z) =
[ (hay f(z) — [ khi # — a) néu véi moi day diém (z}) thuoc lan can V dan dén a
ta déu co

klim f(zr) =1
Meénh dé 2.2.1. Néu f ¢ ¢idi han la | khi x — a thi gidi han nay la duy nhat.

Nhan xét 2.2.1. Néu ton tai hai day (z;) va (yx) thuodc lan can V' khac nhau va
khéac a, cing hoi tu vé a nhung f(zx) — p va f(yr) — g v6i p # ¢ thi khong ton tai
gi6i han lim f(z).

Dinh 1i 2.2.2. Gid st f va g la hat ham xdc dinh trong mot lan can V' nao do cua
a va ton tai cde gidi han

lim f(z) =1 va limg(x) = r.

Khi do
1. }Jlrrtlz(f(a;) +g(x) =1+
2. im f(z)g(x) = lr.
3. limM _! néu g(z) # 0 var # 0.
eag(e) o

2.3 Mot s6 phuong phdp tim gidi han hdm hai bién

Phuong phap 1: Pit an phu, duwa vé tinh giéi han ham mot bién

. S . Ty
Vi du 2.3.1. Tinh giéi han | = 1 :
L B NP TR
bat t = zy. Khi (z,y) — (0,0) thi ¢ — 0. Do do

t(4 + vVt + 16) . 4+t +16)

[ = lim; = lim = —&.

:1.
1904 — I+ 16 t0(4 — I 16)(4 1 VETL16) 0 —t

Phuong phap 2: Sit dung gidi han kep bang cach danh gia bat ding thiic

Dinh 1i 2.3.1 (Gi6i han kep). Gid st f(z,y),g(x,y) va h(x,y) xzdc dinh trong lan
can V cia diém (zo,y) théa man hai diéu kién

1. h(z,y) < f(z,y) < g(z,y) vdi moi (x,y) thuoc lan can V.

2. lim  A(x,y) = lim r,y) =1L
(xzy)ﬂ(xo,yo)( v) (fay)ﬂ(xo,yo)g( 2



Khi do
lim  f(z,y) =I.

(z,y)—(z0,y0)
2

Vi du 2.3.2. Tinh gigi han [ =  lim —2 .
(,9)—(0,0) 12 + 1
Véi (x,y) # (0,0), ta c6

x>

y2
2

Mat khde  lim |o[ =0,dod6 = lim —2— —0.
(z,y)—(0,0) (zy)—=00)T° +y

xy?

0|57

| = .

Phuong phap 3: Chitng minh ham khéng tén tai giéi han

Dé chiing minh mot ham s6 khong ton tai giéi han, ta thudng dung phuong phap
chon day, tic la ap dung Nhan xét 2.2.1.

Vi du 2.3.3. Xét ham hai bién xac dinh béi

fx,y) = =2

m; (z,y) # (0,0)

11 21
Hai day uy = (E’ E) — (0,0) va vy, = (E’ E) — (0,0) khi k& — oo, nhung ta c6

1
11 71 s 1
f(uk}zf(E>E):1 125 - )
R
2
2 1 12 2 koo 2
f(’Uk)Zf(E;E):ﬁZE —
(e

Vay ham f khong ton tai giéi han khi (z,y) — (0,0).

§3 HAM SO LIEN TUC

3.1 Khdiniém lién fuc
Dinh nghia 3.1.1. Giast ACR" va f: A — R.

a) Ham f duogc goi 1a lién tuc tai xg € A néu lim f(z) = f(xo).

Py
b) Ham f goi la lién tuc trén A néu f lien tuc tai moi xp € A

Meénh dé 3.1.1. Cho f : A — R, A C R™. Khi dé cic dieu sau day la tuong duong:
(1) f lién tuc tai x.

(2)V(xy) CA:xp — 29 € A= f(zr) — f(x0).
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Nhan xét 3.1.1. T Menh dé nay, ta co

f khong lién tuc tai zp < I(zx) C A: 2 — x9 € A va klim f(zr) # f(xg).

Meénh dé 3.1.2. Néu f, g la hai ham so lien tuc tai xo thi cdic ham s6 f £ g, fg va
i(g(asg) # 0) cung lién tuc tai x.
g

Vi du 3.1.1. Xét tinh lién tuc ctia ham s6

27y2

flzy) =2 + v
0 néu 22 + 9> =0

néu 2 + y* # 0

Ham s6 f(x,y) lien tuc tai moi (z,y) # (0,0) vi ham s6 nay la thuong ctia hai ham
s6 lien tuc va mau s6 khac 0. Do d6 ta chi can xét tinh lién tuc tai diem (0, 0). Theo
Vidu 2.3.2, ta co
. zy?
lim ———
(.)—(0,0) 2% + y?

=0 = f(0,0).

Vay ham s6 f(z,y) lien tuc tai (0,0), do d6 ham s6 da cho lien tuc.

3.2 Lién tuc theo tung bién

Do diac thut ctia khong gian R", ngudi ta dua thém vao khai niém lién tuc theo ting
bién. Ta sé thay mdi lien hé ctia khai niém nay v6i khai niém lién tuc & trén.

Dinh nghia 3.2.1. Ta néi ham f : A € R® — R™ lién tuc theo bién x; tai

a = (ay,...,a,) € A néu ham mot bién h(x;) = f(ai,...,a; 1,7, air1, ..., a,) lien
tuc tail a;.
Néu diéu nay xay ra véi moi ¢ = 1,...,n thi ta néi f lién tuc theo ting bién tai a.

Meénh dé 3.2.1. Néu ham f: A C R" — R lién tuc tai a € A thi no lién tuc theo
tiung bién tai a.
Nhan xét 3.2.1. Meénh dé dao clia ménh dé trén khong ding. Chang han ham

ry

fla,y) =37 +y°
0 néu 2 +y?> =0

néu 22+ y? # 0

lién tuc theo titng bién tai O(0,0) vi f(x,0) = f(0,y) = 0 véi z,y € R.
. 11
Tuy nhién, ham s6 da cho khong lién tuc tai O(0,0) vi véi day (E, E) — (0,0),

ta co

k—o0 k—oo

1

11 1

lim f(7-, ) = lim £ = 5 #0=/(0,0).
K2

10



§4 DAO HAM RIENG

Trong gido trinh nay, ta chi trinh bay d6i v6i ham hai bién. Déi véi ham ba bién tré
len, cac dinh nghia, tinh chat va két qua dude suy ra mot cach hoan toan tuong ti.
4.1 Daqao hdm riéng

Dinh nghia 4.1.1. Cho f la mot ham hai bién xac dinh trén tap mé D C R* va
(20, y0) 13 mot diém trong D. Néu ham sd mot bién h(z) = f(z, o) c6 dao ham tai
1 = 19 thi dao ham dé dugce goi 1a dao ham riéng cia f doi vdi x tai (x9,y) va
duge ki hiéu la
of
"(x hay —(z :
f2(%o,y0) hay 63:( 0, Yo)

Nhu vay,

. o + A, — f(xo,
fo(zo,y0) = Alirilof( 0 ZO:Z f(zo yo).

Tuong ty, nguoi ta dinh nghia dao ham rieng ctia f d6i vé6i y tai (zg,yo) va ki hieu

0
f;(ﬂfovyo) hay a—i(l"o,yo)-
Liac do

i 4 (@090 + Ay) = [0, yo)
im )
Ay—0 Ay

f;(l"o,y()) -

Nhan xét 4.1.1.

1. Dao ham riéng ctia ham n bién s6 (n > 3) dugce dinh nghia tuong tu. Dao ham
rieng ctia ham f theo bién thit 7 chinh 1a dao ham ctia ham mot bién (bién thi
i) khi xem cac bién con lai ¢6 dinh. Do d6 cac qui tiac tinh dao ham rieng khong
c6 gl mdi so véi ham mot bién.

Of e s

2. 8_y chi la mot ki hiéu chit khong phai 1a phan so.

3. HAm f c6 cac dao ham riéng tai (7, 1)) khong nhat thiét 1a lién tuc tai
(70,%0). Tt Nhan xét 3.2.1, ta thay f khong lien tuc tai (0,0). Tuy nhien, ta dé
dang kiém tra dudc rang, néu c6 dinh mot bién thi ham f kha vi theo bién con
lai, c6 nghia la ham f c¢6 dao ham riéng tai moi diém.

Vi du 4.1.1.
1. V6i ham f(x,y) = 22°%y° + e® — zsiny + 1; (z,y) € R?, ta co

0
a_i(x, y) = 62y + ye™ —siny,

—(z,y) = dyz* + 2™ — xcosy.

dy
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2. Chiing minh ham s6 u(z,y) = sinx + f(siny — sinx), v6i f 1a ham kha vi thoa
méan diéu kién:

Ju N ou
— COST + — COSY = COS T COS Y.
oy Ox Y Y
That vay; ta co
OU_ f(siny — sina)
— = f'(siny — sin x) cos
By Y Y
0
8_Z = cosx — f'(siny — sinz) cosx
tit d6 suy ra dang thitc can phai ching minh.
. ) ) .. Oh Oh )
3. Cho ham h(z,y) =1In [a:y +yr? + 1+ (zy? + ya:z)ﬂ. Tinh 9 D0 ta co
r oy
oh 1 2(zy? + yx?)(y? + 22
oh _ S+ 2y + (zy” +yz°)(y y)
O ay? +ya? + 1+ (xy? + ya?)? 21+ (xy? + ya?)?
oh 1

<2xy oty 2(zy? + ya?)(2zy + mz)) |

Oy wy? +ya? + 1+ (vy? + ya?)? 2¢/1+ (zy? + ya?)?

4.2 Tinh kha vi
Cho ham s6 f xac dinh trén tap mé U C R? va diém (x0,90) € U. Ta goi

Af = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(xo, yo)
14 56 gia ctia ham f tai diém (z,y). Cac s6 gia Ax, Ay dugc lay di bé sao cho
(o + Ax,y0 + Ay) € U.
Dinh nghia 4.2.1. Ham f dudc goi 1a khd vi tai diém (xg,1y0) néu ton tai hai sé
A, B chi phu thudc vao (g, yo) ma khong phu thudc vao Az, Ay sao cho
" Af — (AAx + BAy)
im
(Az,Ay)—(0,0) VAZ? + Ay?
e Bicu thic AAz + BAy dudc goi 1a vi phdan (hay vi phan toan phan) ctia ham f
tai diém (2, yo) va ki hiéu

= 0.

df (zo,yo) = AAx + BAy.

e Ham f dugc goi la kha vi tréen U néu né kha vi tai moi diém cia U.

Dinh 1i 4.2.1. Néu f kha vi tai (xg,vyo) € D thi f lién tuc tai (zo,yo) va cé cac dao
ham riéng tai do. Hon nita A = f,(w0,v0), B = f,(0,Yo)-

Nhan xét 4.2.1.
1. Theo dinh 1y trén, néu f kha vi tai (zg,yo) thi vi phan ciia f 1a duy nhéat va

df (o, yo) = fr(wo, yo) Az + f, (20, Y0) Ay.
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2. Déi v6i ham mot bién, ta da biét su kha vi va su ton tai dao ham tai mot diém
la tuong duong. Déi véi ham hai bién, tit sw ton tai cac dao ham riéng tai
mot diém khoéng suy ra dugc ham dé kha vi tai diém dé6, tic la diéu
ngudgce lai ciia Ménh dé 4.2.1 khong ding. Chang han, xét ham s

[l y) =/|zyl.
Ta ¢6 f1(0,0) = Ahmof (O+A$’AO) —/0.0) _ Ahmow — 0 va tinh
T— x r— X

tuong tu ta duge f,(0,0) = 0. Nhu vay cac dao ham rieng clia f tai diém (0, 0)
déu ton tai. Tuy nhién, ta sé ching minh f khong kha vi tai (0,0). That vay,
néu f khé vi tai (0,0) thi

, Af(0,0) — (f2(0,0)Az + f(0,0)Ay)

im

= O,
(Ax,Ay)H(O,O) \/ AI2 + Ay2

|ASCAy| X N ~ ? 2.0 N .
ha; hm = 0. Dieu nay khong xay ra, bdi vi khi chon Az =
Y po A AT AR y g xay :
Ay > 0, ta co
i AYAY] ! 227
im = 1m
(A2,Ay)—(00)/AZZ + Ay (ArAy)—(0,0)/Az? + sz
A
—  lim L £0.

(Az,Ay)—(0,0 Agj\/_ \/§

Dinh Iy sau day cho ta diéu kién dit dé ham f kha vi tai (2, yo).

Dinh 1i 4.2.2. Néu f c6 dao ham riéng tai diém (zq,yo) va cdc dao ham riéng lién
tuc tai (xo,xo) thi f khd vi tai (zo,yo).

Nhan xét 4.2.2.

1. Ciing nhu dbi véi ham mot bién, néu ham f(z,y) kha vi ta c6 thé viét vi phan
cua n6 dudi dang

df = fi(z,y)dz + f,(x,y)dy.

2. Dinh 1y trén chi la diéu kien di ma khong phai 1a dieu kién can, nghia 1a c6
nhitng ham s6 c6 dao ham riéng va nhitng dao ham riéng nay khong
lién tuc tai mot diém nao dé nhung ham van kha vi tai diém dé. Ching
han, ching ta c6 thé xét ham

: 1 )
(22 4 y?) sin o néu 22 + y* # 0

flz,y) = /
0 néu 22 +y? =0
Ta tinh duge £(0,0) = 0, f/(0,0) = 0 va f(0,0) = 0. Véi (x,y) # (0,0), ta c6
2x 1

fi(z,y) = 2xsin L oS .
T ;C2 _|_y2 $2 _|_y2 .172 +y2
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Lay (2, yn) = (\/Ln—ﬁ, \/Ln—w) — (0,0) khi n — oo, ta 6

lim f!(zn,y,) = lim (—4y/nm) = —c0.

(n—o0 (n—o0

Dicu nay chi ra f/(x,y) khong lién tuc tai (0,0). Tuy nhién ham f lai kha vi tai
(0,0) vi

(Az,Ay)—(0,0) VA2 + Ay?

1
= i VAZ2 + Ay?sin————
(eagroooV EF T AV Ax? + Ay?

Bang cach st dung gidi han kep qua danh gia

/ ) 1 /
O S | A$2+Ayzslnm| S A;C2+Ay27

ta két luan giéi han nay bang 0, do d6 ham kha vi tai (0, 0).

4.3 Hao hadm hdm hop

Ménh dé 4.3.1. Cho ham f(x,y) la ham hai bién zdc dinh trén tap mé D C R
va x = z(t),y = y(t) la cic ham theo bién t € (a,b) khd vi trén (a,b) sao cho
(2(t), y(t)) € D.

Xét ham hop u = f(x(t),y(t)) zdc dinh trén (a,b). Gid s f(x,y) khd vi trén D. Khi
dé u = f(x(t),y(t)) khd vi tai moi diém t € (a,b) va

= flal+ Fi
Vi du 4.3.1. Cho ham u = f(x,y) = €*~% v6i x,y la ham theo t: z = sint,y = t°.

Tinh u}. Ta c6

/ Wi I —2 -2 2
uy = fory + fyyp = e Y eost — 2e"7 - 37

Nhan xét 4.3.1. Truong hop f 1a ham n bién ta c6 cong thic tuong ti
wp = fr, - (@)
=1

Ménh dé 4.3.2. Cho ham f la ham hai bién xzdc dinh trén tip md D C R? va
z = z(u,v),y = y(u,v) la cic ham hai bién xzdc dinh trén tap mé E C R? sao
cho vdi moi (u,v) € E thi (x(u,v),y(u,v)) € D. Khi dé ta c6 ham hop z(u,v) =
fz(u,v),y(u,v)). Néu cic ham x(u,v),y(u,v) khd vi tai (u,v) va f(z,y) khd vi tai
(x,y) tht z(u,v) khd vi tai (u,v) va

0: _ofon  oroy

ou Oxdu Oyou

0: _ofor ooy

ov  Oxdv Oyov
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0z 0z

Vi du 4.3.2. Cho z = 2%y — y*z; v6i v = ucosv,y = usinv. Tinh

ou’ o’
Ta c6

0z 9 5 ,
v (2zy — y*) cosv + (x* — 2xy) sinv

u
0z 2 : 2
FY (2zy — y*)(—usinv) 4+ (z* — 2zy)u cos v.

u

§5 DAO HAM VA VI PHAN CAP CAO

5.1 Dao hdm cdp cao

Dinh nghia 5.1.1. Cac dao ham riéng f;, f; ciia ham hai bién f(z,y) cling la cac
ham hai bién, do d6 ta ciing c6 thé xét dao ham rieng cia f;, f, (néu ton tai) va goi
1a dao ham riéng cip hai cta f(x,y). Ta c6 4 dao ham rieng cap hai ctia f duge ki
hiéu nhu sau

O f
nmo_ gy Y I
fo - (fa:)x or2’
O f
no__(gry _
fxy - (fa:)y amay
O*f
no_ gy _
O f
fe =)y = o2
Vidu 5.1.1. 1. Cho f(z,y) = zln(zy). Tinh f%, 7. [}z
Tacé f, =In(zy) +1; f, = v ="
] ry Y
Khi do flh= 2= —; fli=——.
ry x 1y X
Dé dang tinh duge rang f), = —; fi, = S
Y ry Y

2. V6i ham f(z,y) = 23siny + i’ sinz, ta c6

3

f!l =a®cosy + 3y*sinz; /o = —3siny + 6y sin z.
! y , y + 6y

Ciuing dé dang tinh dugce

f! = 32%cosy + 3y° cos x; fow = 32% cosy + 3y* cos x.

Iy:

T vi du nay, phéi chang f;, va f,' luon bang nhau? Dicu nay khong phai lic nao
cling xay ra, nhung dinh 1y sau cho ta thay rang trong thuc té cdc dao ham riéng
cap hai nay thuong hay bang nhau.

Dinh 1i 5.1.1 (Dinh li Schwarzt). Cho f la ham hai bién xdc dinh trén tdgp md D C

"

2 -2 2, )4 N A L . N 1 PN 3 N PN .
R?, gid sii cac dago ham riéng cap hai fy, va f,, ton tai va lien tuc tai (xo,y0) € D.
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Khi do
fa/c/y<x07y0) = f;/x(xoay())-
Nhan xét 5.1.1. Dinh nghiacac dao ham riéng cap 3,4 duge phéat biéu tuong tu.

Ching han:
0 af B Bf

1a dao ham rieng cap 3 clia f theo cac bién x;, z;, xy.

Téng quat ta cd dinh nghia:
akf B o ak:—lf
o'

Jx 0z - - dxin O Ozt

);k‘:il—f—ig—i—'-'—i—in.

Chéng han ham u = f(z,y) c6 cac dao ham rieng:

o'u O 0w
0x20y?’ 0x0y3’ Oyt

5.2 Viphdn cdp cao
Dinh nghia 5.2.1. Xét ham hai bién f(x,y) kha vi trong tap mé D C R?. Lic d6
vi phan cta f

df = fidx + fldy
ciing 13 mot ham hai bién ciia z,y. Vi phan ciia df néu ton tai, dugc goi 1a vi phan
cap hai cia f.
Khi lay vi phan df, ta xem dx, dy 1a cac hang so, lic d6 vi phan cap hai ctia f 1

@ f = d(df) = d (fidz + fydy)

= (fadw + fldy) do + (f1,dv + fldy) dy
= froda® + [} dady + f7,dedy + fadydy

5.3 Cong thdc Taylor

Cong thitc Taylor d6i v6i ham mot bién cho ta xap xi mot ham véi mot da thic. Doi
v6i ham nhiéu bién, cu thé 1a ham hai bién cong thitc Taylor ciing cho ta xap xi mot
ham v6i mot da thie. Tuy nhién, cong thic Taylor clia ham hai bién c¢6 thé dudce xay
dung tit cong thitc Taylor ciia ham mot bién.

Cho f(z,y) la ham hai bién xéc dinh trén tap mé D C R?, ¢6 cac dao ham riéng
lien tuc dén cip n tai moi diém cia (z,y) € D. Khi d6, véi moi (h, k) € R* sao
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cho (z + h,y+ k) € D, ta co

flathy k) = f(z.y) + <h—f+k:—f> 0

2 2 2
8f+2hkaf +k2af
895 oy

Ox? 0x0y Oy? )
8n_1f
n—1-ryr
n _ 1 Z 1h k axnflfrayr—*_

2O f(x + 60h,y + 0k)
—» CIrA" K"  0<h<1
o ; " Oz Oy" 7 BSOS

Cong thiic nay duge goi 1a cong thidc Taylor ctia ham hai bién f tai diém (z, 7).

Luu ¥ cac dao ham rieng duge lay tai diém (z,y).
S6 hang
1 & 20" f(x+ Oh,y + Ok)
_ O'f‘hn 7"]{:7"
n! ; " ox"=roy"
duge goi 1a phan du dang Lagrange.
Néu st dung ki hiéu hinh thic
0
T

8f
r q r1.Tr _ -

thi cong thiic Taylor tré thanh

Fathy+ )= fa)+ 5 & (ha—f+k—f)f( )+
q:1

Néu z = y = 0, ta c6 cong thitc Mac-Laurin.

Vidu 5.3.1. Viét cong thitc Taylor doi véi ham f(z,y) = 22> —zy —y* — 62 — 3y +5,
tai diem (z,y) = (1, —2).
Ta c6

fo=dr—y—6;f2=4 [ =
fi=—x—2y—3flh=—2fi(1,-2) = 0= fI(1,-2).

1
Vay f(1+h, =2+ k) =5+ (4h? — 2hk — 2k%) hay
fa+ly—2)=2@+1°—(2+ 1)y —2)—(y—2)*—6(x+1)—3(y—2) +5
= 22% —axy — y? + 5.
§6 CUC TRI CUA HAM NHIEU BIEN

6.1 Cuc tri dia phuong

Dinh nghia 6.1.1. Cho f(x,y) la ham hai bién xac dinh trén tap mé D C R? va
(z0,90) € D.
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e Ham [ dat cuc dai dia phuong tai (zg,10) néu ton tai lan can U cia (g, yp) sao
cho v6i moi (z,y) € U\ {(xo,90)} : f(x,y) < f(20, o)

e Ham f dat cuc tiéu dija phuong tai (g, 7o) néu ton tai lan can U cta (2, yo) sao
cho v6i moi (z,y) € U\ {(xo,y0)} : f(x,y) > f(x0,v0)-

e Ham f dat cuc dai hay cuc tiéu tai (zo,yo) ducge goi chung 1a dat cuc tri tai
(ﬂio,yo)-

Piéu kién can dé ham s& co cuc tri

Dinh li 6.1.1. Néu f c6 cuc tri dia phuong tai diém (zg,10) va cé cic dao ham
riéng tai (xg, o) thi cdc dao ham riéng dé bang 0. Lic dé (xg,vo) duge goi la diém
dung.

Nhan xét 6.1.1. Néu ham dat cue tri dia phuong tai (2, yo) van chua thé két luan
(20, 40) 1 diém dimg. Bdi vi c¢6 nhitng ham dat cue tri dia phuong tai (g, i) nhung
tai d6 cac dao ham rieng khong ton tai. Chang han, ham f = \/m dat cuc tiéu
dia phuong tai (0,0) nhung tai diém nay f khong c6 cac dao ham riéng.

Piéu kién du dé ham sé cb cuc tri

Déi v6i didu kién can dé ham c6 cue tri tai (29, %0), chua c6 sy xuat hién clia cac dao
ham riéng cap 2 tai (zg,70). Cac dao ham riéng cap hai nay sé tham gia dé xac dinh
diéu kien da dé ham f c6 cuc tri tai (20, Yo). Ta ki hiéu ching nhu sau

A= fa/:/Q(x()?yO)a B = fg/gly(xmy())a C= fg;g(x(hyO)

Dinh 1i 6.1.2. Gid st f(x,y) c6 cdc dao ham riéng dén cap hai lién tuc trong
mot lan can nao do cia (o, yo) va cic dao ham rieng f,(zo,yo) = fy(xo,yo) = 0. Khi
dé, ta cé cdc két lugn tai diém (xo,10) dudc thé hién qua bing sau

Diéu kién Két luan

B2 — AC < 0| A>0: f dat cyc ticu tai (zo, yo)

A < 0: f dat cuc dai tai (zo,yo)

B2—AC =0 Chua c6 két luan

B?— AC > 0| f khong c6 cuc tri tai (xq, )
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Cdch tim cuc tri cia hdm hai bién

e Buéc 1: Tim céac diem ma tai d6 cac dao ham rieng bang 0 bang cach gidi hé

phuong trinh
fe =0
fy=0

e Buéc 2: Néu hé vo nghiem, ta két luan ham s6 khong cé cuc tri. Néu hé c6
nghiém 1a (xg, yo), ta tinh céc gié tri

= frz(20,90), B = fa/s/y(x()ay0>7 C= f;g(xo,yo)-
e Budc 3: Dua vao bang & dinh 1y trén, ta két luan cac cyc tri ctia ham f.
Vi du 6.1.1. Tim cyc tri ctia ham s6
fla,y) = e*(z +y* + 2y).
Ta co

fL=e(1 4+ 20 +2y° + 4y); fl =e*(2y+2)

o = 2% 4+ 262 (1 + 22 + 22 b Y); [y =262y +2); fr = 26>

Giai hé phuong trinh:

fi=0 1+2r+2y*+4y =0 r =
<~ <~
=0 % + 2 — 0 y =1

) 1
Tai diem (5, —1), ta tinh duge A = 2¢; B = 0;C = 2e. Do d6 B? — AC = —4¢* < 0.

. 1
Vi A = 2e > 0 nén ham dat cuc tieu tai (5, —1) va

1

fmin — _56-

Vi du 6.1.2. Tim cuec tri clia ham sb sau, néu co:
fley)=2+y—xe

Giai hé phuong trinh

fi=0 1—-e =0 r =1
A A
f,=0 1—ze? =0 y =0.
Tai diém (1,0), ta tinh duge A=0;B = —1;C = —-1. Dod6 B> - AC =1>0. Vi
vay, ham f khong dat cuc tri.
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6.2 Cuc tri co diéu kién
Dinh nghia

Cuic tri ctia ham z = f(z,y) véi dieu kién rang buoc ¢(z,y) = 0 duge goi la cuc tri
c6 diéu kien.
Phuong phép thé

Gia stt tu dicu kien rang buoc ¢(x,y) = 0 ta gidi ra duge y = g(z). Bang cach thay
y = g(x) vao ham z = f(z,y), viéc tim cuc tri ¢6 diéu kien cta z = f(z,y) tré thanh
tim cic tri ctia ham mot bién z = f(z, g(x)).

Vi du 6.2.1. Tim cic tri ctia ham z = /1 — 22 — y2 véi dieu kien v +y — 1 =0
Giai

Tu diéu kien z +y — 1 = 0 ta rat ra dugc y = 1 — 2. Thay vao z = /1 — 22 — 2 ta

dugc

z:\/l—xz—(l—x)QZ\/Q(a:—xz.

Day 14 ham mot bién x xac dinh v6i 0 < z < 1. Khao sat ham nay ta c6 z dat cuc
. 11
dai tai M (=, =).
2' 2
Phuong phép nhén ti Lagrange

Xét cye tri cia ham z = f(z,y) véi dicu kien rang buoc F(z,y) = 0. Ham

L(:Cayv )‘) = f(l’,y) + )‘F(:Cay)a

dugc goi 1a ham Lagrange va X\ goi la nhan tu Lagrange.
Diém dung ctiia ham Lagrange 1a nghiém ciia he

L, =0
L, =0
Ly =0

Ta ¢6 dinh 1y sau cho dieu kién du cua cuyce tri ¢6 dieu kién:

Dinh 1i 6.2.1. Gid st cic ham f(x,y) va F(z,y) cé cic dao ham riéng lien tuc dén
cap hai trong lan can cia diém (zq,yo) va (zo, yo, A) la diém ding ciia ham Lagrange.
Xét v phan
dzL(x()v Yo, )‘) = L;{x(IOJ Yo, A)dmz + 2Lgy('x07 Yo, )\)dl’dy + Lgy('r(b Yo, A)dy27
trong do dx, dy théa man dieu kien Fydx + F)dy = 0 vdi dz? + dy? > 0. Khi do,
1. Néu d?L(zo, yo, \) < 0 thi ham f(z,y) dat cuc dai tai (zo,yo).

2. Néu d*L(zo,y0, \) > 0 thi ham f(z,y) dat cuc tieu tai (xq, yo).
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3. Néu dau d*L(xg,yo, \) khong xdc dinh dugc thy ham f(x,y) khong dat cuc tri tai
(9507 yo)-

Dinh 1y diéu kién dt nay c6 thé md rong cho ham nhiéu hon hai bién. Tit dinh Iy
nay ta c6 thé rit ra cac bude tim cuc tri ¢é diéu kien.

e Buéc 1: Lap ham Lagrange

L(z,y,\) = f(z,y) + AF(x,y).
Tinh L7, L7, L.

zz) Hay

e Budc 2: Tim cac diém ding (zo, yo, A) ctia ham Lagrange bing cach giai he

I =0
I =0
!/

e Buéc 3: Tinh

d?L(xg, yo, A) = L., (20, yo, \)dz* + 2L, (0, Yo, A)dxdy + Ly, (0, Yo, A)dy?,
roi 4p dung két qué ctia dinh 1y trén, két luan tai (zg, yo).
Vi du 6.2.2. Tim cyc tri cia ham z = 6 — 4x — 3y véi diéu kien 22 + 9% = 1.
Giai
Lap ham Lagrange:
L(z,y,\) = 6 — 4z — 3y + A(z* + > — 1).

Ta cé Ly, = 2A, L}, =0,L] =2\
L =—4+2a=0

Gidi he ¢ L, =-3+2\x =0 ta dugc cic diém dimg ctia ham Lagrange 1a
Ly =2*4+y*—1=0
) 4 3 5 4 3
)\:— = — :—‘)\ = —— = —— = ——.
1 2,561 5,y1 52 2;56’2 5,y2 5
Ta co

d’L = 2\(dx* + dy?).
4 3 5 5

o VGi \; , ta co d2L(5’ = 5) = 2§(dx2 + dy?) > 0 nén ham dat cyc tiéu tai
4 3
(5, g) va Zmin 1
5 4 3 5 5
o V6i \y = —5 ta c6 dQL(—g, —= —5) = 2(—§)<dl‘2 + dy*) < 0 nén ham dat cyc
3
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Phuong phép xét dé@u dinh thic cép 3

Cuic tri ¢6 diéu kieén ctia ham hai bién f(z,y) rang budc béi dieu kien F(z,y) = 0
1a cite tri ctia ham s6 f(z,y) thu hep trén dudng cong F(z,y) = 0. Cac diém cuc tri
ciia ham s6 phai 14 nghiém ctia hé phuong trinh

fo(z,y) + A (z,y) =0
fy(@,y) + AF (z,y) =0 (1.2)
F(z,y) = 0.

Nhu vay, cuec tri c¢6 diéu kién ctia ham f(z,y) rang buoc bdi dieu kien F'(z,y) =0 1a
cuc tri cua ham Lagrange sau day

L($Jy7 )‘) = f(xay) + )\F($,y)

Néu he (1.2) vo nghiem thi f(z,y) khong c6 cuc tri. Néu a,b, g 13 nghiém ctia he
(1.2) thi ta lap s6

0 F!(a,b) Fy(a,b)
A=—|F(a,b) Ly (a,b ) L, (a,b )
Fé(a, b) Ly, (a,b,X) Ly, (a,b, \o)

va ta c6 két luan nhu sau:
e Néu A < 0 thi f(z,y) dat cuc dai tai (a,b).
e Néu A > 0 thi f(z,y) dat cuc tiéu tai (a,b).
e Néu A = 0 thi chua két luan dugc.

Vi du 6.2.3. Tim cyc tri c6 cyc tri ctia ham f(z,y) = £B—{—% v6i dicu kien 22 +1% = 1.

Giai
Ta c6 hé
(@, y) + AF(,y) = LA =0
(@ y) FAE(2,y) =0 &4 o+ =0
F(x>y) = x2—|—y2 1 =0
_ 2 __ 2
Hé nay c6 hai nghiem ¢ y = —\/Lg valy = \/Lg
o= N =4
Ta co Ly, (v,y) = 2), Ly, (z,y) = 2\, Ly, (v, y) = 0. Khi d6
, 2 1 5)
o Tai diém (——,—,i) thi
5 V5 4
4 2
0 =% ~E|
A=—|-% £ 0 |=—
2 V5 V5
V5 2
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Vay ham s6 da cho dat cyec tiéu tai (——=, —=) va gia tri cuc tiéu 1a fnm = —v/5.

NG
2 1 5 . ., 2

o Xét tuong tu tai diém (—=, 7, _T>’ ham s6 da cho dat cuc dai tai (—5,

va gia tri cue dai 14 frax = V5.

S

Ot
(@)
Sl
Ot

BAI TAP CHUONG 1
GI61 HAN CUA HAM HAI BIEN

Bai 1.1. Hay tim mieén xéc dinh ctia cadc ham hai bién sau va biéu dién hinh hoc mién
xac dinh dé lén mit phang toa do

O e LR (C RN R ol
c)z= 1—%2—%2; d) z = In(x + y);
e) z:#—gy_%; f) z = \/loga2+1(a:2+y2).
Bdi 1.2. Chitng minh ring doi v6i ham f(z,y) = " I_Z thi
lim(lim f(z.y) = L lim(lim f(z,y) = —1

z—0 y—0 y—0 z—0

trong khi d6 khong ton tai gi6i han

lim x
o )(Oof( ).

Khi c6 dinh mot bién, tinh gidi han theo bién con lai, sau dé tinh gidi han theo bién
co dinh & trudc goi la giéi han lap.
2,2

Bai 1.3. Chiing minh ring doi v6i ham f(z,y) = Ty ta ¢

22y + (z—y)*
lim(lim f(2, y)) = lim(lim f(z,3)) = 0.

z—0 y—0

Tuy nhién, khong ton tai gidi han
lim f(x
(z,y)—(0,0) (z.9).
1

- N . 1
Bai 1.4. Chiing minh rang doi v6i ham f(z,y) = (x 4+ y) sin — sin —, ca hai giéi han
x Y

lim (lim f(x,v)); lim(lim f(z,y))

z—0 y—0 y—0 " z—0

khong ton tai, nhung ton tai gi6i han

lim x
o )(Oof( )
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Bdi 1.5. Gi6i han sau day c6 ton tai hay khong?

) 2y
lim ————.
(2.y)—(0,0) 22 + y?

Bdi 1.6. Tinh gidi han cAc ham hai bién sau, néu c6

563 _ y3 ™y
== I by = — <
a)Z .TS + y3 )Z 1’4 + y2
2 4 4
c)z:% d)z = 2+y2
=ty T+ Yy
Bdi 1.7. Tim céc giéi han
2 2
a) lim % b) lim %
y—ooxs — Y + Y y—ooxt 4y
C)hmsmxy d) lim (z*+y
y—a y—+oo
z—0 T—400
332
. xy . 2 2\ 2212
e) lim f)lim (x* + Y
)yHJrOO (x2 —|-y2) )yﬂ()( Y )
T—+00 —0
22
1\ =+ In(z + e¥)
li 1+ - h)lim ——————.
g) ylilclz ( + ZL’) )y—>0 \/Wy2
T—00 r—1

SU LIEN TUC CUA HAM HAI BIEN

- N 2 - 2 .z 2 2 N
Bai 1.8. Tim cac diém gidn doan ciia cac ham sau:

1

a) 2 = ———— b) z = ——2

Bai 1.9. Khdo sat su lién tuc ctia cac ham so sau

(xsiny — ysinx

néu x®+y? #0

a) f(x,y) = z? +y?
0 néu 22 +y*=0
(3 3
:t:2—l—y2 néu x?+ 4> #£0
b) flz,y) =q 2"ty
0 néu 22 +y*=0

\
Bdi 1.10. Chitng minh ring ham sb
x JR—

floy) = @ +y)
0 néu 22+ y?> =0

néu 22 +y*#0

khong lién tuc tai (0,0).
DAO HAM CUA HAM HAI BIEN
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Bdi 1.11. Tinh dao ham rieng f, f}, f#, clia ciac ham s6 sau

a) f(a,y) = 2" b) f(z,y) = yvr —y* — x + 6y;
¢) f(z,y) =sin" cos Z; d) f(z,y) = In(z + Iny).
y
Bdi 1.12. Cho ham sb
-y
ry——> néu 224+ 1y> #0
fay) =3 a4y v
0 néu 2% +y*=0.
Dang thiic vy = [yu €O dling khong?

Bai 1.13. Cho f(a;, y) = ax® + 2bzy + cy?. Chiing minh ring

xfy+yfy, =2f(x,y).
Bdi 1.14. Chitng minh rang ham s6

LY P 2 2
TYy——— neu z°+y*#£0
flzy) =4 "V Ey?
0 néu 22 +9*=0.

khong kha vi tai (0,0).
Bdi 1.15. Tinh dao ham ctia cac ham s6 hop

a) z =In(2x — \/y), trong d6 « = €', y = sint.

b) z = sin(u? — v?), trong d6 u = cosx, v = /22 + y2;
CUC TRi CUA HAM HAI BIEN

Bdi 1.16. Tim cuc tri dia phuong ciia cdc ham sau:

a)z = at +yt —2? — 22y —y? bz = 22" +y* — 2? — 2°
c)z = 2*y*(6 — x —y) d)z = 2° +y* — 3zy
50 20
e)z=zy+—+—, x>0,y >0 flz= (xz—l—yQ)e_(xQ’LyQ)
x Y
y: 1
g)u—x+4—+ +2 hu=z"y", x+y=a>0.
x

Bdi 1.17. Khéo sat cuc tri c6 diéu kién ctia cdc ham sau:

a) u=zy* néux+2y=a,(r>0y>0a>0).

b) u = x? + y* — 12z + 16y, néu z* + y* < 25.
c) u=(z—y")(2z —y?).
d) u=2%+y" (z,y > 0,a,3 > 0) véi dicu kién rang buoc zy = a > 0.
e) u=xt+ y* — 22% + dxy — 29>
22 + 62y + 3°
f) u=— =
re—xy+vy
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CHUONG 2

TICH PHAN BOI

§1 DINH NGHIA TiCH PHAN KEP VA TiNH CHAT

1.1 Bd&i todn md dau va dinh nghia tich phdn kép

Ta da biét, v6i ham mot bién ta 1ay tich phan trén mot doan [a,b] C R (tic 1a mién
mot chiéu). Do d6, ta phan doan ring dé dinh nghia tich phan ctia ham hai bién,
chiing ta s& 1y tich phan trén mot mién R C R? (tic la mién hai chiéu).

Cho ham hai bién 2z = f(z,y) khong am, lien tuc trén mién dong va bi chan D ctlia
mat phing Ozy, ¢6 do thila S. Ta goi vat thé hinh tru 1a vat thé giéi han béi mién D,
mot méit tru c6 dudng sinh song song vé6i truc Oz va mit cong S cia ham z = f(z,y).
Bdi todn: Hay tinh thé tich V ctia vt thé hinh tru ¢ ddy trén la phan do thi S va
ddy dudi la mién D.

/z=f(x_§,')
3 = T
i S s
£ A :J \
. —
— I P
~| |
"
v | !
|
0 :
|
|
‘ o 851 )

Dé giai quyét bai toan, ta chia mién D thanh n mién nhé, déng, khong ddm lén nhau
01,09, ...,0p, ¢6 dién tich 1an lugt 1a AS;, AS,, ..., AS,. Lay moi mién nho o; lam day,
dung vat thé hinh tru ma mat xung quanh c6 dudng sinh song song véi truc Oz va
phia trén gisi han béi S. Khi d6 vat thé hinh tru da dude chia thanh n vat thé hinh
tru nho hon c6 thé tich gia s 1a Avy, Avs, ..., Av,.

Trong mdi mién nhé o; lay diém (x;,5;) tuy . Khi 0; kha nhé, Av; xap xi v6i thé
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tich clia vat thé hinh tru ding c6 dday AS; va chidu cao f(z;,y;), tic 1a
Avi = f(2i,y:)AS; (i =1,n).

Néu moi mién con o; déu rat bé thi thé tich V ctia vat thé hinh tru xap xi
n
Vi~ Z [z, yi) AS
=1

Phép tinh xap xi nay cang chinh xac néu n v o; cang bé. Goi d; 14 duong kinh cta
mién con o; (dudng kinh 14 khodng cach gitta hai diém bat ki ctia o;). Cho n — oo
sao cho maxd; — 0 thi thé tich ctia vat thé hinh tru la

= i iy Yi
maxlfln—@ Z f 33' ’ y
Dinh nghia 1.1.1. Gid stt 2 = f(z,y) 13 ham lién tuc trén mién déng, bi chin D
ctia mit phang Ozxy. Chia mién D thanh n mién nhd, déng, khong ddm lén nhau
01,09, ...,0, ¢6 dién tich lan luct 1& AS;, AS,, ..., AS,. Trong mdi mién nhoé o; lay
diém (z;,y;) tiy ¥ va lap tong

n

I = flzi,y:)AS,.
i—1
Goi d; 1a duong kinh ctia mién con ;. Néu khi n — oo sao cho maxd; — 0 ma ton
tai gi6i han
I= 1 I 2.1

maxlgil—@ " ( )
khong phu thudc vao cach chia mién D va cach chon diém (z;,7;) thi gidi
han trén dugc goi 1a tich phan kép ciia ham f(x,y) lay trén mién D va duge ki hieu

/ / F(z,y)dS, (2.2)

trong d6 f(x,y) 1a ham dudi dau tich phan, D 1a mién lay tich phan, dS 1a yéu to
dién tich.

la

Cha y 1.1.1. Vi gi4 tri ctia tich phan kép khong phu thuoc vao cach chia mién D
nén ta cé thé chon cach chia mién D béi ludi cac dudng thang song song véi cac
truc toa do. Khi dé cac mién nhd o; (trit mot sé khong dang ké cac o; giao véi bién)
la hinh chi nhat c6 cac canh Az, Ay nén ta c¢6 dS = dx.dy. Vi vay tich phan kép

thuong dugc ki hiéu duéi dang
//f(&y)dxdy-
D

Nhan xét 1.1.1.
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1. Néu f(z,y) lien tuc va khong am trén mieén D (déng va bi chan) thi tich phan
kép ctia f(z,y) trén mién D chinh la thé tich ctia vat thé hinh tru V trong
khong gian c6 day dudi la mién D trong mat phang Oxy va day trén 1a mit cong
xac dinh béi z = f(x,y), tic la

V= //f(:v,y)d:vdy.

2. Viéc tinh tich phan kép dya vao dinh nghia rat kho khan, trong cac phan sau ta
sé c6 cac két qua cho phép tinh tich phan kép mot cach dé dang.

3. Gi6i han (2.4) khong phai khi nao ciing ton tai, ¢6 nghia la tich phan (2.5) cta
mot ham hai bién trén mot mién D khong phai khi nao cling c6. Néu tich phan
(2.5) ton tai, ta noi rang f(z,y) khd tich trong mién D. Dinh Iy sau cho phép ta
khang dinh tich phan kép ton tai, tiic 1a f(x,%) kha tich trén D.

Dinh 1i 1.1.1. Néu f(x,y) lién tuc trén mien D (déng va bi chan) thy f(x,y) kha
tich trén D.

1.2 Tinh chat clda fich phdn kép

Tich phan kép c6 cac tinh chat quen thudc ching ta da biét & tich phan xac dinh,
v6i gid thiét cac tich phan c6 mit déu ton tai.

// (x,y) £ g(z,y) dxdy—//facydxdyj:// (x,y)dxdy.
// kf(z,y)dxdy = k//f(x,y)dxdy.
D D

3. NéuD:DlLJDQ VaDlﬂDgzgth\l
//f(x,y)dxdy = //f(ﬂf,y)dl’dw//f(:t,y)dfﬁdy.
D Dy Do

4. Néu f(z,y) < g(z,9), V(z,y) € D thi

//fa:yd:rdy<// (x,y)dxdy.

§2 TICH PHAN KEP TRONG HE TOA PO DE CAC

Nhu da néi 6 nhan xét trén, viéc tinh tich phan kép truyc tiép bang dinh nghia 1 mot
cong viec rat phic tap, doi héi ta phai c6 cong thitc tinh don gidn, phu hgp dinh
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nghia va tinh chat ciia tich phan kép. Ngudi ta sé tim cach dua né vé phép tinh tich
phan ham mot bién (nhiéu lan). Md dau, ching ta xét tich phan kép ctia ham hai
bién trén mién D = [a, b] X [c, d], titc 1a mién 14y tich phan 1a hinh chi nhat. Ta sé
xét mién lay tich phan tong quat hon & phan sau.

2.1 Mién lay fich phdn I& hinh chd nhét (D = [a, b] x [c, d])
Vi du 2.1.1 (Vi du mé dau). Tinh tich phan

f:l/(/ﬁ)dm

Giai
2 d 1 1
Ta c¢6 [ Y 5 . Do vay
1 (x4+y)? z+1 x+2
2
12 9
/ Jiz =ln >0 | =m>.
/ x—i—2 r+2h 8

dxdy
Bay gio, tinh tich phan [ ——,
y (z +y)?
kép nay, ta st dung két qua sau:
Dinh 1i 2.1.1 (Dinh Iy Fubini). Néu f(z,y) lién tuc trén D = [a,b] X [c,d] thi

J[ 1@ ydady - /b ( /d F e, y)dy) di = /d ( /b f(e.y)dz)dy.

trong d6 D = [1,2] x [1,2], ta

trong d6 D = [1,2] x [1,2]. Dé tinh tich phan

N . dxd
Tré lai vi du mé dau, dé tinh tich phan [[ 4y 5
p (r+y)

5 lien tuc trén D = [1,2] x [1, 2] nén

nhan thay rang ham f(z,y) = @+ )
rry
2 2

dxdy 9
[y g
Js (x+y)? x+y 8

1 1

Nhu vay, Dinh 1y Fubini da gidi quyét dudc yéu cau dat ra 1a dua phép tinh tich
phan kép vé phép tinh tich phan ham mot bién, véi yéu cau ham f(z,y) c6 tinh chat
quen thuoc 1a lien tuc. Tuy rang Dinh 1y Fubini cing dung khi f(z,y) kha tich trén
D va ham y — f(z,y) kha tich trén [c,d] (hodc ham z — f(x,y) kha tich trén [a, b]),
nhung day 1 cac tinh chat khong quen thuoc va it st dung trong tinh toan, do dé6
ta chi quan tam vé6i nhitng ham hai bién lién tyc trén R.

Vi du 2.1.2. Tinh tich phan kép

// x%y? 4 cos(mx) + sin(nz)]drdy, trong d6 D = [—2, —1] x [0, 1].
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Giai
Vi ham f(z,y) = 2%y* + cos(nx) + sin(mx) lién tuc trén D = [—2, —1] x [0, 1] nén ap
dung dinh 1y Fubini ta c6

1 -1

// 2%y* + cos(mz) + sin(rz)|drdy = /(/[:L’2y2 + cos(mx) + Sin(wy)]daz) dy

—2

(;x Yy 4+ — ! sm(wx) + a:sm(wy)) ‘_:dy

Il
\H O\H S

<§y2 + Sm(ﬂy)>dy

5 1

L7
= —cos(my)

9

o~

!
Vi du 2.1.3. Tinh tich phan kép

I = // e"dxdy, trong d6 D = [0, 1] x [0, 1].

Giai

1
= = [(f oy fi
0

D

1
/ Hy ey dy—e —2e+1=(e—1)>
0

Chay: Néu ham hai bién f(x,y) = g(x)h(y), thi tich phan cia f(x,y) trén D =
la,b] X [c,d] dugc tinh nhu sau

b d
J[ st@wdzdy = ( [ gtwyiz)( [ nw)ay).
D a c
Vi du 2.1.4. Tinh tich phan kép

I = //xcos2 ydzdy, trong d6 D = [—2,3] x [0, g]

Giai

3 bl
//:Ecos ydxdy = (/ a:d:r) (/ cos? ydy) = (%azQ %/ + cos 2y)dy>
) 0 0

=2 (G + g ) = 2

o
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2.2 Mién @y tich phdn Id mién bi chdn
D6i v6i mién bi chan, ta co thé xét hai trudng hop sau day
e Mién lay tich phan theo phuong Oz (Hinh 1)
D={(z,y) :a<2z<bg(x) <y< g}
e Micn lay tich phan theo phuong Oy (Hinh 2)

D= {(z,y) : a(y) <& < holy),c <y < d}.

b y
.J’ = Es [x)
F..--/ \ x=hy(y)
| |
| |
I FEEEL ICX:] I _/.r‘?
| | >
| |
! !
P Pt ¥
1 2

Hinh 2.1: Mién lay tich phan theo phuong Oz va Oy

Dinh If 2.2.1 (Dinh Iy Fubini).
1. Neu D = {(x,y) :a <z <bg(x) <y < gao(x)}, trong dé gi(x) va go(x) la hai
ham lién tuc trén [a,b] (mién lay tich phan theo phuong Ox) thi

g2()

| £ dady - /b do [ f(o.)dy

(z)
2. Neu D = {(x,y) : hi(y) < x < ha(y),c <y < d}, trong dé hi(y) va he(y) la hai
ham lién tuc trén [c,d] (mién lay tich phan theo phuong Oy) thi

ha(y))

J[ $(@pyndy = /d by [ regar
D e n

1(y)

Nhu vay, Dinh 1y Fubini nay cho phép ta tinh tich phan kép ctia ham hai bién trén
mot mién bi chén trong hai truong hop trén (tuong tuy nhu déi véi mién 1a hinh chit
nhat). Tuy nhién, viéc 1ay can tich phan rat quan trong, doi hoi ta phai biét vé hinh,
xac dinh céc giao diém (néu cd) va rit ra cong thitc tinh toan chinh xac.
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Vi du 2.2.1. Tinh tich phan

1= // ry*dzdy,
D

trong d6 D 1a mién gidi han bdi cac duong y = x — 4 va y? = 2z.
Giai
Dé xac dinh can lay tich phan, cach t6t nhat 1a ta vé hai dusng vy = v —4 va y? = 22

trén cung mot hé truc toa do.

A
y
Al ¢
B 1
2 ‘ 3
2 .,
ON1 | 8 »x
K, . 1
&
/|

Toa do giao diém ctia hai duong y = o — 4 va y? = 22 14 A(2,-2),C(8,4).
2

Tacéy2:2x:>a:=%Vay:x—4:>x=y+4.

e Néu xét theo phuong Oy thi mién D duge xac dinh nhu sau

D={(ay): L <a<y+4-2<y<4)
Do do6
4y 4,
T
]://:L’yzdxdy:/dy/xy%xz/%ﬂ#dy
2
D SO -

6 16992

1 4 3 2 Y
= — + &y° + 16y° — = )dy = ———.
2/(y y Y 4)y 34

-2

e Néu xét theo phuong Oz, ta chia mién D thanh hai mién Dy, Dy dudc xac dinh

nhu sau

Dy ={(z,y): 0<z <2, V2 <y<V2},
Dy ={(z,y) :2<2<8x—4<y<+V2}
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Tw do, ap dung Dinh 1y Fubini, ta ¢6

2 V2x 8 V2
[://nydxdy:/dx / :1:y2dy+/da: / zy>dy.
D 0 o 2 a4
16992
Tinh toan, ta dugec I = %

Vi du 2.2.2. Tinh tich phan

1 :/ dzy — y3dxdy,
D

trong d6 D 1a mién gi6i han bdi cac duong y = /z va y = x°.

Giai
Ta vé hai duong y = /x vay = 23 trén ciing mot hé truc toa do.

A
),-

1

___________________

Y

0 1 ¥

Toa do giao diém clia hai duong y = /z va y = 2% 1a (0,0) va (1,1). Néu xét theo
phuong Oz thi mién D dude xac dinh nhu sau

D={(z,y):0<z<1,2° <y <}

Khi d6, tich phan kép da cho la
1 vz

1
I—/ day — y3da:dy—/ /4a:y y3dy :/ 211> ——y
0

D
1
0

§3 DOI BIEN SO TRONG TiCH PHAN KEP

\/5
d

7 1 1 155
2_ 12 Y 3__ e 13 — -7
=20+ :’3 dr = (12:6 43j tg” )‘0 156

| =1

3.1 Céng thuc déi bién s&

Doi bién s6 1a phuong phap quen thuoc trong viéc tinh tich phan xéc dinh ma ta
da thuc hanh rat nhiéu trong cd chuong trinh toan pho théng va chuong trinh toan
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cao cap. Doi véi tich phan kép, doi bién s6 ciing 1a mot phuong phap dude sit dung
dé tinh trong cac truong hop mién lay tich phan phic tap khong truc tiép lay can
duge. Viec doi bién s6 cho phép chuyén mien lay tich phan tré nén don gian hon,
quen thudc hon va cho phép ta tinh tich phan kép mot cach dé dang hon.

Dé lam quen véi phuong phap doi bién s6 trong tich phan kép, ta xét vi du sau day
dé thay rang qua phép déi bién s6, mién giéi han clia ta tré nén don gidn hon.

Vi du 3.1.1. Cho D 1 mién giéi han béi cic dudng y = -,y = — 42,y = — = —1,y =

. 2 2 3
—§+3va phép doi bién s
.
u=—=
9 Yy
-+
v=—+uy.
3 Y
Mién D duge biéu dién trong hé truc Ozy nhu sau
A
}.‘
>
( x ( x
yzi _§+y:O T
=5 +2 —L4+y=2 e L Ju=—5 1y
Tac6l’ 2 N A . Khi d6, v6i phép déi bién s6 .2
y=-—3—1 s ty=-1 v:§+y
vy =-5+3 (3 Ty=3
ta dugc mieén gidi han D’ trong heé truc O'uv dude xac dinh bdi
u=20
u =2
v=—1
v=3

Ltc d6, mién D’ duge bieu dién trong hé truc O'uv nhu sau

Nhu vay, tit hinh binh hanh ban dau, sau khi doi bién, ta dugc hinh chit nhat tit d6
cho phép ta tim can xac dinh mién D dé dang hon. Cling nhu trong tich phan xac
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Il
=
=
[l
to

A

g =

dinh, khi diing phép doi bién s6 ta can chuyén ham hai bién f(z,y) dudi dau tich
phan da cho sang ham hai bién f*(u,v) va bién dxdy sang dudv. Cau héi dit ra la
khi déi bién nhu vay sé ap dung quy tic hay cong thic nao?

Dinh nghia 3.1.1. Jacobian ctia phép doéi bién z = g(u,v), y = h(u,v) 1a

Oz

— gu

d(u,v) %
ou

Q>|Q3Q3|Q3
SEESISEES

Coéng thuc ddi bién s&
Gia sit ta can tinh tich phan kép clia ham f(z,y) trén mién D. Dung phép bién doi
r = g(u,v),y = h(u,v), mién D tré thanh mién D’. Khi d6 tich phan tré thanh

f(z,y)dzdy = f(g(u,v), h(u,v))‘a@:’y) ‘dudv. (2.3)
0(u,v)

Nhan xét 3.1.1.

0 ) o s
1. ‘ 852’ z;‘ chinh la gia tri tuyét doi ctia Jacobian va v6i phép doi bien x =
g(u,v),y = h(u,v), ta c6
_|9(z,y)
dxdy = ’8(u, o) ‘dudv.

2. C6 mot s6 tich phan kép sau khi dung phép doi bién, viéc tinh tich phan tré
nén don gian va nhanh chéng. Tuy nhién, khong phai bai toan nao ta ciing dung
phép doi bién. Trude tien, ta vé hinh mién giéi han, néu khong thé lay can tich
phan ta nghi ngay dén phép déi bién.

3. Viéc doi bién doi héi ta phai chuyén mién D thanh mién D’ mot cach chinh xac,
sau d6 tinh Jacobian, tic 1a tinh dinh thic cap 2. Cudi cting ap dung cong thic
(2.3).
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Vi du 3.1.2. Tinh tich phan

I://:C—I—yd:cdy,
D

trong d6 D 1a mién gidi han bdi cic duong y =2,y = —z,y =z — 5,y = —x + 5.

Giai

Ta vé cac dudng y = z,y = —x,y = x — b,y = —x + 5 trén cung mot hé truc toa do.

A

y

Y

Néu khong dung phép doi bién ta c6 thé chia mién D thanh hai mién va xéc dinh
can lay tich phan. Tuy nhién, phuong phap déi bién s6 sé gitp ta tinh tich phan
(

dé dang hon. Ta cé

P U:—ZE+y
SO

vV=x+y
u=20
v=20

u=—95

. Hay

y=v=
y=-—x
=
Yy=x—95
y=—T+5

1
. T = %(—u + )
y=§@+U)
O, y) _
J(u,v)

—r+y=0
r+y=0
—r+y=-95

. Khi do, v6i phép doi bién

\:E+y:5

ta dugc mién gidi han D’ trong hé truc O'uv dude xac dinh béi

N~ N~



Sau khi da xac dinh duge mién D’ va tinh Jacobian ctia phép doi bién, ap dung cong
thic (2.3) ta duge

I—//x-l—ydxdy—// —u+ ) ;(u—l—v))’—%‘dudv

5

25 125
:/ /QUdu dv:/Zdv— 1
0 -5 0

3.2 Tich phdn kép trong hé toa db cuc

Hé toa db cuc

Khi xac dinh toa do ctia mot diém trong mat phéng, ta thuong xac dinh diém doé

dua vao hoanh do va tung do ctia mot hé toa do dé cac cho trude. Trong thyc té con
c6 nhitng cach xac dinh toa do khac.

o e
Hé toa do cuc xac dinh vi tri cia mot diem M dya vao ban kinh vector OM, va gbc
P
dinh huéng gitta vector OM va Ozx.

M

Y

0 X

Hinh 2.2: Hé toa do cuc
Bo doi (r, @) xac dinh vi trf clia diém M trong mat phang, trong d6
o r = OM;
N s, . /, .~ = N
e ¢ la goc dinh hudng gitta vector OM va Ou;
e Ox dugc goi la truc cuc, O duge goi la goc cuc.
Coéng thic finh fich phén kép trong hé toa dbé cuc

Cong thiic lien he gitta cac toa do dé cac (z,y) va toa do cuc (r, ) cla cung mot
diém (xem nhu phép doi bién s6) 1a

T =TCosy
Yy =rsinp.

Néu r > 0 va 0 < ¢ < 27 thi cic cong thiic trén xac dinh mot song 4nh gitta cac toa
do de cac va toa do cuec.
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Bay gio, tit cong thitc (2.3) ta thiét lap cong thitc chuyén tit tich phan kép trong toa
do dé cac sang toa do cuc. Ta c6 Jacobian clia phép doi bién la
Oxr Ox
d(z,y) _| or dp _
ar.p) |y Oy
or 8@
= rcos? o — (—rsin® @) = r(cos® p + sin® p) = 7.

Cosp —rsinp

sinp rcose

Khi d6 dady = ‘ggx, y§ ‘drdgp — |r|drdy = rdrde. Vay
ro

’

// f(a:,y)dmdy:/ f(rcos,rsinp)rdrde.
D D’

Néu mién D trong hé toa do dé cac chuyéen thanh mién D’ trong hé toa do cuc duge
xac dinh bdi
a<p< B, ri(e) <r <)
thi ta c6 cong thiic tinh tich phan kép nhu sau
r2(p)
//fx yd:z:dy—/ / frcosgo,rsmgo)rdr)dgp
@ ri(p)

Can cha y cdc diéu quan frong sau:

1. Bai toan nao thi chuyén sang toa do cuc dugce? Ta chi chuyén dé bién mién D
tit phiic tap thanh don gian. Chuyén sang toa do cuc khi:
(a) Ham duéi dau tich phan c6 chita 2% + y?, dong thoi mién D gidi han béi cac
duong di qua O.
(b) Mién lay tich phan 1a hinh tron, hinh tron léch, gi6i han ciia hai hinh tron,
hodc duong cong c6 chita z? + 3.
2. Véi nhitng mién lay tich phan cé thé vé hinh, ta nén vé hinh, diéu nay gitp ta
dé dang xac dinh can 1ay tich phan.
3. Trudc khi doi can, ta xem mién D va ham lay c6 tinh chat déi xiing hay khong?
Diéu nay gitp ta thu hep mién lay tich phan:

(a) Néu mién D déi xiing qua Ox va f(z,y) = f(x, —y) thi

//fxyd:cdy—Q//fxydxdy,

trong d6 D; 13 mot phan ctia D ting vé6i y > 0.
Néu mién D déi xiing qua Ox va f(x,y) = — f(z, —y) thi

[ [t pydady =0
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(b) Tuong ti, néu mién D dbi xing qua Oy va f(z,y) = f(—x,y) thi

[ [ tapdzdy =2 [ [ s ydady,

trong d6 D; 13 mot phan ctia D tng véi z > 0.
Néu mién D déi xiing qua Oy va f(x,y) = —f(—x,y) thi

[ [t pydady =0

(c) Néu D la mién déi xing qua Ox va Oy va f(z,y) = f(—x,y) = f(z,—y) =

f(—z,—y) thi
//fxyd:udy 4//fa:yd:1:dy,

trong d6 D* 1a phan ctia D nam trong géc phan tu thit nhat.

Phuong phdp xdc dinh cdn

Thong thuong, dé xac dinh can lay tich phan, ta thuong ding phuong phap hinh
hoc, tic 1a vé hinh mién 1ay tich phan D. Sau d6 thyc hién cac bude sau:

1. Xac dinh 2 tia ¢ = a v ¢ = 8 (a < ) tiép xic véi dudng cong (C) gidi han
mien D.

2. Chuyén cong thiic cac duong cong giéi han mién D sang toa do cuec, tim cac biéu
thic xac dinh r.

3. Trong doan [a, 3], biéu thiic xac dinh 7 nhé hon, ki hidu r;(¢), biéu thitc xac
dinh r 16n hon, ki hiéu ro(y).

4. Sau cing, chuyén ham duéi dau tich phan sang toa do cic va ap dung cong thiic:
()
/ f(z, ydxdy—/ / frcoscp,rsmcp)rdr)d

a  ri(p)

Vi du 3.2.1. V6i mdi mién D sau, xac dinh can 1ay tich phan trong toa do cyc:

1. D xac dinh béi 22 +y? < 1. D giéi han bdi duong tron tam O béan kinh 1 nén
O nam trong mién D, tiic can dudi ctia r bang 0. Hon nita, moi tia xuat phat tu
O déu cit bién tai mot diém c6 r = 1. Do d6 can lay tich phan la

0< <2, 0<r<1.

2. D xac dinh béi 22 +y? < 2az. D gidi han béi duong tron tam I(a,0) ban kinh
£ . Z . 7T 7T
la|. Hai tia xuat phat tut O tiép xtc véi dusng tron nay la o = —5,5 =3 Do
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duong tron di qua O nén can dudi ciia r bang 0. Chuyén dudng tron dé qua he
toa do cuyc ta c6 2 = 2ar cos ¢ = 7 = 2acos . Tit d6 can lay tich phan la

s T
—§§go§§, 0 <r < 2acos .

. D x4ac dinh béi 2%+ y? < 2by. D gidi han béi duong tron tam 1(0,b) ban kinh
|b]. Hoan toan tuong ty, ta dé dang xac dinh can lay tich phan la

0<p<m 0<r<2bsing.
. D xac dinh bdi hinh tron tam /(a,b) ban kinh R. Trong truong hop nay

viéc tim hai tia tiép xtc v6i duong tron gip kho khan. Do do6, ta tinh tién tam
dudng tron nay vé gbc toa do, tic la thuc hién phép ddi bién

X =r—a
Y =y—a
Khi do
//f(:c,y)dxdy = / / f(X +a,Y +a)dXdY
D X24Y2=R2
27 R)

:/dgp/f(a—i—rcosgo,a—i—rsingo)rdr.
0 0

. D xac dinh béi a? < 22 + 4% < b?. D gidéi han bdi vanh khin, mién trong va
b|. Do do6, can

mién ngoai clia hai dudng tron tam O béan kinh lan lugt |a| va
lay tich phan la
la| <7 <|b], 0<¢ < 2.

Vi du 3.2.2. Tinh

I://sin\/xz—l—y%xdy,
D

Trong d6 mien D duge xac dinh bdi 72 < 22 + y? < 472
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Chuyén sang toa do cuc = rcose, y = rsiny. D giéi han béi vanh khan, mién
trong vA mién ngoai ctia hai duong tron tam O ban kinh lan lugt m va 27. Do do,
can lay tich phan I

2w 27

Vivay, [ = f(f rsinfrdr)dgo = —672.

0 m
]://\/x2—|—y2dxdy,
D

trong d6 mién D dugc xac dinh béi 22 +y?> —1 < 0,22 +y?> — 2y > 0,2 > 0,y > 0.

Vi du 3.2.3. Tinh

1
T

v

Chuyén sang toa do cuc z = rcosy, y = rsing. Hai duong tron 22 + 4% = 1 va

22 4+ y% — 2y = 0 c6 phuong trinh trong toa do cuc la r = 1 va r = 2sin . Ching cit
. T T .

nhau tai mot diem c6 toa do cuc la (1, 6) Lic d6 2 tia o =0 va ¢ = 5 tieép xuc véi

duong cong gidi han mién D. Trong [0, %], ta c6 2sin < 1 nén can lay tich phan la
2sinp <r <1, 0§gp<g
Vi vay

1
1
/ 2d7“ g/l—Ssm ©)dy
in @ 0

7 16
(G T 3v/3 — <)

(1 — cos® @) sin pdyp] =

wlr—t
CD|>]
[en)

\\:\
W =

§4 TICH PHAN BA LGP

Ta da biét tich phan kép véi ham dudi dau tich phan 1a ham hai bién va mién lay
tich phan D trong mit phang Oxy, tich phan ba 16p 14 su mé rong cia tich phan
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kép v6i ham dudi dau tich phan 14 ham ba bién va mieén lay tich phan V trong khong
gian Oxyz.

4.1 Khdi niém tich phén ba I6p

Dinh nghia 4.1.1. Cho ham ba bién f(z,y, 2) xac dinh trong mién bi chan V cla
khong gian Ozyz. Chia tity ¥ mién V thanh n mién nhé khong dim lén nhau c6 tén
va theé tich goi chung la AV;, AVs, ...AV,. Trong mdi mién nhé AV; lay diém tuy ¥
(25, yi, 2;) va lap tong

o = Y f(xi, 55, 20) AV,
i=1

Goi d; 1a duong kinh ctia mién con AV;. Néu khi n — oo sao cho maxd; — 0 ma ton
tai gi6i han

I= 1 2.4

maxlgl—%) n ( )

khong phu thudc vao cach chia mién V va cach chon diém (z;,v;, z;) thi gidi

han trén dugc goi 1a tich phan ba I6p cia ham f(x,y,2) lay trén mién V va duge ki

J[[ @y 2av, (2.5)

trong d6 f(z,y, z) 1a ham dudi dau tich phan, V 1a mién lay tich phan, dS 1a yéu to
thé tich.

hiéu la

Néu ham f(z,y,2) c6 tich phan ba 16p trong mién V thi ta néi f(z,y,z) kha tich
trong mién V. Dinh Iy sau day cho ta diéu kien da dé f(x,v, z) kha tich trong mién
V.

Dinh i 4.1.1. Néu f(x,y, z) lién tuc trong mién hitu han V th f(x,y, z) khd tich
trong mién V.

Cha v 4.1.1.

1. Vi gia tri ctia tich phan ba 16p khong phu thuoc vao cach chia mién V nén
ta c6 thé chon cach chia mién V bédi cac mit phang song song véi cac mat
Oxy, Oyz, Ozz. Khi d6 cac mién nhé AV (trit mot sé khong dang ké cac AV
giao v6i bién) 1a hinh hop chit nhat nén ta c6 dV = dxdydz. Vi vay tich phan ba
16p thuong duge ki hiéu duéi dang

[[[ #6e..odya

2. Tich phan ba 16p ctia f(x,y,2) = 1 lay trén mién w chinh Ia thé tich ctia mién

w, tic la
“ v = [ffav = [[] -

42



4.2 Cach tinh tich phdn ba 16p

Nhu tich phan kép, dé tinh tich phan ba l6p ctia ham ba bién trén mieén V, ta can
xac dinh mién V. Ung v6i moéi dang mién V' ta c6 cong thiic tuong ting. Truong hop
tong quat nhat ctia mién V' 1a: vat thé phia dudi gidi han bdi mat cong z = Py (x,y),
phia trén bdi mdt cong z = Vy(x,y), hai mat cong lien tuc va moi dudng thang song
song vdi truc Oz cat moi mat khong qud mot diém va gidi han chung quanh bdi mt
tru c6 duong sinh song song vdi truc Oz.

Goi D 1a hinh chiéu cia V xudng mit phang Ozy. Khi d6 tich phan ba 16p dugc tinh
bang tich phan kép sau day

G

/V//f(a:,y,z)d:cdydz:é/g

Néu D xac dinh béi

1

2(2,y)
/ f(fc,y,z)dz)dxdy. (2.6)
(=,y)

D={(z,y)a<z<by(r) <y <)}
thi bang Dinh 1y Fibini, ta c6
w2(x) P2 (z,y)

///f(x’y’z)dxdydzz/bdﬁf / dy / f(a,y, 2)dz. (2.7)

1(z)  Yi(zy)
Vi du 4.2.1. Tinh tich phan ba l6p

I = /// xyzdxdydz,
1%

trong d6 V' 13 mién giéi han bdi cac mat phing 2 =0,y =0,z =0vaz +y+ 2 = 1.
Giai
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Trudce tién, ta vé mién V lén hé truc toa do Ozyz:

Goi D la hinh chiéu ctia V xubéng mat phang Ozxy, khi d6 D xéac dinh béi

D={(z,y):0<2<1,0<y<1—uzx}.
Mat khac, r+y+z2=1=2=1—2—y, do do
0<z<1l—x—y.

T do, tich phan da cho duge tinh nhu sau

1 — —T— 1—x 2 1wy
]:/dx/ / xyzdz—/dx/ajyz dy
0 0 0 0
/ 1
x
— B — 1— —
0/24( o) = 255

Truong hop V 1a hinh hép ch nhat
Khi V laf hinh hop chit nhat xac dinh béi
V=A(r,y,2);a<z<bc<y<de<z<f}

thi day 1a truong hop dac biét, theo cong thite (2.9) ta co

b d ¥
/V/ f(z,y, z)dedydz = a/dxc/dye/f(x,%z)dz

Hon nita néu f(z,y,2) = fi(2).f2(y).f3(z) thi
f

J[[ 1y 2 dvdyaz = /b fi(@)da /d falwhdy [ folz)a
Vv a c

e

Vi du 4.2.2. Tinh tich phan ba 16p

I= ///(a:y2 + 2%)dxdydz,
14

trong d6 V' 1a hinh hop cht nhat xdc dinh bi 1 <2 <1,0<y<1,0< 2 <2
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Giai
Ap dung cong thitc déi v6i V' 1a hinh hop, ta c6
12

1 1
da:/dy/(xy2+z3)dz:/dx/xyz—lr y
0 0

0 0

I pu—

S O —_

(2 3+4)‘1
—T T =
3 4 4 0

§5 DOI BIEN TRONG TiCH PHAN BA LOP

5.1 Da4i bién trong toa do tru

Trong khong gian R? v6i hé toa do vuong géc Oxyz cho diem M(x,y, 2), chiéu M
lén mat phang Ozy thanh diem My, dat OM; =7, 0 <7 < 400 va ¢ = (Oz, OM,).
Khi dé ta goi (r, ¢, 2) 1 toa do tru ctia M trong khong gian R3, ta c6

T =TCos
Yy =rsingy
z=z.

Bay gio gid stt V' 14 mot mién déng va bi chan, do duge trong R3 va f(x,y, z) 1a ham
lien tuc trong V. Lic nay, ta c6 Jacobian ctia phép doéi bién

Dy |0y 0y 0y
- D(r,p,z)  |Or Op 0z

cosp —rsing 0
=|sinp rcosp O0|=r.
0 0 1

Vay:
// f(z,y, z)dedydz = // f(rcosy,rsin g, z)rdrdedz.
1% v
Trong truong hop V' ¢6 dang:

V ={(re2) 01 e <eine) <7 <mle)i&lne) <z <6 e)]

thi
2() §2(r,)
///f T dacdydz—/dgo / rdr / f(rcosp,rsingp, z)dz.
£1(rp)
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Nhan xét 5.1.1. Ta nén dung cong thic doi bién trong toa do tru néu V c6 dang
hinh tru (V' ¢6 hinh chiéu lén mat phang Ozy 1a hinh tron hay mot phan hinh tron).

Vi du 5.1.1. Tinh tich phan ba 16p

I:///\/aﬂ—l—y?d:ﬁdydz,
v

véi V' 1a mién gidi han bdi mat nén 22 4 y? = 22,2 = 1.
Giai

Do6i bién trong toa do tru
T =TCosy
Yy =rsing
2=z

Khi d6, mién V dudc xac dinh bdi
0<p<2r
0<r<i1
r<z<Il.

Vay, tich phan da cho dugc tinh nhu sau

2

1 1
2
[z/dgp/erT/dz:—W:z
) 12 6

0 T

Vi du 5.1.2. Tinh tich phan ba l6p

I = ///(a:2 + ) dxdydz,

2 .2
trong d6 V = {(z,y, 2) : ’ —;—y <z<2}
Giai
Dai bién trong toa do tru:
T =1rcosp
y =rsing
2=z
Khi d6, mién V dudc xac dinh baéi
0<e<2r
0<r<2
2
,
— < z<2
2 =7=



Do do
2

2 2
1
I:/dcp/rzdr/dz:%.
0 T

0 2

5.2 DA4i bién trong toa dé céu
Trong khong gian R3 v6i he toa do vuong géc Oxyz ta xét diem M (z,y, z), chiéu M

xu6 ng mat phang Ozxy thanh M. Dat r = OM, ¢ = (Oﬁx, OMl), 0= (dz, 07\4) Khi
do ta goi (1, p,0) 1a toa do cau clia diem M va viét M (r, p, ) véi:

x = rsinf cos

y =rsinfsinp

z =rcosf
trong d6 0 <r < +o0; 0< p<2m; 0<0 <.

Bay gio gid stt V' 14 mot mién déng va bi chan, do duge trong R3 va f(x,y, z) 1a ham
lien tuc trong V. Lic do, ta c6 Jacobian ctia phép doi bién

or Jdyp 00
j_Plyz) |0y 9y Oy
" D(r,0,0)  |or 9o 06
(r, ¢, 0) @a_f%

or 0y 00

sinflcosyp —rsinf@siny rcosfcosp
— |sinfsing rsinfcosy rcosfsinp| = rsinb.
cos 0 —7rsin6

Vay:

/// f(z,y, z)dedydz = /// f(rsin@ cos g, rsinfsin p, r cos )r? sin Odrdddey.
1% V'

Trong truong hop V' ¢6 dang:

Vi={(r,¢,0):0< 1 <<y <2m61(p) <0< 0a(0); p1(p,0) <7 < pale, 0)}
thi

P2 02(¢) p2(,0)

///f(:l},y,z)dxdydz:/dgo /sin9 / f(rsin@siné, rcospsinf,rcos §)r’dr.
v

P1 01(p) p1(p,0)

Nhan xét 5.2.1. Ta nén diung cong thitc ddi bién trong toa do cau néu V c6 dang
hinh cau hay mot phan hinh cau.
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Vi du 5.2.1. Tinh tich phan

I= ///(x2 + 9?4 2%)dxdydz
1%

trong d6 V = {(x,y,2) € R3: 2 >0; r? <a?+¢* + 22 < R?}.
Giai

Do6i bién trong toa do cau véi:

x = psinfcosp

y = psinfsinp

2z = pcos?.
V6i 22 +y?+22 =p?suyra r < p< R,vadoz > 0nén pcosf > 0suyra 0 € [O,g],
ngoai ra ¢ € [0, 27] Vay

2w

3 R
]:/ dgp/d@/(pQ.pzsin26)dp:
0 0 r
%

.3 "o 2T 5 5 .3
:27r/sm 0d0/ pdsz(R —T)/sm 0do =
0 ' 0

_27T
5

Vi du 5.2.2. Tinh tich phan
I = ///\/x2 + y? + 22 dedydz
1%

trong d6 V = {(x,y,2) € R3: a? +y* + 2> < z}.

jus

(R® — 7).

Giai
D6i bién trong toa do cau véi:
x =rsinfcos p
y =rsinfsinp
z =rcosf.
m
V6i 22+ 92 +22=1r?suyra 0<r <cosh, va b el0, E]’ ngodi ra ¢ € [0, 27]

Do dé6

us
2 bl cos @

[:/ dga/sin&d@ / ridr = —100859} -
) J J 10 o 10

[NE
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BAI TAP CHUONG 2

Bdi 2.1. Tinh céc tich phan
a) [[e*tdxdy; D = {(x,y) 0<2<1,0<y< 2};
D

23
1+ y?

b) [f ——gdedy; D={(z,9):0<z<1,0<y<1};
D

¢) [[xsin(x + y)dxdy; D = {(x,y):()gacgﬁ, 0<y< g}
D

Bdi 2.2. Hay tim cac can lay tich phan trong cac tich phan:

|[ sy

v6i D lan lugt duge xac dinh nhu sau

a) Dz{(x,y)::rZO; y > 0; :L’+y§2};

b) DZ{(x,y):HySl; r—y <L xZO};
c) Dz{(w’,y)ryzxz; y§4—x2};

d) DZ{(x,y)tny; y < 2; x+y§6}.
Bdi 2.3. Tinh cac tich phan sau

5
a) [[xydzdy; D= {(x,y) rxy=1, x+y= 5}’
D

72
b) ff—2d$dy, D = {(zv,y) xy=1, v =2; y= x};
DY
) Jf cos(w+ y)dady; D= {(w,y)0 =0 2= m5 y—a}.
D
Bdi 2.4. Hay ddi thit tu lay tich phan trong cac tich phan sau
1 VY
a) bfdy J f(z,y)dz;
y

b) _Jidw 1g‘gﬂbz‘(ﬂfay)dy;
Q) [do ] o)y

Bai 2.5. Tinh [ = [[ zy*dxdy v6i D 1a mién gi6i han bdi cdc dudng tron
D
24+ (y—1)2=1vaz?+y* —4y =0.
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dxdy

az—x2—y2

BGi 2.6. Tinh [ = [f véi D 1a mién giéi han bdi cac dudng tron
D
>+ 192 = ay, (a>0).
BGi 2.7. Tinh [ = [[(y — z)dzdy v6i D 1a mién gii han béi cdc dudng
D

x 7 x
y=r+lLy=s-3y=—c+gy=—3+5

BGi 2.8. Tinh [ = [[r?drdy v6i D 1a mién gidi han béi:
D
a) cac dudng tron r = a va r = 2a;
b) dudng r = asin2¢ (hoa hong bon canh).
BGi 2.9. Tinh I = [ rsin@drdy véi D la:
D

s

a) quat tron giéi han béi cac duong r = a; ¢ = 5

b) ntta hinh tron r < 2acos¢; 0 < ¢ < g

¢) mién gidi han béi cac dudng r =2+ cosp va r=1.

2 2

B&i 2.10. Tinh [ = [f 1—f5-%TMﬂyvm D xac dinh béi
D

ZL’2 y2
S+ <L

Bdi 2.11. Tinh cac tich phan ba 16p sau

a) .
]_[U‘ )@@w

2 Z2

v6i V' 1a mién gi6i han béi mat a:_+g;_2+_ =1.
b)
[:///\/ﬂ—l—gﬂ dxdydz
v

v6i V 1a mién gisi han béi cadc mat 22 + y? = 22;

I= ///(:lc2 +y%) dedydz

v6i V 1a mién gidi han béi cdc mat 22 + 3% = 22; 2z = 2.

z=1.

BGi2.12. Tinh I = [[[ zyzdzdydz v6i V nam trong goc phan tam thit nhat va 1a mién
1%

72 2 72 2
giéi han bdi cac mat z = +y;z: +y;xy:a2; vy =0% y=ax; y= v
n

m
0<a<b 0<a<f, 0<m<n).
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CHUONG 3

TICH PHAN PUONG

§1 TICH PHAN DUONG LOAII

Chung ta da rat quen thuoc véi tich phan xac dinh d6i v6i ham mot bién f(x) trén
b » N

mot khodng [a,b] 1a [ f(z)dz. Lic d6 x chay trén mot doan v6i diem dau la a va
a

diém cudi 1a b. Cau hdi dit ra 1a c6 thé dinh nghia tich phan clia mot ham hai bién
f(x,y) trén mot doan, mé rong hon 1a trén mot cung phing (ton tai mot mit phiang
chita cung nay) hay khong? C6 nghia 1 diém (2, ) chay trén mot cung phang (mién
mot chiéu), diéu nay rod rang khac véi tich phan kép 6 chuong I1.

1.1 Phuong trinh cla mét dudng cong phdng (néu duoc gidi han goi 1
cung phang)

Mot dudng cong phang c6 thé dude cho bdi phuong trinh y = f(z) hoac cho bdi

)=zt ; .
phuong trinh tham so (t) . Nhu vay cung phang C' c6é thé cho dudi dang
y =y(t)
r = x(t)
y=f(z) y
hodic § y = y(t)
1 ST < T
1 <1< 1y
Dinh nghia 1.1.1.
2 y = f(x) LR BN L N L pa ~
e Cung phang dugce goi la tron néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham
1 <x <9

lién tuc trén [z, 2.

x = x(t)
e Cung phing { y = y(t) duge goi 1a tron néu cac ham z = z(t) va y = y(t)
1 <t <ty

lién tuc trén [tq, to].
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1.2 Dinh nghia fich phdn dudng loai |

T bai toan tinh thé tich vat thé hinh tru dé dinh nghia tich phan kép, mot cach
tuong tu ta xay dung dinh nghia tich phan duong loai mot nhu sau.

Dinh nghia 1.2.1. Cho ham z = f(z,y) x4c dinh trén mot cung phang C véi
diém dau 1a A diém cudi 1a B. Chia cung C' thanh n cung phang nho béi cac diém
Ag = A Ay, Ay, ..., A, = B va goi do dai cung A, 1 A; 1a Al;. Trén médi cung phang
A; 1 A; ta lay mot diém (z7,yF).

A
);'
A, =B
A,=4
(B,
4, 7, %
10) i

Ta cho n — 0o sao cho max Al; — 0, lic d6 néu tong
> flag,y))Al (3.1)
i=1

dan t6i mot gigi han x4c dinh va khong phu thude vao cac diém (z7, ;) thi gidi han
nay goi 1a tich phan duong logi I ctia ham s6 f(z,y) doc theo cung C' va duge ki higu

[ty (3.2)
C

Néu tich phan nay ton tai ta noi rang f(x,y) khd tich trén C.
Nhan xét 1.2.1.

1. Ngusi ta ching minh dugce ring: néu cung phing C tron va f(x,y) lién tuc
tren C' thy f(x,y) lien tuc trén C hay tich phan (5.2) ton tai. Do do, ta thuong
quan tam dén nhiing ham hai bién lién tuc trén cung tron.

2. Néu f(x,y) khong am, lién tuc trén cung phang tron C' thi tich phan dudng loai
I ctia f(z,y) doc theo C' chinh la dién tich mién thing ding giéi han béi C va
duong cong khong gian xéc dinh béi {(x,y, f(z,vy)) : (z,y) € C}.

3. dl & day ta hiéu ring (x,%) chay doc theo cung C (thay vi chay doc doan [a, b]
thudc truc Ox duge ki hiéu la dz).

4. Néu f(x,y) =1 thi [dl chinh la do dai cung C.
c
5. Tich phan dudng loai mot ciing c6 cac tinh chat twong tu tich phan kép.
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S(x,»)

y - Bl

1.3 Cobng thic tinh tich phé&n dudong loai |

Ciing nhu cong thiic tinh tich phan kép, ta tim cach dua viéc tinh tich phan duong
loai I vé tich phan mot bién. Ty theo cung C, ching ta c6 cic trudng hop sau day:
Truong hgp 1: Phuong trinh xéc dinh cung C' duge cho béi: y = y(z),a < x < b.

Khi do
b
[ fewa= [ fay@n/t+ . (33
C a

Trudng hgp 2: Phuong trinh x4c dinh cung C' ¢6 dang tham s6 ¢ y =y
a<t

d6 ap dung cong thic
/ Fl,y)dl = / fx o+ gt (3.4)

Truong hop 3: Phuong trinh xéc dinh cung C duge cho trong hé toa do cuc:
r=r(p),a < p < B. Khi d6, xem ¢ la tham s6, ta c¢6 phuong trinh ctia cung C 1

x =1(p)cosp
y =r(p)sine
a<t<b.
Lic nay ta c¢6 cong thitc nhu sau
/ oyl = / Flr(@) cos o r(p) sing)y (9 + (p)dp. ()

Nhan xét 1.3.1.

1. Phuong trinh tham sé ctia mot s6 duong quen thudc.
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T = acost
2 2

e Ellipse T + % = 1 ¢6 phuong trinh tham s6 13 y = bsint
a
0<t<2r.
T =1rcost

e Duong tron 22 + y? = r? ¢6 phuong trinh tham s6 1a { y = rsint

0<t<2m.
r=1
2 y:f<x) L 1.2 21 2 s
e Cung phang c6 the dugc tham s6 hoéa bdi  y = f(¢)
a<x<b
a<t<hb.

2. Hoan toan tuong tu cong thitc (3.4), néu C' 1a dudng cong trong khong gian duge
cho bdi phuong trinh tham s6 = = z(t),y = y(t),z = 2(t),a < t < b thi tich
phan dudng ctia ham f(z,y, z) doc theo C' dugc tinh theo cong thiic

b

/f(w, y, z)dl = /f(x(t),y(t% Z(t))\/%é2 +yi? + 2t (3.6)
c a

Vi du 1.3.1. Tinh tich phan

I = /xy4dl, trong d6 C' la ntta bén phai cta duong tron z° + y* = 16.

C
Giai
Cung phang C la nita bén phai ctia dudng tron 22 4+ y? = 16 dude tham sé hoa bsi
x =4cost
y = 4sint . Khi dé6
—5<t<3

7' (t) = —4sint, y'(t) = 4cost va (/22 + yP? = \/16 sin’ ¢ + 16 cos t = 4.

Lic do6, ap dung cong thiic (3.4), ta tinh duge
3
I= / zytdl = / 4cost(4sint)*(4)dt
¢ -3

h 4096 T 8192
=4096 / costsin tdt = = sin’ ¢

Vi du 1.3.2. Tinh tich phan

1= /xydl,

C

54



2 2

trong do C' la phan tu cua ellipse — + %2 = 1 nam trong géc phan tu thit nhat cua
a
hé truc toa do.

Giai
X 2 P . . )
Vi (' la phan tu cua ellipse — + i 1 ndm trong goc phan tu thit nhat ciia hé truc
a
r =acost
toa do nén c6 phuong trinh tham s6  y = bsint . Ta ¢6
0<t<T
I _ : !l _ . 12 12 _ 2 oin2 2 2
Ty = —asint, vy, = bcost; :Ut—l—yt—\/a sin®t + b* cos* t.

Tinh toan c6 thé tién hanh theo cong thitc (3.4):

us

2
b 1— 2t 1 2t
I = /acost.bsint\/a2 sin®t + b2 cos2 tdt = %/sin 2t\/a2 020S e + cos gt
0

2
0

1
Dat cos 2t = z, khi do sin 2tdt = —Edz va,

1
s ab/ a2+b2+b2—a2d ab 2 2
= a8 = —m — ¢« —m88 -+ —
4 2 2
21

_ab a? + ab + b?
3 a+b

Cung tron tung khuc

Dinh nghia 1.3.1. Cung C dudgc goi 1a tron tung khic néu n6é gom mot s6 hitu han
cung tron.

Néu cung C tron tiing khiic gom n cung tron Cy, Cy, ..., C,, va f(z,y) lien tuc trén C
thi

[ tawdi= [ fapdi+ [ faypd s [ e

C C1 C2 Chn

Vi du 1.3.3. Tinh tich phan [ 423dl trong d6 C dugc biéu dién nhu sau:
o}

Trudce tién, ta can tham sd hoa cac cung phang
e Cr:x=t, y=—-1, —-2<t<0

o (Chy:z=t, y=t3-1, 0<t<1

e Cy:x=1y=t, 0<t<2

T d6, tich phan trén mdi cung phang la
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0 0
o [datdl= [ 4V E 0% =1 =16
Ch -2 -2

§1 3
2 2

2
— Z(10

(1+9t4) = o7

— 1) = 2,268.

@IH
C»JI[\D

o [4x3dl = f4t3\/12+ 3t2)2dt =
Cs

2 2
o [4x3dl = [4(1)3V/02 + 12dt = [ 4dt = 8.
Cs 0 0
Vay, tich phan da cho dugc tinh nhu sau

/ 423dl = / 4x3dl + / 423dl + / 4a3dl = —16 + 2,268 + 8 = —5, 732.

1 2

§2 TICH PHAN DUONG LOALI II

2.1 Dinh nghia va cbéng thuc tinh tich phdn duong loai |I

Néu trong tong (3.6) khi dinh nghia tich phan dudng loai I ta thay As; bdi Ax; va
Ay; thi ta sé thu duge hai dang tich phan duong nita goi la tich phan duong ctua f
doc theo C' déi v6i = va y. Cu thé la

[ fagde =l 3 (ot y) A
2 n— o0 i1
/f(ﬂay)dy = lim > f(a7, ) Ay
C i=1

Nhitng tich phan nay goi 1a tich phan duong loai II. Khac véi As; ludon duong, trong
tich phan nay gia tri Ax; v Ay; c¢6 thé am, duong hay bang 0 v phu thudc vio
diém dau, diem cudi clia dudng cong. Vi vay, ngudi ta viét 16

[ sz v [ sy
AB BA

Gia stt duong cong C' duge cho bdi phuong trinh tham s
r=uz(t), y=yt), a<t<b,

trong d6 x(t), y(t) lién tuc trén [a,b] va f lién tuc trén C. Vi

7%
Axy, = xp — 21 = 2(ty) — x(tpq) = / ' (t)dt,

te—1

173

Ay =y = g1 = y(te) — yltar) = [ o/ (0)c

tk—1
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nén sau khi qua gidi han cac tong tich phan (tuong tu tong (3.6)) ta c6 cong thirc

[ fade = [ s, ye)a @, (3.7
C a
[ fawdy = [ g,y @t (35)
C a

Nhan xét 2.1.1.

1. Trong cac tng dung, tich phan duong loai IT thuong xuat hien dudi dang

/P(x, y)dr + Q(x,y)dy.
C

Dé tinh tich phan dang nay ta chi viéc tach lam hai tich phan va ap dung cac
cong thic (3.7) va (3.8).

2. Néu thay cung AB bédi cung BA thi vecto tich phan doi dau, tic la

[ P+ Qyidy = — [ Pla, gz + QG y)dy.
AB BA

Tich phan dudng loai hai c¢6 cac tinh chat khac tuong tu nhu tich phan xac dinh.

3. Néu C la duong cong trong khong gian thi tich phan ctia ham ba bién doc theo
C dbi v6i z,y, z ciing dude dinh nghia va tinh mot cach tuong tu khi C duge cho
bdi phuong trinh tham so.

Vi du 2.1.1. Tinh tich phan

I = /sin(wy)dy + yz*dx, trong d6 C la doan thing AB véi A(0,2) va (1,4).
c
Giai
Dudng thang AB c6 phuong trinh y = 2 + 22, do d6 C la doan AB dugc tham s
héa bdi
r=t, y=2+4+2t, 0<t<1.

Lic nay, tich phan da cho dugce tinh nhu sau

I :/sin(wy)dy—i—y:cha: = /sin(wy)dy + /ya:2d:c
o C C
1 1
_ / sin((2 + 20))(2)dy + / (2 4+ 202(1)dx = - cos(2m + 2m)]1 + (gﬁ + 1154) \1 7
7 AN 2 /o 6
0 0
Cha y: Khi C 1a duong cong kin, tiic 1 diém dau tring v6i diém cubi thi tich phan
duong loai I khong phu thudc vao viéc chon cac diém nay. Tuy nhién, déi véi tich
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phan dudng loai II ta phai zdc dinh hudng di (thong thudng trong mit phing, ngusi
ta thuong qui dinh hwdng huwong 1a huéng di theo d6 phan mit phing giéi han béi
duong cong luén nam phia bén phdi, c6 thé hiéu nhu nguge chieu kim dong hd, huéng
ngugc lai 1a huéng am).

Khi da xéac dinh duge huéng 16i, lay A va B la hai diém khac nhau trén C, ta c6

[ fewde = [ f@de+ [ fayd
c AB BA

Nhu vay tich phan lic nay khong phu thuoce vao diém dau va diém cudi (khi da chon
hudéng duong), khi d6 tich phan nay con duge viét 1a

]{f(x, y)dz
C

Nhan xét 2.1.2. Néu C cho bdi phuong trinh tham s6 x = z(s),y = y(s), 0 < s < 1
v6i 2(s),y(s) la cac ham kha vi thi

[ faide = [ fa(s),ys)a(s)ds. (39)
c c
Day la cong thitc thé hien méi lien hé gitta tich phan duong loai I va loai 11

2.2 Dinh ly Green

Cong thiic (3.9) cho ta mdi lién he gitta tich phan duong cac loai. Dinh 1y Green du6i
day sé cho cong thic lien hé gitta tich phan kép va tich phan duong. Dé ngén gon,
doi luc ta viét P, %P, g]; thay vi viét ro tuong tng tai (z,y).

Pinh li 2.2.1. Gid st C la duong cong phdng, kin va tron ting khic, U la mién bao
gom cd C va phan C bao boc (zem nhu U c6 bién la C). Khi ay, néu P va Q la nhing
ham khd vi lién tuc trén mién md chia U thi

?{Pdaz + Qdy = // 0_@ — 8_P )dxdy. (3.10)

Vi du 2.2.1. Stt dung dinh ly Green dé tinh tich phan I = § xydx + 2%y>dy trong
c
d6 C' la canh tam giac dinh (0,0), (1,0), (1,2).
Giai
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Ta xac dinh phuong trinh cac canh ctia tam giac

R6 rang C' théa man cac diéu kién ctia Dinh 1§ Green. Goi U 14 mién bao gom ca C
va phan C' bao boc. Ltc d6, U xac dinh bdi

U={(z,y):0<x <1, 0<y <2}

V6i P = zy, Q = zy?, ap dung Dinh 1y Green, ta dudc

1 2z

1= ]{xydx + 2%y dy = // 220y° — xdrdy = /(/ 2zy> — xdy) dx
c U 0 0
1 . 1
_ I
—/(Q:ry ry)
0

2.3  Diéu kién dé tich phan dudng loai Il khdng phu thudc vao dudng 18y
fich phdn

zzdx = /8$5 — 22%dr = (%xG — §x2> ‘; = g

0

Khi c6 hai diém A va B phan biét, ta c¢6 rat nhiéu cung khac nhau néi ching, doan
AB 1a mot trong s6 d6. Cau hoéi dit ra 1a khi ndo, tich phan duong loai II trén cung
AB khong phu thuoc vao cung néi ching? Dinh 1y sau sé tra 10i cau héi nay.

Dinh 1i 2.3.1. Cho cdc ham P(z,y), Q(x,y) va cic dao ham riéng cap I cia ching
lien tuc trong mién md don lien D. cdc ménh dé sau tuong duong

1. Tich phan | P(z,y)dz + Q(z,y)dy. khong phu thudc vao duong tron tung khic
AB

trong D noi A va B.

oQ 0P
2. e (9_y trong D.

3. § Pdx + Qdy = 0 vdi moi chu tuyén kin C tron tung khic trong D.
c

4. Ton tai ham hai bién u(z,y) sao cho biéu thiic Pdx + Qdy la vi phan toan phan
cia u, tic la du = Pdx + Qdy.
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Dinh nghia 2.3.1. Tich phan duong loai II f Pdx + Qdy duge goi la khong phu

) , 0 oP
thuoc duong lay tich phan néu 8_Q =30 trong D D AB. Ki hiéu
Z Y

(zBYB)
Pdx + Qdy
(xA,94)
Khi tich phan duong loai II 1a tich phan khong phu thuoc duong lay tich phan, dé
tich tich phan nay, ta c6 thé xem cung AB la mot doan thing, viét phuong trinh
duong thang AB tit d6 ap dung cong thiic tinh tich phan duong loai II. Ngoai ra, dé
nhanh chéng, ta c6 thé ap dung cong thitc sau
(xB.YB)
/ Pd:):Jery—/Px YA d:L’Jr/Q xp,y)d
(za.ya)

(3,2)
Vidu 2.3.1. Tinh [ ydz + zdy.
(L,1)
Giai
0Q 0P

bat P = y,Q = x lac do - on = 1. Vay, tich phan da cho khong phu thudc
x Y

duong lay tich phan, 4p dung cong thic ta dudc

3 4
I/ldx—i—/i%dy:lz
0 1

BAI TAP CHUONG 3
Tinh cac fich phdn dudng loaqi | sau day
BGi3.1. I = [(z+y)dl trong d6 C'1a chu vi tam gidc v6i cac dinh O(0,0); A(1,0); B(0,1).
c

B&i 3.2. = [(x3 + y?)dl, trong d6 C la cung Astroid z7 + y3 =
C

oa\w

Bdi 3.3. 7 = [ |y|dl, trong d6 C la cung xplnixcat (22 + y?)? = a?(2? — y?).
C

BGi 3.4. I = [ /22 +42dl, trong d6 C la duong tron 2% + y? = ax.
C

Tinh cac tich phdn dudng loai | 1Ay theo cdc dudng cong khdng gian

BGi 3.5. I = [(2® + y? + 2?)dl, trong d6 C' 13 mot phan dudng xoédn o = acost,y =
C

asint,z =0t (0 <t < 2m).

Bdi 3.6. I—fxzdl trong d6 C' la duong tron 22 +y?> +22=a? x+y+2=0.
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BGi 3.7. [ = [ zdl, trong d6 C la dudng xodn hinh nén z = tcost,y = tsint,z =
t(0<t<tg).

Q

Bdi 3.8. 1 = [ zdl, trong d6 C la cung ctia duong cong 22 + y? = 2% ¢y* = ax t
C

diém O(0,0,0) dén diém A(a, a,av/2).

Tinh cdc tich phan duong loai Il sau day 1dy trén cdc dudng cong dugcc

chi ra theo huéng tang cda tham s

BGi 3.9. I = [(2®—2wy)dz+ (y? —2xy)dy, trong d6 C 1a dudng parabol y = 22 (—1 <

C

x <1).

BGi 3.10. I = [ (2% —2xy)dx+ (y? —2zy)dy, trong d6 C' la dudng y =1—|1—z| (0 <
C

x < 2).

. 2 P

Bai 3.11. I = §(z + y)dx + ( — y)dy trong d6 C' la dudng elip — + e 1 chay

C a

ngude chiéu kim dong ho.

BGi 3.12. 1 = [(2a — y)dx + xdy, trong d6 C 1a cung cycloid x = a(t — sint),y =
C

a(l —cost) (0 <t < 2m).

N d - - d
Bai3.13. /=§ (v +y)de = (z —y) y’ trong d6 C' 1a duong tron 22 + y? = a?, chay

C x? +y°
ngucc chieu kim dong ho.
.. dz + dy ) . s ~ e an
Bai 3.14. [ = —— trong d6 ABC'DA la chu vi hinh vuong véi cac dinh

Acpa x| + ||’

BGi 3.15. I = [ dwsiny+ dysinz, trong d6 AB 1a doan thing néi cac diem A(0, 7)
AB
va B(m,0).

Bai 3.16. 1 = § dy arctan 2 — dx, trong d6 OmA la cung parabol y = 22 va
OmAnO x

OnA la doan ctia dudng thang y = .

Tinh cac tich phdn dudng sau day

(2,3)
BGi 3.17. I = [ xdy+ yda.
(_172)

(3.4)
BGi 3.18. I = [ wdx + ydy.
(0,1)

(171)
BGi 3.19. I = [ (z—y)(dz —dy).

(1771)
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(a,b)
BGi 3.20. / = | f(x+y)(dx + dy), trong d6 f(u) lien tuc.

(0,0)
. 2 ydr — xdy .
Bai3.21. /= | Ljy lay theo duong khong cat truc Oy.
(2,1) L
N 68) vdx + ydy .
Bai 3.22. ] = | ———— lay theo duong khong di qua goc toa do.
1oy Vrr+y?
(z2,y2)

BGi3.23. 1 = [ o(x)dr + ¢(y)dy trong dé ¢ va 1 1a cac ham lien tuc.

(.231 ayl)

(3,0)
Bai3.24. I = [ (2% + dxy®)dx + (62%y* — 5yt).
(_27_1)
. L0 pdy — ydx . )
Bai3.25. /1= | % lay theo duong khong cat duong thang y = x.
0,-1) T —Y

s & vy v,y Y
BGi 3.26. I = | (1 — = €08 —) dx + <sin =+ = cos —) dy 14y theo duong khong
(1,7) x x i X x

cat truc Oy.
N . (a7b)
Bai 3.27. I = [ e"(cosy — sinydy).
(0,0)

Bdi 3.28. Chiing minh ring néu f(u) la ham lién tuc v C 1a chu tuyén tron titng
khiic thi
I= %f(as2 — ) (xdx + ydy) = 0.
C

Tinh tich phan duong 18y theo cac dudong cong khoéng gian (gid thiét hé
toa dd Ia thudn

BGi 3.29. [ = [(y? — 2%)dx + 2yzdy — 2%dz, trong d6 C 1a duong x = t;y = t%; 2 =
B3 0<t<1) lcéy theo hudng téng ctia tham sb.

Bdi 3.30. I = [ydx + zdy + xzdz, trong d6 C 13 mot doan clia dudng xoin z =
acost;y = asin?, z="bt (0 <t < 2m) lay theo hudéng tang ctia tham sb.

BGi 3.31. [ = [(y—2)do+(z—x)dy+(z—y)dz, trong d6 C 1a dudng tron z2+y>+2% =
a’,y = xtan ozcléy theo chiéu nguoc kim dong ho néu nhin tit phia o duong.

Bai 3.32. | = C[yzdx + 22dy + 2*dz, trong d6 C' 1a mot phan ctia dudng cong Viviani

2 +y?+ 22 =a% 2 +y? =ax (2 > 0,a > 0), lay ngugc chiéu kim dong ho néu nhin
tt phan duong (z > 0) cta truc Oz.
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Bai 3.33. I = [(y* — 2%)dx + (2% — 2%)dy + (2 — y?)dz, trong d6 C la chu vi tam
C
gidc cau 22 + 92 +22=1,2 >0,y > 0,z > 0 chay theo chiéu sao cho phia ngoai clia

tam giac nay luon ¢ bén trai.

Ap dung cbéng thic Green tinh cdc tich phdan dudng sau day:

Bdi 3.34. I = § xy%dy — 2*ydx, trong d6 C la dudng tron 22 + 3* = a®.
loj

2 2

BGi 3.35. I = §(z + y)dx — (x — y)dy, trong d6 C la dudng elip :c_2 + Z_Q = 1.
C a

B&i3.36. /= § e ) (cos2uyda + sin 2zydy).
22 4y2=R2

Bdi 3.37. Cac tich phan dudsng sau day khac nhau bao nhicu

h= [ @+yide—(z—yidy,
AmB

L= [ (o +yPde = (o - y)idy
AnB
trong d6 AmB 1a doan thang néi hai diém A(1,1) va B(2,6) con AnB la cung parabol
v6i truc thing ding, cling di qua A, B va gb ¢ toa do.

Bdi 3.38. Tinh tich phan dudng
I= / (e*siny — my)dx + (e* cosy — m)dy
AmO

trong d6 AmO 1a nita dudng tron trén 22 + y? = ax chay tit diem A(a,0) dén diém
0(0,0).
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CHUONG 4

TICH PHAN MAT

§1 TICH PHAN MAT LOAI I

1.1  Binh nghia tich phdn mat loqi |

Ta da biét tich phan duong loai I 14 sy md rong ciia tich phan x4c dinh (mot 16p).
Tich phan mat loai I ciing la sy md rong ty nhién cia tich phan hai 16p. Cling nhu
tich phan duong, ching ta cé thé xay dung tich phan kép trén mat cong thay vi tich
phan trén mat phang.
Gié st S 1a mat cong tron (ham xac dinh mat nay la kha vi), chia S béi cac duong
cong tron ting khtc thanh cac manh S, Ss, ..., .S,. Goi § 14 duong kinh 16n nhat cta
cac duong kinh clia cdc mat cau nho nhat chita Sy (max ciia min), goi AS), 1a dién
tich ctia Sy, va chon (27, y5, 25) € Sk, k =1,...,n. Gid stt f(z,y, z) 1a ham s6 xac dinh
tren S, ta thiét lap tong

n

i=1
Néu tong nay c6 giéi han khi § — 0 v khong phu thuoc vao viéc chon (x5, yr, 21) € Sk
thi giéi han d6 dugce goi la tich phan mit loai I cia f trén S va ki hiéu

//f(x,y,z)dS.
S

1.2 Dua tich phdn mat loai | vé tich phdn hai 16p théng thudng

Ta chi xét truong hgp mit S duge cho béi phuong trinh z = z(z,y) (ham lién tuc).
Khi d6, cong thic tinh tich phan mat loai I cta f(z,y, z) trén S nhu sau

//f(:t:,y, 2)dS = //f(m,y,z(x,y))\/ 1+ p? + ¢?dzdy (4.2)
S D

trong d6 D 1a hinh chiéu ctia mat S 1én mat phang Ozy vap = 2/.(7,y),q = 2/, (2, y)
la cac ham lién tuc trén D.

Vidu 1.2.1. Tinh [ = [[2%(2? +4?)dS, S 1a phan clia mat cau 2 + y? + 2° = a?
s

ing véix > 0,y > 0.
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Chia S thanh hai phan, S; tng v6i 2 > 0, ¢6 phuong trinh z = /a? — 22 — y2 va S
ung véi z < 0, ¢6 phuong trinh z = —\/a? — 22 — y2. Ta ¢6

I=IL+1 & I = // 222 4+ 42)dS, i = 1,2.
Si

2
T a
Trén S;, tacoé p=——,q= S +p* 4 ¢* = —. Theo cong thitc (4.2) ta c6
z z

z
I = a// v a2 — 22 — y2(2* + yH)dxdy.
D

D 13 mot phan tu hinh tron tam O ban kinh @ nam trong goc phan tu thit nhat.
Chuyén sang toa do cuc dé tinh tich phan kép ta duoc:

5 a
I :a/dgp/\/aQ—rQr?’dr.
0 0

s
Dat r =asint,0 <t < 5 ta co

5

a 3

2a
/\/ a2 — r2r3dr = a° / sin® t cos® tdt = =
0 0

T 2a° wab wab 2rab
Dodo I1=a-——=—. Tuongtu Iy = —,dodd [ = .
S R TR T et Rz = e, o do 15

Vi du 1.2.2. Tinh tich phan

I://(2x+y+z)d5
s

trong d6 S 1a phan clia mit phang = + 4 + z = 1 nim trong géc phan tam thit nhat
nhu hinh vé sau

Tacé6 z=1—x—y,2, =2, =—1. Cong thic (4.2) cho ta

I= //(:1: + 1)V1+ 1+ ldady
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trong d6 D la tam giac D = {(z,y) : 0 <2 <1,0<y <1—2z}. Vivay,
1 1—z 1
I:\/g/(x—kl)dx/dy:\/3/(1—x2)d3:
0 0 0

:\/§<x—%3)};=\/§<1—%>=27\/§.

§2 TICH PHAN MAT LOAI II

2.1  MGat dinh hudng va mat tham sé
Mat dinh hudng

Mit S c6 thé xem nhut 13 tap cac diem M (z,y, z) thda man phuong trinh F(z,y, 2) =
0. Khi d6 mat S dugc goi la tron néu cac dao ham rieng F'(z,y, 2) lién tuc va khong
dong thoi bang 0 trén S.

Dinh nghia 2.1.1. Cho S 1a mat cong tron. Vector n, dugc goi 1a vector phap tuyén
ctia S tai P néu véi moi u € TpS la mit phang tiép xic ctia S tai P, ta luén co
(np,u) = 0.

Gia st S 1a mat cong tron. Tai méi diém P € S ta c6 hai vector phap tuyén don vi
déi chiéu nhau ny,n_. Khi P di chuyén trén duong cong kin, tron trén S thi n, ciing
di chuyén mot cach lién tuc vé chinh né hoiic vé n_. Néu véi diém B bat ki, sau khi
di chuyén theo mot duong cong kin, tron bat ki ma n, lai tréd vé chinh né thi ta noéi
S la mat dinh huong duge. Trong truong hgp ngudgce lai, S 1la mat khong dinh hudng
dugc. Mat cau 1a mot vi du cho mit dinh huéng duge, 14 Moebius ¢ hinh vé sau 1a
mot vi du cho mat khong dinh huéng duge.

Hinh 4.1: Ld Moebius

Gia st S 1a mat cong hai phia va tai moi diém vector phap tuyén n, (hodac n_) da
duge chon. Khi dé ta néi S da duge dinh huéng. Duéi day ta chi xét cac mat dinh
huéng duge.

Mat tham s&
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Mat tham s6 dugce cho bdi phuong trinh
r=z(u,v),y =y(u,v),z=z(u,v).
Ltc do, ngusi ta thuong biéu dién mit tham s6 S nhu sau
7 = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) hoac 7 = z(u, v)? + y(u, '0)7> + z(u, v)?,

trong d6 (u,v) thuoc tap dong G € R*. Khi d6, mit tham s6 S duge goi 1a tron néu
cac dao ham rieng 7/, 7! lién tuc va tich vo huéng 7.7 # 0 trén G. Lic d6, mot
vector phap tuyén don vi cia mat tham s6 S c¢6 thé chon la

— —
r;/\ T

"TITEAT

Dinh nghia tich phdn mat loai |l

Cho cac ham P(z,vy, 2), Q(z,y, z, R(z,y, z) xac dinh trén mat dinh huéng S véi vector
phap don vi 7 = (cos a, cos 3, cos 7). Tich phan duge cho duéi dang

/ (Pcosa + Qcos 3, +Rcosvy)dS

duge goi la tich phan mat loai II cua cic ham P,Q, R trén mat dinh hudng S. Tich
phan dugc ki hiéu
/ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy.

2.2 Dua tich phdn mat loai Il vé tich phén hai 16p
Gia st can tinh tich phan [[ Rdxdy = [[ Rcos~vdS, trong d6 S 1a mat tron duge
S S

dinh huéng c6 phuong trinh z = f(z,y) v6i vector phap tuyén n tao véi truc
Oz mot géc nhon theo chiéu duong.
Ta thay ring [[ RcosvydS chinh 1a gigi han clia tong

S

> R(xr, vk, 2(xk, Yi)) cos 1 ASk. (4.3)
=1

Mat khac
cos 1 AS, =~ ADy, (4.4)

trong d6 ASy, 1a dién tich manh cong AS; vd ADj,, 1a dién tich hinh chiéu manh AS;,
xubng mat phang Ozy. Cha ¥ rang ¢ day 7 tao véi Oz géc nhon va ADy, lay dau
duong. T d6, thay (4.4) vao (4.3), r6i qua gi6i han, ta dugc

//Rdmdy—/ R(z,y, z(x,y))dzdy,
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trong d6 D la hinh chiéu ctia S xudng mit phang Ozy.

Néu chon 7 theo huéng nguge lai, thi cosv, < 0 va ADy, lay dau am, tic la

// Rdxdy = —/ R(z,y,2(z,y))dxdy,
S D

é/ded’Z = ilé Q(z,y(x, 2), z)dxdz,

Trong d6 Dy, Dy 1a cac hinh chiéu ctia S xudng mat Oyz va Oxz tuong tng. Chon

Tuong tu, ta co

dau + hodc - tly theo viéc chon huéng clia vector phap. Tuy nhién, dé théng nhat,
ching ta thuong quy udc viéc chon vector phap tuyén sao cho dau + xay ra.

Vi du 2.2.1. Tinh [[ 2?y*2dxdy trong d6 S la nita mit cau 2 = —/R2 — 22 — 32
S
dugc lay theo phia trén.
Giai

I= // )dxdy

trong d6 D 1a hinh tron z? + y?> < R?. Sit dung phuong phép doi bién s trong toa
do cuc, ta duge

Ta co

27 R 27 R
— / dgo/r2 cos? p.r?sin® oV R? — r2rdr = /cos2 @.sin? pdp. /r5\/ R? — r2dr.
0 0 0 0
Mt khac
27 1 27 1 2
/COS2 @ sin® pdp = 1 /sin2 2pdp = g /(1 — cosdp)dp
0 0 0
2
1 ( Sin4g0> o
A 1
0
Hon nita, bang cach ddi bién t = v/ R2 — 12, ta duge
R 0 R
/ r°VR? — r2dr = / (R* — t*)*t(—tdt) = / (R* — 2R*1* + tY*dt
0 R 0

R7 2R7+R7_8R7
3 5 7 105

R
12 ot
R~ —2R*— 4+ - || =
( 3 5+7>0
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7\ [ SR’ 21 RT
vy [:_<Z) (ﬁ) 105
Vi du 2.2.2. Tinh [[ zdydz + ydzdx + zdxdy trong d6 S 1a phia ngoai mit cau
2?4+ y* + 22 = R ’
Giai

Vi phuong trinh mat cau va biéu thitc dudi dau tich phan khong déi khi ta hoan vi
vong quanh x,y, z nén ta co6

// rdydz = // ydzdr = // zdzdy.
s s s
I = 3//zda:dy = 3[//zdxdy+//zda:dy}
S S1 Sa

trong d6 S; 13 ntia trén mat cau, c6 phuong trinh z = /R2 — 22 — 2, Sy 1a nita dudi
mit cau c6 phuong trinh z = —/R? — 22 — 2. Vi vay

I:6//\/R2—x2—y2dxdy,
D

D 1a hinh tron tam O ban kinh R trong mit phang Ozy. Chuyén sang toa do cuc,
ta dugc:

Do do

2t R
I = 6/</VR2 —7“27"d7"d)<,0 = 41 R3.
0 0

2.3 Cong thuc Ostrogradsky

Trong muc nay ta sé thiét lap méi lien hé gitta tich phan ba 16p 1ay trén mot mién
cia khong gian ba chiéu véi tich phan mit lay theo phia ngoai ctia bién mién dé.
Trude hét ta gid st mién V 1a mat tru mé rong (trudng hop tong quét clia mién V)
va bién ctia né la mat kin S. O day ta chon phia ctia mat S la phia ngoai, tic la
huéng clia phap tuyén tai moéi diém ctia mit S tit trong (mién V) ra ngoai. Véi gia
thiét do thi mat S duge chia thanh ba m#t: mat dudi Sy : 2z = fi(z,y), mat trén
Sy 1z = fo(x,y) va mat tru S5 c¢6 dudng sinh song song truc JZ, c6 dusng chuan 1a
bién ctia mién D, trong d6 D la hinh chiéu ctia V' xud ng mat phang Oxy.

Ta gid thiét rang cac ham s6 fi(z,y); f2(x,y) lién tuc va ¢6 cdc dao ham riéng lien
tuc trén D

Cho ham R(z,y, z) xac dinh va lién tuc cung véi dao ham riéng a—f trong mot mién

nao do chua V.
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OR s s
Xét tich phan ba l6p:  [[[ 8—d:1:dydz. Ta biéu dién tich phan nay dué6i dang:
s ya

f2(ma)
/] /ya_R dod
0z Y-

D fl(m7y)

Cha ¥ rang:

J2(z,y)
OR
/ E :R[$7y7f2(q;,y)} _R[;C,y7f1($,y)}dl’dy
fl(l'vy)

ta nhan dugc

/ / / 5, dedydz = / / Rlz,y, fa(x,y)|dxdy — / Rlz,y, fi(z,y)]dzdy,
/// —dxdydz = // Rdxdy ~|—/ Rdxdy.

Cha ¥ rang tich phan thit nhat trong vé phai cia dang thitc cudi cing 1a tich phan

hay

mit lay theo phia trén ciia mat S, con tich phan thit hai lay theo phia duéi ciia mét
S1. Vi tich phan mat clia Rdxdy lay theo mit tru c6 dudng sinh song song véi truc
Oz bang 0 tic 1a:

/ Rdxdy =0

/// %dazdydz :/ Rdxdy, (4.1)
v S

trong d6 tich phan mit & vé phai dudce lay theo phia ngoai ciia mat S. Ta cé the

nén cudi cling ta co

chitng minh duge rang cong thitc (4.1) van con ding néu mién V' duge phan ra hai
mieén Vi, V5 ma dbi véi moéi mien cong thiic (4.1) ding. Bay gio ta thanh lap cong
thiic cho trudng hgp tong quat. Gid st P(x, vy, 2); Q(x,y, 2); R(z,y, z) 1 cAc ham lién
tuc va c6 cac dao ham riéng lién tuc trong mot mién ndo dé chita mién V' gi6i han
bdi mit S. Khi dé ta chitng minh duge rang:

/// <8P @ + %) drdydz = é (Rdydz + Qdzdx + Rdzdy), (4.2)

trong d6 tich phan & vé phai dugce lay theo phia ngoai ctia mit S. Ta c6 thé viét cong
thic trén dudi dang sau day:

/// (8P @ + %) dxdydz = é (Pcos A+ Qcos i+ Rcosv)dS (4.3)

trong do6 cos A, cos p, cos v 1a cosin chi huéng ctia phap tuyén (hudng tit trong ra ngoai)
tai diém (z,y,2) € S. Cong thitc (4.2) hay (4.3) dudc goi 1a cong thiic Ostrogradski.
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Vi du 2.3.1. Tinh tich phan
I = // v zdedy + rzdydz + 2*ydzda

trong d6 S 14 phia ngoai ciia bién ciia vat thé gici han béi cac miat z = x?+y?, 224y? =
1 v cac mat phang toa do.
Giai
Dit P = 22,Q = 2%y, R = y*2. Khi d6
2 2
P, =2Q,=1" R, =y

Ap dung cong thitc Ostrogradski, ta c6

I= ///(z + 2% + y*)drdydz
v

trong d6 V' 1a vat thé giéi han béi mat S. Lic do, V dude xac dinh bai
(z,y) € D,0 < 2z < 2® 49

v6i D 1a mot phan tu hinh tron tam O ban kinh 1 trong géc phan tu thit nhat cia
mat phang Ozy. Chuyén sang toa do tru ta ducc

7r
jus 7”2

1
I—///z+r Jrdrde = /dgo/rdr/z+r )dz
0
1 1
™ r? s
:E/ —’_TZO 5/
0 0

2.4 COng thuc Stokes

| W

T

Trong muc nay ta sé xay dung mot cong thiic mdé rong cua cong thic Green cho
truong hop khi dusng cong phang dudce thay bing duong cong ghénh.

Cong thtic nay thiét lap moi lien he gitta tich phan 1ay theo mot phia xac dinh cta
manh mit S gidi han bdi chu tuyén kin L v6i tich phan duong lay theo chu tuyén do.
Gia st mat S da cho duge biéu dién bsi phuong trinh z = z(z,y). Ta luon luon gid
thiét rdng ham z(z,y) ciing nhu cdc ham P, Q, R clia cac bié n z,y, 2 sé dé cap dén
trong muc nay la lién tuc va c¢6 cac dao ham riéng lién tuc.

Trude hét ta hay xét tich phan duong:

/P(:E, Y, z)dx (4.4)

lay doc theo chu tuyén L ctia mat S di theo huéng duong. Goi D 1a hinh chiéu cta
S xubng mit phing Ozy va chu tuyén cia D la duong cong kin C. Khi dé ta c6

/P(x,y, 2)dx = %P(az,y,f(x,y))daz (4.5)
L c
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That vay; gia sit L dugce cho béi hé phuong trinh
x(t)

y(t) tela]
z(t)

trong d6 cac ham s6 z(t),y(t), 2(t) ¢6 dao ham lién tuc trén doan [a, b]. Khi d6 ta c¢6

N <
I

b
/ Pz, y, 2)de — / Pla(t), y(t), 2(£)] 2/ (1)dt.

Nhung vi L C S, ma S ¢6 phuong trinh la z = z(z,y) nén suy ra z(t) = z(x(t), y(t))

va do doé ,

[ Py e = [ plao), y(2), 20}/ () (4.6)

a

nhung tich phan ctia vé phai cud(4.6) chinh la tich phan duong § Pz, vy, z(z,y)]dx
c

va do d6 ta c6 dang thitc (4.5).
Bay gio ta xét tich phan méat sau day:

// —dxdy — —d:cdz = // (— CosSV — aa—f cos ,u) ds (4.7)

trong do6 tich phan mat loai IT § vé trai ctia (4.7) dugce 1y theo phia trén clia mat S.

Lic d6 ta da biét: .

,/1—1—2’:254—2’?2/’

/
2y

1+ z’i + 2/5
Thay vao (4.7), ta dugc:

// ( dxdy — —d:rdz) // <8P op 82) cosvdS
9z dy
(9P OP 0z
// ( 0z 6y) dudy.

Ham duéi dau tich phan cia tich phan sau cuing, néu thay trong d6 z béi z(z, y), sé

COSV =

COS ji = — = —Z, cosv.

la: 5
a_yp[$7 Y, Z(J?, y)]

Do d6 theo dinh nghia ctia tich phan mat, tich phan sau ciing c¢6 thé viét dudi dang

// (%P[:E, Y, z(x, y)|dzdy.
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Vay ta nhan dugc cong thiic:

// (—dazdy - —dxdz) // 5 Plz,y, 2(z,y)|dzdy (4.8)

Bang cach ap dung cong thic Green ta co

// (—d:vdz - —da:dy) /P x,Y, 2 (4.9)

& day tich phan & vé trai lay theo phia trén ctia mit S, con tich phan & vé phai, lay
theo huéng sao cho khi ngusi quan sat di chuyén § phia trén ctia S va doc theo chu
tuyén L thi mit S 6 vé bén trai ciia duong di. DI nhién doi véi truong hop mit S c6
thé phan ra lam hai mat S; va Sy, ma cong thitc (4.9) ding cho c& hai mat d6 thi né
cing dang cho mat S.

Hoéan vi vong quanh x,y, z va P,Q, R ta c¢6 hai cong thic tuong tu:

// (_dydx_ @dyd ) = /Q z,y, 2)dy,
// (—dzdy - —dzda;) /R 2,9, 2

Bang cach cong ba cong thiic trén lai ta di dén cong thiic Stokes:

// (a—Q—a—];)dxdy+(g—];—%—Q>dd+

oP OR

+ (a — %> dzd:t:} = L/(Pd:c + Qdy + Rdz) (4.10)

Bay gio ta néu lén mot ting dung ctia cong thiic Stokes. Tt cong thitc Stokes dé dang
chting minh duge ménh dé sau:
Néu tai moi diém cia mot mién V nao day cia khong gian ba chiéu zdy ra hé thiec:
OP  9Q 9Q OR OR OP
oy 0z 9z Oy ox 0z

thi tich phan duong:
/(Pda: + Qdy + Rdz) =0
L

trong dé L la duong cong kin bat ky nam hoan toan trong V.
Vi du 2.4.1. Tinh tich phan
I:%ydx—l—zdy—lrxdz
L
trong d6 L 1a giao tuyén ctia hai mit x +y + 2z = 0 va 22 + y* + 2% = @?, chiéu trén

L 1a ngugc chiéu kim dong ho néu nhin tir trén xudng (nhin vé phia z < 0).
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Giai
Vi x4y + 2z = 0 1a mat phang di qua tam O(0,0) clia mit cau tam O ban kinh |a]
nén L 13 dudng tron 16n clia mat cau. Ap dung cong thiic Stokes v6i S 14 mit phing
x+y+ 2z =0 gi6i han béi L, huéng vé phia z > 0.
bat P=y,Q = z, R = x. Khi d6

P! :O,P; =1;,Q,=0,Q, = 1;R; =0,R =1.
Cong thic Stokes cho ta

1= —//dydz+dzdx+dmdy
s

Dé tinh tich phan nay, ta chuyén vé tich phan mat loai I. Ta ¢6 z = —z — v, do d6
p=2z,=-1,g=2=—1 Vay

]:—\/g//dS:—ﬁ\/gaQ

trong d6 S 1a hinh tron ban kinh bing a.

BAI TAP CHUONG 4
Tinh cdac tich phdn mat loqi | sau day
Bdi4.1. Tinh I = gf ﬁyzd& trong d6 S 1a mot phan tam mat cau 22 +y? 422 =
R? trong goc phan tam thi nhat ctia hé truc toa do.
Bdi 4.2. Tinh cac tich phan mat sau day:
)

a) [[(z+2x+ 3y)dS v6i S 1a phan méat phang phuong trinh g +3+ Z = 0 nam
S

trong géc phan tam thit nhat.

b) [[ydS, trong d6 S 1a nur a mit cau z = /R% — 22 — 32,
S

BGi 4.3. Tinh [ = [[(z +y + 2)dS, trong d6 S 1a mat 22 +y* + 22 =a? 2 > 0.
S

Bdi 4.4. Tinh [ = [[(2% + 4?)dS, trong d6 S 1a bién ciia vat /22 +y2 < 2z < 1.
S

Bai 4.5. Tinh I = [[(2% + 4?)dS, trong d6 S 1a phan mat nén 22 = 2% + 4? nim

S

gitta cac mit phang 2 = 0 va 2 = 1.

Bdi 4.6. Tinh I = [[xyzdS, trong d6 S 1a phan mat nén 2? = 2% + y? nim gitta cic
S

mat phang z = 0 va z = 1.

Tinh cdac tich phdn mat loai Il sau day
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BGi4.7. Tinh [[ zyzdxdy v6i S 1a phia ngoai ctia mot phan tu mat cau x?+y*+22 =
1,z >0,y > O.S

Bdi 4.8. Tinh [ xdydz + dxdz + x2*dzdy v6i S 1a phia ngoai ciia mot phan tam
mat cau x2+y25+z2 =1,2>0,y >0,2>0.

BGi 4.9. Tinh [ 22y?2dxdy v6i S 1a mat phia trén ctia nita mat cau 22 +y2 + 22 =
R?, 2 <0. ’

Bdi 4.10. Tinh I, = :gf zdxdy, I, = gf 22dxdy v6i S 1a phia ngoai clia ellipsoit

ZL’Q yQ 22

Sttt =L
Bdi4.11. Tinh gf(x2+y2)dxdy v6i S 1a phia dudi clia mit tron 22 +1y% = R%, 2 = 0.
Bdi 4.12. Tinh [ xdydz + ydzdx + zdzdy véi S 1a phia ngoai clia mat cau 2% +
y? + 2% = a’ ’
BGi 4.13. Tinh [ = [[(y — 2)dydz + (2 — 2)dzdx + (x — y)dxdy v6i S 1a phia ngoai
clia miat nén z? + yQS: 22, (0<z<h).
Bdi 4.14. Tinh [[ 2dydz + ydzdz + x*2dxdy v6i S 1a phia ngoai clia mat cau 42? +
y?+ 422 =4 néms trong géc phan tam thit nhat.

Tinh cac tich phéan mat sau day bang cach dp dung cdng thic Otrograd-
sky

Bdi 4.15. Tinh [[ 22dydz + y*dzdx + 2*dxdy v6i S 1 phia ngoai cia bién clia hinh
lap phuong Ogiga,()gyga,()gzga.

Bai 4.16. Tinh [[ 23dydz + y3dzdx + z3dxdy v6i S 1a phia ngoai clia mit cau
2+ y? + 22 :a2.5

BGi 4.17. Tinh [[(z —y+ 2)dydz + (y — z + x)dzdx + (2 — x + y)dzdy v6i S 1a phia
ngoai clia méit |a:S—y—l—z| +ly—z4+z|+|lz—z+yl=1

Bdi 4.18. Tinh éf rzdydz + 2?ydzdx + y?zdxdy v6i S 1a phia ngoai clia mit nam

trong géc phan tadm thi nhat, tao nén bdi mot paraboloid z = 22 4+ y?, mét tru
22 +y?> =1 vacac mit toado x =0,y = 0,2 = 0.

Tinh cac tich phan mdat sau day bdng cdch dp dung codng thic Stokes
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BGi 4.19. Tinh [ = § (22 —y2)dz + (v* — z2)dy + (2% — xy)dz v6i AmB la mot

AmB
T = acosy
doan ctia dudng dinh 6c: {y =asing  tit diém A(0,0,0) dén B(a,0,h).
h

BGi 4.20. Tinh [ = §(y? — 2?)dz + (22 — 2?)dy + (2 — y?)dz v6i C la giao tuyén cia

C

) 3

hinh lap phuong 0 <z < a,0 <y < a,0 <z < a v6i mat phang z +y + 2z = —a,

2
chay ngudc chiéu kim dong ho néu nhin tit phia duong ctia truc Ou.

B&i 4.21. Tinh I = § edx + (22 + y?)2dy + yz3dz v6i L 1a duong cong kin giao
L

tuyén ctia mit nén z = /22 + y2 véi cac mit phing v = 0,y = 1,z = 2,y = 0, lay
theo chiéu quay kim dong ho néu nhin tit phia duong ctia truc Oz.
BGi4.22. Tinh [ = § ydz+z2dy+xdz véi C la dusng tron 22 +y*+22 = a®, v +y+z =

C
0 chay ngugc kim dong ho néu nhin tit phia duong ctia truc Ox.
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