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5.1. Bai toan duong di ngan nhat

% Cho don d6 thi c6 hudéng G = (V,E) véi ham trong so
w: E - R (w(e) duoc goi la do dai hay trong so cua
canh e)

<D0 dai ciia duong di P=v; >V, > ... > Vv, 1250
k-1
W(P) — ZW(Vi ’Vi+1)
=1
< Pudng di ngan nhat tir dinh u dén dinh v 1a duong di cé
do dai ngan nhat trong so cac duong di ndi U véi V.

Do dai cua duong di ngan nhat tr u dén v con duoc goi
la khoang cach tir u td1 v va Ky hiéu la o(u,v).



Vidu

Cho db thi c6 trong s6 G = (V, E), va dinh nguon seV, hay tim
dudng di ngan nhat tir S dén moi dinh con lai.

3
O 5
OF L

dinh ngudn

S a b C d S f

weight 0 3 4 6 6 6 9
path- s sa sab sabc sad sabe sabef



Cac g dung thuc té

*» Glao thﬁng (Transportation)

X Truyen tin trén mang (Network routing) (cn huéng
cac g01 tin dén dich trén mang theo duong nao?)

% Truyén thong (Telecommunications)

¢ Speech Interpretation (best interpretation of a spoken
sentence)

<% Diéu khién robot (Robot path planning)
** Medical imaging
¢ G141 cac bai toan phirc tap hon trén mang

“‘lll



Cac dang bai toan DPDNN

1. Bai todn mdt nguon mot dich: Cho hai dinh s
vat, can tim duong di ngan nhat tir s dén t.

2. Bai todn mét nguon nhiéu dich: Cho s I3
dinh nguodn, can tim duong di ngan nhat tr S
dén tat ca cac dinh con lai.

3. Bai toan moi cip: Tim duong di ngan nhat
gitra mo1 cap dinh cua do thi.

< Puong di ngan nhat theo s6 canh - BFS.



Nhan xeét

< C4c bai toan dugc xép theo tht ty tir don gian
dén phtc tap

HEé c6 thuat toan hiéu qua dé giai mot trong ba
bai toan thi thuat toan doé cting co thé sur dung dé
giai hai bal toan con lai
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Céc tinh chat cia DDNN

< Tinh chdt 1. Duong di ngan nhat luén cé thé tim trong
5o cac duong di don.
e CM: Bo1 vi viée loal bo chu trinh d6 dai khong am khoi
duong di khong lam tang do dai cua no.

e

w(C) =0
» Tinh chat 2. Moi dwong di ngan nhat trong do thi G
déu di qua khong qua n-1 canh, trong do n la so dinh.
o Nhw la hé qud cua tinh chat 1



Céc tinh chat cia DDNN

Tinh chat 3: Gia sit P = vy, V,, ..., V> 1a ddnn tir v, dén v,. Khi
do, Pj; = «V;, Vg, ..., Vp la ddnn tir v; dén v, v6i 1 <1< <Kk

(Bang 16i: Moi doan duong con cua duong di ngan nhat déu 1a

duong di ngan nhat)

CM Phan chimg. Néu P; j khong la ddnn tur v; dén Vj, thi tim dugc
jj 1a duong di tu v; dén V thoa man w(P ;) < w(P; ) Khi d6 goi P’

la du:orng di thu du’o’c ta P b0’1 viec thay doan P b0'1 P’.. taco

w(P*) <w(P) ?!

ij?




Céc tinh chat cia DDNN

Ky hiéu: &(u, v) = do dai ddnn tir u dén v (goi 1a
khoang cach tir u dén v)

Hé qua: Gia st P 12 ddnn tir S t6i v, trong 40 P = s—P—3 u —v.
Khi d6 o(s, V) =0o(s, u) +w(u, v).

Tinh chit 4: Gia st s € V. Ddi véi mdi canh (u,v) € E, ta co
o(S, V) < 9(s, u) + w(u,v).







Bic¢u dien duong di1 ngan nhat

Cac thuat toan tim duong di ngan nhat lam viéc vo1 har mang:

+ d(v) = do dai duong di tir s dén v ngén nhét hién biét
(can trén cho d6 dai duong di ngan nhat thuc su).

4 p(V)  dinh di trudc v trong dudng di ndi trén
(s& str dung dé truy nguoc dudng di tir s dén v) .

Khoi tao (Initialization)

forv e V(G)
do d[v] « o
p[v] < NIL
d[s] « O




Giam can trén (Relaxation)

Str dung canh (u, V) dé kiém tra xem duong di dén v da tim duoc
c6 thé lam ngan hon nho di qua u hay khong.

Relax(u, v) @
If d[v] >d[u] +w(u, V) N pi p(v)
then d[v] <« d[u] + w(u, v)
p[v] < u

d[v] > d[u] + w(u, v)

Cac thuat toan tim ddnn khac nhau 6
sO lan dung cac canh va trinh tu duyét & P(Vv)

chliing dé thuc hién giam can \



Nhan xét chung
< Viéc cai dit cac thuat toan duoc thé hién nho thii tuc
gan nhan:
% Moi dinh v s ¢ nhan gom 2 thanh phan (d[v], p[v]).
Nhdan sé bién doi trong qua trinh thuc hién thudt todn

% Nhan thay rang dé tinh khoang cach tir s dén t, ¢ day,
ta phai tinh khoang cdch twr s den tat ca cac dinh con
lai cua do thi.

< Hién nay van chua biét thuat toan nao cho phép tim
ddnn nhat giita hai dinh lam viéc thuc su hiéu qua hon
nhitng thuat toan tim ddnn tir mot dinh dén tat ca cac
dinh con lai.
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Thuat toan Ford-Bellman

Richard Bellman

1920-1984 Lester R. Ford, Jr.

1927~



Thuat toan Ford-Bellman

¢ Thuat toe}n Frord - Bellman tim duong di‘ ngan nhat tur
dinh s dén tat ca cac dinh con lai cua do thi.

% Thuat toan lam viéc trong truong hop trong s6 clia cac
cung la tuy .

% Gia thiét rang trong do thi khong c6 chu trinh am.

*Pau vao: Do thi G=(V,E) vdi n dinh xdc dinh béi ma
tran trong so wlu,v], u,y €V, dinh nguon s € V;

“Paura: Véimoiv e V

ssd[v] = s, v);

s p[Vv] - dinh di truée v trong ddnn tir s dén v.



MO ta thuat toan

procedure Ford Bellman;
begin
for veV do begin (* khoitao *)
d[v] := w[s,v] ; plVv]:=s;
end;
d[s]:=0; p[s]:=s;
for k:=1 to n-2 do (*n=IVI *)
for ve V\{s} do
for ue Vdo
if d[v] >d[u] + w[u,v] then
begin d[v] :=d[u] + w[u,v] ;
plv]l :=u;
end;
end;



Nhan xeét

< Tinh ding dan cua thuat toan c6 thé chimg minh
trén co s& nguyén 1y toi uu cua quy hoach dong.

D0 phure tap tinh toan cua thuat toan la O(n3).

< C6 thé cham dat vong lap theo k khi phdt hién
trong qua trinh thuc hién hai vong lap trong
khéng cé bién dfv] nao bi doi gid tri. Viéc nay
cé thé xay ra doi véi k < n-2, va diéu dé lam
tang hieu qua cua thudt toan trong viéc gidi cac
bai todn thuec té.



1 2 3 4 >
1| © 1 o = 3
. 2| ©« » 3 3 8
3| © w «© 1 -5
4| o Z 0 o0
| oo oo o0 4 00
d[5], Truoc[5] d[4], Truoc(4] d[3], Truoc|3] d[2], Truoc|2]
31 a0, 1 a0, 1 1,1
31 4,2 4,2 1,1
-1,3 4,2 4,2 1,1
-1,3 3,5 4,2 1,1
-1,3 3,5 4,2 1,1




Vi du Tim duong di ngin nhat tir dinh s dén tat ca
cac dinh con lai cua do thi
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Thuat toan Dijkstra

% Trong trudong hop trong so trén cac cung 1a
khong am, thuat toan do Dijkstra dé nghi hitu
hiéu hon rat nhiéu so véi thuét toan Ford-
Bellman.

* Thuat toan dya trén thu tyc gan nhan. Thoat dau Edsger W.Dijkstra
nhan cua cac dinh la tam thoi. O moi mot bude
1ap c6 mot nhan tam thoi tré thanh nhan co
dinh. Néu nhan ctia mét dinh u tré thanh co
dinh thi dfu] sé cho ta do dai cua ddnn tw dinh
s dén u. Thudt todn ket thac khi nhan cia tat cd
CAC dinh tré thanh cé dinh.

(1930-2002)



http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Edsger_Dijkstra_large.jpg

Thuat toan Dyjkstra

Ddu vao: Do thi cé6 hwong G=(V,E) véi n dinh,
s e Vg dinh xuat phat,
wlu,v], u,v €V - ma tran trong SO
Gid thiét: wfu,v/ > 0, uU,v eV.
Pau ra: Vi moiv e V
dlv] = s, v);
o[Vv] - dinh di truéc v trong ddnn tir s den v.



Thuat toan Dyjkstra

procedure Dijkstra;

Tap S: Chi can cho ching minh dinh Iy

begin

for veV do begin (* Khoitao *)
d[v] :=wl[s,v]; p[v]:=s;

end;
d[s] :=0; S:={s}; (* S — tap dinh c6 nhan c¢6 dinh *)
T:=V\ {s}; (* T latap cac dinh c6 nhan tam thoi
*
)
while T = do (*  Budclap *)
begin
Tim dinh u € T thoa man d[u]=min{d[z]: z € T};
T:= T\{u}; S:=S U {u}; (* CO dinh nhan cta dinh u *)
for veT do (* Gén nhan lai cho céc dinh trong T *)
if d[v]>d[u] +w][u,v] then begin
d[v] :=d[u] + w[u,v]; plv]:=u;
end;
end,;

end;



Thuat toan Dyjkstra

% Chi y: Néu chi can tim dwong di ngiin nhat
tu s den t thi co the cham dwt thudt toan khi
dinh t tro thanh co nhan co dinh.

‘*Dinh ly 1. Thudt toan Dijkstra tim dwoc dwong
di ngan nhat tw dinh s den tat ca cac dinh con
lai trén do thi sau thoi gian O(n?).

¢ CM: R4 rang thoi gian tinh 1a O(n?)



Chtrng minh tinh dung dan ctia Thuat toan Dijkstra

$Tasé CMvoimoiv e S, d(v) =3§(s, v). p
* Qui nap theo |S|.
« Co sé quinap: Vi [S| =1, rd rang la dung.

« Chuyén qui nap:
+ gid st thuat toan Dijkstra bd sung v vao S
+ d(v) 1a 6 dai cia mot dwdng di tr s dén v
* néu d(v) khéng 1a dd dai ddnn tr s dén v, thi goi P* 1a ddnn tlr s dén v
+ P* phéi str dung canh ra khéi S, chang han (x, y)

v khi do d(v)> 5(s, V) gia thiét
= (s, X) + W(X, y) + 3(y, V) tinh chat 3
> 0(s, X) + w(X, y) o(y, v) la khdng am
= d(x) + w(x, y) gia thiét quy nap
> d(y) theo thuat toan

vi thé thuat toan Dijkstra phai chon y thay vi chon v ?!



Vidu

Tim duong di ngan
nhat ttr dinh 1 dén tat
ca cac dinh con lai

Pinh1 | BPinh2 | BPinh3 | Pinh4 | Pinh5 | Dinh 6

Khei | [0, 1] [1, 1]* | [oo, 1] [0, 1] [0, 1] [0, 1]
tao

1 [6, 2] [3, 2]* | [0, 1] 8, 2]

2 (4, 4]* (7, 4 8, 2]

3 6, 3] 5, 3]*

4 6, 3]*

5




Vi du: Tim duong di
ngan nhat tu dinh a dén
tat ca cac dinh con la1?

L{a) L{b) Lic) L(d) Lie) Lig) Lih) Lik) L{m) L{n)




Bai tap
Tim duong di ngan nhat tir dinh 1 dén céc dinh con lai trong do
th1 sau:

N bWk =

8 8 8 8 8|=
8 8 8 8 =N
g = § = 8|Ww
r8 NP gia
g 8 PN




Cay duong di ngan nhat

<*Tap canh {(p(v), v): veV \ {s} } tao thanh cay
cO goc tai dinh nguodn s dugce goi la cay ddnn
xuat phat tir dinh s.

e Cac canh mau do

tao thanh cay ddnn

xuat phét tir dinh 1

e SO mau dé viét bén

canh modi dinh 14 do

dai duong di ngan
nhat tir 1 dén no.
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Puong di ngan nhat gitta moi cip dinh

Bai toan Cho do thi G = (V, E), véi trong so trén canh e 1a w(e),
do1 vo1 moi cap dinh u, v trong V, tim duong d1 ngan
nhat tir U dén v.

¥ Dau vao: ma tran trong so.

& Dau ra ma trdn; phan tir & dong u ¢t v 1a do dai duong
di ngan nhat tir u dén V.

3% Cho phép co trong s6 am

M Gia thiét: Do thi khong c6 chu trinh Am.



Vidu
Pau vao

nxnmatreme:(Wij) VOl

0 néu i=j
Wij:{w(i,j) néui=j&(,j) eE

00 con lai

.0 3 8 o -4 ,

o 0 o 1 {

o 4 0 o o

2 o -5 0 o

0O OO O 6 O J




Tiép

Pau ra

Puong di: 1-5-4-3-2
=_4+6-5+4
-4 ~

-
0
A
-1
5

5-4-1

3 2
4 1

-1

0 5 3

-5 0

~

1 6 0°

4-1-5



Thuat toan Floyd-Warshall

d i(-m) = d6 dai duong di ngan nhat tir i dén j str dung cac dinh trung gian
trong tap dinh { 1, 2, ..., m }.

O—0—6— . — 00—

’ 4 4 n
Khi d6 do dai duong di ngan nhat tir 1 dén | la dig )



Cong thirc dé qui tinh d®

- di(jo) :Wij @ >®

(h_ . h-1) , (h-1 h- :
+ 4= mln(dij( ) ¢ dfu. Dy néuh>1

(h-1) _
W



Thuat toan Floyd-Warshall

Floyd-Warshall(n, W)
DO « W
fork<«-1tondo
fori<1tondo
forj<-1tondo
dif e min (¢ df D+ o)
return D

Thoi gian tinh ®(n®) !



Xay dung duong di ngan nhat

Predecessor matrix P%= (p i(jk)) ;

®W@ 0

duong di ngan nhat tir i dén j chi qua cac dinh trung gian trong {1, 2, ..., k}.

pi(JQ) _ { l, né’u (1,)) e E
NIL, neu (i,]) ¢ E
< R 1) . i k-1 i
Q\ 0 {pi(jk Unéud{Vs dy e dg ™
e (k1) ,oss s
Q /pkj trai lai
<




5 o0)
1 6
0 2
o 0 )

8 8 o w

-

NIL 1 1 NIL)
NIL NIL 2 2
NIL NIL NIL 3
4 NIL NIL NIL

C6 thé st dung 1 1a dinh trung gian:

o [0 3 5 SLORN R N R N[
D o 0 1 6 NIL NIL 2 2
o oo 0 2 NIL NIL NIL 3

.4 7 9 0 . 4 1 1 NIL “
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Vi du (tiép)

p @

p 0

(4)

-

\

-

\

-

\

NIL 1 2 2
NIL NIL 2 2
NIL NIL NIL 3
4 1 2 NIL/

NIL 1 2 3
NIL NIL 2 3
NIL NIL NIL 3
4 1 2 NI

NIL 1 2 3)
4 NIL 2 3
4 1 NIL 3
4 1 2 NIL




Vi du (tiép)
4
O~
D26 O @-0@

N O O OO
D@ @O @




Bai tap

Ap dung thuit toan Floyd-Warshall tim duong di ngan
nhat gitra cac cap dinh?




Bai tap

Ap dung thuat toan Floyd-Warshall tim duong di ngan
nhat gitra cac cap dinh?




Chiy

< Thuat toan Floyd c6 thé ap dung cho dd thi vO
hudng ciing nhu d6 thi c6 huéng.

“Ta chi can thay mdi canh v6 hudng (u,v) bang
mot cap canh cO hudng (u,v) va (v,u) véi
m(u,v)= m(v u). Tuy nhién, trong truong hop
nay, cac phan tir trén duong chéo cia ma tran D
can dit bang 0.
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