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LOT NO1 PAU

Li thuyét D6 Thi la mot nganh cia todn hoc duge khai sinh
ké tir cong trinh vé bai todn "7 cay ciu ¢ Konigsburg" cua nha
toan hoc Leonhard Euler (1707 ~ 1783) céong bd vao nim 1736.
Tir 46 d&n nay, di cé nhiéu nha toan hoc trén thé& gigi nghién
cdu va 1am cho mén hoc niy ngay cang phong phd va c¢é nhiéu
dng dung trong nhing lanh vue khac nhau cia khoa hoc nhu
Mang DBién Tu, Ly Thuyét Ma. Van Tra Hoe, Kinh T€ Hoc...

Bac biét, trong khoang vai muoi nam trg lai day, cung véi su
ra d5i cla may tinh s8 & su phat trién hét sitc nhanh cda Tin
Hoc, Ly Thuy&t Do Thi cang duge quan tdm dé&n nhiéu hon, dic
biét 1& cdc giai thuat trén dé thi. Hién nay, mén hoc nay ducc
xem la kién thuc cg sd cia khoa hge mdy tinh.

Quyén sich nay dude bién soan nhim dé ddp ung nhu cau
tham khao sdch bing tiéng Viét cua sinh vién. Pay la gido trinh
Toan danh cho sinh vién nganh Tin Hoe, do d6 hiu hét cac van
dé dugc trinb bay bing ngén ngd giai thuit, mac du vay, phan
chung minh van chat ché & rd rang. )

Noi dung quyén sdch bao gdbm nhitng van dé co bin nhait cda
Ly Thuyét P Thi ciing mét s§ cdc bai toan ap dung & duge chia
thanh 8 chuong:

Chuong 1: Gidi thiéu dinh nghia & cic tinh chidt cd ban cia do
thi vé huéng & dé thi c6 hudng

Chuong 2: Trinh bay 2 bai toan vé chu trinh Euler & chu trinh
Hamilton.

Chuong 3: Khéo séat sd luge vé d6 thi phdng.

Chuong 4: Khao sat téng quat vé cay S cdc van dé lién quan,
dac biét la cay nhi phan.

Chuong & : Trinh bay bai toan con dudng ngin nhit & gidi
thuit Dijkstra & giai thuit Floyd.

Chuong 6. Trinh bay vai bai todn 4p dung cia Ly Thuyét Db
Thi ciing vdi cac giai thuit dé gidi ching.

Cuéi mdi chuong ¢6 phan bai tap dé gidp ngudi doc kiém tra lai
cac kién thdc da linh héi duge. Huéng din & ddp s6 cliia mot sé
cdc bai tap duge cho & phan phu Juc.

Chung téi rdt mong nhan duge nhiéu y kién phé binh xiy dung
cha doc gia dé trong lan tdi ban cudn sdch sé phuc vu t&t hon
viéc hoc tip cua cdc ban sinh vién



1
MG PAU

1.1 Pinh nghia

D6 thi (Graph) G = (V, E) 12 mdt by gdm 2 tdp hop E va V,
trong d6 V # @, cdc phin ti cia V goi 1a cac dinh (vertises), céc
phan tif cua E goi 14 cdc canh (edges), mdi canh tuong ing véi 2
dinh. Néu canh e tugng ung véi 2 dinh v, w thi ta néi v va w la
2 dinh ké hay lién két (adjacent) véi nhau, ta néi canh e téi

(incident) cdc dinh v va w, Ki hiéu e = vw hayviw.

Canh vv tuong ing-véi 2 dinh trung nhau goi la vong (loop)
tai v. Hai canh phén biét cing tuong (ng vé6i 1 cap dinh goi la 2
canh song song (parallel edges). D6 thi khéng c¢6 canh song song
va cing khong c6 vong goi 1a don dd thi (simple graph), nguge
lai 14 da d6 thi (multigraph). P4 thi ma moi cap dinh cia né déu
ké nhau goi 1a d6 thi ddy du (complete graph). Bé thi G’ = (V',
E’) goi la d6 thi con (subgraph) cia d6 thi G =(V, E)néuVc V
va E' c E.

D6 thi c6 s dinh va s§ canh hitu han goi 1a dé thi hitu han
(finite graph), ngugc lai 1a d6 thi v han (infinite graph). Trong
nhitng phan sau ta chi khao sat cdc dé thi hitu han.

1.2. Bi€u dé

Mét db thi thudng duge biéu dién bing mot bi€u d6 nhu sau:
mdi dinh biéu dién thanh 1 diém va mdi canh biéu didn thanh 1
doan ndi 2 dinh tuong dng vdi né.

Thi du 1: Duéi day la biéu dé cha vai dé thi
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Thi du 2: Ta dung ky hiéu K, dé chi don d6 thi ddy di c6 dinh.
Biéu do cua K, v6i 1 < n < 5 nhu sau:

K4 Ks

1.3. Bac cua mét dinh

Xét mot dinh v trong dé thi G. S§ canh t6i v, trong d6 mbi
vong tai v duge ké 12 2 canh téi v, goi 1a bac (degree) cua v va
ky hiéu la d(v)
Pinh ¢é bac 0 goi la dinh cd lap (isolated vertex).
DPinh ¢6 bédc 1 goi la dinh treo (pendant vertex), canh t6i dinh
treo goi la canh treo (pendant edge).
b6 thi ma moi dinh déu la dinh ¢ lap goi 1a dd thi réng (null
graph).

1.3.1. Pinh li
Véi moi dé thi G = (V, E), ta c6: ) d(v) = 2|E]

valV

Chitng minh: hién nhién vi mdi canh déu téi 2 dinh.
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1.3.2. Hé luan 1
Téng s6 bac cia cdc dinh 1é trong 1 d6 thi la mét s6 chén.
Chimng minh: Xét dé thi G = (V,E). Goi V, va V., lan lugt 1a tap
hgp cdc dinh bac 1é va tdp hgp cac dinh bac chdn cua G. Ta c6:
2/E| = Y d(v) = > dv)+ ) d(v)

veV veVy veVe
ma hién nhién )  d(v) la s6 chén, do d6 Z d(v) cling la s6 chan.
veVe vel,

1.3.3. Hé luan 2
Moi dé thi déu c6 mot sé chdn cdc dinh bac 18.
Ching minh: Hién nhién

1.3.4. Hé ludn 3
P thi K, ¢6 %n(n —1) canh.
Ching minh: Moi dinh cia K, déu ¢6 bac la n - 1.

Thi du 3: Mot dd thi G = (V, E) ¢6 24 canh va mdi dinh cua G
déu co bac 1a 4. Tim dinh G. Ta ¢6: 224 = 4.|V| = |V =12

Thi du 4: Xét tam gidc ¢6 3 dinh la A, B, C duge ghi nhan lan
lugt 1a 0, 1, 2. Chia ABC thanh nhiéu tam gidac nho va ghi nhan
cho cac dinh méi theo diéu kién sau: Cac dinh mdi nam tren
canh AB dugc ghi nhan 0 hodc 1, cic dinh mdi nam trén canh
BC duge duge ghi nhan 1a 1 hodc 2, cdac dinh mdi nam trén canh
CA dugc ghi nhan 2 ho#c 0, con cdc dinh mdi nam beén trong
tam gidc ABC ghi nhan 1a 0, 1 hoéc 2 tuy y. Chung minh rang
ton tai it nhat 1 tam gidc nho ma 3 dinh cua nd c6 nhan 0, 1 vi 2

Dé giai bai todn nay, ta lip mo hinh do thi sau: ¢hon trong md
tam gidc nho 1 diéem lam dinh, va thém | dinh & b3n ngodi tam



gide ABC, 2 dinh s& duge ndi v6i nhau biing 1 canh néu 2 tam
gidc nhé tuong dng c¢6 2 dinh chung 1a 0, 1. D& thiy ring:

e Dinh § ngoai tam gidc ABC c¢6 béc 1é vi cdc dinh trén canh AB
duge ghi nhan thay déi gitta 0 va 1 mot s6 18 14n.

e Tam gidc nhdé c6 3 dinh ghi nhan khdc nhau thi dinh tuong
ung cé béac 1.

e Tam gidc nhd cé 3 dinh ghi nhan khéng ddi mét khédc nhau thi
dinh tuong dng c6 bac 0 hay bac 2.

Vi s6 dinh bac 1é cia d6 thi 1a s8 chdn nén phdi tén tai 1 tam
gidc nho ¢6 3 dinh ghi nhan khédc nhau.

1.4. Ma tran lién két

Cho d6 thi G c¢6 dinh 1a vy, vs, . . . vo. Ma trdn lién két
(adjacency matrix) clia G, véi thd tu cde dinh 12 vy, vo, . . . v, 12
ma trn vudngnx n

[mj,j]

Trong d6 m;; = s6 canh ndi dinh v; v6i dinh v; (1 <1, j < n)
Luu ¥ ring vong duge tinh 2 canh.
Thi du: D6 thi sau: B D

¢6 ma trédn lién k&t la:

1
e T = B e R -

B
1
0
1
1
1

HOOQ W >
NHDO—'I—'O
o o= = o0
o N o o™

1,4.1. Dink i
Téng cac phan ti trén hang (ho#c ¢ft) thd i cda ma tran lién
két bing bac cia dinh v; nghia la:



d(v;) = En:mlk = imki
kel i

Ching minh: hién nhién

1.5. Dudng va chu trinh

Cho mét dé thi G. Mot dugng (path) P va G 13 mpt diy cde
dinh v, vy, . . ., vi sao cho e, = v,_ v, (1 <i<k)a cdc canh d6i
mot khéc nhau.

e e e
1 2 k
v, 0

Ta ki hidu : P = v,

hay P = vov;...vy
S6 k (1a sd canh tao thanh P) goi 14 chiéu dai cia dudng P.
Ki hiéu: I(P) =k

Ta néi dudng P ndi 2 dinh v va vy, cde dinh v, (0 <i < k) va céc
canh e; (1 <i <k) goi 14 nim trén dudng P.

Mét dinh xem 1a mét dudng cé chidu dai bang 0.

Mat chu trinh (cycle/circuit) trong G 12 mjt dudng trong G cé
dang ¢ = vovy.. Vi1V Vi Me) > 1.

Ta khéng cidn chud y dén dinh nao 12 dinh bat dau (va ciing la
dinh két thic) cha chu trinh, néi cdch khdc, cde chu trinh
VoV1.-Vio1ViViel -..Vie1Vo VA ViV,,1...Vi1Vovi...ViaVv; duge ddng nhdt
v6i nhau la mét.

Mét duosng (bay chu trinh) goi 12 don gidn (simple) néu né
khong di qua dinh ndo qud mét l4dn.

1.6. Sy lién théng
M6t 34 thi goi la lién théng (connected) n€u moi céip dinh cia
né déu duge ndi vdi nhau bdi mot dusng.

Xét mdt dé thi G = (V, E). Trén tap hgp V, ta dinh nghia hé
thdc ~ nhu sau: V,, w € V, v~w < ¢6 1 dudng trong G ndi v va
w. D& thay ring ~ 12 mét hé thie tuong duong trén V va hé thic
~ phan cét V thanh c4c 16p tuong dudng. Mdi 16p tuang duong
nay tuogng Ung véi mot dd’thi con lién thong cda G goi la mét



thanh phin lién thong (connected component) cua G. Hai thanh
phan lién thong khde nhau cia G thi cdch biét, nghia la ching
khong ¢6 dinh chung.

Hién nhién G lién thong < G c6 ding 1 thanh phan.
Thi du 6; Chitng minh két qua sau:

Mot dé thi G ¢6 n dinh va k thanh phan thi t6i da la
%{n ~k)Xn -k + 1) canh.

Goi n, va ¢, (1 <1 < k) 1an lugt 1a s& dinh va s& canh cia thanh
phan thit i cia G. Ta c6:

inl :n::-i{n,—l):n—k ::»i(n,.—l)gs(n—k)2
i=1 i=1

=1

P

= |

n“ <m-k?*’+2n-k

Vi G la don dd thi nén gida 2 dinh, ¢6 nhiéu nhdt 1 canh ndi
chung, do d6 néu goi ¢ la sd canh cia G thi:

e=3e3[3]-1 (e -n) <

[/ J i-1
]1:

ol {0 - kY +2n—k—n“‘: fn-k}n-k+1)

1.7. Su ding hinh

Hai db thi G = (V, E) va G = (V, E') goi 1a ddng hinh
(isomorphic) véi nhau néu ¢6 1 phép tuong ung 1 — 1 (song dnh)
givra hai tap hgp V, V' va ¢6 phép tuong dng 1 — 1 gida hai tdp
hop E, E’ sao cho néu canh ¢ = vw e E tuong ung cuu ¢Ap dinh
v, w < V cing la tuong ung cua cap dinh v, w’ € V.
Hién nhién néu 2 db thi ddng hinh v6i nhau thi ching phéi cé:
- Cung s6 dinh.
— Cung s6 dinh bac k, Yk nguyén > 0
~ Cung sd canh
— Cung s6 thanh phan
Néu hai do thi o ma trdn lién két ( theo 1 thi tu dinh nao dé)
biiny nhau thi ching dang hinh vdi nhau.

10



Thi du 7: Cac cap db thi sau ddng hinh véi nhau

a) & i
B C g 4
D E 5
b)
A B ] 2 3 4
E F
H G
- 5 8 7 6 5

1.8. D6 thi ¢6 huéng

D6 thi nhu da dinh nghia & trén goi 1a dé thi vé hudéng
(undirected graph). Néu bay gid méi canh e € E duge cho tuong
tng vdi 1 cap thu tu (v, w) cda 2 dinh v, w € V thi ta néi e la 1
canh ¢6 hudng tir v dén w, ki hiéu e = vw, va dé thi nhan dugc
goi 1a mot db thi ¢6 hudng (directed graph).

Biéu db cua dd thi ¢6 huéng cing gidng nhu biéu dé cua dé
thi vo huéng, trong dé trén doan biéu dién canh c6 huéng vw,
ta vé thém 1 mai tén theo chiéu v dén w.

Thi du 8: Sau day la biéu dd cua vai dé thi c6 huéng:

2
A B

A 4



Xét canh ¢6 huéng e = vw. Pinh v goi 1a dinh dau (initial
vertex) cua e, ta néi canh e téi ngoai (incident out) dinh v va téi
trong (incident in) dinh w. S8 canh tdi ngoai dinh v goi 1a béc
ngoai (out —degree) ca v, ki hiéu d,.(v); s§ canh tdi trong dinh
v goi 1a bdc trong (in—degree) cua v, ki hiéu d;(v).

1.8.1. Pinh I

Trong mot dd thi ¢6 huéng G, tdng cac bac trong va tdng céc béac
ngoai cla céc dinh thi biing nhau va ciing bang s§ canh cia G.

Ching minh: hién nhién vi mdi canh déu téi trong 1 dinh va
téi ngoai 1 dinh. Mot d6 thi c6 hudng goi 1a can bing (balanced)
néu moi dinh cia né déu c6 bac trong va béc ngoai bidng nhau.

Ma tran lién két cia mot dd thi c6 huéng G v6i thi tuy dinh 1a
Vi, V2, ... V, 1A ma tr8n vubng n x n

[mi,j]
Trong d6 my = s3 canh ¢6 dinh du v; va dinh cudi 1a v; (1 <i, j < n).
Thi du 9: 6 thi:

Cé6 ma tran lién két 1a:

OO W >
o oo o >
= = w |

= O O N -

Mot chu trinh trong G 12 mdt dudng trong G c6 dang vov,...vVi1vo.
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Mot d8 thi c6 huéng G goi la lién théng manh (strongly
connected) néu vdi moi cip dinh phédn biét v, w luén ludn tén
tai 1 dudng néi v véi w.

Pé thi ¢6 huéng G goi 1a lién théng néu dd thi vé huéng
tuong (ng cua né la lién théng. Mot dé thi c6 huéng G goi la
ddy di néu dé thi v6 huéng tuong Ung cia né la ddy da.

BAI TAP
Trir bai tdp 16, dd thi néi trong tdt ca cdc bai tdp con lai déu
vo huéng.

1. Vé 1 dd thi e¢6 4 dinh v6i bac céc dinh 3, 2, 2, 1.
2. Vé mot dd thi ma moi dinh cia n6 dducd bacla k(1 <k <5).

3. Cé6 bao nhiéu dé thi cing nhan V = [1, 2, ...,n] 1a t4p hgp dinh
va thod diéu kién:

a) la don do thi

b) khong ¢6 vdong va khdng ¢6 nhidu nhat 2 canh song song giita
mdi cap dinh.

¢) ¢6 nhiéu nhidt mjt vong tai mdi dinh va khdong c¢6 canh song
song.

d) 1a don dé thi va tip hop canh ¢ {f]|1 <i,jsn,i +jlé}

4. V& don dd thi c6 6 dinh, trong dé cé:
a) 3 dinh bac 3 va 3 dinh bée 1.
b) bac cde dinh 1a 1, 2, 3, 3, 4, 5.
c¢) bac cdac dinh 1a 2, 2, 4, 4, 4, 4.

5. Tim don dé thi moi dinh ctia né déu c6 béc 3 va cé:
a) 4 dinh ¢) 6 dinh
b) 5 dinh d) 8 dinh

6. Tim s8 dinh cta d6 thi G biét ring G c6:

a) 12 canh va moi dinh déu c6 2 bac.

b) 15 canh, 3 dinh béc 4 va cdc dinh con lai béc 3.
¢) 6 canh va moi dinh déu ¢6 béc biing nhau.
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7. Mot d6 thi ¢6 19 canh va méi dinh déu c6 béac = 3. Pé thi nay
¢6 toi da la bao nhiéu dinh?

8. Biét réing moi dinh clia mot dé thi G déu c6 bac bang sé lé p.
Chirng minh réng sé canh cia G la mét bdi sd cda p.

9. C6 thé ¢6 1 nhém ngudi trong dé6 mdi ngudi chi quen biét
ding 5 ngudi khice trong nhém hay khong?

10. Coidon dé thi G = (VEE)v6i: V=1(1,2, ...,n] (n=22) vaE =
{1_3|1 CLIsSMmr e L1+ chﬁn}
Chiing minh ring G khong lién théng. X4c dinh s thanh phéan

cua G.

11. Coi don dé thi G = (V,E) véi V = [2,3... 41} va

E = {6!2 <i,j<41,i # j,i va j khong nguyén té cung nhau}
G ¢6 may thanh phan?

12. (Instant Insanity Puzzle)

C6 4 khai lap phuong, méi mat cla cdc khdi nay duge td béng
mdt trong 4 mau: dé (R), xanh (B), vang (Y), trdng (W)

B 1 i R ' Y
ALl . TR Y-
y ! S I Y l |
: i R W w! W B! B
i R 1 B 1
P — —_————]e - pom e e
" w "’ Y l, Y 1, R
khéi 1 khoi 2 khoi 3 khoi 4

Tim cach xép 4 khoi nay thanh mot hinh hop, khéi nay nam
trén khdi kia sao cho trén mdi mét xung quanh cua hinh hop
déu xuat hién 4 mau. Hién nhién, tuy theo cdch td mau 4 khai
lap phuong ma bai todn c6 thé khong c6 1oi giai hodc cung c6
thé cé6 nhiéu lai giai.

14



khoi 4

1]

(Hinh a)

Giai bang phuung phédp thi sai la khéng kha thi vi ¢6 tédt ca
3 x 24° = 41472 truong hop phai kiém tra. Tuy nhién, ta c6 thé
tim ra moi 161 giai trong mot thdi gian ngdn béng cdch sau:

Xét 1 1oi giai bat ki. Chang han: (hinh a)

Léi giai nay tuong ng véi hai d6 thi thd nhat H biéu dién
méi quan hé vé mau ¢ mat trude va mit sau cua loi giai: dé thi
c6 4 dinh la 4 mau, néu khéi lap phuong i ¢6 mau cua mat trude
va mat sau la x va y thi ¢6 canh nhén i néi x véi y.

Tuong tu, dé thi tha hai k biéu dién moi quan hé v.fé mau ¢ mat
trai va mat phai cua loi giai:




Hai 44 thi nay thod 3 tinh chat sau:

(i) Mbi dinh déu c¢6 bac 1a 2.

(i1) C6 4 canh mang nhan l4n lugt 14 1, 2, 3, 4.
(iii) Hai d6 thi khéng c6 canh chung.

Mit khéde néu goi G 1a dd thi biéu dién méi quan hé vé mau cla
ca 4 khéi 1ap phuong.

thi H va k la cac dd thi con cia G.

Vay téng quit, dé tim l&i gidi, trudc hét ta vé dé thi G. Mdi céip
dé thi con H, K clia G thod 3 tinh chat (i) — (iii) néu trén tuong
dng véi 1 19i gidi.

13. Xét mot don dd thi G = (V, E). Bu (complement) ctia G 1a
don dé thi G = (V,E). dinh nghia bdi:
Vv, weV, vweEovweE

a) Vé db thi ba G cha db thi sau:

C

b) Chitng minh rdng 2 don db thi ding hinh véi nhau néu va chi
néu bu cta ching ding hinh véi nhau.
¢) Hai dé thi sau diy c6 ddng hinh véi nhau khong?

16



C

14. Céc ciip dd thi sau ¢6 ding hinh v6i nhau khéng?
Giai thich.

a) A
1 . P
2 3
4
b)
A
1 2
3
4
E F
5 6 B C
A
c) H B
G C
F D
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15. Tim céc cap d6 thi ding hinh trong cdc dé thi sau:
a)

8 13
18, 14 19 20
17 ] A
L 22 21
0 16
31 32 37
35|

pa A1)

34 33
b) 10 17 18
13 14 21
22 23
16 15 24
20 19

19



16. Cac cap dd thi c6 huéng dudi ddy c6 ddng hinh véi nhau
khéng? Giai thich.
a)

b)

c)

20
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CAC BAI TOAN VE CHU TRINH
2.1. Euler va bai toan 7 cdu & Kénigsburg

U thanh phd Kénigsburg (Lithuania) ¢6 7 cidy cdu bdc ngang
con sdng Pregel nhu hinh vé sau:

S

Ngudi ta dat cau da:

Tim céch di quan sét tdt ca 7 cAy cdu nay, mdi céi ding 1 14n
rdi quay vé diém xuit phat.

Nam 1736, Leonhard Euler (1707 — 1783) da chimg minh
khong thé c6 1 dudng di nhu thé bang lap ludn sau:

Bi€u dién 4 mién dit A, B, C, D biang 4 diém trong mat
phidng mdi cdu ndi 2 mién dugc biéu dién bing 1 doan néi 2
diém tuong ung, ta sé c6 46 thi g

C
Bay gig, mdt duong di qua 7 cdy ciu, mdi cdi ding 1 l4n réi
quay lai vé diém xudt phat sé c6 so 1an di dén A bang s6 lan roi
khéi A, nghia la phai s dung dén 1 s6 chdn cay cdu ndi véi A.
Vi s6 cdu ndi vdi A la 5 (1é) nén khong thé ¢6 dudng di nao thoa
diéu kién cta bai toan.
Y tudng trén cta Euler da khai sinh nganh todn hoc quan

trong c6 nhiéu 4p dung la Lithuyét dd thi.
Dudi day ta sé tong quat hod bai to4n trén.
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2.2. Chu trinh Euler
2.2.1. Pinh nghia

Xét mot do thi lien thong G. Mét chu trinh Euler cua G la 1
chu trinh qua t4t cd cdc canh cda G. Mat dudng Euler cia G la
mat dudng cé dinh bat dau khie dinh két thue va di qua tat ca
cac canh cta G.

2.2.2. Binh li Euler 1

Cho 1 d6 thi vé6 hudng G lién thong va c6 han 1 dinh. Thi G
¢6 chu trinh Euler né&u chi néu moi dinh cia G déu ¢é bac chin.

Chitng minh:
(=) Gia st G ¢6 chu trinh Euler. Xét dinh x.

Tudng tugng 1 dong td khai hanh ti x, di trén cae canh theo
chu trinh Euler va ding lai tai x sau khi da hoan tat chu trinh
Euler nay. Ro rang sé lan déng tii ndy r&i khdi x cling bang sé
lan dong tu di dén x. Do d6 d(x) chan.

(<) Gia su moi dinh clia G déu 6 bac chan. Xét giai thuit xay
dung 1 chu trinh trong G nhu sau:

B4t dau tir dinh a, di theo cdc canh 1 cdch ngAu nhién nhung
khong duge 1ap lai canh ndo da di qua cho dén khi canh téi b
nhiéu hon 6 lan rdi khoi b, néu a # b thi dé thay ring sé lan di
dén b nhicu hon sé lan rdi khoi b 1a 1: vé 1i vi d(b) chéan. Vay
phai e¢6 b = a. Noi cach khace khi khong thé di tié€p duge 1a dong
tv da tao nen mot chu trinh. Néu ¢6 1 dinh ¢ trong chu trinh
nay la dinh dau cua 1 canh chua di qua thi ta sé md rong
(breakout) chu trinh nay thanh 1 chu trinh 16n hon bing cdch
khoi hanh tue, di theo chu trinh ci cho dén khi hoan tat né & ¢,
roi tiép tuc di theo canh t8i ¢ chua di qua né & trén cho dén khi
khong thé di ti€p ducce nira, ta sé tao duge 1 chu trinh mdi chia
chu trinh ca. Ca tiép tuc thd tue nay: thanh lap chu trinh, mag
rong né cho dén khi mét chu trinh ma khoéng thé md rong dudc
nita, diéu nay xay ra khi moi dinh trong chu trinh hién c¢¢ déu
khdng con canh tdi nao chua di qua.



Ta chi cdon phai ching minh ring lic d6, chu trinh hién c6
chinh 14 1 chu trinh Euler cia G, nghia la moi canh cia G déu
thudc chu trinh nay. Thyec vay, coi canh e = xy. Vi G lién thong
nén c6 1 dudng ndi dinh a véi dinh x: aa,a,..x. Canh aa, phai
thuge chu trinh, vi khong con canh nao chua di qua. Suy ra dinh
a, phai thude chu trinh. Lai lap ludn tuong tu, canh a_a, phai
thugc chu trinh, suy ra a, thude chu trinh, ..., cudi cing ta phai
¢6 dinh x thugc chu trinh va do dé canh e cing thudc chu trinh.

Bay gio dung ma tran lién két, ta s xem giai thuft néu trén
duge 4p dung dé€ tim chu trinh Euler cia 1 dé thi nhu thé nao
trang thi du sau day:

Thi du: Xét dé thi G véi ma tran lién két ( céc vi tri trong la s 0)

1
12 3 4 5 6_
1[ 1 1
2
» 2 1 1 1
31 1 1 1
4 4 11
5 6 5| 1 1
6, 1 T |

Trude hé€t nhin xét réng téng cdc phan ti trén mdi hang cua
ma tran lién két déu la sé chin (nghia la moi dinh cia G déu ¢6
bac chdn), viy G ¢6 chu trinh Euler.

- Xét hang 1 (chon dinh 1), phédn tif ¢ot 2 khédc 0 vay ta chon
dinh ké tiép l1a 2 va c¢6 duge dudng 12.

Giam 1 & phdn t m; (hang 1 cot 2) va my; (x6a canh 12 vira di
qua). D4 thi va ma tran trd thanh.

12 3 4 5 6
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S
2 3 1
2 1 11
) 3[1 1 1 1
4 4 1 1
5 6 5 1 1
6| 1 1|

— Xét hang 2, mg # 0, vAy chon dinh k& ti&p la 3 va c¢6 dugc
dudng 1 2 3. D6 thi va ma tran tré thanh.

12 3 45 6

o oW o BN
—
—

6 1 1

— Xét ma tran, my; # 0, chon dinh ké& tiép 1a 1 va c6 dugc dudng
123 1. P4 thi va ma tran trd thanh.

12 3 45 6_

(=1 T~ | T - S % T R
[o—y
[—

1 1

— Xét hang 1, moi phén tf trén hang nay déu la 0: khong thé di
ti€p dugc nira. Xét dinh ké ti€p trong chu trinh vira tao la dinh 2.
Trén hang 2, c6 phdn t my # 0. VAy ta md rong chu trinh
(breakout) tir dinh 2. ‘

Viét lai chu trinh: 2 3 1 2. D3 thi va ma tran vin nhu cd.
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— Xét hang 2, my # 0, chon dinh ké& ti€p la 4 va ¢6 duge dudng 2
3124

x 12 3 4 6 6
ol W
2 1
3 1 1
4 1
5 1 1
6 1 1

— Xét hang 4, my3 # 0, chon dinh ké& ti€p la 3 va ¢6 duge dudng 2
31243.

12 3 4 58

1

= TR S T o
[y

1 1
6 1 1

- Xét hang 3, myy # 0, chon dinh k& ti€p la 6 va c¢6 duge dudng 2
312436,

12 3 4 5 6_

1

Do A w N =

— Xét hang 5, ms; # 0, chon dinh ké& ti€p 12 2 va cé duge dudng 2
3123652
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2.2.3. Pinh li Euler 2

Cho 1 d3 thj vo huéng G lidn théng va c6 hon 1 dinh. Thi G
c¢6 dudng Euler néu va chi néu G ¢é ding 2 dinh béc lé.

Chirng minh:

(=) Gia st G ¢6 dusng Euler ndi dinh a vé6i dinh b. Lap luan
giong phan ching minh trong dinh 1i Euler 1 v§i nhan xét thém
rang riéng 2 dinh a va b, s6 lan dong tur di dén a (rdi khéi b) la
1. Vay cac dinh a va b c6 bac 1é, con moi dinh khac déu ¢é bac chan.
(<) Gia st G ¢6 dung hai dinh bac 1é 1a a va b. Thém vao G mot
canh tudng tugng ndi a v6i b, ta nhian duge dé thi méi G’ ma
moi dinh cia G’ déu ¢6 bac chin. Viy G’ ¢6 1 chu trinh Euler P’
Loai bd canh tudng tugng ab ra khéi P’, ta nhan duge P la 1
duong Euler trong G.

Thi du 2: Xét d6 thi G sau day:

P6 thi nay c¢é 2 dinh béc 1é ¢ va e, cdc dinh con lai déu c¢é bac
chén, vay cé dudng Euler. Vé thém canh tudng tugng néi ¢ véi e,
ta duge d6 thi G'. Ta tim dugc chi trinh Euler cho G’ la
gdcedfehabcaebghg.

Huy canh tudng tugng khoi chu trinh nay ta nhan duge 1
duong Euler cua G’: edfehabcaebghdec.

2.2.4. Pinh li Euler 3
Cho dé thi c¢6 huéng G lién thong va c¢é hon 1 dinh. Thi G ¢6
chu trinh Euler néu va chi néu G can bing.
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Ching minh: tuong tu trudng hgp vé hudng.
2.25. Pinh li Euler 4

Cho d6 thi ¢6 huéng G lién thong va ¢6 hon 1 dinh. Thi G c6
dudng Euler néu va chi néu trong G ¢é 2 dinh a, b thoa:

dola) = dinla) + 1

d,,(b} = dy(b) + 1

va moi dinh con lai déu can bang.

Han nia duong Euler phdi bt dAu & a va két thic & b.
Chitng minh: Xem nhu bai tap va danh cho déc gia.

2.3. Chu trinh Hamilton
2.3.1. Binh nghia

Xét mot do thi lién théong G c6 hon mét dinh. Mt chu trinh
Hamilton cua G 1a mot chu trinh di qua tat ¢4 cde dinh cta G,
mbi dinh ding 1 14n.

Mét dudng Hamilton cia G 13 mot dudng di qua tat cd cde
dinh cia G, mdi dinh ding 1 lan. Néi cdch khédc, chu trinh
(dudng) Hamilton la 1 chu trinh (dudng) don gidn di qua tat cd
cac dinh cia d6 thi. Hién nhién néu G ¢é6 chu trinh Hamilton thi
G ciing ¢6 duong Hamilton: Ta chi can hdy di mét canh. Tuy
nhién luu y raing diéu ddo lai khéng ding: ¢6 nhing d6 thi c6
duong Hamilton nhung khong c¢é chu trinh Hamilton.

Dua vao nhan xét 14 mdi dinh trong chu trinh Hamilton déu
lién két véi ding 2 canh trong chu trinh nay, ta suy ra cac qui
tac sau:

2.3.2. Qui tdc tim chu trinh Hamilton

1. N&u ton tai 1 dinh cda G ¢6 bae < 1 thi G khang ¢é chu trinh
Hamilton.

2. Néu dinh x ¢é bac la 2 thi ca 2 canh téi x déu phai thudc chu
trinh Hamilton.

3. Chu trinh Hamilton khéng chita bat ky chu trinh con thuc su
nao.



4. Trong qué trinh x4y dung chu trinh Hamilton, sau khi da 14y 2
canh t6i 1 dinh x dat vao chu trinh Hamilton réi thi khéng thé
14y thém canh nao téi x nita, do d6 c6 thé xo4 moi canh con lai t6i x
Thi du 3: Tim chu trinh Hamilton cia dé thi sau:

4 3 2
0

5 1

6 7 ' 8

Xét dinh 0. Ta c6 thé chon 2 canh t6i dinh nay la:

a) 01 va 05: Xod céc canh tdi 0 khae ( theo qui tic 4) ta cdn lai
dé thi:

4 3 2
5 0 1
6 - 8

b) 01 va 02: Xod céc canh tdi 0 khéc (theo qui tdc 4) va xod
canh 12 (theo qui tdc 3), ta con lai dd thi:

4 3 2
*

5 0 1

6 - 8
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Céac dinh 3, 4, 6, 7, 8 con lai bdc 2 ta nhin dugc chu trinh 0 2 3
4567810.

4 3 2
]

5 0 1

6 7 8

¢) Lap luAn tuong tu, cdc trudng hgp chon 01 va 03, 01 va 04
déu khéng dugec.

Tém lai moi chu trinh Hamilton cia G déu phai chita 2 canh tdi
dinh O tao véi nhau géc 45°.

Thi dy 4: Ching minh ring d8 thi G sau day khéng cé chu trinh
Hamilton. A

b

D
E

F /\PH

G
I

J K

Gia st G c6 1 chu trinh Hamilton 1a (7) Vid(A)=3.d(G) =2
nén (y) phai chita cdc canh AB AC,GE va GI. Xét dinh 1. Do
tinh chit d&i xdng cta hinh vé, ¢6 thé gia st 1K e (y). Dung qui

tdc 4 x6a bot canh 1J, ta con lai d8 th: A

P
F / \} H
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Pinh J bay gi¢ tré thanh bac 2, vy JF va JF e (y).

Xoa tiép duoc canh KH. Ngoai ra cing x6a duge canh FE (do
qui tdc 3). A

D6 thi bay gi¢f trd thanh: B <
L

¥ -

A
J K

Dé thay rang phai ¢6 FB,HE,HC e (y). Ta nhan duge mét chu
trinh con thue su trong (y): vo li.

Vay G khong c¢6 chu trinh Hamilton,

Luu y rang doé thi nay ¢6 dudng Hamilton 1a DEGJFBACHK.

2.3.3. Dinh li
Mot dé thi day du déu c6 chu trinh Hamilton.
Chitng minh: hién nhién.

Pé chimg minh mt dé thi khéng c6 chu trinh Hamilton ta c6
thé dung két qua sau:

2.3.4. Pinh li

Cho 1 dé thi G. Gia st ¢6 k dinh cia G sao cho néu xod k
dinh nay cing véi cdc canh lién két véi ching khéi G thi dé thi
nhan duge ¢6 hon k thanh phidn. Thi G khéng ¢6 chu trinh
Hamilton.
Ching minh: Nhan xét ring trong 1 chu trinh, néu huy di k
dinh cung véi cdc canh t6i ching thi chu trinh sé bi cit thanh
nhiéu nhat la k thanh phan.
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Thi du 5: Xét d8 thi:

Néu huy di 3 dinh 3, 4, 9 cung v6i cdc canh tdi ching thi ta con
lai dé thi sau: i

AN

Pé thi nay c¢6 4 thanh phan. Viy G khéng c6 chu trinh
Hamilton.
Pinh li duéi day cho ta 1 diéu kién dG dé d6 thi c6 chu trinh
Hamilton.

2.3.5. Pinh 1li (Dirac)
Coi dé thi G lién thong va c¢6 n dinh (n > 3). Néu moi dinh

cia G déu c6 bac 2 Pz— thi G ¢6 chu trinh Hamilton.

Ching minh: Xét gidi thuit xay dung 1 dudng don gian y trong
G sau:

1. Chon 1 dinh v trong G dat vao y.

2. Lap lai thd tuc sau cho dén khi khéng thé€ thém dinh nao vao
y duge nita: Tim 1 dinh w ¢ y sao cho ¢6 1 canh trong G néi w
vdi 1 dinh ddu cda v, thém canh nay va dinh w vao y.

3. Thuc hién thi tuc sau dé bién ddi y thanh 1 chu trinh don gidn:
Néu ¢6 canh néi 2 dinh ddu cia y thi thém canh nay vao v, néu
khong, tim 1 canh. a = uu’ trong y = vy...uu'...vp véi tinh chat l1a
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ton tai cdc canh trong Gla b = ;lu_', c= LE , thém cdc canh b,
¢ vao y va loai bé canh a khéi y.

4. Néu khong thuyc hién thi tuc sau dé€ bién d8i y thanh 1 dudng
don gidn: tim 1 canh vw trong G sao chov € vy va w ¢ y. Loai

bo 1 canh téi v trong y va thém canh vw vao y. Trd vé bude 2.
So dé khdi cha gidi thuat nay la:

:D y « any vertex
L

v
Extend y @

Make y a simple cycle @

,

o No
All verticesiny?
O

Make y a simple path (5)

Nhan xét réng y luén luén 12 mdt dudng don gian hodc chu
trinh don gidn & moi bude cia gidi thuat.

Ta chi cAn ching minh 1a budc 3 va bube 5 cua gidi thuat
ludn ludn thue hién duge. D& thay do tinh chéit lién thong cia G
nén bude 5 thuce hién duge. Xét bude 3. Gia sty = vyi...ud’...vy va
khéng thé md rong y ¢ ddu v, cling nhu v,, nghia la khéng ¢6
canh nao ndi v, hodc v; véi 1 dinh ¢ ngoai y. Hon nita gia su
cang khdng c6 canh nao ndi v; v6i v,. Pat |y| = k. Néu véi moi
uu’ trén y, khong c¢6 déng thai trong G 2 canh uv, thi phai cé:
divi) +d(vs) <k -1<n

Vo li vi divy) + d(Vz] 2

pa| B

n
+ — =1
2
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2.3.6. Pinh li (Kénig)

Mpoi dd thi ¢6 huéng day du déu c6 dudng Hamilton.
Chuing minh: Xét dé thi ¢6 huéng G = (V,E)
Goi P = vyva...vy (k > 0) la dudng don gidn trong G.

Néu moi dinh G déu thuoc P thi P chinh 1a 1 duéng Hamilton,
néu c6 1 dinh x khong thujc P thi phdi ton tai 1 duding P’ thuge
1 trong 3 dang sau:

(l) P= XV1...Vi

(i) P’ = vi..vXVi... Vi

(i) P’ = Vi...VgX

Thue vay, néu trong G khéng ¢é6 dudng nao ¢é dang (i) hodc (ii)
thi ta cé:

exv,¢E vado vxeE (1)

o v, =1, k-1, vi_'x:-‘ E

=xv, eE>v xeE (2

(1) va (2)cho v,x € E

Vay t6n tai dudng P’ ¢ dang dang (iii). Nhu thé&, bAt d4du bang
mot dudng gém 1 dinh, ta c6 thé md réng ddn mot dudng méi

chita nhiéu dinh hon duéng cii va vin chi di qua méi dinh khéng
qué 1 lan, cif thé cudi cung ta sé c¢é6 dudng Hamilton.

BAI TAP
1. Xem hinh vé sau tuong ty hinh vé& cGa bai tdp 7 cdu &
Kénigsburg:
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a) Vé dé thi G tuong Ung.
b) G ¢é chu trinh Euler hodc dudng Euler khong? Tai sao?

2. Tim chu trinh Euler hoéc dudng Euler (néu c6) cua dé thi véi
ma tran lién két sau:

a)
01 2 3 45 6 78 9
o[ 1 1 |
1 | 1 1 1
9 1 1 1 1
3 1 1 1 1
4 1 1
5 |11 1 1
6 1 1
7 1 1 1 1
8 1 1 1 1
9 | 1
b)
1 2 3 45 6 7
17 1111 ]
2 |1 1
3 1 1 1 1
4 111 1 11
5 1 1 1 1
6 1 1 1 1
7| 1 11
c)
AB CD E F G
Al 11 1 1 ]
B 1 1
cC |1 1 1 1
D 1 1
E |1 2 1
F 11 1
G | 1 ]
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d)

ABCDE
[2: 4 1

1

ool B> Bl > B = B o T« B2

L

1
1
1
1

1
2

1

1
1
1

1

F G H

2
1 11
1
1
(O |
1 2

3. Tim chu trinh Euler ho#c dudng Euler (néu cé) cta dd thi c6

huéng véi ma tran lién két sau:

a)

b)

0

1 N on A N =D

12 3 4 5 6 7

1
1

ABCDE FGHI J

1

o o= T Q== U0 aom >

1

1

1]
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4. Do thi sau day c¢6 bao nhiéu chu trinh Euler?

A

A
5. D6 thi dudng (line graph) L(G) ca 1 dé thi G 1a dé thi c¢6 tap
hgp dinh la tdp hgp cédc canh cia G, va ¢6 canh ndi 2 dinh e, e,
trong L(G) néu va chi néu 2 canh e, va e, tuong ing trong G la
cung téi 1 dinh trong G.
a) Vé L(G) cia d6 thi G sau:

b c
a d
£ e
A B C
F E D

12111 |110| 9| 8 |7
1314 |15 | 16 [ 17 | 18

24 |23 (2221|2019
256 26 27 28 29 30
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10. Ching minh ring cdc d6 thi sau khéng c¢6 chu trinh

Hamilton nhung ¢6 dudng Hamilton.

a) 1 b)
1 2 3
9 3. 4 © 5 {4
6 T 4
5
c) d)
i 5
1 e
5/ 6 \7
4 5 8 19 lio
4 2
1\ 12 /13
6 7 8 3
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I

PO THI PHANG
3.1. Dinh nghia

Mét dd thi G goi la d6 thi phdng (panar graph) néu cé thé
biéu dién G bing mot biéu dd trong mit phing sao cho cdc canh
dbi mot khéng cidt nhau. Khi d6, cdc canh cda G chia mat phang
thanh nhiéu mién, mdi mién goi la mdt mat (face) caa G (trong
cdc m#t nay, ludn ludn cé 1 va chi 1 mit vé nan). Nhitng canh
niam bén trong mat f hoac 14 canh gidi han clia mit f véi 1 mat
khac goi 14 canh bién cua mat f (boundary edge).

Cho 1 da thi G, s g = chiéu dai eda chu trinh ngén nhat
trong G goi 1a dai (grith) cha G. Trudng hop néu G khong c6 chu
trinh thi ta dat g = s6 canh cua G.

3.2. Cong thdc Euler

Mabt tinh chat rat hay cia dé thi phing la s§ dinh, s§ canh va
s6 mat cta nd cb lién hé véi nhau. Su lién hé nay duge néu
trong dinh li dugi day.

3.2.1. Binh li:
Cho dé thi phing lién thong G c¢é s6 dinh, s& canh va s5 mat
lan lugt 1a V, E va F. Thi:

V-E+F =2 (1)
(1) Goi la céng thitc Euler cho d5 thi phing lién thong.
Chitng minh: Ta hay vé bi€u d6 phéng cia G lan lugt timg canh
mét sao cho sau khi vé duge i canh thi 45 thi G; nh4n duge 14 1
dé thi phang lién thong. Goi V,, E, F; lan luot 13 s dinh, s§
canh va sé mét cua cia G,. Ta chi cAn ching minh réng moi G,
déu thoa déng thdc trong dinh 1.
V6ii=1thiV,=2 E, =1, F =1, didng thic hién nhién thoa
vai Gy.
Cho i > 2. Gia sif G; _, thoa ddng thite.
Goi xy la canh duge vé thém viao G; _; dé ¢6 G;. Hién nhién
phdi cé it nhdt 1 trong hai dinh cda canh nay nim trong G, ,,
thi du x. Hon nita vi G; phing nén xy phdi nim hoan toan
trong 1 mat k cua G, . C6 2 trudng hgp:
aly € G,_i: canh xy chia mat k thanh 2 mat, vay:
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V,:Vl_l' EI=E1.1+1,F|-=FI_1+1
:3)\",— EI+F| =V11—E5-1+F|-1=2

b]y & Gi—l + 1'|Ei=Gi—I+ lrFl=Fi~l
:‘."V,— E.+ Fi =Vi._1—Ei_1+Fi_1=2

3.2.2. Hé ludn

Goi G 1a mdt dé thi phidng ¢6 s dinh, s6 canh va sé mit lan
lugt 1a V, E, F. Gia sit G ¢6 m thanh phdn. Khi dé
V-E+F=m+1 (2
(2) goi la cdng thite Euler cho do thi phéng bat ki.
Chitng minh: Xem bai tdp va danh cho djc gia.

3.3. Bit ding thic ev

Ta xét bai todn xdc dinh xem dd thi G cho trudc ¢6 phéng
khong. Trude hét, xét mot vai thi du.
Thi du 1: Cho dé thi Ky:

A B
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Cé thé vé lai K; thanh:

Vay K, phidng. :i ;

Thi du 2: Cho d6 thi G sau:
a c d
h g f “e
Ta tim cdch vé lai G thanh 1 biéu d6 phéng ( cdc canh ddi
mjt khong cdt nhau). Chi y dén chu trinh agbfcedha chita tat ca

8 dinh cia dé thi. Trong bat ki cdch biéu dién phdng nao cia G,
chu trinh trén ciing déu c¢6 dang "da gidc” nhu sau:

g b
a f
h ¢
d e

Ta con phai vé thém céc canh ae, ge va fd. D& thdy ring G
phing vi ¢6 thé biéu dién nhu sau:
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Thi du 3: Xét do thi G:

A a
B b
C c

Ta chimg minh ring d6 thi nay khéng phing
Nhéan xét ring G ¢6 1 chu trinh chira 6 dinh 1a AaBbCcA.
Néu ¢6 thé vé do thi thanh 1 biéu dé phang chu trinh trén sé dé
dang luc giac. a

Ta con phai vé 3 canh Ab, Bc, Ca. Néu vé Ab & bén trong
luc giac thi canh Be phai duge vé bén ngoai luc gidc, nhung khi
d6 canh Ca du vé bén ngoai luc gidc, nhung khi dé canh Ca du
vé bén trong hay bén ngoai luc gide cing déu ¢t hosic Ab hoic
Be. Lép ludn tuong tu trong trudng hgp vé canh Ab & bén
ngoai luc giac. Suy ra dé thi khong phang.

3.3.1. Pinh li

Gia st H la d6 thi con cua dd thi G. Thi:
(i) Néu G phang thi H phang.
(ii) N&u H khong phéng thi G khang phéng.



Ching minh: Hién nhién.
Pinh li sau day cho ta 1 diéu kién dua dé d6 thi khéng phang.

3.3.2. Pinh li bat ddng thite EV (The Edges—Vestices Inequality)
Cho G 1a 1 dé thi lién théng ¢6 V dinh, E canh va dai la g > 3.
Néu G phang thi ta ¢6 bat ding thie:

B< -2 _(v-g2) @)
g-2
Ching minh: Goi e; (1 < i < E) la cdc canh fj(1< j < F) la cdc mit

clia dd thi phdng lién théng G. Xét ma trdn canh mat (edge-
face incidentmatrix) cia G sau day:

£, £ f, fe
e, i
e2
e m,
e L J

Trong d6 phdn ¢ hang i ¢ot j la:
1 néue, la canhbiénciamatf
my = . N . . .
0 néu e, khong la canh bién cia mat f,

Xét hang thi i. Vi canh e, 1a canh bién cia nhiéu nhét 1a 2 mat
nén tong cdc phan tu trén nay < 2:

¥

Zmu <2

"

¥ F F

=Y m;=y Y m, <2E (1)

1<iskE i=] =l
15J5F

Lai xét ¢dt tha j. Vi mat f; c6 it nhat g canh bién nén téng cde
phéan tU trén cft nay > g.
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F F
= ) m, =y > m;2gF (2)

Hon niéa theo dinh li Euler 3.2.1, ta cé:
F=E-V+2 (3)
(1), (2), (3) cho:
E<—£ _(v-92
g-2
Luu §: Gia thiét g > 3 cho thay G phai 1a don dd thi c6 it nhat 3 canh.
Thi du: Xét db thi Ky:

A
) c
Db thi nay ¢6: V=5 E=10,g=3
Ma: B (V-2)=9<10=FE
g-2
Vay Ks khong phéng.
Luu y: Cé nhitng 46 thi khéong phdng nhung vin thoa bat déng

thac EV.
Thi du 5: P4 thi sau khéng phéng nhung thod bat déng thite EV:

A B
F C
E D
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3.3.3. Pinh 1i:
Cho G la mét don 34 thi lién thdng cé V dinh, E canh vé6i E > 3.
N&u G phéng thi ta cé bat ddng thac:
E<3V-2) (4)
Chiing minh: Hién nhién

3.4. Dinh 1i Kura Towski

Mot cdch tdng quat, viéc khdo s4t tinh chAt phing cha mét
do thi 12 mot bai todn khang dé. Pinh li Kuratowski dua ra mét
diéu kién &t c6 va di d&€ mdt dé thi phéng.

3.3.1. Binh nghia
Nhic lai ring don d6 thi day dd ¢6 n dinh duge ki hiédu 1a K,
n(n -1)

va ¢é canh,

Dé thay K, Ks, Ks, K, déu phiang. Hon nifa, thi du 4 § trén
chang té réng K, (n > 5) khong phdng.
P6 thi ludng phan diy da (Complete bipartite graph) K, 1a 1
don db thi ¢6 m + n dinh gom m dinh "bén tr4i" va n dinh "bén
phai” sao cho mdi dinh bén trdi déu c6 canh ndi dén moi dinh
bén phai.
Dé thay ring K, , ¢c6 mn canh.

A& &

Kl,l K2,2 Kﬁ.? K4,3

Do thi du 3, K., (m, n > 3) khéng phéng. K&t qua tdng quit
vé tinh chat phang cta dé thi ludng phan ddy di duge néu &
phan bai tap.

Tir 46 thi Gg cho trude, ta xay dung 1 46 thi G theo cach sau:
Thém vao Gy ciac dinh méi va cdc canh médi, dinh méi cing cé
thé néi véi 1 dinh khic bang 1 canh mdi, dinh méi ciing ¢6 thé
dugce dat nim trén 1 canh cd va chua canh ci nay thanh 2 canh
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méi. Ta néi ring d6 thi G nhan dugc 13 ¢6 chda ciu hinh
(configuration) Gy.

Ta biét ring K;q va Ks khong phang. do dé hién nhién néu mot
d6 thi c6 chia ciu hinh Ks; hodc Ks thi né khéng phing. Dién
d3o lai ciing ding va 1 khing dinh cha dinh i Kuratowski

3.4.2. Pinh li (Kuratowski)

D4 thi G phing néu va chi ndu F khéng chda cau hinh ki,
cing nhu K;.

Phin chitng minh cua dinh li nay kh4 phic tap va sé khong
trinh bay 8 day. Péc gia c6 thé tham khdo trong [1]
Ta ¢6 th€ ding dinh 1i Kuratowski dé ching minh 1 dé thi la
khéng phing.

Thi du 6: Xét cac 46 thi sau:

A

DB

(o}

Ta vé lai ching nhu sau:

A
G B
F c
E D
c B A
>< Emg
| §§ | W
F p E H G D C
G1 G2
G, chda cdu hinh Kj;, G; chda cau hinh K, de do c¢lving khing

phéng.
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BAI TAP
1. Chitng minh riing cac dé thi sau 12 phang:
a) b)

v R

>

\

2. Chitng minh ring cac d6 thi sau khang phing:
a) b)




3. Céc db thi sau day co6 phang khéng ?

a)

c)

e)
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g

11 1
1 11
G[1 1 11

0 0m >
—
s

4. Goi G 1a db thj c6 dinh 12 cdc 6 trong 1 ban c 4 x 4, va cdc
canh 1a c4c doan néi gira 3 dinh sao cho cé thé di tir dinh nay
dén dinh kia bing 1 nudc eiia quan ma.

a) Vé G “

b) G ¢6 phing khéng?

5. Mot don db thi phing lién thong cé 10 mit, tat cd cdc dinh
déu c¢6 bac 4. Tim s6 dinh cda dé thi.

6. Ching minh cong thite Euler cho db thi phang khong lién théng.

7. Pon db thi phdng lién thong G ¢6 9 dinh, bac cdc dinh 1a 2,
2,3,3,3,4,4,5. T\m sd canh va s6 mit caa G.

8. Chitng minh ring néu goi E 1a s canh (E > 1) va F 12 s8 mat
ciia 1 do thi phdng lién théng thi 3F < 2E.

9. Tim V, E va g cha:
a) K,; b)Km,n '
10. Chitng minh ring:
a) K, phing «>n <4
b Kpp vi-ang <> m < 2 hay n < 2.

11. D4 thi tam phan dAy da (Complete tripattile graph) Ko o» 12

mot don d6 thi ¢6 m + n + r dinh duge phéan cit thanh 3 taAp hgp
cach biét V, gdm m dinh, V, gdm m dinh va V; gdm r dinh.
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Ngoai ra ¢d canh néi 2 dinh néu va chi néu 2 dinh nay khéng
cung trang mot V. (1 <1< 3).

a) V& K, 1, Kogg

b) Tim s& canh va dai cua K.,

¢) Véi gia tri nao cia m, n, r thi K., phdng?

12. Ky hiéu L(G) la d6 thi dugng cia G.

a) Chung minh rang L(K;) va 1(K;;3) khong phing. Suy ra ring
néu G khong phiang thi L(G) ciing khdng phing.

b) Tim db thi phing G sao cho L(G) khéng phang.

13. Goi G 1a 1 do thi.

a) Gia sit G phang. Chitng minbh ring toén tai 1 dinh cia G c6
bac < 5.

b) Suy ra ring néu moi dinh cia G déu c6 bac > 6 thi G khong
phing.

14. Mot dd thi Platon (Platonic graph) 1A 1 d6 thi phéng lién
thong ma moi dinh déu c6 cung bae d, (d;, > 3) vA moi mat déu
¢6 ds canh bién (ds > 3).

Xét mot db thi Platon cé s6 dinh, 56 canh va 56 mat lan lugt 1a
V,E, F.

a) Ching minh ring E - %dlv va F- %v

B) Chitng minh rang (24, + 2d; — d,d,)V = 44,

Suy ra bat ding thitc (d1 — 2)Xd2 - 2) < 4

c) Tim tat cd cac cap (d;, d,) c6 thé c6 va ve cac dd thi Platon
tuong ung.

15. Bat dang thic EV cé con ddang trong trudng hgp dé thi G
khong lién thong?



| AY4
CAY
4.1. Khao sat tédng quat
4.1.1 Dinh nghia vi céc tinh chit ¢d ban
4.1.1.1. Pinh nghia

Cay (Tree) con goi 1a cay tu do (Free tree) 1a mot d6 thi lién
théong khéng c¢é chu trinh.

4.1.1.2. DBinh li

Cho T la mot cay, thi gita hai dinh bat ki cda T ludn ludén ton
tai mot va chi mot dudng trong T néi chang.

Ching minh: Goi x, y 1a 2 dinh trong cay T. Vi T lién thong
nén co6 it nhat mot dudng trong T noi x va y. Giad sd ¢6 2 dusng
khdc nhau cing néi x, y:

Pl = &pa)...ap; Pg = bob]...bn

trongd6 ap =bg=xvaa,=b, =y

Got i 14 chi s6 nhé nhat sao cho a,a;,, # b.b,

il

Goi j 1a chi s8 nhé nhat > y sao cho c6 k > y dé by, = a;

Dé thdy y, j, k ton tai va a,a;,1...aby_1...b; 1a chu trinh trong T: vé 1
Chiéu dai cha dudng (duy nh4t) ndi 2 dinh x, y trong T goi la
khoang cach (distance) gitta hai dinh x, y va dugc ky hiéu la
8(x,y).Cay c6 gbc (rooted tre) la 1 cAy cé hudng cac canh duge
dinh huéng sao cho véi dinh, luén luén ¢6 1 dudng dinh hudng
tir géc di dén dinh d6. Hién nhién, goc cda cay la duy nhat. Do
dinh 1i 4.1.1.2, ta thay ngay moi cay tut do déu cé6 thé chon bat
ki mot dinh cia né lam gdc dé trd thanh 1 cAy ¢6 gdc.

Thi du: Vé6i cAy tu do T sau, chon dinh a lam géc thanh ciy cé
goc T°.
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4.1.1.3. Dinh i

Né&u cay ¢6 n dinh thi c6 n -1 canh.
Chiing minh: Ta cé thé gid st 1a cAy c6 géc. Mai dinh khéc goc
déu c6 bac trong biing 1, con goc co bac trong bing 0. Ma ta ¢6
tat ca n — 1 dinh khdc géc, vay cd n - 1 canh.

4.1.2. Pinh li ( Daisy chain Theorem)

Gia s T 1a mét dd thi ¢6 n dinh, thi 6 ménh dé sau day
tuong duong:
(1) T 1a mét cay
(i) T khéng c6 chu trinh va ¢6 n — 1 canh
(1ii) T lién théng va néu huy bat ki mdt canh nao cia né ciing
lam mat tinh lién théng.
(iv) Gitta 2 dinh bAt ki cGa T luén ludn tén tai mot dusng duy
nhait néi ching.

(v) T khéng c6 chu trinh, va néu thém mdt canh mdi ndi 2 dinh
bat ki cta T thi s& tao ra mot chu trinh.

(vi) T lién théng va ¢6 n - 1 canh.
Chung minh:
(1) = (ii): do dinh 1i 4.1.1.2

(1) = (iii): Méi thanh phén lién théng cia T déu la cdy T khéng
c6 chu trinh. Trong mdi ciy nay, s& canh + 1 bing s6 dinh. Ma
theo gia thiét trong T ¢é s6 canh + 1 = 56 dinh, vdy T chi ¢6 thé
c6 mot thanh phan, nghia la T lién théng.

Bay gid huy di mét canh cua T, ta nhan duge mot dd thi T” ¢6
n dinh v n — 2 canh, hon nita T° cing khéng c¢6 chu trinh. Néu
T’ lién théng thi T' la mat cay: vo .
(iii) = (iv): Goi %, y la 2 dinh bat ky cda T. Vi T lién théng nén
ton tai mét dudng 18i chung. Gid s c6 2 dudyng khac nhau cung
noéi ¢ véi y, thi khi dé, néu huy di mét canh ndm trén dudng tha
nhit nhung khéng ndm trén dudng thi hai thi s& lam mat tinh
chat lién théng cha dé thi: mau thudn v6i gia thiét.
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(iv) = (v): N&u T c6 mét chu trinh, goi v, w 1a 2 dinh phan biét
cia chu trinh nay, ré rang, ta c6 2 dudng khéde nhau néi v va w
trén chu trinh nay: vé 1i, viy T khéng cé chu trinh.

Bay gid, thém vao T canh mdi néi dinh x véi dinh y. theo gia
thiét, c6 mét dudng trong T (khdng chita canh méi) ndi x va y.
Ro6 rang dudng nay thém canh mdi s& thanh mét chu trinh.

(v) = (vi): Xét 2 dinh bdt ky x, y cia T. Thém vao T canh mdi
ndi x v6i y thi ta tao duge mét chu trinh. Huy canh mdi nay
khéi chu trinh, ta dugec mot dudng trong T néi x véi y. Vay T
lién thang. Ma theo gia thiét, T khong ¢6 chu trinh nén T 12 cAy
¢6 n dinh. Vay T ¢6 n — 1 canh.

(vi) = (1): Gia s T ¢6 chu trinh. Hiy mét canh trong chu trinh
nay khéng lam mét tinh lién thang. Néu d6 thi nhin duge van
con ¢6 chu trinh thi ta lai huy m¢t canh trong chu trinh mdéi, o
nhu thé cho dén khi ta nhan duge d6 thi lién thong va khong cé
chu trinh. D4 thi nay la mot cdy ¢6 n dinh nhung s6 canh <n —
1: vd li.

Vay T khong ¢6 chu trinh, nghia 12 T 1& mot cay.

4.1.3. Tam va ban kinh cua cAy
4.1.3.1 BDinh nghia

Xét mot cay ¢6 goc T,

Mt (level) cia mot dinh v trong T 14 khoang eanh tir goe dén v.
Muc 16n nhat chia moét dinh bat ki trong cdy goi la chiéu cao
(height) cda cAdy. N&u xy la canh cia T thi ta goi x la cha
(parent) clia y, y la con (child) cGa x. Hai dinh cing cha goi 12
anh em (siblings) cia nhau. Néu ¢6 mot dudng (cé hudng) di tir v
dén w thi v goi la dinh truéc (ancestoer) cua w, w goi la dinh
sau (descendant) cia v.

Nhirng dinh khéng ¢é con goi la 14 (leaves), nhitng dinh
khéng 1a 14 duge goi 14 dinh trong (internal vertices). Mot tap
hop gém nhidu cay dpi mot khéng c6 dinh chung goi 12 mot
ring (forest). Mdi dinh x cia T 12 géc mét cidy con cua T gom x
va cdc dinh sau né. Nhu vay, néu hiy goc khéi cau T, ta sé dusc
mét rung.



Bay gio ta xét mét cay tu do T.

bs léch tam (eccentricity) cua dinh x, ky hiéu la E(x), 12 khodang
cach 16n nhét tir x d€n mot dinh bat ky ctia T.

E((x) = n;np_aTxa(x.y)

Pinh c6 do lénh tdAm nhd nhat trong T duge goi la tam
(center) cua T, dd léch tdm cla tAm dugc goi la ban kinh
(radius) cua T. Nhan xét ring néu ta trong tim la géc thi cay cé
gbc tuong ung s& c6 chiéu cao nhé nhat (bing ban kinh cda cay)

4.1.3.2. Pinh li

Mot cay tu do ¢6 nhiéu nhit 2 tam.
Ching minh: Truge hét ta ching minh rang néu a, b 1a tim cia
T thi chding duge néi véi nhau bdi mét canh. Thye vay, chon a
lam gbte. Gid s 8(a,b) > 1 thi ¢6 mét dinh u didng truéc b va
dirmng sau a. Vdi moi x trong cay.

¢ Né&u x ding sau hay trung véi u thi

5(u,x) = &a,x) - ¥dau) < E(A)

o Néu x khong ding sau va khong trung véi u thi

8(u,x) = 8(b,u) < E(b)

Suy ra E(u) < E(a) = E(b): v li

Bay gis néu a, b, c 1a 3 tam déi mat khac nhau clia cay thi:
8(a, b) = 8(b,e) = 8(c,a) = 1

Diéu nay dua d&n c4y cé chu trinh abea. Vo li.

Vay, cdy ¢6 nhiéu nhit 2 tam.

4.1.4. CAy m - Phan
4.1.4.1 Pinh nghia

Cho mét cay cé goc T. Néu so con tdi da ciia mot dinh trong T
la mét cdy m — phan (m-ary tree).
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Néu moi dinh trong cua T déu c6 ding m con thi T goi 1la mot
cAy m — phin day dd (complete m —ary tree).

4.1.4.2. Pinh i

Mbt cAy m-phén diy da cé i dinh trong thi c6 mi + 1 dinh.
Chdng minh: Moi dinh trong déu c¢6 bac ngoai 124 m, con 14 cé
bac ngoai 1a 0, vay s canh cia cay 1a mi va do d6, s6 dinh cia
cidy 1a mi + 1.

4.1.4.3. Hé luan

Cho T la mot cAy m—phan day du thi:

y) Tecoydinhtrong=>Tedl=(m-1y+114
1-1

(ii)Tco1lda =T c61 = —— dinh trong
m -1
van=""1 gnn
m-1
(ii)) T c6 n dinh = T ¢é 1 = n—11 dinh trong
m_.‘
~1n+1
Vél:&lé
m

Chidng minh: Do dinh 1i trén va ddng thicn =y +1
Mbt cAy c6 chiéu cao h goi 1a can bing (balanced) néu moi 14
clia né déu & mac h hodc h - 1.

4.1.4.4. Pinh 1i

(y) Mot cay m — phéan ¢6 chiéu cao h thi ¢6 nhiéu nhat la m" l4.
(ii) Mot cay m— phéan ¢6 114 thi 6 chiéu cao h 2 [logml]
(iii) Mot cay m—phan ddy di va cin bing c6 14 thi cé chiéu cao
h = [log,,l]
(3 day, ky hiéu [r] chi s6 nguyén nhé nhit > r)
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Chung minh: (y) Dang qui nap trén h.

Pinh lihién nhién ddng khi h =1

Cho h 2 2. Gia s& moi cay c6 chiéu cao k < h — 1 déu ¢6 nhiéu
nhat la m* ! (< m" ") ld. Xét cay T cé chidu cao 1a h. G&c khoi
cay ta dugc 1 rirng gom khong qui m cAy con, mdi cdy con nay
¢6 chiéu cao < h -1. Do gia thiét qui nap, mdi cidy con nay cé
nhiéu nhat 1a m"™' 14. Ma 14 cia nhiing cdy con nay ciing la la
cia T, vay T c6 nhiéu nhat 1a m.m"'= m" 14.

(i) Nhan xét ring:

h > [log,ll < 1< m"

(iit) Nhan xét rang:

h =lognl] ©@ mP<1<mh

4.2. Cay nhi phin va phép duyét cay
4.2.1. Pinh nghia
Ta nhéc lai dinh nghia cda cAy nhi phan (binary tree):

Cay nhi phan la 1 cay ¢6 goc sao cho moi dinh déu ¢6 nhidu nhat
1a 2 con. Tir gbc, c6 thé ¢6 1 hay 2 canh di xuéng, dinh ndi véi goc
¢ phia trai (phai) béng canh nay goi 1a con bén trai (phai) bing
cdc canh nay goi 1a con bén trdi (1ét child) (con bén phai right
child)). Mdi mot trong cdc dinh con nay lai ¢6 con bén trai hay
con bén phai cGa né va cu thé cho dén cuéi ciing 1a cac l4.

Nguoi ta con dang dang dinh nghia dé qui cba cay nhi phan sau:
Mot cay nhi phan hoac 12 tap réng, hodc gdm 1 gdc vdi hai cay
nhi phin cdch biét goi 1a cdy con bén trdi va cdy con bén phai
(left subtree and right subtree).

Cay. nhi phan = & hay ~

Cay con Cay can
bén tréi bén phai
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4.2.2. Phép duyét cay

Duyét cay (Tree searching) l1a dua ra mét 1 danh sdch liét ké
tat cad cdc dinh cia cay, mdi dinh 1 lan.

Cé 3 giai thuat thuong dung dé duyét cay nhi phan la Preorder
Search, Inorder Search vi Postorder Search.

Co 3 giadi thuat vira néu déu qui dinh

Giai thuft preorder search

1. Pén géc. ’

2. Pén cAy con bén trdi, dung Preorder

3. Pén cay con bén phai, dung Preorder
Thi du 2: Xét cAy nhi phan:

F

Giai thuat Preorder cho ta tha tu cac dinh la: A, [cdy con bén
trai), [cAy con bén phail.

Trong dd, thit tf cdc dinh cda ciAy con bén trai cia Ala: BD E
va th tu cde dinh cuia cady con bén phai cia A la: CF
Viy két quac: ABDECF.
Giai thuit Inarder search
1. Pé&n cay con bén trdi, dang Inorder
2. Dén gaéc.
~ 3. Dén cay con bén phai, dung Inorder

Thi du 3: VAn xét cay trong thi du trén

Gidi thuat Inorder cho ta thit tu cde dinh la:

[cAy con bén trai), A, {cidy con bén pha4i]

Trong dé, thd ty cdc dinh caa cac cdy con bén trai cda Ala: D B
E va thi tu cdc dinh c(a cAy con bén tréi caa A la: CF

Viy két qua: ABEACF.
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Giai thuit Postorder search
1. D&€n ¢4y con bén trai, dong Postorder
2. Dén cAy con bén phai, dung Postorder
3. bén goe.
va thd ty cdc dinh cua cay con bén phaicaa Ala: F C
Viy k€t qua: DE BF C A.

4.2.3. Ky phap nghich dao Ba lan

Xét bidu thidc dai s sau:
E=(2+3)"2-(4-1*%156+5
Cay nhi phan sau diy cho ta thay c4ch tinh tri cia E:

Trén 1 may tinh si dung logic RPN, dé tinh tri cia E, ta phai
dua vao mdy céc di liéu theo thit tu sau:

23+2M 1-155 + 8*

Dang thdce trén goi la k¢ phdp nghich ddo Balan (Reverse
Polish notation), goi tit 14 RPN cia biéu thic cia E.

Nhén xét ring néu 4p dung giai thuat Postorder search vio
cAy vé & trén thi dude két qua chinh thic 1a biéu thic RPN caa E.

Ta hay xem may tinh da tinh ra tri cia E nhu thé nao: Mdy
luu gilt cdc con sb trong stack, méi khi 1 Iphép toan duge dua vao
may thi may sé& thue hién phép todn nay vdi 2 toan hang 1a 2 s6
lay tU stack ra réi lai day lai két qua vao stack, ¢d nhu thé cho
dén khi c6 két qua cudi cing.
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Hinh v& sau ddy minh hoa cach lam cua miy:

£ -
39@

Di liéu

T_J3+|j2A41
2352|_2£|4
g

4.3. Ciy bao trum
4.3.1. Binh nghia

Cho &6 thi vo hudng G. Mot cay T goi 1a 1 ey bao trum
(spanning tree) cua G néu T 1a 1 d6 thi con chia moi dinh cia G.

4.3.2. Pinh li

+

D6 thi G c6 cay bao trim néu va chi néu G lién théng.
Ching minh

Phéan thuin la hién nhién.

Ta chitmg minh phan ddo. Coi do thi lién théng G.
Xét gidi thuat xay dung @3 thi con T sau day:

1. Chon tuy y 1 dinh clia G dat vao T

2. Néu mdi dinh cia G déu da nim trong T thi dimng.

3. Néu khong, tim 1 dinh cta T béng 1 canh. Thém dinh va
canh nay vao T. Tra vé budc 2.

Ta sé chitng minh 2 diéu:

a) Bude 3 kha thi, nghia ]la néu T chua chia hét moi dinh cua G,
ta luén ludn tim duge 1 canh néi 1 dinh trong T vdi 1 dinh &
ngoai T.

b) Khi giai thuat k&t thie thi T 1a 1 cdy bao trim ciia G. Pé
chitng minh a), goi v 1a 1 dinh & trong T va w 1a 1 dinh & ngoai
T. Vi T lién théng nén tén tai 1 dudng trong G néi v véi w,
dudng nay ndi v € T v6i w ¢ T nén phai chda it nh4t 1 canh c¢é
tinh chdt mong muén, nghia 1a né néi 1 dinh v’ ¢ T vdi dinh w’
¢ T véi dinh W’ ¢ T. Vay buge 3 ludn ludén thuc hién duge cho
dé&n khi moi dinh ciia G déu ndm trong T.
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bé ching minh b), ta chi cAn chiing minh riing sau méi lan
thue hién bude 3. P4 thi T nhin duge 1 cay. Goi Ty 1a dé thi
nhan dudc sau khi thuc hién buse 3 1an thd k. Hién nhién T, 12
1 cAdy. Gia su Ty 1a cay sau khi thuc hién bugc 3 lan tha k + 1,
ta da thém vao T, canh médi v,w,,, trong dé vy € Ty va wy, €
T.

Gia sit Tk, ¢6 chu trinh thi chu trinh nay phéi ching minh canh
v, w,,, . Huy canh nay khoi chu trinh, ta dugc 1 dudng trong T
ndi vy vl wi,t vo 1 vi wy, ¢ Ty . Vay Ty, khong ¢é chu trinh.
Hon ntta dé thdy réng Ty, 1 ¢6 k + 1 canh va k + 2 dinh. Vay T\,
lal cﬁy. -

4.3.3. DFS va BFS

Gidi thuat néu trén duce 4p dung dé tim cay bao trum cua 1
dé thi lién théng theo 2 cach:

1. Phép duyét theo bé sau (Depth-First Search)
1. Chon 1 dinh bat ky cua G lam gbéc cia T

2. Tao 1 dudng tit goe di qua cdc dinh khong trong T, kéo
dai dudng nay dén khi khéng thé kéo dai thém. Dat dudng nay
vao T rdi quay trd vé dinh ngay trude d6, xem dinh géc nay la
goc. Lap lai thd tuc nay cho dén khi moi dinh ciia G n&m trong T.
CAy bao trum nhAn dudc bing phuong phdp nay goi 1A ciy bao
triim tao theo bé siu (DepthFirst Spanning Tree).

2) Phép duyét ciy theo bé réng (Breadth-First Search):

1. Chon 1 dinh bat ki cha G lam gdc cia T.

2. bat moi canh néi goe vdi 1 dinh ngoai T vao T. Lan
lugt xét ting dinh con cia gae, xem dinh nay 14 géc méi. Lap lai
thi tuc nay cho d¢ khi mdi dinh cia G déu n&im trong T.

CAy bao triim nhan dugce bang phuong phap nay goi 1a ciy bao
trum tao theo bé réng (Breadth-First Spanning Tree).
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Thi du 5: Coi d6 thi lién théng G sau:

1 2 3

12345678

[ 1

211 111

3] 1 1

4| 1 1
5/ 11 11
6 1
7 111 1
8| 1|

LAy dinh 1 lam géc

Cay bao trum tao theo bé sau la:

1
2
1 2 3
4 5

3
4 5 7
8
- 6.
6 7 8

Cay bao trum tao theo bé ring la:

1 2 3 1

2

3

4 5 S
N
6 1 8 46 8
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Dinh 1i sau ddy cho ta tinh chit co bdn, mac du don gidn
nhung rat quan trong cia cay bao tram.

4.3.4. Pinh i

Coi mot cay bao trum T coa 4o thi G.
Thém vao T mot canh cia G (khéng thude T), ta duge 1 chu
trinh trong T. Huy 1 canh bAt ki trén chu trinh nay khéi T, ta
nhan duge mot cay bao trom méi G.
Chtng minh: Hién nhién
Ta suy ra dudc ngay két qua sau:

4.3.5. Giai thuat kiém tra tinh lién théng
Xét 1 46 thi G.

Ap dung gidi thuat tim cay bao trim da trinh bay ¢ trén vao
G. Khi giai thuat ding.
e Néu T chita moi dinh cia G (nghia 12 didu kién dimg néu ¢
bude 2 thoa) thi G lién thong (va T 1a 1 ciy bao trum cia G).
e Néu T khong chda moi dinh ciia G (nghia 1a & l4n sau cung
thyc hién bude 2, khong tim dude canh nio néi 1 dinh trong T
vdi 1 dinh ngoai T) thi G khéng lién théng (va T la cAy bao
trum cua 1 thanh phan G).
4.4. Ciy bao tritm nhé nhat
4.4.1 Pinh nghia

Cho 1 db thi G. Gid s mbi canh cla G duge gén 1 sb goi la

trong sé (weight) cla canh 4y. Thi G duge goi 124 mét db thi 6
trong (weighted graph).

Téng trong s6 tat ca cdc canh cda 1 dudng (chu trinh, do thi
con) goi 1a trong s cia dudyng (chu trinh, dd thi con) 4y. Ta ki
hiéu trong s6 clia canh e (d6 thi G) 12 c(e) (c(Q)).

Bai toan dat ra 1a di tim 1 cAy bao trum cé trong s6 nhé nhit
(minimal spanning tree: MST) cua 1 d4 thi ¢é trong s4 lién thong.
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44.2. Pinh

Goi T 12 1 cay bao trim cia 1 d6 thi co trong s3 lién thong G.
Thi T 1a 1 MST néu va chi néu méi canh e ¢ T déu ¢6 trong s6
16n nhat trén chu trinh tao boi e vdi cédc canh cia T.
Chung minh
(=) Gid st T 1a mot MST va canh e ¢ T. Xét canh u ¢ T niam
trén chu trinh tao béi e véi cdc canh cha T. Bing cach thay u
boi e, ta nhan duge 1 cay bao trum méi T. Vi T la MST nén
«(T") > C(T). Suy ra c(e) > c(u).
(¢=) Gia s T 1A cay bao trim cé tinh chdt 1A méi canh e ¢ T déu
¢6 trong s& 16n nh4t trén chu trinh tao bédi e vé6i canh cta T. Goi
eL. es,...e, 14 cdc canh cia T sip xép theo thd tu trong sé ting
dan, nghia la:
cle)) < clery) < ... < eley)
~ Goi T, 1a mét cay bao trum bat ky c6 k canh khac T. Goi e,
14 canh c6 chi s6 nhd nhat ma khéng thudc T\, nghia 12 e, e.,
v, € 1€ TT va ej € T\Ty. Thi Tyolej) c6 chu trinh y. Phai cé
mdt canh u € y\T. Thi TUlu) cé chu trinh T va theo gia thiét
c(w) l6n nhat trén T. Ta ching minh c(u) 2 c(e). Thuc vay, cbé
canh w € T\Ty va vi w ¢ (ej,es,...e,3} < Ty nén ta cé:

cle) < e(w) < e(u)

Bay gio dat Ty = (Tyo {e;}\{u} thi Ty, 14 1 cay bao trum
théa 2 tinh chat sau:

— Tyy chi con khae T 6 k - 1 canh
— clTw-1) = e(Tx) + ele)) ~ e(w) < c(Ty)

Lép lai thu tue trén, ta cidy dung dugc ddy cay bao trum Ty _,, T\
2y--y To = T v6i e¢(T) = ¢(Ty) < (Ty) ... <e(Ty)

T ching minh trén, ta suy ra mét gidi thuat tim MST cha do
thi G nhu sau:

1. Xud't phdt tir 1 cAy bao trum T bat ki caa G.

2. Néu mot canh e ¢ T déu cd trong s6 ldn nhit trén chu trinh
tao bai e v6i cdc canh eia T thi dung.
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3. N&u khéng, nghia 12 c¢6 1 canh e ¢ T ¢6 trong s6 nhé han
trong s6 canh u trén chu trinh tao bdi e v6i cde canh cia T thi
trong T, thay u biing e. trd vé buse 2.

Thi du 6: Xét db thi c6 trong sd G sau day

3 6 2| 4
8 2 3| 10

[}
)
:
5 G H

Cé 7 canh khéng thuée ciy bao tram 1a AD,DE, EG, CH, GH.
Ta kiém tra dan timg canh.

e Canh AD: thém vao T thi tao ra chu trinh ADBA gém 3 canh

¢6 trong s5 1a 3, 3, 6. Vay thay BD (cé trong sé 6) bdi canh AD
(c6 trong sb 3). Bay gio T la:

A 3 B 2

AU Yo

] ]
1 )
] ]
[} []
F 5 G H

o Tiép tuc dén canh DE: tao ra chu trinh DEBA, trén chu trinh
nay DE c6 trong s6 16n nhit. Vay giit nguyén T.
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¢ Canh DF: c6 trong s6 1én nhat trén chu trinh DFGD, giif
nguyén T,

e Canh DF': giit nguyén T

e Canh EC: gid nguyén T

» Canh CH: c6 trong sé nhd hon trong sé canh EH trén chu
trinh BCDEB, vay thay EH bgi CH. T trd thanh:

A 3 B 2 ¢

e Cudi ciing, canh GH: c6 trong s6 la 4 nhd hon trong s6
CH trén chu trinh GHCBDG, vay thay CH bdi GH.
Ta tim duge 1 MST cua G la:

A 3 B 2 C
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Trong thuc hanh, gidi thuat trén it dugec dung ma ta thudng
diung giai thuat Prim ho#c giai thuit Kruskal dé tim MST.
4.4.3. Giai thuat Prim

Cho G la mot dd thi ¢6 trong so lién thong. Gidi thuat Prim
xay dung do thi con T cia G nhu sau:

1. Chon tuy y 1 dinh cua G dat vao T.
2. Néu moi dinh ctia G déu nam trong T thi diung.

3. Né&u khéng, tim 1 canh cé trong sé nho nhat nai 1 dinh trong
T v6i q dinh ngoai T: Thém canh nay vao T. Tré vé budc 2.

Ta sé chdng minh réng giai thuat Prim cho ta MST clia d6 thi G.

Gia su G ¢é dinh vao Ty (0 <k <n — 1) 1a d6 thi gom k canh va
k + 1 dinh nhan duge khi thue hién bude 3 1an lugt thu k.

Xét ménh dé

(Ay): Céc canh cda Ty ndm trong 1 MST

Ta ching minh ring (A, ;) ding. Dung qui nap.
(Ao) hién nhién ding.

Gia st (A)) ding (0 <k < n - 1). Goi T* la 1 MST chada Ty va
canh ey, ;= vw (v € T* thi (Ay,;) ding trong T* néi v vdi w. Dé

thdy ring trén dudng nay phdi chia mét canh v'w’ véi v’ e Ty
vaw ¢ T,

Theo diéu kién chon canh ey, cda giai thuat Prim thi:
elexs) < c(vW')

va theo tinh chat.cda MST thi:

clene) 2 e(v'w')

Suy ra: cleg.) = ¢f vw')

Bay gio trong T°, thay canh v'w' bdi ey, ta nhan duge T**,
hién nhién T** 134 MST chua Ty,;. VAy (Ay,,) ddng
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Thi du: Xét dé thi saw:

10

10

Ap dung giai thuat Prim, b4t dau tir dinh A, ta xdy dung 1 MST
cua do thi trén

(Ta) (Ts) (Te)

4.4.4. Giai thuat Kruskal
Cho G = (V, E) la 1 d6 thi c6 trong s6 lién théng. Gidi thuat
Kruskal x4y dunmg 1 d4 thi con cia G nhu sau:
1.T=(V,2)
2. N&u T lién théng thi dung.
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3. Néu khéng, chgn 1 canh c6 trong sé nhé nhat khéng trong T
sao cho khi thém canh nay vao T. Tré vé budc 2.

Ta s& chitng minh rang giai thuat Kruskal cho ta 1 MST caa d6
thi G. Chi can chiing minh 2 diéu:

a) Bude 2 1a kha thi_

b) Khi gidi thuft két thic thi dé thi T 14 MST cia G. P€ ching
minh a), dat: A = {canh e ¢ T| thém e vao T thi khdng tao ra
chu trinh}

Ta can chiing minh réing néu T khéng lién théng nén phai co
2 dinh u, v khéng nAm trong cung 1 thanh phin cia T. Vi G
lién théng nén cé 1 dudng ndi u véi v, dudng nay phai chaa
canh e = W v6i u' nAm trong cing thanh phan véi u. Vay e ¢
T va thém canh e nay vao T thi khéng tao ra chu trinh,. Néi
cich khic A = O.

Dé chitng minh b), ta goi Ty la dd thi nhan duge khi giai
thuit Kruskal két thic. Hién nhién T, 1a 1 cAy bao trim cda G.
Liy 1 canh e ¢ Ty. Trén chu trinh tao bdi e véi céc canh a bit
ky. Xét lan thyc hién bude 3 cia giai thuat dé chon duge canh a.
Véi ky hiéu tap hgp A nhu trén, nhén xét rang trong Tp néu huy
tdp hgp A nhu trén, nhan xét ring trong Ty néu huy canh a va
thém canh e cda gidi thuit Kruskal thi c(a) < c(e).

Vay e c6 trang s6 lén nhit trén chu trinh tao béi e vdi cde
canh trong Ty. Suy ra Ty 14 1 MST caa G.

Thi du 8: Xét do thi G 1
5 4
B 4
4 5
3
7 2
8

9

Ap dung giai thuat Kruskal, ta xay dung din 1 MST ca db thi trén
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10 N\ 4 L
4

N AN
(4) b

4.5 Cdy ma Huffman
4.5.1. M4 tién to

) (6)

Gia s ta cé6 mdt ban tin gdm mot day ki hiéu 14y trong mot
tap hop hitu han X. Biét ring méi ki hidu trong X xuit hién
trong ban tin theo mot x4c sudt cho trude. Ta mudn méa cac ki
hiéu nay thanh nhitng chuéi bit nhi phin sao cho chiéu dai
chudi ma cia ban tin ma 1a ngin nhat.

Thi du 9: Xét mot bén tin gdm 10° ki hiéu trong tap hop X = {a,
b, ¢, d, e, fl. Tan suit xuft hién cia cic ki hidu trong ban tin
nhu sau:
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Ki hiéu la b ¢ d e f
Tén suat xudt hién |45 10 12 3 20 10

Cé 6 ki hiéu khdc nhau nén véi cach ma c6 chiéu dai c6 dinh
can t5i thiéu 3 bit cho méi ki hiéu (2* > 6). Ching han:

Kihigu |a b c d e f
Mi 1l |000 001 010 011 100 101

Cach ma nay cho chiéu dai chudi ma cia ban tin 1a 3.10% = 300 000
Xem cace ma tha hai nhu sau:

Ki hiéu ‘a b c d e f
Ma2 |00 01 00 11 1 10

Cach ma nay cho chiéu dai chudi méa cia ban tin 1a:
10°%(1.45% + 2.10% + 2.12% + 2.3% + 2.3% + 1.20% + 2.10%) = 135000
Tuy nhién cdch ma nay khong dung duge vi 1i do sau:

Xét 2 ban tin aa va ¢. Ching cong duge ma thanh 00. Do d6, khi
nhan duge ban ma, ta khong thé gidi dugc.

Bay gig xem céach mi thit ba nhu sau:

Ki hiéu ‘a b c d e f
Ma3 |1 0010 011 000 000 0011

Cach méi nay cho chiéu dai méi chudi mi cda ban tin la:
10%(1.45% + 4.10% + 3.12% + 3.3% + 3.20% + 4.10% ) = 230000

Nhan xét ring cAch ma nay cho phép ta c¢6 thé gidi ma duge
nhd tinh chdt sau: khéng cé chuéi ma cia 1 ki hiéu nao la tién
to (prefix) cda mot chudi ma cda 1 ki hiéu khédc. Cach ma nao
thoa min tinh chait nay, duge goi 12 ma tién t& (prefix code).

R& rang ciach ma nay cho chudi ma ma cda ban tin ¢é chiéu
dai ngdn hon so véi cach ma 1, nhung diy c6 phai la cich mi
tdt nhat chua? Giai thuat Huffman sé tra 131 cdu hoi nay.
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4.5.2. Giai thuat Huffman

Véi méi cach ma tién té, ta ¢6 thé x4y dung mét ciy nhi
phin sao cho méi ki hiéu tuong dng véi mét 14 va dudng di td
goc dén 14 sé xdc dinh ma cha ki hiéu tugng Ung theo cach sau:
canh di xuéng con bén trai Ung vé6i bit 0 va canh xudng con bén
phii iing véi bit 1.
Thi du 10: Cay nhi phin cia ma tién t& (cAch ma 3) trong thi dy
trén la:

Pio lai xét mdt cdy nhi phan T, trén d6 méi 14 dugc gén
nhan la mét ki hiéu trong X. Thi cdy T nay sé xdc dinh mét ma
tién t6. Voi mdi 14 x, mic A(x) ctia x chinh 1a chiéu dai chudi
ma cta ki hidu x. Goi fix) 1a tAn sudt xuat hién cda ki hidu x
chiéu dai chudi ma eha ban tin la:

SZ A(x)f (x)

Trong d6 D la sé ki hiéu trong ban tin.
Cay ma T 1a toi uu khi:
E(T) = Y A(xf(x)
Dat gi4 tri nhé nhat va khi d6, chiéu dai chudi ma cda ban tin
la ngin nhit. _
Giai thudt Huffman x4y dung cdy ma T cho tdp hgp X nhu sau:
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Giai thudat Huffman

1. T 1a ring ¢6 [X| cay, méi cAy c6 ding 1 dinh (vira 1a géc vira
la 14) tuong dng vdi 1 ki hiéu trong X. Gdn cho mdi goc x mot
nhan la fix).

2. Néu T 1a cAy thi dirng, néu khéng qua buéc 3.

3. Tim 2 cay trong T sao cho gdc cha ching (goi 1a y va z) ¢6
nhéan nhé nhat. N&i y véi z véi 1 dinh mdi u dé tré thanh 1 cay
méi gée u (che cAy g8c y va z trd thanh cAy con bén trai va cay
con bén phai clia cdy méi). GAn nhian cho u 13 téng nhin cla y
va z. Trd vé buée 2.

1.Initialize T [«

! No
2.IsTatree? > 3.Update T

Yes l

4.3.5. Dinh li

Khi gidi thuat Huffman k&t thiic, cAy ma nhan duge 1a ta1 uu.
Trudc hé&t ta cha ¥ dén tinh chat sau cla cAy ma t61 uu:
Bé dé: Goi X la tap hop céc ki hidu x, y 1a 2 ki hiéu cé tan suat
xuit hién nhd nhat. Thi ¢6 mdt cAy ma t8i uu T cho X sao cho x
va y la 2 i4 anh em trong T.
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Chidng minh bg dé:

Goi To 12 1 cAdy ma t6i uu cho X. Néu x, y khdng la anh em,
goi u la ¢6 muc 16n nhat trong T,. Thi phai ¢4 mét 14 ¢ 1a anh
em véi u. Thyc vy néu u khéng c6 anh em, goi w la cha cia u.
Xoa dinh u va coi w 1a 14 tuong dng ki hidu u, ta nhdn duge cay
ma mai Ty véi E(Ty) < E(Ty): vo 1i.

Bay gidf, néu x khong cling mifc véi u, v thi Ax) < A(u) va bing
cdch hoan ddi gidta x va u, ta nhan duge 1 cdy ma méi T, véi:

E(T,) = E(Ty) — Af(x) = Alu)flu) + A(xf(u) + A(u)fix)
= E(Tp) ~ (A(u) — AKX u) — Ax)) < E(Ty)

Diéu nay mau thudn véi tinh t8i uu cla T,. VAy x tuong tif y, cé
cing mdc véi u va b. Biing cdch hoan déi x v4i u va y vdi v, ta
nhan dugc cdy ma T véi E(T) = E(Ty), nghia la T ciing 81 uu.
Ching minh dinh li: Dang qui nap trén n = [X|. Truémg hop n = 2
Ia hi€n nhién. Gi si dinh 1i ding v6i n. Coi X = {Xy, ...Xa, Xa + 2}.
Khéong mét tinh tdng quat, c6 thé gid s x, va Xi,; 14 2 ki higu
c6 tan sudt xudt hién nhd nhit. Goi T 1i cAy mé t5i uu cho X
sao cho xy va x; ., 12 anh em trong T (T tén tai do b8 dé). Goi H
la cdy mi nhan duge tir giai thuat Huffman va x,, x, ; cing la
anh em trong H. Goi H 1a cAy md nhan dugc tr H biing cach
X084 X, Xws 1, g4n cho dinh cha cla x, va X, ; ki hiéu y vdi tan
suit xuat hién ctia y la fly) = fixy) + flxy, ;). D& thiy rdng H’
chinh 1a cdy ma nhén duge ti Huffman khi 4p dung vao tap ki
hiéu Y = {xy, xx. 1, y}. Tuong tu, goi T" 12 cAy ma nhén duge ta T
bing cach xo4a cac 14 xy, X, ; vA gdn cho dinh cha xy, va xy, , ki
hiéu y vdi tan sudt xuat hién cia y 1a fy) = flxy) +fl x., 1) thi T
ld mot cAy mé cho tdp hgp Y.

Do gia thiét qui nap, ta ¢6 E(H') = fixy) +f x4 1)
< E(T") = fixy) +8 xps 1)
= E(T)

Vi T t61 uu nén E(H) = E(T), nghia 12 H tdi uu.
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Thi du 11: CAy ma Huffman cho tdp hgp X trong thi dy 1 la:

J 10
4 by

Ta c¢é6 cach ma tdi uu sau:

Ki hiéu la b e d e f
Ma Huffman |1 0001 011 0000 001 010

Vdi cach ma nay, chiéu dai chudi ma cda ban tin l1a:
10%(1.45% + 4.10% + 3.12% + 4.3% + 3.20%) = 223 000
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BAI TAP
1. Vé tat cd cac ciy (khong ddng hinh véi nhau) ¢6:
a) 4 dinh; b) 5 dinh ¢) 6 dinh

2. Tim sb t6i da cdc dinh cta 1 cady m phan ¢6 chiéu cao h.

3. C6 thé tim dugc 1 cay c¢6 8 dinh va théa didu kién dugi day
khong? Néu cé vé cay dé ra, néu khong, gidi thich tai sao:

a) Mot dinh déu ¢6 bac 1.

b) Moi dinh déu ¢6 bac 2.

¢) C6 6 dinh bac 2 va 2 dinh bac 1/

d) Co6 dinh béac 7 ba 7 dinh béac 1.

4. Cdc phat bidu sau day diung hay sai? Giat thich.

a) Né&u 46 thi G ¢6 n dinh v n — 1 canh thi G 1a 1 cay.

b) N&u G lién thong thi G khong ¢6 chu trinh

¢) N&u hidy bat ki canh nao cia 1 46 thi lidn théng G cing lam
mA4t tinh lién thdng ciia G thi khdng c6 chu trinh.

d) Thém 1 canh vao 1 cay sé sinh ra ding chu trinh.

e) Néu G khéng co chu trinh va ¢é 25 canh, 26 dinh thi G lién thong.
) Néu G ¢6 32 canh va 28 dinh thi G khong 14 ciy.

g) N&u G lién théng. c6 10 canh va 10 dinh thi G ¢6 it nhat 1
chu trinh.

5. Gig sit 46 thi G ¢6 s6 canh bing sé dinh, chdng minh ring G
¢6 it nhat mét chu trinh.

6. P6 thi G la 1 rimg gom T cay va c6 n dinh. Tim sé canh cia G
7. Ching minh rang moi ciy goc déu cé 14:

8. Duyét cdc cay sau day ldn lugt béng cdc gidi thuit Preorder,
Inorder va Postorder
a)
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c)

9. Ta dinh nghia phép duyét cay nhi phidn "X-order” nhu sau:
Gidi thuat X-order Seach.

1) P&€n géc

2) Dé&n ciy con bén phai, dung X — order.

3) Pén cay con bén trai, dung X ~ order.

Ding gidi thuat nay, hay duyét cac cay ¢ bai tap 8.

10. Gia st 1 cdy nhi phan c6 danh sach cac dinh khi duyét theo
giai thuat Preorder 14 A, B, D, E, C, F, G va khi duyét theo gidi
thuat Inorder 12 D, B, E, A, F, G, C. Hay vé cdy nay.

11. Viét biéu dién biing RPN cia cdc biéu thic sau:

2) (A ~ B)*C)+(DAE) b) (A = (BXC -D)) + E
a) (A —D)* C)A(A + B) + D) d) AGB + % _E)

(A+B)(C+D)+A2+BD
(A-BYC+D C?’-BD

e) (N'M"(MN - Q) f)
12. Tinh gid tri cdc biéu thite RPN sau:

a)b 3+12 4+ *6 2% &
b) 4 274 +10 + 16 +

¢) 3 6*5 24 +2 3+-
c) 2 2A2 - A2A2 AQA

13. Tim c4y bao trum cia cdc dé thi sau lan lugt bdng DFS rdi
BFS, chon dinh 1 lam goc. 4 3

a) 6 T 8 3

12 11
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c)

123456

1 1 1]
211 1

3 1 1

4 1 1

51 1 |

d)

12345678910
1 1 11 |
211 1 1
3 1 1 1
4 11 1
511 1 1
6 |1 11
7 1 11
8 1 1 1
9 1 11
10 1 11

14. Lam bai tdap 13 nhung bay gi& chon tam cia dé thi lam géc

15. Gid st db thi G lién théng c6 13 dinh va 20 canh. Cay bao
trim G ¢6 bao nhiéu dinh? ¢6 bao nhiéu canh?

16. Chitng minh ring néu d6 thi G lién théng, c6 n dinh va c6
chu trinh thi G ¢6 it nhiat n canh. K&t qud nay c¢6 ding khi bd
gia thiét vé tinh lién théng cia G khong?

17. Duéi day 1a 1 so gidi thuit tim cAy bao trim cta 1 db thi
lién théng G cho trude. Hay cho biét cdc giai thuat nay cé ding
khéng:

a) Bit ddu véi G. Néu G ¢é chu trinh, hity 1 canh thudc chu
trinh nay khoi G, lap lai thd tuc nay dé€n khi dé thi nhan duge
khéng con chu trinh.

b) B4t ddu bing 1 canh, thém din mai 14n 1 canh méi cho dén
khi dé thi nhan duge c6 n — 1 canh.
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¢) Bat dAu béang 1 canh, thém din médi Jan 1 canh méi vgi didu
kién thong tao ra chu trinh cho d&n khi khéng thé thém duoc
canh méi nda.

18. Do thi dudi day cé lién thong khong?

1 234567
1001010 0]
200001010
31000100
40100011
51010001
6/01 01001
7000111 0]

19. Goi G 1a db thi c6 25 dinh xg, X, ..., X6 va ¢6 canh ﬁ_ néu

va chi néu i, j khéng nguyén t5 cing nhau vi khac nhau. Db thi G
¢6 bao nhiéu thanh phan? Tim cay bao trum cda m&i thanh phan.
20. Ching minh ring néu dé thi G c6 duy nhat 1 cdy bao trim
thi G 1a 1 cay.

21. a) Cho 46 thi lién théng G va 1 dinh a cia G. Ching minh
rang chiéu cao cda cay bao triim tao theo bé sdu vdi goc a lubn
luén 16n hon hay bing chiéu cao ciia mot cdy bao trum tao theo
bé rong cung véi goc a.

b) Tim 1 thi du chUng té k&t qua & phan a) sai néu chon cac géc
khac nhau.

22. Tim MST ciia dé thi sau:

a) .

1 2 3
13 14 15 ’

4 5 6 16
17 18 19

6 7 8 20
21 22 23

10 11 12 24
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b)

c)

d)

e)

7 3 2
4 3 5
2 1
6 2 7
4 10 1
2 5 3
5 4 4
2 9 5 6
1 .
8 p | 2
7 3
6 N— 4
5
22
J2
1 1
22| V2 V2 |2v2
1 1
J2
242
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8 8  ,— 12
3 5
74 3 34/ | o
46
5 1 4 5 5
8\5 4 5| /6
7 6 5
4

23. Trinh bay 1 giai thuét tim cAy trim ldn nhat. Ap dung: Tim
ciy trim 16n nhat cia cdc d6 thi 8 bai tap 1.

24. Trinh bay 1 giai thudt tim cdy bao trum nhé nhit chua 1
canh cho trudc.

Ap dung: Tim cy bao trim nhd nhat chita canh km caa d8 thi sau:

8 8
4 2 4 5h6 53 4
7
W3 179 10 0 N
“la 8\ s 6
9 7 6 9 3| /2
8 g 8 j 6n

25. Ching minh ring néu trong sé c4c canh clia mdt dd thi lién
thong G d6i mét khéc nhau thi 1 MST duy nhat.

26. Xét don db thi day dd G gdm n dinh (0,1,2,...,.n-1). Gid s
trong s6 cGa canh ij la i—j. Tim 1 MST cda G.

27. Lam lai bai tap 26, véi trong s6 cia canh ij bay gid 13 i +

28. Xay dung cAy ma Huffman cho tdp ki hiéu sau:

Kihisu | A |B|Cc|D|E]Fla| H
Tansuit | 6 | 25 | 20] 8 |10 |19 38 [ 9

oy
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BAI TOAN CON DPUOGNG NGAN NHAT
5.1. Gidi thiéu bai toan
Cho mét don 46 thi ¢6 huong lién théng c6 trong s6 G = (V,

E), trong s6 cua méi canh & day dudc gid st > 0 va dugec xem
nhu chiép dai cua canh &y.

Bai todn dit ra Ja di tim con dud¥ng ngin nhat néi 2 dinh cho
trude ctiia d6 thi.

Xét 2 dinh u, v € V. Néu ¢6 canh e = uv € E néi u vdi v thi dat
dugc c(u, v) = c(e) = chiéu dai canh e

N&u khong cé canh ndo néi u vdi v thi ta dit c(u, v) = ©

Luu y rang c(u, v) = chiéu dai con dudng ngén nhat (gém it nhat
mot canh) ndi u véi v.

Nhin xét ring:

c¢*(u,u) < o < ¢6 1 chu trinh trong G chua u.

c¢*(u,u) = w Vu € V & G khong cé chu trinh.

5.2. Gidi thuit DIJKSTRA
Trudc hét, ta chd y dén mt tinh chét rat quan trong cia con
dudng ngén nhit néu trong dinh 1f sau:

5.2.1. Pinh li

Né&u u, ... w, ... v 1a dudng ngin nhat thi v, ..w va w ...v cling
14 duong ngdn nhat va ta cé:
c*(u,v) = e*(u,v) + c¥(w,v)
Ching minh: Hién nhién.

Bay gid gid s ta mudn tim con dudng ngidn nhat néi dinh
vye V véi cace dinh con tai. Giai thuit sau day sé xdy dung mot
cay L va céc ham y: V 5(0,o0] va m: V\{V] > V
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5.2.2. Giai thuat KIJKSTRA
1. PBat L = {vq}, 8(vy)
dat 8(v) = e(vev) va n(v) = vy
2. N&u moi dinh ctia G déu thude L thi ding.
Pat v* = v. Pua thém dinh v* va canh n{(v*)v * vao L.
4.V&i moi w € VAL, néu 8(w) > 8(v¥)+c(v*,w) thi dit S(w) = 8(v*)
+ c(v*,w) va (w) = v¥ '
Tro vé buée 2
Sca d6 khéi cua giai thuat Kijkstra 1a:

»

All
verticesinL?

v' « vertexvel
with smallest 8iv)

Putv*inL

Update 5,1

-

END

3.2.3. Pinh i

Dat §*(v) va n*(v) la tri sé cda 8(v) va n(v) khi gidi thuat
Dijkstra dirng. Thi con dudng ngin nhat di tif v d€n w cé chiéu
dauv la §*(w) va duge xdc dinh bai ham =n*: dinh truge 1 dinh v
trén dudng ngdn nhat nay la n*(v).
Chiing minh
Hién nhién giai thuat ludn luén dirng.
Truge hét nhan xét ring véi moi dinh w ¢ V va tai moi tnsi
diém thyc hién gidi thuat ta ludn cé:
c*(vo,w) < 8(w) = c*(vo, w) < 3¥(w)
Gia s thtt ty chon cde dinh dit vao L 1a vy, vy, .., v,.
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Ta chitng minh ring §*(v,) < §*(vi,q), Vi.

& vong lap thu i (chon dinh v, dat L) thi v,,, ¢ L nén
8*(v)) = 8i(via1) < 8i(via1)

(3, la ham 8 § vong lap thu i)

J vong lip thd i + 1 ta c6:

3*(vi ) = & a(via).

3, vi+1)inéu (v, +1) < §*(v,) +clv,v,,)

h 18*(!}1) +e(v,, v, )néu §,(v +1) > 3%v ) + e(v;,v,,;)

Do d6 8*(v) < 8*(via)

Nhu thé néu dinh v duge chon dit vao L trude w thi

3*(v) < 8*(w)

Bay gio gia sif ¢6 dinh w sao cho ¢*(vy, w) < §%(w). Goi vow,...
w,w 1a dudng ngdn nhat ndi v, v8i w, thi c*(w,, w) = c(w,, w) va
c6 thé gid si réng c*(wy, w,) =8Xw,)Vvi=1, .., p

Ta cé:

§*(wy) < 8%(wp) + c*(wy, W) = c*(vg, wp) + c¥(wp,w) = c*(vg, W) <
3*(w)

Vay dinh w, dugc chon dét vao L trudc dinh w. O thoi diém
chon w, duge chon dat dat vao L thi:

C*(Vo, WP) = 8*(wp)

c(vg, W) = c*(vy, w,) + c*(w,, W)

= 3(w) > &%(w)

Vo li.

Luu y:

1) D€ tim con dudng ngdn nhat néi dinh v, v6i mot dinh w, ta
ap dung giai thuat Dijkstra véi diéu kién diung thay déi nhu sau:
Néu w € L thi gidi thuat ding.
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2) Giai thuat Dijkstra ciing 4p dung dugc cho dé thi vé hudng.
Thi du:

Ta dung giai thuat Dijkstra d€ tim dusng ngédn nhat ndi A dén
cac dinh khic.
O buéde thir 1, ta lap duge bang sau: ® O

B CDEUFGH @OOO

A
L
0

Ao |~

o ) ‘\\
A A © O

Chon dugc dinh F dat vao L va ta cho bang sau:

b

2 @ @ ©
A A A A

__ABCDETFGH ® O
L L L

8 0 2 ©® 4 o 1 6 © ’

m AAF AATF A @\@OO

Ci tiép tuc nhu trén, ta c6 14n lugt:

A B CDEVFGH
L L L L
& 0 2 4 4 6 1 6 «
n A B F B AF A
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A B CDIEVFGH

L L L L

6

1

5 0 2 4 4 6

A B CDETFGH

L L L L L

L

6

1

0 2 4 4 6

A B CDEVFGH

L
8 0 2 4 4 6 1 6 5

L L L L L

A B CDEYFGH
LL LLLULULULL

> 0 2 4 4 6 1 6 5
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Giai thuat chdm ddt va bang lap dude sau cing cho ta con
dudng ngin nhit ndi A dén cdc dinh khdc. Ching han dudng
ngin nhdn néi A dén H va ABCH va chiéu dai dudng ngan nhat
nay la 5. Nhan xét rAng khi giai thuat Dijkstra két thac, ta sé
nhéan dugc cay bao tram L cia G va dudng ngin nhét ndi v, vdi
dinh dé. Ta goi L cAy bao trum Dijkstra gac v, cia G.

5.3. Giai thuat FLOYD

Xét 1 46 thi ¢6 hudng c6 trong sd G.
D& tim con dudng ngin nhat giita moi cip dinh clia G, ta ¢é thé
ap dung gidi thuit Dijkstra nhiéu l4n hodc 4p dung mot gidi
thuat don gidn la giai thuat Floyd duge trinh bay dudi day. Gia
st G ¢b tdp hgp cac dinh 1a V = {vy, vo, ...,vp} va ¢6 ma tridn
khodang cach ta W = W,
Giai thuat Floyd xdy dung day cac ma tran Wy_4(1<k < n) nhu sau:
véii=1dénn
Véij=1dénn
Né&u wy_[ij] > wilik] + wi_q[k,j) thi dat
wi i1 = wiali,k) + wialk,jl
Néu khong, dat: wylijl = wy_(ig]

5.3.2. Dinh li

Giai thuat Floyd cho ta ma trdn w* = w, la ma trian khodng
cdch nho nhat cia dé thi G.
Chiing minh:
Ta ching minh bing qui nap theo k ménh dé sau:
wili,j] 12 chidu dai dudng ngin nhit trong nhitng dudng ndi dinh
v; véi dinh v, di qua cac dinh trong gian trong {v,, vy, ... vil.
Trude hét ménh dé hién nhién diing véi k = 0.
Gid s¢ ménh dé ding véi k - 1.
Xét wilijl. Cé hai truong hop:
i) Trong nhing dudng chiéu dai nhan nhit ndi v; véi v; va di qua
cdac dinh trung gian trong {vi,...,vi}, ¢6 mot dudng y sao cho v, ¢ y
sao cho v, ¢ y. Thi y cang 12 dudng ngin nhat néi v, vdi v; di qua
cde dinh trung gian trong {v,,...,v\_:), nén theo gia thiét qui nap

86



wi_i(i,k] = chiéu dai y € wii[i,k] + w1 (k]

Do theo dinh nghia cta wy thi wy[ij] = wy_;[i,j]

ii} Moi dudng chiéu dai ngdn nhat néi v, véi v, va di qua céc
dinh trung gian trong {v,,...,vy} déu chua v;.

Goi y = V... vi... vj 12 1 dudng ngin nhat nhu thé thi v.... v, va
Vi...v; cling 1a nhing dudng ngdn nhat di qua cdc dinh trung
gian trong {vy,...,vy_;} va:

wi1[i,j] + wiilkgl = chiéu dai (v,..vi) + chiéu dai (v,... vj) =
chiéu dai (y) < wy (i,

Do d6 theo dinh nghia wy thi:
wi[1J] = wi (LT + wy 4[k,)]
Thi du 2: xét 46 thi G sau:

Ap dung giai thuit Floyd, ta tim dugc (cdc 6 trang 1a «)

7 2 ]
4 1
VV‘—’WQ=4 3
2 2 1
1
7 2
4 1
3
Wy =
' 4
292 4
! |
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[ 7 112 8 ]
4 1
Wy = 3
4 8 5
29 2 4 10
|t 5 2
7 11 2 8 14
4 7
W3 = 3
4 8 5 11
29 2 4105
| 1 5 28J
[ 6 10 2 7 137
4 1 7
wy = 3
4 8 5 11
28 2 49 5
| 1 5 2 8 |
96 92 7 12]
9 351 6
W5= 3
74 79 5 10
28 24 9 5
41 46 2 7|
96 9 217 12]
37838516
wee 747953
717479510
262415
414627
Chad y:

i) Gidi thuat Flod c6 thé 4p dung cho db thi vé6 huéng ciing nhu
dd thi ¢6 huéng: ta chi cdn d8i mdi canh vé huéng uv va vu véi
c(uv) = ¢(vu). Tuy nhién trong trudng hgp nay, cdc phin tir

trén dudng chéo ciia ma tran w cn dit bing 0.
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ii) B3 thi ¢6 huéng G la lién thong manh néu va chi néu moi
phéan tif khéong ndm trén dudng chéo trong ma tran khodng cach
ngén nhit w* déu hitu han.

5.3.3. Gidi thuat Floyd mé rong
Biing cach dat Pyli,j]l = v; néu c¢6 canh ndi v; véi vj, va Pylijl
khéng xdc dinh néu khong, xem giai thuat Floyd md ryng sau:
v6ii=1dénn

Véij=1dénn

o Néu wy (1] > wiylik] + wi (k]

va Pilig] = Py y[ik]

e Néu khong wylij] = wi,[i,k]

va Pulij] = Pilijl

Dé thay réng khi gidi thudt nay két thic, ngoai ma tran khodng
cich ngdn nhdt w* = w cho ta biét chiéu dai dudng ngin nhat
néi 2 dinh ctia dé thi, ta con ¢6 thém ma tran P* = P, cho ta xac
dinh dudng ngdn nhat nay: dudng ngdn nhat di tit v, dén v; xdc
dinh bdi day:

iy PG PP, PRI P ) e 6

Thi du: Xét dé thi:

Ta tim duge:
[ 7 5 ] 2 3 ]
= 7 6 P, = 3 4
4111 | 123 |
[ 7 5 ] 2 38 ]
w, = 7 6 P, = 3 4
419 | O3 S

89



4 187 | 1. 2 2 2

17T 7 5 13 2 23

wh =w, = 10 7 7 6 p* = p* = 4 4 3
L’i 187 1 22 2

Giai thuat Floyd ciing ¢6 thé dung dé tim quan hé kha lién
(reachebility relation) cia dd thi ¢6 huéng G: chi cAn dat trong
s& mdi canh déu la 1, khi d6 ma tran w* tim dugc sé cho ta biét
c6 dudng noi gitta 2 dinh hay khong:
w*[ij] < @ < ¢6 dudng ndi tif v; dén v,.

Pac biét, w*[i,i] < ¢ < ¢6 chu trinh trong G chua v,.

Nhu vdy ta ciing c6 thé kiém tra xem do thi ¢6 huéng G c6 chu
trinh hay khéng bang gidi thuat Floyd.

Thi du 4: Ap dung gidi thuat Floyd vao dé thi

Va . Y
Vi F 3 » v‘

Ta tim duge: v, Vg
[0 0 1 @ 1 o
1 311 2 2
W*:W - oy o0 o0 o0 o oo
712 213 11
oo oo 1 = m w«
11 221 2]
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Dé thdy ridng dé nay khong lién théng manh (vi cd phan ti
khong nidm trén dudng chéo clia w* biang =), nhung c¢6 chu
trinh (vi ¢6 phan t trén dudng chéo cia w* hitu han).

5.4. Giai thuiat Warshall
5.4.1. Quan hé kha lién

Xét don dd thi G ¢6 tadp hgp dinh 1a V = vy, vy, ..., vol. Pinh
v; goi la kha lién (reachable) tir dinh v, néu ¢6 mot dudng di ti
v; dén v;. Goi M = [m] la ma tran lién két cia G thi M la mét
ma trin Boole nghia 12 mdi phdn td cia M déu 1a 0 hay 1:
m;; = 1 <> ¢6 canh v,v; ¢6 trong G.

Ki hiéu M ]a tich cia ma tran M vdi chinh né nhung phép
cong va nhan ¢ day la nhing phép todn trong dai sd Boole B =
{0,1] dinh nghia nhu sau:

+ 0o 1 o 1
0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1
Thi du: Coi:
0100
011
M:l
1100
1 010

4
Ta c6 M?[i,jl = ¥ m,,m,, va:
k=1

0 010
2 1 010
Mt...) =
111 1
1100
Tuong tu, ta cing ki hieu M**'= M'® M

5.4.2. Pinh i

Goi M 1a ma tran lién két cia mot don d6 thi G. Thi:
M*Mijl = 1 < c6 mdt dudng chidu dai k di tir dinh v; dén dinh v;.
Chirmng minh
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Dung qui nap trén k. két qua hién nhién ding véi k = 1.
Gia s két qua ding vdi k. Ta cé:

M(kil}[i.j] o iM!kl[i'k].mw
k=1

R6 rang M*''[ij] = 1 néu va chi néu cé it nhit 1 s§ hang trong
tong trén bang 1, nghia la:

Ik, M™[i,j]l = 1 va my = 1

Do gia thiét qui nap, ¢c6 mot dudng chiéu dai k di tir v, dén v, va
hon nia G lai ¢6 canh v,v;. Vay, c6 duong chiéu dai k + 1 di tix
vi dén v

Bay git, tadat: R=M + M? + ... + M™

nghia la: Rli,jl = Y. M™[i,]] thi hién nhién.

kel
Rli,jl = 1 < ¢6 mdt dudng di tit dinh v; d&én dinh v;. Ma trdn R
goi 1a ma tran kha lién cia do thi G.
Ta ¢6 thé tim R bang cach tinh M®, M?, .., M™ rdi cong chung lai.
Tuy nhién, Warshall da dua ra mot gidi thuat t6t hon dé tinh R.

5.4.3. Giai thuat Warshall

Xét d6 thi G c6 ma tran lién két la M. Giai thuat Warshall
xAy dyng ddy ma trdn Wy =M, W,,.., W, trong d6 Wy (1 <k <n)
dugc x4c dinh dua vao ma trdn Wy _; nhu sau:
Vé6i i tir 1 dén n.
Véi jtir 1 dé€n n
Wilijl = Wicalig) + Wiea[ik]. Wi (k]

5.4.4, Dinh li

Gidi thuat Warshall cho ta ma trdn R = M, 1a ma trdn kha
lién cua dé thi G.
Ching minh

Ta chi cdn chitng minh rang véi moi k, wi[i,j] = 1 < ¢6 dudng
néi dinh v; v6i v; di qua cédc dinh trung gian trong {vy, va,...,vil.
Phén chitng minh chi tiét (dung qui nap trén k) danh cho doc gia.
Thi du 6: Coi dé thi G ¢6 ma tran lién két sau:
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|

01000
00100
10010
10100

Ta tinh duge:

ﬂ‘
o o o o o
o o —~ O O
—_— - = D -
- o = o
SO - D -
1 1
L]
]
i —
o o - o O — O e
o - @ o ~ - O
- o ™ o — O -
o O - ~ — O e
— M
i 1}
= =

=R

M3=M4=M5

BAI TAP
1. Dung giai thuat Dijkstra tim dudng ngén nhat tir dinh A dén

10

~
Hel
w
o]
w
»pda
=
e §
“«0
i~
(5]
e
[}
=
«u
I
-
- -
_.m.._..
=
fle]
o
o
3
N
—
v o

12

10

c)
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d)

2. Cho dé thi: 8

a) Tim dudng ngén nhat tir A dén Z

b) Tim dudng ngén nhat tit A d€n Z ¢6 chda canh HG .
¢) Tim dudng ngin nhat tit A dén Z c6 chia dinh K.

d) Tim dudng ngin nhat tir A dén Z co chita canh 1J

3. Tim dudng ngdn nhat tir B d&€n cdc dinh khéc cia do thi cé
ma tran trong sé la (cac 6 trong la «):
a)

"ABCDEFG

2 4
1 4 2
2

[ S T N
(o]
[ ]
S -

Q=R gOawW >
(&

94



b)

ABCDEFGH

[ S I <V R o

T gOw R

c)

D P E g 0w

|2

4. Cho d6 thi sau:

ABCDEFGHIJ K LMNP

5 8 7
5 4

TZZ2ORY "D OoOEEOO® >

2 2 2 4 i

BCD EFG H
12 13]

B
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a) Tim dudng ngén nhat tir A dén P.
b) Tim dudng ngédn nh4t tir A dén P di qua dinh 1.

5. Goi Wy la ma tran xdy dung duge & budc k theo gidi thuat
Floyd (1 <k <n).

a) Ching minh réing néu trén hang k (cjt k) cia Wy ¢6 phén tu
biing » thi c4t (hang) chifa phdn tit d6 trong 2 ma tran wy_; va
Wy g16'ng hét nhau. ;

6. Ap dung giai thuat Floyd vao céc dé thi sau dé tim W* va P*:
a)

b)

c)
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d)

>
o

moO oW >
w o A

e)

o EOOW e
—
o
I

-1 oo O3

—
o W

7. Tim mgt phan thi du ching t6 chiéu ddo cia dinh li 5.2.1 sai.

8. Tim m{t thi dy ching té dinh li 5.2.1 sai néu khéng c6 diéu
kién trong sd tdt cd cdc canh clia d6 thi déu > 0. Suy ra rang
gidi thuat Dijkstra khong dp dung duge cho nhitng d8 thi c6

trong s& bit ki.

9. Tim ma trin kha lién R ctia dé thi c6 ma tran lién két sau:

00

M=

o O O C

0
0
1
0

0

- O O O
= o o O

1

0]
|

0
0
0

-
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