Réponse forc €e a une excitation quelconque

Principe de superposition
mx+cx+k x=f(t)
Cl. x(0)=x,, x(0)=x,

Equation du mouvement
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Réponse forc €e a une excitation quelconque (2)

Réponse a une excitation periodique
f (1)t

ANVANVANN
Y

¥
f(t):%ao+é_ (aIO cospw; t+b, sinpw; t)

p=1

T =2p/wy

avec les coefficients
2 J a
ap:?Qf(t)cosprt at P=012,...

2 T .
b=—q f()snpw, t dt Pp=12,...

T
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Réponse forc €e a une excitation quelconque (3)
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Réponse forc ée a une excitation quelconque (4)

Autre représentation de la série de Fourier

f — A ég iprtl:I
(t)—Ae_é_a A e Y
€p=0 u

_2 W -1 pwyt —
avec Ap_?Qf(t)e dt P=012,...

D 'ou la réponse

. es - u
X(t) =Aegd H(pw;) A, €™
€p=0 — u
\ 1 1
FRF. H(pw,)= .
L@ P
e Wo @ Wo
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Réponse forc ee a une excitation quelconque (5)

En termes de valeurs quadratigues moyennes,

on obtient :
2
— 1 T 1 788 § - 0
fe==@Q f°(t)dt== A cAe e P"ts dt
T QA= Qg A e

Tous calculs faits, on a

- ¥ L ¥
7=58/Af et K= AH,AS
p=0—— p=0 ~ — .

! !

contribution de la frequence P Wy
a | ’excitation ou a la réponse
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Réponse forc €e a une excitation quelconque (6)

13

Valeur quadratiqgue moyenne : f? 5 aO‘Ap‘Z
o

Représentation dans le plan frequentiel

A 1.2 14
AN — Gf(W)zéé‘Ap‘zd(W_ pw,)
—\AZ\Z 1 | p=0
tiAf ? SAT L pensite -
) ‘ 2 Densité de puissance
| . spectrale de | 'excitation

W 2w AN,
—F ¥
et par conséquent  f°=Q) G, (W) dw

De méme

¥
G.w)=>8H," A dlw- pw;)| et x*=QG,(w)dn
p=0
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Réponse forc ée a une excitation quelconque (7)

Réponse a une excitation transitoire

>

¢ (1)

f (1)

to]

Décomposition en Décomposition en
Impulsions élémentaires échelons élémentaires
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Réponse forc ee a une excitation quelconque (8)

Calcul de la réponse a une impulsion
X

: — tm=tdpy O
| = Ig — f,od(t
= Y )~ fod®
gt
Equation du mouvement mxX+cx+kx=f,d(t)

C.l. x(0)=0, x(0)=0
Par intégration et passage a la limite pour Dt® 0
im o lim eXdt+ lim & kxdt=f, lim & d(t) d
lim @ deHWHDWt_ o lIM @ d(1) dt

[ =0 =0 1
m x(0+)|  par continuité du deplacement f
0
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Réponse forc €e a une excitation quelconque (9)

D 'ou | 'éguation du mouvement devient

mX+c>‘<+kx mx+c x+k x =0)

x(0)=0, x(0) =0 x(0) =0,

f _ .
0 g *"dnw, t

mw,

Solution X(t) =

Réponse impulsionnelle (f, =1)

AN

' e ldnw,t t>0
h(t) = mw, ‘

A

0 tE£O
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(10)

Calcul de la réponse a une excitation quelconque
par superposition de réponses impulsionnelles
Excitation Réponse
d(t) « h(t)
d(t-t) « h(t-t)
f@E)Dt d(t-t) « f{)Dt h(t-t)
ft)=8 ft)Dtd(t-t) « x(t)=g f@)Dt h(t-t)

!

f(t) 4
Iy X(t) = lim g f(t)h(t-t)Dt
(t)
SREN RN n
f@Of .t [ x)=Qf)h(t-t)dt
< L > D1
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(11)
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(12)

Calcul de la réponse a un échelon

X f(1
C EAN
| f(t)=1,
I m > fo
k L
Equation du mouvement mx+cx+kx=1f, t>0

C.I. x(0)=0, x(0)=0

. f ew .
Solution  x(t) :—OgL- g Wo! 8%oswd t+ Inw, t 99

e
K & e J1- e? %%
Réponse indicielle
11 e . 00)
| — gnw,t=— t>0
g(t) =ik & J1- e? ° oo
1 0 tE£OQ

- g Mot g%oswd t+
e
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Réponse forc €e a une excitation quelconque(13)

Calcul de la réponse a une excitation quelcongue
par superposition de réponses indicielles

Af(t
(1) ¢Df(t) Excitation Réponse
/ s ult) « g(t)
--------------- : t ut-t) « g(t-t)
U LDt " Dft)u(t-t) « Df@)g(t-t)

f(O)+aDiE)ut-t) « f(O)gt)+a Dft)g(t-t)

= x®=f(© g+ lim § Dit)g(t-t) Dt
Dt

«df (t)

g(t-t)dt

XO=TQa0+Q g
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(14)

adf (t)

x(t) = f(0) g(t) + QT g(t-t)dt

X = FO90+[F0) gt Ol + G ) D o

f(t)-f ()
=0

t
Pour rappel | X()=Qf()h(t-t)adt
RépoNse dg Déri,vée de
. . h(t)=—2  laréponse
Impulsionnelle dt
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(15)

Calcul de la réponse a une excitation quelcongue
par transformee de Fourier

Définition de la transformée de Fourier

¥ .
Excitation |[F(Ww)= (‘3 f(t)e™" dt

()= STEw)e™ dw
2p Q,

¥ .
Réponse | X(w)= (‘3 x(t) e'™" dt

X(t) =21p c‘fX(w) " dw

L X (W) = Hw) F(w)
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Réponse forc €e a une excitation quelconque(16)

Plan temporel

Entrée Systeme Sortie

f (1) h(t) x(t) = df (t)h(t-t)dt
Entrée Systeme Sortie

F(w) H(w) X (W) = H(w) F(w)

Plan frequentiel

— 1 N iwt
> h(t)—ZQH(W)e dw
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(17)

Réponse spectrale

Objectif : évaluer la réponse a partir de réponses
précalculées pour certaines formes d ’excitation
predéfinies

Soit mx+cx+k x= f(t)

F
Posons f(t)=F,f (t) et Xs ?O
facteur de réponse & X o
. n(w,,e)= max ¢
dynamique o<t<¥ &x__ g

avec x(t):éf(t)h(t-t)dt
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(18)

Exemples : Impact d 'un projectile sur une structure
(ex : oiseau sur un avion, ...)

Mise en charge
rapide

[ |
-
[
=
-
.
=

Transport de matériel
(camion,train, bateau, ...)

Différents types
d 'impulsion etc.
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(19)

Cas de | 'impulsion rectangulaire

F, si O<t<t,
0

|
f(t)=ji
(t) % sinon

____JI _____ .r____

tl
Réponse a un échelon

F _ew, e . 60
X (t) :fgf[- e té%oswd t+WS‘”Wd t;g

Réponse a | 'impulsion rectangulaire

@_1 () si O<t£t,
1%, () 5 X, (t- 1) si t>t,

________
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(20)

Cas non amorti

: Fo (1- cosw, t) si O<tf£t,
X)) =1
%f(cosw (t- t,)- cosw,t) si t>t,
S 1 1- cosw, t si O<tE£t
:>n:§—+ = max W, t, . &t-tlg Si t>t
e Nstat Bhax 0 ﬂ 1

1- cosw,t, pour w,t £p
2 pour w,t, >p
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Réponse forc ée a une excitation quelconque(21)

Spectre de reponse

2 E n
n,
p >
Contra_mte — Contrainte
dynamique = 2 X _
' statique
maximum
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