Systemes a 2 ddl

Systeme a 2 d.d.l. non amorti

q, q
AV A%
kl rnl k2 rnz k3
) )

Energie potentielle : V = % k, o +% K, (0, - 0)° +% e
1
Energie cinétique : =5 m, ¢; - mz ok

Equations de Lagrange

dae‘HL ‘HL . .
= F =12 ou L=T-V

Forces géneralisées
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Systemes a 2 ddI (2)

D 'ou le systeme d 'equations

] @ ol Ch g, = f,(t)
i d, ol d, = T,(1)
*_,
&
&0

O¢( K, +k, -k, ¢ 10,0
M = 3 K = gkl 2 2 3 q= Ch U
m, e - kz k2'|'k3u I%%
Matrice Matrice Vecteur
de masse de raideur des d.d.l.

Equation du mouvement sous forme matricielle
M4g+Kq=Ft)

Centre EMMC, le 9 Aot 2004 < Tuan.Ledinh@vnuhcm.edu.vn > Systemes a 2 ddl 2



Systemes a 2 ddl (3)

Exemple : poutre encastrée-libre (m, ¢, E )

g/ 2 g/ 2 Déformée ¢
r | fh | g élastique
m¢/4amej4ame/4 meja L
/ , 2
/ \Aql \qu y:Px f:Px
"‘ K, | 3EI 2E |
03 Ve
m2 a11: a22 =
—m€/2 =m//4 24 E | 3E3I
Modeéle a 2 d.d.l. a, = yaéo o ! _ 5/
o5 S5 2 48E
M = m¢é Oy KL= eall aiz K_48E| él16 - 5

4 g) 1U gazl 22U _7735 28
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Systemes a 2 ddl (4)

Fréguences et modes propres
du systeme non amorti

Equation homogeéne Mg+Kg=0 (1)

Cherchons une solution de type synchrone
q(t) =f (1) x

Par substitution dans (1), ona K X : M X

Indépendant du temps = |

Pour que la solution soit physiguement acceptable,
il fautque | £0 soit | =-w?

— f+w?f =0 et (K-w?M)x=0
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Systemes a 2 ddl (5)

Partie temporelle |f +w*f =0

_ : Réponse harmonique
Solution |f =Acoswt+Bsnwt de pulsation w

_ _ 5 ~ Equation aux
Partie spatiale (K -w™ M )X =0} valeurs propres

Solution non triviale (x* 0) dtrdK - w? M‘ =0

Polyndme du second degré enw 2 —) 2 racines

w, et W, — fréquences propres
Xqy €t X modes propres
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Systemes a 2 ddl (6)

En résumé

a %
wyyyw
S I L 5
@) @)

Equation du mouvement (M g+Kqg=0

Solution de la forme d(t) =f (t) X
w, U X )

avec 2 racines -~
W, U X

d 'ou la solution générale

g =(A cosw, t+B, sinw, t)x,, + (A, cosw, t +B, sinw, t)X,,,

ou A,B,, A,B, dépendent des conditions initiales.
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Systemes a 2 ddl

(7)

Exemple : systéme masses-ressorts

o
~——>
5 k
m 2m
R
k
~én 0y &k - Kky
M=a a =@ (
eO 2mu e—k 3ku

. e
u T
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o
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Systemes a 2 ddl

(8)

Exemple : systeme en torsion

1| [ C 2
8, 1
: = k@~ a.)
Matrices de masse et de raideur
_¢ 0 ek -k
&0 1, &k ki

Solution
) w,=0 « X4

_>_ —_—

g —> mode rigide

2) W, = k(|1+|2) « X ::’ oy
i I1|2 @ T'Il/lzg
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Systemes a 2 ddl (9)
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Systemes a 2 ddI (10)

Transformation de coordonnées
Couplage entre degrés de liberté

X, A s Choix des d.d.I.
1 e
ol 1) %, %, 2) X,Q
S ek, T=rme+lag?
----- 2 _2 c Y
_1 o 2
V—§k1x1+ K, X5
Relations entre les d.d.l. 1 bx +aXx,
i X =X-aq | 4
i ou |
1%, =x+bg 'I'q _ %%
T 4
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Systemes a 2 ddI (11)

X
’
Choix 1) Ge % .

1emb2+J |Xu ekl OU|Xu
28 4

couplage inertiel
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Systemes a 2 ddI (12)

X
t Wm,JG
Choix 2) Gb—q -
3. -k
1 a o)
T == 2+~ ] 2 g
Lyt +2 3,0 t g ﬂ
1

em Ouixyg é Ktk UIXU
80" 3.8l " &  at+k, b g)

couplage par raideur
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Systemes a 2 ddI (13)

Le phénomene de battement

T="me (G +d)

1
Y @Zkaz @,-a,)

(faibles amplitudes) +% mg/ (qf +CI22)

Equation aux

2 2 2 2
fréquences propres mgf+ka®-wimit=+ka

. i 1{]
Solution 1) w, = 9« x,=ix
P ™ 711
_lg_,ka _i1lu
2) W, = |Z+2— — « X, =
) W, \/z m (2 @ =1 1
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Systemes a 2 ddl (14)

Réponse a des conditions initiales

d.(0) =q,| et q,(0) :ql(o) :qz(o) =0
Solution générale

19,(t) 0 _
qu(t)g

Apres application des C.I.

(A cosw, t+ B, sinw, t)\lu +(A, cosw, t+ B, sinw, t) ' 1d
11 -5

ql(t)_ 5 %o (cosw, t +cosw, t) =q, cos% cosw_ t

q,(t) = %qo (cosw, t- cosw, t) =q, sin% sinw,_ t
_Wl +W2

W, = = frequence moyenne

ou
Dw=w, - w, = fréquence de battement
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Systemes a 2 ddl

(15)

T=_2P

= période du battement
Dw/ 2

o (t) |

HAVAUAG

0 1 2 9 10

HON

0 AN/
WAV AUA

0 1 2

eéchange périodique d ’énergie entre les d.d.l.
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Systemes a 2 ddI (16)

Réponse forcée du systeme amorti
C, h % g

I

I

m,

C,

|

ul
A

K,

Energie potentielle : V = % k, o +% k, (0, - o) + ; ks O

. 1 1
Energie cinétique : T =5 m, ¢ +§ m, ¢,

Hypothese de Rayleigh : fonction de dissipation :

1 1 1
:§C1q12+§(32 (¢, - q1)2+§C3 a,
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Systemes a 2 ddl (17)

Equations de Lagrange du systéme conservatif
daT O &&T O
o, bra 3 b

Equations de Lagrange du systeme dissipatif

d &[T O_eeT 6, v 0
at§la, 5 10,5 éﬂq,'

=F.(1) (j=12)

=F M) (i=12)
fonction de dissipation

Equation du mouvement sous forme matricielle
Ma+Cqg+Kg=F(t)

érnl Ol:l eC+C 'C2 u ék1+k2 'k2 u
z f e U é U
80 mzH e -G C2+C3U e - kz k2'|'k3u
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Systemes a 2 ddl (18)

Vibrations libres du systeme amorti
Mg+Cqg+K g=0

Solution générale q=xe'"

—> probleme aux valeurs propres
ékll-l_I Cll-l_lzrnll k12+| C12+|2ran
g<12+I C12+|2rn.L2 k22+I C22-|_|2I'T]22

Ui X o _
al y=0
ul ng
Dans le cas d 'un amortissement faible, on montre
gue si dtm |C| > 0, on a 4 solutions de la forme :

|, ] . ¥ .

1':-rqilwlft et ?’u:-mzilwg m,m >0

IR R

auxquelles correspondent des modes complexes
conjugueés.
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Systemes a 2 ddI (19)

Cas de | 'amortissement proportionnel

Hypothése |[C=aK+bM| = c¢,=ak,+bm,

L 'equation aux valeurs propres devient

diral )y + (b1 +1%)m, (L+al)k,+(b 1 +1%)m 00 _
g(1+a|)k12+(b| +|2)rn_L2 (1+a|)k22+(b| +I )mz H,:\XZK
. bl +17? .
Sion pose m= , on obtient
1+a l

ék11+mrn_Ll k12"'mn‘112U|X1U
&, +mm, kg, +mmlx )

dont les solutions correspondent a celles du systeme
conservatif associé m=-w (j=12)
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Systemes a 2 ddl (20)

d 'ou la correspondance avec les racines du systeme
conservatif associé

1Z+(b+aw?)l  +w?=0 (j=12)

gue | 'on peut mettre sous la forme

w |l +w?=0 (j=12)

Facteur d 'amortissement modal
(par analogie avec le systeme a 1 d.d.l.)

On calcule donc :

1) les racines complexes || , =-e, w, xiw, /1- ¢

2) les modes propres Xq) et X, sont ceux du
systeme conservatif
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Systemes a 2 ddl (21)

Réponse forcée a une excitation
harmonique f; T

Equation du mouvement Solution de la forme

flueiwt g :\:, Xli,]eiwt —x @ Wt
fz% TXZ%
= (WM +iwC+K)xg" =f g

:>X:K W|\/|+IWC)f =

_/

Mq+Cq+Kq:féM:i
|

X =H(w) f

H(W) = Matrice des F.R.F j
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Systemes a 2 ddI (22)

Cas non amorti

H(W) — ékn - w* m, k12 - w* mlzg
gklz - W2 m, k22 B W2 mzzH
—_ 1 e k22 - W2 m,, - k12 +W2 mlzu
= , 7 \ é e
mllmzz(wz'wlz)(wz'wzz)é'k12+W2mlz k11'W2 m, H
H, (w)t
w,, = frequence d ’antiresonance
our le d.d.l.
LW, i K
Wy W,

w, ,w, = frequences de résonance
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Systemes a 2 ddI (23)

Les amortisseurs dynamiqgues de
vibration non dissipatifs

Cli m, } amortisseur d ' L
ynamique W,
k, = m,
: 2
0, F, sinw t
i m, i systéeme primaire
-k
K, n m,
/
Equations du mouvement
eml OU|Q1U &, +k, -kuiq F, sinw t]

u
eomz %%ek sz
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Systemes a 2 ddI (24)
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Systemes a 2 ddI (25)

qi Posons g =Xxsnwt
" Amplitudes de réponse :
,

- K, -w2m,)F
af [, | [Rsnw Xl:gtingv_vnﬁ)ml

X. = k2 Fl
kl% ’ dtm‘K - w? M‘

— (kz'wz,mz)Fl .
= T k- wim) (- wim)- K2

L ‘"amortisseur dynamique |, _ ks, —w
agit a la fréquence m °

F
Onaalors X =0 et xzz-k_1
2
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Systemes a 2 ddI (26)

F
Posons mM="2 et Xq =+ W2
m Ky 1-
= X, =X Wa
1~ . .
8 w2 w’oE wio  w]
\ €5 2 GLtm 5= 2 G oMo 5
systeme modifie e W, W g W.g W
Xl 14 ! ! ! N - - -
X, . Il systeme initial
1 |
s [ i | |
6 VARV L 'amortisseur dynamique
4 / | \ | /\( \\ dédouble la fréquence de
= \:/ ~  résonance du systeme initial
L ww,

efficacité pour une seule frequence
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Systemes a 2 ddl (27)

Dédoublement de frequences en fonction de la
masse additionnelle

Cas w,=w,_

e m_ nY O
w? =w? gl —+. m+—3
2 4 ;
AW/
15
R o i bl 125
! o RS CPUUNR USRS -8
> , K
0 1 2 3 4 S -
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Systemes a 2 ddI (28)

Exemple

Amortisseur dynamique
de lignes électriques

attaches

‘-_'_'-: hh-_._——

Joint en ZI\/Iasse de
caoutchouc | 'amortisseur

Centre EMMC, le 9 Ao(t 2004 < Tuan.Ledinh@vnuhcm.edu.vn >

Montage d ’essais de
caractérisation vibratoire

accelérometre capteur

Pot d 'excitation
électro-dynamique
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Systemes a 2 ddI (29)

Amortisseurs dynamiqgues dissipatifs

qi m

" § Lo Solution dg la forme
25T | q=xsnwt
qi iFl sinw t
m l
Les amplitudes complexes de
Ky la réponse sont solutions de
& +k-w'm +iwe - (k,+iwc) ubay iR
& - (k,+iwc) k2-W2mz+iWCHTX2[\§ TOE

9 _ (k, - w2 m,) +w? ¢?
10 ((kl'W2 ml)(kz'w2 mz)' W2n12k2) tw’ ¢’ (kl'Wzml'W2 mz)2

G
eF
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Systemes a 2 ddl (30)

Sous forme non dimensionnelle

F
2 z— ;x:—l;
\/ K

a:%; ="
Wn Wn
e, O @2-b?f+(2zab)

gg; _(1- b?)@@?- b?)-a?b?m+(2zab)’ (1- b%- b m)

2
— 12 = f(a,b,mz)
eXs g
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Systemes a 2 ddI (31)

amortisseur

o . — une seule masse (m+
non dissipatif (my+m,)

=0 @ =¥

16

z=0.1

1A
\
\.

B 7 H
B / B kY
7 H
4 i :
H TN
7 % B ~ \ -,
® L 7 y i N N -
- B s o
2= N
= B ~3 ~ -
S

| b :.W/Wn.
Existence de deux points fixes P et Q indépendants de z

=

0.6 07 0.8 0.9
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Systemes a 2 ddI (32)

2

Pour rappel 8%9 =f(a,b,mz)
eXs @
Objectif

1. Recherche des points P et Q
(Lo =l P
1 st 0 1 st ¥ b2 point Q

= (%/%X¢)p et (X/Xg), en fonction de a et m

b, pointP

2. Réglage optimal (P et Q de méme ordonnee)
(%/%g)p = (%/Xg), = @ en fonction de m
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Systemes a 2 ddl (33)

3. Dissipation optimale (P et Q maxima de reponse)

N R (Y
o 4., b= g,
8 z=01z =¥
X, T
g7 ;
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Systemes a 2 ddl

(34)

Amortisseur dynamigue en torsion

Carter solidaire . | Configuration

de | 'arbre

optimale

. i » Inertie secondaire

Inertie principale

1> film d ’huile

(arbre) —» ressort
Carter solidaire . | Couplage
de | 'arbre par viscosité

Inertie principale
(arbre)

» |nertie secondaire
1> film d 'huile
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k= e
my

3

WA 3 HE S
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Systemes a 2 ddl (35)

Exemple de réalisation d 'Tamortisseurs
dynamiques pour systemes en rotation

Amortisseur de Houdaille Amortisseur de Lanchester

(couplage par viscosité) (couplage par frottement sec)
dlsque d'inﬁ;tie C“Sque  ?iq
t m=— disque
7 PR » matériau de
moyeu i e

b= j\ friction (Ferodo)

o T—

~— moyeu

extrémité /

du vilebrequin

—

+’ couronne

itk ressort de
précontrainte

couronne
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