Systemes a plusieurs ddl

Cas geneéeral des oscillations libres
d 'un systeme discret

Energie potentielle : V=0 a | 'équilibore ——

Position d 'équilibre stable

V(06 )? ©
,:\ Choix:ql — q2 = ... = qn =0 él'éqUIIIbre

—> L ’équilibre correspond a un minimum de V

E!:O en =0

fig
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Systemes a plusieurs ddl (2)

Développement de V(qg) en série de Taylor au
voisinage de la configuration d 'équilibre stable

linéarisation
& &V ¢ ¢ &IV o 3
V(a)=V )+ané g+ aa ¢ = |0 9,+0
/O/ rzlg U &-o 2 5 s |l ﬂqsﬂFo ( )
=0 =0 _
par définition = Kis
188 - _1 3
—) V(q)_éaa krsqr qs soit V_Eq Kq 0
r=1 s=1

On endéduit k.=k, P K'=K

La matrice de raideur K est symétrique et semi-definie
positive.
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Systemes a plusieurs ddl (3)

De la méme maniere, on peut linéariser | 'énergie
cinétique sous la forme

d & . 1
T=>Aam.qq st T=24"Mq > 0

2 r=1 s=1

en supposant que le systeme ne comporte aucune
vitesse d 'entrainement.

La matrice de masse M est symétrigue et définie
positive.

L "application des equations de Lagrange donne les
équations d 'equilibre dynamigue sous la forme

Maq+Kqg=p(t)
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Systemes a plusieurs ddl (4)

Exemple d 'un systeme a N d.d.l. :
la chailne en torsion

Equations de Lagrange Couple extérieur sur le disque i

T-OULTV

+ ki-1( | q| 1 q|+1 i : [

:> qu.i_ki—lqil (k|1+k)q k|qi+1:-|-i
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Systemes a plusieurs ddl (5)

disquei: I CI, - Ki_y qi-1+(ki-l+ki)qi - ki Qi =T,
= Mg+K qg=p(t)

¢l, 0 0 Ou 10 P hi

€0 1, o oU 10,1 ITz t
M=€é" %2 G q=i.y p)=j

80 0 . 04 7 LY

€0 o0 o0 I.H tdyp tTub

6 k -k, 0 0 0

g-\kl k, +K, -k, 0 0 3
K=¢ 0 -k 0

g 0 O Kn-1 * Ky _kN—l\\H

8 O 0 0 -k, K, 0
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Systemes a plusieurs ddl (7)

Vibrations libres
Mg+Kqgq=0
Recherchons une solution de la forme

q=xf(t)  (mouvement synchrone)

" f
Par substitution MX-—-—=-K X
_ X' Kx| _ W
= X' M x
>0
iIndépendant
du temps

w?M X =K X
—>  On doit donc réaliser

—> — N —

f +w?f =0
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Systemes a plusieurs ddl (8)

_ i WM x =K x
Solution de 1 ¢
|

+w*f =0
Partie spatiale :
(K -w2M)x =0 (équation aux valeurs propres)

—» n frequences propres (valeurs propres) solutions du
polyndbme caractéristique

dtmK - w?M| =0 = OfW, £w, £---£W,

auxquelles on associe n modes propres

(vecteurs propres) obtenus en résolvant @
le systeme homogene

K-w’M)x, =0 (i=1..,n) = Xg Xq X
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Systemes a plusieurs ddl (9)

Partie temporelle :

A chacune des solutions propres w;, X

correspond une composante harmonigque solution de :
fo+w’f. =0

a savoir : |F;(t) = A cosw, t+B, sinw, t

d 'ou la solution générale de | 'éguation homogene

q(t) = & (A cosw, t+B, sinw, t)x,

=1
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Systemes a plusieurs dd| (10)

Exemple : systeme en torsion a 3 d.d.l.

J J J
K M k
Am 4 m

ek -k 0 & 0 O
K=k 2k -kU M=% J oY
e u e u
80 -k kg 80 0 Jj
k-w?J - k 0
dmK -w?*M|= | -k 2k-w?J -k |=0
0 - k K-w?J
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Systemes a plusieurs dd| (12)

Solutions : [

110
1) w,=0 et x(l):_l'_l_'g, 11 i }

11h
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Systemes a plusieurs ddl (13)

Exemple : plague circulaire encastrée au centre

A

Mode a 2 diametres nodaux Modeéele éléments finis
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Systemes a plusieurs dd| (14)

Relations d 'orthogonalité

Les solutions propres du systeme a nd.d.

w, £ W, £ - £ W

Xy + X2 » 0 X

vérifient | ‘’équation d 'équilibre dynamique

(K-w?M)x, =0 (i=1...,n)

. )
modei: X' KXg =w X5 M X,

. T —\ps2
mode j:  Xi KX =W X" M X

par différence :  (w?- w?)x7, M x, =0
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Systemes a plusieurs dd| (15)

Pour des modes distincts 1% ] et si w; 1w,

on déduit xg) Mx,, =0 et xg) KX, =0

Les modes propres sont orthogonaux entre eux dans

la métrigue des matrices de masse et de raideur.

I Xo M X =m) masse généralisée
f X K Xg =0,) raideur généralisée

_ o du mode |
Relations d 'orthogonalité

-
X..MX,..=md. .

OO TN e (9 =w?
m

T —
Xy K X(jy =9; d;
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Systemes a plusieurs dd| (16)

Signification physique des relations
d 'orthogonalité

X @] M xg=0

déplacement distribution des forces
dans le mode i d ’'inertie du mode |

Exemple d 'une poutre bi-encastree

g g distribution des forces d'inertie
s/}g
g/\ mode 2
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Systemes a plusieurs dd| (17)

Méthodes numeriques de resolution
du probleme aux valeurs propres

Probléme a résoudre : K x=w? M X

| W, £ W, £ o £ W,
Solutions propres : |

I X+ X o+ 0 X
Difficultés rencontrées

e Taille du systeme (methode des éléments finis —»
modeles jusqu 'a 100.000 d.d.l et plus);

e frequences propres voisines ou confondues;
e population de K et M ;

e extraction de modes rigides.
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Systemes a plusieurs ddl (18)

Type de méthodes numeriques disponibles

e Développement de | 'equation caractéristique
(uniguement pour un petit nombre de d.d.l.).

e Calcul du déterminant |K-mM | pour différentes
valeurs de met localisation des frequences propres
par approximations successives; calcul aise si les
matrices K et M sont tri-diagonales.

e Transformations successives du systeme sous la
forme standard A x = | x a une forme tri-diagonale.

e |téeration sur les vecteurs propres par la methode de
la puissance K x.,, = M X, (méthode tres utilisee).

— extraction du spectre basses fréguences.
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Systemes a plusieurs dd| (19)

Le quotient de Rayleigh

Equation aux valeurs propres : K Xx=w? M x

x'Kx _
- =W
X M X

Par définition : |R(X) =

Propriété de stationnarite :

= le quotient de Rayleigh admet un minimum absolu
pour x = X, et ce minimum absolu est égal a la
valeur propre correspondante w,?;

 a une erreur du ler ordre sur le mode Xy
correspond une erreur du 2éme ordre sur w,.
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Systemes a plusieurs dd| (20)

Calcul par superposition modale de la
reponse a une excitation extérieure

1 Mg+Kqg=p(t)

Soit le systeme |

1 9(0)=0a,; a(0)=q,
o

Réponse : q(t)=a h.(t)x,
r=1 y modes propres

coordonnees modales

Facteur de participation

Equations normales du systeme du mode K a la charge

\:,h.k+Wk2hk:Fk(t) (k:]-’-“!n) Ol\J Ii (t):X-(rk)p
i h(0)=h,,; h.(0)=h,, ‘ ),
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Systemes a plusieurs dd| (21)

En résume : systeme a n degres de liberté
k7

K VWA m,
K, k3 k8 $k9
m,

MW~ WA m,
L

MWW~ ---etc
| k4 )
|
— n oscillateurs a 1 degré de liberte
m m, m T,
o 0. - 0 - z0
W, Xy Wy Xy W) Xy W5 Xy
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Systemes a plusieurs dd| (22)

Réponse du systeme non amorti
a une excitation harmonique

Soit M {g+K g=p(t)=scosw t

La reponse forcee du systeme est harmonique
g =X COoSw t

— (K-w?M)x=s = x= {(K-W2 M)ﬂ S
= H(w) (matrice de FRF)

Décomposition spectrale de H(w)

n
. p o
Exprimons la réponse sous la forme x=g a, x,
r=1
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Systemes a plusieurs dd| (23)

n
Des relations (K - w? M)x =s et x=ga, X(n)
n r=1
ondéduit: (K-w?M)3a, x, =s

r=1

n n
2 2 2 —
= aa, Xg'KXn-aa, w xg"M X, =x"s

r=1 \ ~ J r=1 N\ ~ J
gr dI’S m dI’S
T T
X/, S 4 X\ S
: _ (r) _2 (r)
soit a,=——>——5y — X=Qa 2 o2) X
m(wr-w) r=1 m(wr-w)
et par consequent — matrice des F.R.F.
n T T
_8 XX o Xn X
X=a ( 5 2‘)5':> H(W):a oy 2
= MW - W =1 m(\Nr—W)
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Systemes a plusieurs dd| (24)

Représentation d 'un coefficient de la matrice des
F.R.F.

3 X,y X

H(W) =a _(r)2 (r) -

r=1 m (Wr - W )

.. fl ) D
coefficient  a; (w) :é_ (r),l2 (r),Jz_
r=1 m (Wr - W )

2
6‘ X(r)l

coefficient principal a. (W)=Q

—> Un coefficient d 'influence dynamique principal
est toujours une fonction croissante de w?
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Systemes a plusieurs dd| (25)

n X2
_ X2 (r),
a'n (W) - a. [ 2 2
=1 M) (Wr - W , , .
frequences d 'anti-résonance
A
a; (w)

. " 7

fréquences de résonance
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Systemes a plusieurs dd| (26)

Réponse du systeme amorti a une
excitation harmonique

La reponse forcee du systeme est harmonique
q =¥ eiwt

— (K-w?M+iwC)x=s —  X=H(w)s

Hw)= (K -W° M +iw C)_1 H(w) = matrice de FRF

Décomposition spectrale de H(w)

n

- 7 o
Exprimons la reponse sous la forme x=ga, X,
r=1
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Systemes a plusieurs dd| (27)

Par substitution dans | 'équation d 'équilibre, on a :

n
2 2 - o T LT
m (WS - W )as+|w Aas X CXiy =X S
r=1
Hypothése : C dy
T — —

v
pourcentage d 'amortissement modal

T

soit a, =— : \
" mWw2-w?+2ie w, w)

—> matrice des F.R.F.

¢ ' _ 2 X Xt
et par conséquent Hw)=g S I \
om Wy - w+2ie, w, w)
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Systemes a plusieurs dd| (28)

Choix particulier de la matrice d 'Tamortissement

C=aK+b M| (hypothése d’amortissement diagonal)

auquel cas X CX(J) =a X(.) K Xy +b X M x,

. g VI
2e,w, md; g; d; m dij
et par conséquent € = : 8% W, + 09
2 W; g
m m m,
glil“l giﬁlq gé_,_lljcn
W, €5 Xy Wi; €)X, W5 €. X
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Systemes a plusieurs dd| (29)

Exemple du calcul de la réponse harmonique
d 'un systeme faiblement amorti

p(t) = F cosw t " k=10"N/m
Fwwl ™ lwwl m *gt| m=1ke
— cC=20N"s/m
G, &, © F=1N

Equations du mouvement du systeme

&l ou|q1u &0 Ou|q1u+62104 - 10*0] 0, ¢ _j cosw t)

|
o 1a,} & 20flq,p & 10° 21o4u.q2?£‘% 0 b
—— N ~

M C K
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Systemes a plusieurs ddl (30)

Solutions propres du systeme amorti
Posons Qgq=ze” = (K +pC+p’ M)z:O

&10* + p? - 10 0 Z,0

soit
10 210*+20 p+ p? Tz%

MD:(D>

Valeurs propres et vecteurs propres complexes :

} 0.98996+ 0.09962i |

i 1 b
. ;

- 0.98+0.1718 |}§

1) p,=100.09(- 0.05%i)  Zg s

2) P, =172.66(- 0.029%1) Z 4 I

— la partie imaginaire du mode propre supprime
le caractere synchrone de la solution.
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Systemes a plusieurs ddl (32)

Solutions propres du systeme conservatif

é210" - w”? - 10* Ui
(K-WZM)X:O - . . 2L'<|:, l’I:O
& -10°  210°- wlHixp
Solutions : 1) w, =100rad/s Xy =11 1
2) w,=1732rad/s  xp ={1 -1
masses généralisées : m=m, =2

Calcul des pourcentages d 'amortissement critigue

C X )
e = *o CXo -2 —005 |
2W m 2 100" 2 amortissement
faible
C X
e, = X X 20 =0.0289 |

2w, m, 27 173.2" 2
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Systemes a plusieurs ddl (33)

Construction d 'une matrice d 'amortissement

diagonal
Soit C =a K+b M avec a et b solutions de :

1ee b O 1ee bo
&= c@aw+—— et = gaw
2e Wi g 22
él0 Oy
a=0 et b=10 C = A
:> = €0 10H
d 'ou le systeme modifie
" F coswt ) K
‘W "
m m
Lj— W d—m
c/?2 O Q c/2
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Systemes a plusieurs ddl (34)

Calcul de la réponse du systeme amorti

Pour rappel : q(tf)=xcoswt avec X=H(w)f

. 0 X, \ X,
ot Hw)=3 —, 20 -
=1

m W2 -w?+2ie w, w)

2 2 -
, X4

X

o (2)2 _

mw2-w2+2iew,w) mWw2-w?+2ie,w,w)

— \:,Ch(t):HlCOS(Wt'fl)
TQ2(t):H2COS(Wt'f2)
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Systemes a plusieurs ddl (36)

, Diagramme de Bode Diagramme de Nyquist

amplitude N
H2
p A
f, phase
O >
f2
- P
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Systemes a plusieurs ddl (37)

Réponse forcée harmonique des
systemes en chaine

Propriete : un d.d.l. est connecte avec les d.d.l.
Immeédiatement voisins.

Application : systemes de transmission, arbres en

torsion.

.| cellule . cellule | ., ... | cellule | |
e L2 0 2,3 . J ON-I,N o
1 G, U 1 J, U | On-1 L :,qNU
| | | |
oX JoX [ Qu1p 1 Qup

Relation : 100 1 0.1 &— déplacement
%Qrg %QH%> effort conjugué

vecteur d 'état «— matrice de transfert
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Systemes a plusieurs ddl (38)

Méthode de Holzer-Tolle (chaines en torsion)

Disque rigide q,.. =0,
J Cr-l_Cr-I_‘Jq.:O
of
o @% soit, en régime harmonique
Cra Ly .
K Jqg d,.; =0,

Cr-l :W2 ‘J Qr +Cr
d 'ou la matrice de transfert du disque infiniment rigide

7 1 O\
T :9 l';l

| dm|T| =1
disque 8_ W2 J 1H ( ‘ ‘ )

Coefficient d 'influence g (WZ) -4 __ 1 filtre méc%nique
dynamique I C w2 J passe-bas
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Systemes a plusieurs ddl (39)

Arbre elastique

% T G
Gr-1 | Cr =k (qr - .. )
Cr-lﬂﬁ !

d 'ou la matrice de transfert de | 'arbre
Tarbre = él ]/kl;l
O 14
Disque rigide + arbre élastique
e |OIr 0_é 1 Ouél Vkaidg,.,{
C icp w2l 1H® 1lic.,

Q-1 o T o
T,
fl@@ !

(dtm|[T|=1)
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Systemes a plusieurs ddl (40)

Cas général : résolution par transfert

ang_ \:qnlg{ }lqlg
n,n-1 n,n-1 n In-2° 2 1
| C n 1 | C
= T(W?)
(matrice de transfert de la chaine)
10,0 _éT, ( ) TqC(Wz)l‘J‘l d, U

IC% eTc C%

Résolution d 'un probleme aux frequences propres

Conditions aux limites
e libre-libre : TeW?) =0 e encastré-libre : Tyq(W?) =0

- libre-encastré : T (W?) =0 e encastré-encastré : T . (w?) =0

—> recherche des zéros du polynéme.
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Systemes a plusieurs dd| (41)

Exemple du réducteur de vitesse

Ip """ ' | : Q, =- 1q
= Relations | ° t
quE 2 qu t C,a, =C,qy
= |
2 | ¢t Ou
Q Q qg = Tréduction - e 0 _t u
CZ’qZ ______ I _______ | € U
d

Matrice de transfert du réducteur
1 Ogelt opgé 1 Oy

e
T oen = & o '
réducteur 8_ W2 | 1H8 0 -t UQ_ W2 |IO 1H
— 1? L . Ou I qu
t&wi,+t2r,) ¢
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Systemes a plusieurs ddl (42)

Matrice de transfert de | 'ensemble

p
Ju— ; |
K
W) =1 |l%
arbre 2 k2 =
. QI qu
},qzl'):él ]/kzl;" C,,q, |
TC2% 0 1 H d
16 1 0ud vk ¢ 1 Ond
tg—W2(|d+t2|p) tZH 8[) 1H 8‘W2| 1H,:\Og

reducteur arbre 1 disque
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(43)

Systeme libre-libre

wW* w1l o
TCq(wz)zt—qug_e[- P w? 1l =0
e 1 9
k (I +t21
= w,=0 et WZ:\/l(eq )
| 1,
|
et | Schéma équivalent
Ekl 2
Qg ) I
Q /)ql k2 kltz
kzé — |
==
C,,q, :
2Hz lg =1y +t 21
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