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CHƯƠNG 2 

GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN BẰNG 
PHƯƠNG PHÁP SỐ 

2.1. GIỚI THIỆU. 
Nhiều hệ thống vật lý phức tạp được biểu diễn bởi phương trình vi phân nó không có thể giải 
chính xác bằng giải tích. Trong kỹ thuật, người ta thường sử dụng các giá trị thu được bằng 
việc giải gần đúng của các hệ phương trình vi phân bởi phương pháp số hóa. Theo cách đó, lời 
giải của phương trình vi phân đúng là một giai đoạn quan trọng trong giải tích số. 
Trong trường hợp tổng quát, thứ tự của việc làm tích phân số là quá trình từng bước chính xác 
chuổi giá trị cho mỗi biến phụ thuộc tương ứng với một giá trị của biến độc lập. Thường thủ 
tục là chọn giá trị của biến độc lập trong một khoảng cố định. Độ chính xác cho lời giải bởi tích 
phân số phụ thuộc cả hai phương pháp chọn và kích thước của khoảng giá trị. Một số phương 
pháp thường xuyên dùng được trình bày trong các mục sau đây. 

2.2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN BẰNG PHƯƠNG 
PHÁP SỐ. 

2.2.1 Phương pháp Euler: 
Cho phương trình vi phân bậc nhất. 
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Hình 2.1: Đồ thị của hàm số từ  
    bài giải phương trình vi phân 

 
 
 
 

x  
 
 
Khi x là biến độc lập và y là biến phụ thuộc, nghiệm phương trình (2.1) sẽ có dạng: 
y  = g(x,c)                                                                                                         (2.2) 
         Với c là hằng số đã được xác định từ lý thuyết trong điều kiện ban đầu. Đường cong miêu 
tả phương trình (2.2) được trình bày trong hình (2.1). Từ chỗ tiếp xúc với đường cong, đoạn 
ngắn có thể giả sử là một đoạn thẳng. Theo cách đó, tại mỗi điểm riêng biệt (x0,y0) trên đường 
cong, ta có: 

x
dx
dyy ∆≈∆

0

 

Với 
0dx

dy là độ dốc của đường cong tại điểm (x0,y0). Vì thế, ứng với giá trị ban đầu x0 và y0, giá 

trị mới của y có thể thu được từ lý thuyết là ∆x: 
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yyy ∆+= 01      hay    h
dx
dyyy

0
01 +=   (đặt h = ∆x) 

Khi ∆y là số gia của y tương ứng với một số gia của x. Tương tự, giá trị thứ hai của y có thể 
xác định như sau. 

h
dx
dyyy
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Khi ),( 11
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yxf
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=  x 
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Hình 2.2 : Đồ thị của lời giải xấp xỉ 
        cho phương trình vi phân bằng  
                 phương pháp Euler 

y= g(x,c)

hhh

y3 
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y2 

x3 x2 x1 x0 

Quá trình có thể tính tiếp tục, ta được: 

h
dx
dyyy

2
23 +=  

h
dx
dyyy

3
34 +=  

........................... 
Bảng giá trị x và y cung cấp cho toàn bộ bài giải phương trình (2.1). Minh họa phương pháp 
như hình 2.2. 

2.2.2. Phương pháp biến đổi Euler. 
Trong khi ứng dụng phương pháp Euler, giá trị dy/dx của khoảng giả thiết tính toán bắt đầu 
vượt ra ngoài khoảng cho phép. Sự thay thế đó có thể thu được bằng cách tính toán giá trị mới 
của y cho x1 như trước. 
 x1 = x0 + h 

h
dx
dyyy

0
0

)0(
1 +=  

Dùng giá trị mới x1 và y1
(0) thay vào phương trình (2.1) để tính toán gần đúng giá trị của 

1dx
dy tại 

cuối khoảng. 
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Sau đó tận dụng giá trị y1
(1) có thể tìm thấy bởi dùng trung bình của 

0dx
dy và 

)0(

1dx
dy như sau: 
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Dùng x1 và y1
(1), giá trị xấp xỉ thứ ba y1

(2) có thể thu được bởi quá trình tương tự như sau:
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Ta được: 
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Quá trình có thể tính tiếp tục cho đến khi hai số liền nhau ước lượng cho y là ngang bằng nằm 
trong phạm vi mong muốn. Quá trình hoàn toàn lặp lại thu được giá trị y2. Kết quả thu được có 
sự chính xác cao hơn từ sự biến đổi của phương pháp Euler được minh họa trong hình 2.3. 
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y = g(x,c) 

y1 

y 

x0 x1 

h 
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dx 1 

 
 

y2  Hình 2.3 : Đồ thị của lời 
giải xấp xỉ cho phương 

trình vi phân bằng phương 
pháp biến đổi Euler. 

 
 
 
 
 
 
 
 x 
 
 
 
Phương pháp Euler có thể ứng dụng để giải hệ phương trình vi phân cùng lúc. Cho hai phương 
trình: 
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Với giá trị ban đầu x0, y0 và z0 giá trị mới y1 sẽ là: 

 h
dx
dzyy

0
01 +=  

Với: )z,y,( 0001
0

xf
dx
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Tương tự. 
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 h
dx
dzzz

0
01 +=  

Với: ),,( 0002
0

zyxf
dx
dz
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Cho số gia tiếp theo, giá trị x1 = x0 + h, y1 và z1 dùng để xác định y2 và z2. Trong phương pháp 
biến đổi Euler y1 và z1 dùng để xác định giá trị đạo hàm tại x1 cho đánh giá gần đúng cấp hai 
y1

(1) và  z1
(1). 

2.2.3. Phương pháp Picard với sự xấp xỉ liên tục. 
Cơ sở của phương pháp Picard là giải chính xác, bởi sự thay thế giá trị y như hàm của x 
trong phạm vi giá trị x đã cho. 
y ⎟ g(x) 
Đây là biểu thức ước lượng bởi sự thay thế trực tiếp giá trị của x để thu được giá trị 
tương ứng của y. Cho phương trình vi phân (2.1). 
dy = f(x,y)dx 
Và tích phân giữa khoảng giới hạn cho x và y. 
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Hay                                        (2.3) ∫+= 1
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Số hạng tích phân trình bày sự thay đổi trong kết quả của y với sự thay đổi của x từ x0 
đến x1. Lời giải có thể thu được bởi sự đánh giá tích phân bằng phương pháp xấp xỉ liên 
tục. 
Ta có thể xem giá trị của y như hàm của x có thể đã thu được bởi sự thay thế y dưới 
dạng tích phân với y0, cho giá trị ban đầu như sau: 
  ∫+= 1
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Thực hiện biểu thức tích phân với giá trị mới của y bây giờ được thay thế vào phương 
trình (2.3) thu được lần xấp xỉ thứ hai cho y như sau: 
  ∫+= 1
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Quá trình này có thể lặp lại trong thời gian cần thiết để thu được độ chính xác mong 
muốn.. 
Thật vậy, ước lượng tích phân luôn luôn phức tạp thế nhưng phải giả thiết cho biến cố 
định. Khó khăn và cần thực hiện nhiều lần tích phân, nên đây là mặt hạn chế sự áp dụng 
của phương pháp này. 
Phương pháp Picard có thể áp dụng để giải đồng thời nhiều phương trình như sau: 
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Theo công thức, ta có: 
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2.2.4. Phương pháp Runge- Kutta. 
Trong phương pháp Runge- Kutta sự  thay đổi giá trị của biến phụ thuộc là tính toán từ 
các công thức đã cho, biểu diễn trong điều kiện ước lượng đạo hàm tại những điểm định 
trước. Từ mỗi giá trị duy nhất chính xác của y cho bởi công thức, phương pháp này 
không đòi hỏi thay thế lặp lại như phương pháp biến đổi Euler hay tích phân liên tiếp 
như phương pháp của Picard. 
Công thức rút gọn gần đúng xuất phát bởi sự thay thế khai triển chuổi Taylor. Runge- 
Kutta xấp xỉ bậc hai có thể viết trong công thức. 
y1 = y0 +  a1k1 +  a2k2                      (2.4) 
Với k1 = f(x0,y0)h 
 k2 = f(x0 + b1h, y0 + b2k1)h 
Các hệ số a1, a2, b1 và b2 là chính xác. Đầu tiên khai triển f(x0+ b1h, y0+ b2k1) trong 
chuổi Taylor  tại (x0,y0), ta được: 
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Thay thế  hai điều kiện k1 và k2 vào trong phương trình (2.4), thu được: 
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Khai triển chuổi Taylor của y tại giá trị (x0,y0) là: 
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Phương trình (2.6) trở thành. 
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Cân bằng các hệ số của phương trình (2.5) và (2.7), ta được: 
 a1 + a2 =1; a2b1 = 1/2; a2b2 = 1/2. 
Chọn giá trị tùy ý cho a1
 a1 = 1/2 
Thì  a2 = 1/2; b1 = 1; b2 = 1.          
Thay thế giá trị này vào trong phương trình (2.4), công thức gần đúng bậc hai Runge-
Kutta là: 
 2101 2

1
2

1 kkyy ++=  
Với k1 = f(x0,y0)h 
 k2 = f(x0+ h, y0 + k1)h 
Vì thế. 

)(2
1

21 kky +=∆  
Áp dụng của phương pháp Runge-Kutta cho việc xấp xỉ bậc hai đòi hỏi sự tính toán của 
k1 và k2. Sai số trong lần xấp xỉ là bậc h3 bởi vì chuổi đã cắt sau điều kiện bậc hai. 
Tông quát công thức xấp xỉ bậc bốn Runge-Kutta là: 
 4433221101 kakakakayy ++++=                           (2.8) 
Với     k1 = f(x0,y0)h 
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 k2 = f(x0 + b1h, y0 + b2k1)h 
 k3 = f(x0 + b3h, y0 + b4k2)h 
 k4 = f(x0 + b5h, y0 + b6k3)h 
Tiếp theo thủ tục giống như dùng cho lần xấp xỉ bậc hai, hệ số trong phương trình (2.8)  
thu được là: 
 a1 = 1/6; a2 = 2/6; a3 = 2/6; a4 = 1/6.                                                  
Và  b1 = 1/2; b2 = 1/2; b3 = 1/2; b4 = 1/2; b5 = 1; b6 = 1.                                                            
 Thay thế các giá trị vào trong phương trình (2.8), phương trình xấp xỉ bậc bốn 
Runge-Kutta trở thành. 
 )22(6

1
432101 kkkkyy ++++=  

Với k1 = f(x0,y0)h 
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  hkyhxfk ),( 3004 ++=

Như vậy, sự tính toán của ∆y theo công thức đòi hỏi sự tính toán các giá trị của k1, k2, 
k3 và k4 : 
∆y = 1/6(k1+2k2+2k3+k4) 
Sai số trong sự xấp xỉ là bậc h5. 
Công thức xấp xỉ bậc bốn Runge-Kutta cho phép giải đồng thời nhiều phương trình vi 
phân. 
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Ta co: 
 y1 = y0+1/6 (k1+2k2+2k3+k4) 
 z1 = z0+1/6 (l1+2l2+2l3+l4) 
Với: k1= f(x0,y0,z0)h 
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k4 = f(x0 + h, y0 + k3,z0 + l3)h 
 l1 = g(x0,y0,z0)h 
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 l4 = g(x0 + h, y0 + k3,z0 + l3)h 
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2.2.5. Phương pháp dự đoán sửa đổi. 
Phương pháp dựa trên cơ sở ngoại suy, hay tích phân vượt trước, và lặp lại nhiều lần 
việc giải phương trình vi phân. 

 ),( yxf
dx
dy

=                               (2.9) 

 Được gọi là phương pháp dự đoán sửa đổi. Thủ tục cơ bản trong phương pháp dự 

đoán sửa đổi là xuất phát từ điểm (xn,yn) đến điểm (xn+1, yn+1). Thì thu được
1+ndx

dy từ  

phương trình vi phân và sửa đổi giá trị yn+1 xấp xỉ công thức chính xác. 
 Loại đơn giản của công thức dự đoán phương pháp của Euler là: 
yn+1 = yn + yn’h                                     (2.10) 

Với: 
n

n dx
dyy ='  

Công thức chính xác không dùng trong phương pháp Euler. Mặc dù, trong phương pháp 
biến đổi Euler giá trị gần đúng của yn+1 thu được từ công thức dự đoán (2.10) và giá trị 
thay thế trong phương trình vi phân (2.9) chính là y’n+1. Thì giá trị chính xác cho yn+1 
thu được từ công thức biến đổi của phương pháp là: 

 
2

)''( 11
hyyyy nnnn ++= ++                                     (2.11) 

Giá trị thay thế trong phương trình vi phân (2.9) thu được có sự đánh giá chính xác hơn 
cho y’n+1, nó luôn luôn thay thế trong phương trình (2.11) làm cho yn+1 chính xác hơn. 
Quá trình tiếp tục lặp lại cho đến khi hai giá trị tính toán liên tiếp của yn+1 từ phương 
trình (2.11) trùng với giá trị mong muốn chấp nhận được. 
Phương pháp dự đoán biến đổi kinh điển của Milne. Dự đoán của Milne và công thức 
biến đổi, theo ông là: 

 )'2''2(
3

4
123

)0(
1 nnnnn yyyhyy +−+= −−−+  

Và )''4'(
3 1111 +−−+ +++= nnnnn yyyhyy  

Với:  ),(' )0(
111 +++ = nnn yxfy

Bắt đầu của sự tính toán đòi hỏi biết bốn giá trị của y. Có thể đã tính toán bởi Runge-
Kutta hay một số phương pháp số trước khi sử dụng công thức dự đoán sửa đổi của 
Milne. Sai số trong phương pháp là bậc h5. 
Trong trường hợp tổng quát, phương pháp mong muốn chọn h đủ nhỏ nên chỉ vài lần 
lặp là đòi hỏi thu được yn+1 hoàn toàn chính xác như mong muốn.  
 Phương pháp có thể mở rộng cho phép giải một số phương trình vi phân đồng 
thời. Phương pháp dự đoán sửa đổi là áp dụng độc lập đối với mỗi phương trình vi phân 
như một phương trình vi phân đơn giản. Vì vậy, thay thế  giá trị cho tất cả các biến phụ 
thuộc vào trong mỗi phương trình vi phân là đòi hỏi sự đánh giá đạo hàm tại (xn+1, yn+1). 
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2.3. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN BẬC CAO. 
Trong kỹ thuật trước đây mô tả cho việc giải phương trình vi phân bậc nhất cũng có thể 
áp dụng cho việc giải phương trình vi phân bậc cao bằng sự đưa vào của biến phụ. Ví 
dụ, cho phương trình vi phân bậc hai. 

 02

2

=++ cy
dx
dyb

dx
yda  

Với điều kiện ban đầu x0, y0, và 
0dx

dy thì phương trình có thể được viết lại như hai 

phương trình vi phân bậc nhất. 

 'y
dx
dy

=  

 
a

cyby
dx
dy

dx
yd +

−==
''

2

2

 

 Một trong những phương pháp mô tả trước đây có thể là việc làm đi tìm lời giải 
cho hai phương trình vi phân bậc nhất đồng thời. 
Theo cách tương tự, một vài phương trình hay hệ phương trình bậc cao có thể quy về hệ  
phương trình vi phân bậc nhất. 

2.4. VÍ DỤ VỀ GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN BẰNG 
PHƯƠNG PHÁP SỐ. 
Giải phương trình vi phân sẽ minh họa bằng sự tính toán dòng điện cho mạch RL nối 
tiếp. 
 

t = 0 R 

e(t) 
i(t) 

L 

Hình 2.4:  Sự biểu diễn của mạch 
điện RL 

 
Cho mạch điện RL trong hình 2.4 sức điện động hiệu dụng khi đóng khóa là: 
 e(t) = 5t                  0 [ t [ 0,2 
 e(t) = 1                    t > 0,2 
Điện trở cho theo đơn vị ohms là. 
 R  = 1+3i2

Và điện cảm theo đơn vị henrys là. 
 L = 1 
Tìm dòng điện trong mạch điện theo các phương pháp sau: 
Euler’s 
Biến đổi Euler. 
Xấp xỉ bậc bốn Runge-Kutta 
Milne’s 
Picard’s 
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 Bài giải: 
Phương trình vi phân của mạch điện là. 

 )(teRi
dt
diL =+  

Thay thế cho R và L ta có: 

 )()31( 2 teii
dt
di

=++  

Điều kiện ban đầu tại t = 0 thì e0 = 0 và i0 = 0. Khoảng chọn cho biến độc lập là: 
 ∆t = 0,025. 

a. Phương trình theo phương pháp Euler là. 

t
dt
dii

n
n ∆=∆  

in+1 = in +∆in 

Với nnn
n

iie
dt
di )31( 2+−=  

Thay thế giá trị ban đầu vào trong phương trình vi phân, 0
0

=
dt
dy  và ∆i0. Vì thế, dòng 

điện i1 = 0. Tại t1 = 0,025; e1 = 0,125 và 125,00})0(31{125,0 2

1

=+−=
dt
di  

∆i1 = (0,125)0,025 = 0,00313 
Thì  
i2 = 0 + 0,00313 = 0,00313 
Lập bảng kê kết quả lời giải đưa vào trong bảng 2.1 
 
Bảng 2.1: Giải bằng phương pháp Euler 
 
 
n 

Thời gian 
tn

Sức điện động 
en 

 

Dòng 
 

 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

0,000 
0,025 
0,050 
0,075 
0,100 
0,125 
0,150 
0,175 
0,200 
0,225 
0,250 
0,275 
0,300 

0,000 
0,125 
0,250 
0,250 
0,375 
0,500 
0.625 
0,750 
0,875 
1,000 
1,000 
1,000 
1,000 

0,00000 
0,00000 
0,00313 
0,00930 
0,01844 
0,03048 
0,4534 
0,06295 
0,08323 
0,10611 
0,12837 
0,15000 
0,17100 

0,00000 
0,12500 
0,24687 
0,36570 
0,48154 
0,59444 
0,70438 
0,81130 
0,91504 
0,89031 
0,86528 
0,83988 

nnn
n

iie
dt
di )31( 2+−=  t

dt
diii

n
nn ∆+=

−
−

1
1  
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b. Phương trình của phương pháp biến đổi Euler là. 

 t
dt
dii

n
n ∆=∆ )0(  

  )0()0(
1 nnn iii ∆+=+

 tdt
di

dt
di

i nn
n ∆

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

=∆ +

2

)0(

1)1(  

  )1()1(
1 nnn iii ∆+=+

Với )0(
1

2)0(
11

)0(

1

})(31{ +++
+

+−= nnn
n

iie
dt
di  

Thay thế giá trị ban đầu e0 = 0 và i0 = 0 vào trong phương trình vi phân  0
0

=
dx
di  

Do đó: ; . 0)0(
0 =∆i 0)0(

1 =i
Thay thế vào trong phương trình vi phân  và e0)0(

1 =i 1 = 0,125 

 125,00})0(31{125,0 2
)0(

1

=+−=
dt
di  

Và 00156,0025,0)
2

0125,0()1(
0 =

+
=∆i   

Nên  
00156,000156,00)1(

1 =+=i  
Trong lời giải ví dụ cho phương pháp, không thực hiện lặp lại . Bài giải thu 
được bằng phương pháp biến đổi Euler được đưa vào trong bảng 2.2. 

1
)1(
1 ++ = nn ii

 
Bảng 2.2: Bài  giải bằng phương pháp biến đổi Euler. 
 
 
n 

Thời      Sức       Dòng  
Gian     điện      điện in 
  tn       động en       

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

0,000  0,000  0,00000   0,00000   0,
0,025  0,125  0,00156   0,12344   0,
0,050  0,250  0,00617   0,34383   0,
0,075  0,375  0,01375   0,36124   0,
0,500  0,02423   0,47573   0,01189 
0,625  0,03754   0,58730   0,01468 
0,750  0,05360   0,69594   0,01740 
0,175  0,875  0,07234   0,80152   0,
0,200  1,000  0,09367   0,90386   0,
0,225  1,000  0,11596   0,87936   0,
0,250  1,000  0,13763   0,85455   0,
0,275  1,000  0,15867   0,82935   0,
0,300  1,000  0,17908 

)0(

1+ndt
di  

ndt
di  

1+ne  )0(
ni∆  )0(

1+ni  )1(i∆  
00000   0
00309   0
00610   0
00903   0
  0,625   0
  0,750   0
  0,875   0
02004   1
02260   1
02198   1
02136   1
02073   1
,125   0,
,250   0,
,375   0,
,500   0,
,03612 
,05222 
,07100 
,000   0,
,000   0,
,000   0,
,000   0,
,000   0,
Trang 

00000   0,12500   0,
00465   0,24535   0,
01227   0,36272   0,
02278   0,47718   0,
  0,58874   0,01331 
  0,69735   0,01606 
  0,80293   0,01874 
09238   0,90525   0,
11627   0,87901   0,
13794   0,85419   0,
15899   0,82895   0,
17940   0,80328   0,

n

21 

00156 
00461 
00758 
01048 

02133 
02229 
02167 
02104 
02041 
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c. Phương trình dùng phương pháp Runge-Kutta để giải. 

 iite
dt
di )31()( 2+−=  

Ta có: 
  tiitek nnn ∆+−= })31()({ 2

1

 t
k

i
k

ittek nnn ∆
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++−
∆

+=
2

.
2

31)
2

( 1
2

1
2  

 t
k

i
k

ittek nnn ∆
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++−
∆

+=
2

.
2

31)
2

( 2
2

2
3  

 [ ] tkikittek nnn ∆+++−∆+= )}(.)(31)({ 3
2

34  
 )22(6

1
4321 kkkkin +++=∆  

 in+1 = in + ∆in 
Với:  
e(tn) = en

 
2

)
2

( 1++
=

∆
+ nn

n
eette  

 e(tn + ∆t) = en+1 
Thay thế giá trị ban đầu tìm được k1: 
 k1 = 0. 
Tìm được k2: 

 [ ] 00156,0025,00)0(31
2

125,00 2
2 =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−

+
=k

Tìm được k3: 

00154,0025,0
2

00156,0
2

00156,031
2

125,00 2

3 =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

+
=k  

Tìm được k4: 
 [ ]{ } 00309,0025,000154,0)00154,0(31125,00 2

4 =+−+=k  
Thì  

00155,0)00309,000308,000312,00(6
1

0 =+++=∆i  

Và  i1 = i0 + ∆i0 = 0+ 0,00155 = 0,00155 
Bài giải thu được bằng phương pháp Runge-Kutta được đưa vào trong bảng 2.3. 
d. Công thức dự đoán sửa đổi của phương pháp Milne là. 

 )'2''2(
3

4
123

)0(
1 nnnnn iiitii +−

∆
+= −−−+  

 )''4'(
3 1111 +−−+ ++
∆

+= nnnnn iiitii  

Với  

n
n dt

dii ='  

Và  
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nnn
n

iie
dt
di )31( 2+−=  

Các giá trị ban đầu đòi hỏi phải thu được từ lời giải của phương pháp Runge-Kutta. 
Với  i0 = 0; i1 = 0,00155; i2 = 0,00615; i3 = 0,01372.                   
Thay thế vào phương trình vi phân, ta có: 
i’0 = 0; i’1 = 0,12345; i’2 = 0,23485; i’3 = 0,36127. 
Bắt đầu tại t4 = 0,100 và thay thế vào trong công thức dự đoán, ước lượng đầu tiên cho 
i4 là: 
 [ ] 02418,0)36127,0(224385,0)12345,0(2)025,0(3

40)0(
4 =+−+=i  

Thay thế  e4 = 0,500 và i4 = 0,02418 vào trong phương trình vi phân, ta được: 
i’4 = 0,500 [ 1 + 3(0,02418)2]0,02418 = 0,47578 
Dự đoán và giá trị chính xác, chỉ khác nhau một số hàng thập phân vì vậy không đòi hỏi 
lặp lại nhiều lần. Kết quả sau từng bước được ghi vào bảng 2.4. Tại t9 giá trị dự đoán 
của dòng điện là 0,11742 nhưng trong khi giá trị chính xác là 0,11639. Việc thực hiện 
lặp lại bởi sự thay thế giá trị chính xác trong phương trình vi phân đã thu được i’9 = 
0,87888. Cứ lần lượt dùng trong công thức sửa đổi để thu được ước lượng thứ hai cho i9 
= 0,11640, trước khi kiểm tra giá trị chính xác. Thực hiện lặp lại trong tất cả các bước 
để đảm bảo yêu cầu chính xác. 
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 Bảng 2.4: Bài giải bằng phương pháp của Milne. 
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N 

   Thời gian        Sức điện            Dòng điện                                         Dòng điện 
        tn                 động en             (dự đoán) in                 i’n                   (sửa đổi) 
in

4 
5 
6 
7 
8 
9 
 
10 
 
11 
 
12 

     0,100                0,500                0,02418                0,47578               0,02419 
     0,125                0,625                0,03748                0,58736               0,03748 
     0,150                0,750                0,05353                0,69601               0,05353 
     0,175                0,875                0,07226                0,80161               0,07226 
     0,200                1,000                0,09359                0,90395               0,09358 
     0,225                1,000                0,11742                0,87772               0,11639 
                                                                                    0,87888               0,11640+ 
     0,250                1,000                0,13543                0,85712               0,13755 
                                                                                    0,85464               0,13753+ 
     0,275                1,000                0,16021                0,82745               0,15911 
                                                                                    0,82881               0,15912+ 
     0,300                1,000                0,17894                0,80387               0,17898 
                                                                                    0,80382               0,17898+

 

 
 + : giá trị sửa đổi thứ hai thu được bởi vòng lặp 
d. Phương trình dùng phương pháp Picard hàm tương đương khởi đầu cho i, cận i0 = 0 
là: 
  [ ]dtiiteii

t

∫ −−+=
0

3
0 3)(

Thay thế e(t) = 5t và giá trị ban đầu i0 = 0 

 ∫ ==
t tdtti
0

2
)1(

2
55  

Thay i(1) cho i trong phương trình tích phân, thu được: 
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Quá trình tiếp tục, ta được: 
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Giới hạn chuổi sau số hạn bậc bốn là: 

 
24
5

6
5

2
5 432 ttti +−=  

Nếu hàm dùng xấp xỉ i chính xác bốn số thập phân với số hạn xấp xỉ đầu tiên không chú 
ý đến sai số lớn thì . 
5log t [ log0,00120 
log t [ 9,415836 - 10 
t [ 0,2605 
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Giá trị giới hạn là hàm xấp xỉ hợp lý. Vì vậy, trong ví dụ này hàm có thể dùng chỉ để 
thu được y cho trong khoảng  0 [ t [ 0,2; Bởi vì cho t > 0,2 thì e(t) = 1. Cho nên, hàm 
xấp xỉ khác phải chính xác cho trong khoảng 0,2 [ t[ 0,3 như sau: 
  ( )dtiii

t

∫ −−+=
2,0

33109367,0

   ( ){ } 0,2) -0,90386(t 0,09367 +=−−+= ∫ dti
t

2,0

3)1( 09367,0309367,0109367,0

( ) [ ]{ }dttti
t

∫ −+−−−−+=
2,0

3)2( )2,0(90386,009367,032,090386,009367,0109367,0

( ){ }dtttt
t

∫ −−−−−−+=
2,0

32 )2,0(45089,22,076189,0)2,0(07897,1190386,009367,0

dtttttx

x

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−
−

−
−

−−

+=

4
)2,0(45089,2

3
)2,0(76189,0

2
)2,0(07897,1)2,0(

90386,009367,0
432  

Cuối cùng, ta có: 
i(3) = 0,09367 + 0,90386(t - 0,2) - 0,48762(t - 0,2)2 - 
- 0,05420(t - 0,2)3 - 0,30611(t - 0,2)4 + 0,86646(t - 0,2)5 .... 
Chuỗi giới hạn, hàm xấp xỉ là: 
 i =  0,09367 + 0,90386(t - 0,2) - 
- 0,48762(t - 0,2)2 - 0,05420(t - 0,2)3 - 0,30611(t - 0,2)4  
Cho i hiệu chỉnh trong bốn số thập phân, ta có: 
0,86646(t - 0,2)5 [ 0,00005 
(t - 0,2) [ 0,14198 
Hàm hợp lý cho trong khoảng  0,2 [ t [0,342 
Giá  trị thu được bằng phương pháp Picard được đưa vào trong bảng 2.5. 

2.5. SO SÁNH CÁC PHƯƠNG PHÁP. 
Trong bài giải của phương trình vi phân hàm quan hệ giữa biến phụ thuộc y và biến độc 
lập x cần tìm để thỏa mãn phương trình vi phân. Bài giải trong giải tích là rất khó và có 
một số vấn đề không thể tìm được. Phương pháp số dùng để tìm lời giải bằng cách biểu 
diễn y như một số hàm của biến độc lập x từ mỗi giá trị xấp xỉ của y có thể thu được 
bằng sự thay thế hoàn toàn hay biểu diễn tương đương quan hệ giữa các giá trị liên tiếp 
của y xác định cho việc chọn giá trị của x. Phương pháp Picard là phương pháp số kiểu 
đầu tiên. Phương pháp Euler, Runge-Kutta, và Milne là ví dụ cho kiểu thứ hai. 
Khó khăn chủ yếu phát sinh từ phương pháp xấp xỉ y bằng hàm số, như phương pháp 
Picard, tìm thấy trong lần lặp lại sự tích phân hiện tại phải thực hiện để thu được hàm 
thỏa mãn. Vì vậy phương pháp này là không thực tế trong hầu hết các trường hợp và ít 
được dùng. 
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Bảng 2.5: Giải bằng phương pháp Picard. 
n Thời gian tn Sức điện động en Dòng điện in
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

0 
0,025 
0,050 
0,075 
0,100 
0,125 
0,150 
0,175 
0,200 
0,225 
0,250 
0,275 
0,300 

0 
0,125 
0,250 
0,375 
0,500 
0,625 
0,750 
0,875 
1,000 
1,000 
1,000 
1,000 
1,000 

0 
0,00155 
0,00615 
0,01372 
0,02419 
0,03749 
0,05354 
0,07229 
0,09367 
0,11596 
0,13764 
0,15868 
0,17910 

 
Các phương pháp theo kiểu thứ hai đòi hỏi phép tính số học đơn giản đo đó thích hợp 
cho việc giải bằng máy tính số của các phương trình vi phân. Trong trường hợp tổng 
quát, đơn giản quan hệ đòi hỏi dùng trong một khoảng nhỏ cho các biến độc lập nhưng 
ngược lại nhiều phương pháp phức tạp có thể dùng trong khoảng tương đối lớn tốn 
nhiều công sức trong việc chính xác hóa lời giải. Phương pháp Euler là đơn giản nhất, 
nhưng trừ khi khoảng tính rất nhỏ thì dùng nó cũng không đúng với thực tế. Phương 
pháp biến đổi Euler cũng sử dụng đơn giản và có thêm thuận lợi kiểm tra hệ thống vốn 
có trong quá trình thu được để cải thiện sự ước lượng cho y. Phương pháp có sự chính 
xác giới hạn, vì vậy đòi hỏi dùng khoảng giá trị nhỏ cho biến độc lập. Phương pháp 
Runge-Kutta đòi hỏi số rất lớn của phép tính số học, nhưng kết quả cũng không chính 
xác. 
Phương pháp dự đoán sửa đổi của Milne là ít khó khăn hơn phương pháp Runge-Kutta và so 
sánh được độ chính xác của bậc h5. Vì vậy, phương pháp của Milne đòi hỏi có bốn giá trị ban 
đầu cho biến phụ thuộc phải thu được bằng một số phương pháp khác, hầu như phương pháp 
biến đổi Euler hay phương pháp Runge-Kutta, là như nhau. Trong sự ứng dụng máy tính cho 
phương pháp số. Chương trình đòi hỏi bắt đầu lời giải như phương pháp của Milne. Lời giải 
tiếp tục dùng công thức khác cho dự  đoán và sau đó sửa chữa giá trị của y cung cấp quá trình 
hệ thống cho kiểm tra tốt bằng sửa chữa ước lượng ban đầu. Nếu sự khác nhau giữa dự đoán và 
giá trị chính xác là đáng kể, khoảng tính có thể được rút gọn lại. Khả năng trong phương pháp 
của Milne không có hiệu lực trong phương pháp Runge-Kutta. 
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Bài tập: 

 
2.1. Giải phương trình vi phân. 

yx
dx
dy

−= 2  

Cho  0 [ t [ 0,3; với khoảng phương trình 0,05 và giá trị ban đầu x0 = 0 và y0 = 1, bằng 
các phương pháp số sau đây. 
Euler 
Biến đổi Euler. 
Picard 
Xấp xỉ bậc bốn Runge-Kutta 
Milne dùng giá trị bắt đầu thu được phương pháp Runge-Kutta 
2.2. Giải bằng phương pháp biến đổi Euler hệ phương trình vi phân. 

y
dt
dx 2=  

2
x

dt
dy

−=  

Cho  0 [ t [ 1,0; Với khoảng phương trình 0,2 và giá trị ban đầu i0 = 0,x0 = 0 và  
y0 = 1 
2.3. Giải bằng xấp xỉ bậc bốn Runge-Kutta phương trình vi phân bậc hai. 
y’’ = y + xy’ 
Cho  0 [ x [ 0,4; Với khoảng phương trình 0,1 và giá trị ban đầux0 = 0,y0 = 1, và y’0 = 0 
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