GIAI TICH MANG

CHUONG 2

GIAI PHUONG TRINH VI PHAN BANG
PHUONG PHAP SO

2.1. GIOI THIEU.

Nhiéu hé théng vat 1y phirc tap duoc biéu dién boi phuong trinh vi phan n6 khong c6 thé giai
chinh xéc bang giai tich. Trong ky thuét, nguoi ta thudng st dung cac gia tri thu dugce bang
viéc giai gan dung cua cac hé phuong trinh vi phén boi phuong phap s6 hoa. Theo cach do, loi
giai cua phuong trinh vi phén dang 1a mét giai doan quan trong trong giai tich s0.

Trong truong hop tong quat, thtr tyr cua viéc lam tich phan s6 1a qua trinh tung budc chinh xac
chudi gia tri cho mbi bién phu thudc tuong tmg voi mot gia tri cua bién doc 1ap. Thuong tha
tuc la chon gia tri cua bién doc 1ap trong mot khoang ¢ dinh. Do chinh xac cho 101 giai boi tich
phan s phu thudc ca hai phwong phéap chon va kich thudc ctia khoang gia tri. Mot s6 phuwong
phap thuong xuyén dung dugc trinh bay trong cdc muc sau day.

2.2. GIAI PHUONG TRINH VI PHAN BANG PHUONG
PHAP SO.

2.2.1 Phwong phap Euler:
Cho phuong trinh vi phan bac nhét.

dy _
v f(x,y) (2.1)

y = g(x,¢)

Hinh 2.1: DO thj clia ham s6 tir
bai gidi phwrong trinh vi phan

Yo

0 X0

Khi x 13 bién doc 1ap va y 1a bién phu thudc, nghiém phuong trinh (2.1) s& c6 dang:
y=gxo , ‘ eR)

Vi ¢ la hang s6 da dugc xac dinh tur Iy thuyet trong diéu kién ban dau. Buong cong micu
ta phuong trinh (2.2) dugc trinh bay trong hinh (2.1). Tu cho tlep xuc véi duong cong, doan
ngan co thé gia sir 1a mot doan thang. Theo cach do, tai mdi diém riéng biét (xo,yo) trén duong
cong, ta co:

Ax

0

dy
Ay ~ —
Y dx

vei 2

y 12 d6 dbc cua dudng cong tai diém (xo,yo). Vi thé, tmg voi gia tri ban dau xo va yo, gia
X

0

tri méi ctia y co thé thu duoc tir 1y thuyét 1a Ax:
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d
Vi=yy+Ay  hay y =y, + 2 h (dith=Ax)

dx|,
Khi Ay 12 s6 gia ctia y tuong ing véi mot sé gia ciia x. Tuong ty, gid tri thir hai ctia y co thé
xac dinh nhu sau.

dy
=y, +— h
Y= dx),
y /
/
/
y3
y2 Hinh 2.2 : D4 thi cla 10 gidi xép xi
yi cho phwong trinh vi phan bang
Yo phuwong phap Euler
h h h
J — e e —
. dy
Khi I 0=7(x,)) Xo X] X2 X3 X
1
Qua trinh c6 thé tinh tiép tuc, ta dugc:
dy
=y, +— h
V3 =W dx).
dy
=y, +— h
Ye=YVs3 dx),

Bang gia tri x va y cung cap cho toan bd bai giai phuong trinh (2.1). Minh hoa phuong phap
nhu hinh 2.2.

2.2.2. Phwong phap bién do6i Euler.

Trong khi tmg dung phuong phap Euler, gia tri dy/dx cua khoang gia thiét tinh toan bat dau
vuot ra ngoai khoang cho phép. Su thay thé dé c6 thé thu dugc bang cach tinh toan gia tri méi
cuay cho x; nhu trudce.

X1=Xo+h
dy
W =yo = h
dx|,
Dung gia tri méi x; va y;“) thay vao phuong trinh (2.1) dé tinh toan gan dung gié tri ctia & tai
Xl
cubi khoang.
dy “ 0
= = 1"
dx|,
I ; ' dy| . dy|”
Sau d6 tan dung gia tri y,'" ¢ thé tim thiy boi ding trung binh cia o va - nhu sau:
Xlo Xl
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(0)

L

dx|, dx|, l
2

W=y, +

Dung x; va y,", gia tri xap xi thtr ba y;® ¢6 thé thu dwoc béi qua trinh twong tuy nhu sau:
()

P b
dx dx
7 =+ ey
2
Ta duoc:
)
22
x X
o =y | ey

Qué trinh c6 thé tinh t1ep tuc cho dén khi hai s6 1ién nhau udc luong cho y 1a ngang bang nim
trong pham vi mong muon. Qua trinh hoan toan 1ap lai thu duoc gia tri y,. Két qua thu duoc co
su chinh x4c cao hon tir sy bién d6i ciia phuong phép Euler dugc minh hoa trong hinh 2.3.

y = g(x,)
y , dy 0)
y2 \7{% dﬁﬁl < X g > ‘.
Hinh 2.,3 : DO thi cta 10
giai xap xi cho phurong
V1 g o trinh vi phdn bang phuwong
’ % _’_dj phdp bién dbi Euler.
Yo < dx, dx|,
dj 2
axi,
< h > X
0 0 A1

Phuong phap Euler c6 thé tmg dung dé giai hé phuong trinh vi phan cing luc. Cho hai phuong
trinh:

d
Y- fixy.2)
dx

dz
E: fz(xayaz)

Vi gia tri ban dau xy, yo va zp gia tri mdi y; s€ 1a:

d
y1:YO+$Z<IOh
L d
Vei: = 1 (x0,y02,)
dx|,
Tuong tu.
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z, =z, Jré h
dx|,
oo dz
Vo = f>(x5¥0520)
a’x0

Cho s gia tiép theo, gia tri x; = xo + h, y; va z; dung dé xac dinh y, va z. Trong phuong phap

bién ddi Euler y; va z; dung dé xac dinh gié tri dao ham tai x; cho danh gia gan ding cip hai

viVva 7,0,

2.2.3. Phwong phap Picard véi su xap xi lién tuc.

Co so ctia phuong phéap Picard 1a giai chinh xac, boi su thay thé gia tri y nhu ham cia x
trong pham vi gia tri x da cho.

y lgt) o 7

Day 1a bicu thuc udc lugng bdi sy thay the truc tiép gid tri cua x dé thu dugc gid tri
tuong g cua y. Cho phuong trinh vi phan (2.1).

dy = f(x,y)dx

Va tich phan gifra khodng gidi han cho x va y.

Iyyol dy= j;: f(x, y)dx
Thi Y=Y = I;: f(x, y)dx

Hay y =y, +I;: f(x, y)dx (2.3)

Sé hang tich phan trinh bay su thay d6i trong két qua cua y vOi su thay d6i cua x tir X,
dén x,. Lo giai c6 thé thu dugce bdi su danh gid tich phan bang phuong phap xap xi lién
tuc.
Ta c6 thé xem gi4 tri ciia y nhu ham cua x co thé da thu duoc boi su thay thé y dui
dang tich phan véi y,, cho gia tri ban dau nhu sau:

yl(l) =Y +'[Xol f(x, y,)dx
Thuc hién biéu thirc tich phén vdi gia tri moi cua y bay gio duge thay thé vao phuong
trinh (2.3) thu dugc 1an xap xi thar hai cho y nhu sau:

W=yo+ [, Foon”) ox

Qua trinh nay c6 thé lip lai trong thoi gian can thiét dé thu duoc d6 chinh xac mong
mubn..

That vay, udc luong tich phan ludn ludn phire tap thé nhung phai gia thiét cho bién cb
dinh. Kh6 khin va can thyc hién nhiéu lan tich phan, nén day 1a mat han ché su ap dung
cua phuong phap nay.

Phuong phap Picard c6 thé ap dung dé giai dong thoi nhiéu phuong trinh nhu sau:

d
—y=f1(x,y,2)
dz

= f, :
dx (X, ¥,2)

Theo cong thurc, ta co:

=% +IX01 fl(beO’ZO) ax

z =2z, +JXO1 f, (X, ¥,,2,) dx
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2.2.4. Phuwong phap Runge- Kutta.

Trong phuong phap Runge- Kutta sy thay doi gia tri ctia bién phy thudc 14 tinh toan tir
cac cong thire da cho, biéu dién trong diéu kién udc lugng dao ham tai nhimg diém dinh
trude. T moi gia tri duy nhit chinh xac ctia y cho boi cong thirc, phuong phap nay
khong doi hoi thay thé 1ap lai nhu phuong phap bién doi Euler hay tich phan lién tiép
nhu phuong phap cua Picard.
Cong thire rat gon gan dung xuit phat boi sy thay thé khai trién chudi Taylor. Runge-
Kutta x4p xi bac hai c6 thé viét trong cong thirc.
yi=Yo+ alki + ak, (2.4)
Voi k1 = f(XO,yo)h

k, = 1(xo + bih, yo + bok;)h
Céc hé s ay, a,, by va b, 1a chinh x4c. Pau tién khai trién f(x¢+ bih, yo+ b,k;) trong
chubi Taylor tai (x¢,yo), ta dugc:

of of
kz Z{ f(XO’yO)—l—bl&O

h+bk—

Thay thé hai diéu kién k; va k, vao trong phuong trinh (2.4), thu duoc:

0 0
» =y, +(q +a2)f(x09J’o)h+azbla_]; h? +azb2f(x0=J’o)a_f h? (2.5)
0 0
Khai trién chudi Taylor cua y tai gia tri (Xo,yo) 1
dy d’y| h’
Yi=DYo &, e 0 ) (2.6)
\ 'y \ d’y of of
Tll' — = N va = — — R
dl, S (xg520) I’ 0 x|, " 3 Of(xo Yo)
Phuong trinh (2.6) tr¢ thanh.
of 2 of h?
Vi =yo+tf(xg,yo)ht— —+—| f(xe,Yo)— (2.7)
ox|, 2 oy, 2

Can bang céac hé sb cuia phuong trinh (2.5) va (2.7), ta duoc:
ata :1, a2b1 = 1/2, azb2= 1/2.
Chon gia tri tuy y cho a,
ar = 1/2
Thi az— 1/2 b1 I; b2 =1.
Thay thé gia tri nay vao trong phuong trinh (2.4), cong thirc gan dung bac hai Runge-
Kutta la:

V1= +%k1 +%k2

Véi k= f(xo,y0)h
ko =1(xo+ h, yo + kh

Vi thé.
Ay = Vo (k +ky)
Ap dung cua phuong phap Runge-Kutta cho viée xap xi bac hai doi hoi su tinh toan cua
k; va k,. Sai s0 trong lan xap xi la bac h? boi vi chudi d3 cét sau diéu kién bac hai.
Tong quat cong thire xap xi bac bon Runge-Kutta 1a:

Y. =Y, +ak, +a,k, +ak, +a,k, (2.8)
Voi kl = f(Xo,y'())h
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kz = f(X0+ blh, Yo + bzkl)h

k3 = f(XO + b_gh, Yo + b4k2)h

k4 = 1(Xo + bsh, yo + bgks)h
Tiép theo thi tyc giéng nhu dung cho lan xap xi bac hai, hé s6 trong phuong trinh (2.8)
thu duoc la:

= 1/6; a, = 2/6; a3 = 2/6; a, = 1/6.

Va b1 =1/2;b,=1/2;b;=1/2; by, = 1/2; bs = 1; bg = 1.

Thay thé cac gia tri vao trong phuong trmh (2.8), phuong trinh xap xi bac bén
Runge-Kutta tré thanh.

V1= o+ Ve Uy + 2k, + 2k, + )
Véi k= f(xo,y0)h

h k,
ko = J G0+ 259 7)h

=f(x+, y ot _)h
ky, = f(x, +h=Y0 +k3)h

Nhu vay, su tinh toan cua Ay theo cong thirc doi hoi sy tinh toan céac gia tri cua ki, ko,
k3 va k4 .
Ay = 1/6(k1+2k2+2k3+1q)
Sai s0 trong sy xap xi 1a bac .
Cong thirc xap xi bac bon Runge-Kutta cho phép giai dong thoi nhiéu phuong trinh vi
phan.

dy _
dx - f(xayaz)

dz

I X, Y,
i g(x,y,2)

Ta co:
y1 = yot1/6 (ki+2k,+2ks+ky)
VAR Zo+1/6 (11+212+213+14)
Voi: k1: f(Xo,Y(),ZQ)h

k [,
-, zy +—)h
= f(x,+ yo 2 2)

k1
ey = f(xo + ,yo S 2t

kg =1(xo+ h, Yo+ k3,zg + 15)h
1; = g(X0,y0,20)h

h k /
I, =g(x, +35y0 +?120 +El)h

h k [
Iy =g(x, +59y0 +?220 +32)h
l4=g(xo+ h, yo+ ks,zy + I5)h
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2.2.5. Phwong phap dv doan sira doi.

Phuong phéap dua trén co so ngoai suy, hay tich phan vuot trude, va lap lai nhiéu lan
viéc gidi phuong trinh vi phan.

d
—e=f) 2.9)
X 2
Puoc goi la phuong phap du doéan stra d61. Thu tuc co ban trong phuong phéap du
doan stra d6i 1a xuét phat tir diém (X,,y,) dén diém (Xu.1, Yas1). Thi thu duch—y tir
X

n+l
phuong trinh vi phan va stra ddi gia tri y,., xap xi cong thirc chinh xac.
Loai don gian ctia cong thirc du doan phuong phép ctua Euler la:

Ynt1 = ¥n + Yn’h (210)
.. .dy
Voi: =—
Yn dx|,

Cong thtrc chinh xac khong dung trong phuong phap Euler. Mac du, trong phuong phéap
bién d6i Euler gi tri gan dung cua v, thu dugc tir cong thirc dy doén (2.10) va gia tri
thay thé trong phuong trinh vi phan (2.9) chinh 13 y’,.;;. Thi gia tri chinh xac cho yy
thu duoc tir cong thirc bién d01 cua phuong phap la:

yn+1:yn+(y'n+l+yn)5 (2'11)

Gia trj thay thé trong phuong trinh vi phan (2.9) thu dugc c6 su danh gia chinh xac hon
cho y’4+1, n6 ludn ludn thay thé trong phuong trinh (2.11) lam cho yy.; chinh xac hon.
Qua trinh tiép tyuc 1ap lai cho dén khi hai gia tri tinh toan lién tiép clia y,i; tir phuong
trinh (2.11) tring voi gia tri mong mudn chap nhan duoc.

Phuong phap du doan bién d6i kinh dién ciia Milne. Du doan cta Milne va cong thirc
bién d6i, theo 6ng la:

4h ' ' '
ylg?-)l yn—3 + ?(2.)/ n-2 _y n—l1 +2y n )

\ h 1 ' '
Va yn+l = yn—l + _(y n—1 +4y n +y n+l )

()
Voi ' = (X0 Yea

Bit ddu cua su tinh toan doi hoi biét bon gia trj ctua y. C6 thé da tinh toan boi Runge-
Kutta hay mot s6 phuong phép so trudc khi sir dung cong thirc du doan sira doi cia
Milne. Sai sb trong phuong phap la bac h’.

Trong trudng hop tong quat, phuong phap mong mudn chon h du nho nén chi vai lan
1ap 1a doi hoi thu duge y,i; hoan toan chinh xac nhu mong muén.

Phuong phap c6 thé mé rong cho phép giai mot sé phuong trinh vi phan dong
thoi. Phuong phéap du doan sira ddi 1a 4p dung doc 1ap ddi v6i mdi phuong trinh vi phan
nhu mot phuong trinh vi phan don gian. Vi vay, thay thé gia trj cho tit ca cac bién phy
thudc vao trong mdi phuong trinh vi phan 1a doi héi sy danh gia dao ham tai (X1, Yns1)-
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2.3. GIAI PHUONG TRINH VI PHAN BAC CAO.

Trong k¥ thudt trude ddy mo ta cho viée giai phuong trinh vi phan bac nhit ciing c6 thé
ap dung cho vi¢c giai phuong trinh vi phan bac cao bang sy dua vao cua bién phu. Vi
du, cho phuong trinh vi phan bac hai.
2
a—d g} +bﬂ+cy =0
dx dx
Vi diéu kién ban dau x,, Yo, Va % thi phuong trinh c6 thé duoc viét lai nhu hai
Xlo
phuong trinh vi phan béc nhét.

dy _ |

dx_y

a’zy _Q__by”rcy
dx?  dx a

Mot trong nhitng phuong phap mé ta trude day cé thé 1a viée 1am di tim 101 giai
cho hai phuong trinh vi phan bac nhat dong thoi.
Theo cach twong tu, mot vai phuong trinh hay hé phuong trinh bac cao ¢ thé quy vé hé
phuong trinh vi phan béc nhét.

2.4. VI DU VE GIAI PHUONG TRINH VI PHAN BANG
PHUONG PHAP SO.

Giai phuong trinh vi phan s€ minh hoa béng su tinh todn dong di¢n cho mach RL ndi
tiép.

- Hinh 2.4: Sw biéu dién cla mach
dién RL
e(t) L

Cho mach di¢én RL trong hinh 2.4 strc dién dong hi¢u dung khi dong khoa la:
e(t) =5t 0[t[0,2
e(t)=1 t>0,2
bién tré cho theo don vi ohms la.
R = 143i
Va dién cam theo don vi henrys la.
L=1
Tim dong di¢n trong mach di¢n theo cac phuong phap sau:
Euler’s
Bién d6i Euler.
Xap xi bac bon Runge-Kutta
Milne’s
Picard’s
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Bai gidi:
Phuong trinh vi phan ctia mach dién la.
di
L—+Ri=e(t
=
Thay thé cho R va L ta co:

ﬁ+(1+3i2)i = e(1)
dt

Piéu kién ban dau tai t = 0 thi e, = 0 va iy = 0. Khoang chon cho bién doc lap la:
At =0,025.

a. Phuong trinh theo phwong phap Euler la.

_di
"odt
in+1 = in +Ain

vei &
d

Al At

n

=e, —(1+3i2)i,

n

=0 va Aio. Vi thé, dong

0

Thay thé gi4 tri ban dau vao trong phuong trinh vi phén,%

di

diéni; =0. Tait;=0,025; ¢, =0,125 va = 0,125 —{1+3(0)*}0=0,125

1
Ai; =(0,125)0,025 = 0,00313

Thi

i,=0+0,00313 =0,00313

Lap bang ké két qua 10i giai dwa vao trong bang 2.1

Bang 2.1: Gidi bang phirong phép Euler

Thot gian | Stre dién dong | Dong
n fn ©n i=i, , + LU g _ e, —(1+3i))i,
dt|,, di|,

0 0,000 0,000 0,00000 0,00000
1 0,025 0,125 0,00000 0,12500
2 0,050 0,250 0,00313 0,24687
3 0,075 0,250 0,00930 0,36570
4 0,100 0,375 0,01844 0,48154
5 0,125 0,500 0,03048 0,59444
6 0,150 0.625 0,4534 0,70438
7 0,175 0,750 0,06295 0,81130
8 0,200 0,875 0,08323 0,91504
9 0,225 1,000 0,10611 0,89031
10 |0,250 1,000 0,12837 0,86528
11 10,275 1,000 0,15000 0,83988
12 10,300 1,000 0,17100
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b. Phwong trinh ciia phwong phép bién d6i Euler 1.

o
" dt
=i +Ail"
dil di
+ -
Tt
2

At

n

i(O)

n+l1

(0)

Al = ot oL AL

i _ HE)
In+1 - In + AIn
(0)

= e, —{1+3(,) Yy

n+l n+l

di

dt

Véi

n+l

Thay thé gia tri ban ddu e, = 0 va iy = 0 vao trong phuong trinh vi phin %(‘ =0
0

Do d6: Ail” =0; i =0.

Thay thé vao trong phuong trinh vi phan

(0)

Gl 0,125 {1+3(0)"10= 0,125

dt

1

Va  AilY =( 10,025 =0,00156

0,125+0
2

Nén

il(l) =0+0,00156=0,00156

Trong 161 giai vi du cho phuong phap, khong thyuc hién lap lai i)

(¥ =0 vae =0,125

V) =i .,.Bai giai thu

duoc bang phuong phép bién ddi Euler dugc dua vao trong bang 2.2.

Bang 2.2: Bai gidi bang phwong phdp bién déi Euler.

dil

dt|,

Thoi  Suc
n Gian dién
t, dong e,

Dong
dién 1,

Ai”

n

4.1(0)
ai

dt n+l
l'(O) .(1)
n+l Ai

n

0,000
0,025
0,050
0,075

0,000 0,00000 0,00000
0,125 0,00156 0,12344
0,250 0,00617 0,34383
0,375 0,01375 0,36124

0,00000
0,00309
0,00610
0,00903

0,125
0,250
0,375
0,500

0,500
0,625
0,750
0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300

OO bW~ O

— — \O
)

—
\}

0,02423 047573 0,01189 0,625
0,03754 0,58730 0,01468 0,750
0,05360 0,69594 0,01740 0,875
0,875 0,07234 0,80152 0,02004
1,000 0,09367 0,90386 0,02260
1,000 0,11596 0,87936 0,02198
1,000 0,13763 0,85455 0,02136
1,000 0,15867 0,82935 0,02073
1,000 0,17908

1,000
1,000
1,000
1,000
1,000

0,00000 0,12500 0,00156
0,00465 0,24535 0,00461
0,01227 0,36272 0,00758
0,02278 0,47718 0,01048

0,03612 0,58874 0,01331
0,05222 0,69735 0,01606
0,07100 0,80293 0,01874

0,09238
0,11627
0,13794
0,15899
0,17940

0,90525
0,87901
0,85419
0,82895
0,80328

0,02133
0,02229
0,02167
0,02104
0,02041
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¢. Phwong trinh dung phwong phap Runge-Kutta dé giai.

di e,
—=e(t)—(1+3i%)i
& () —( )

Ta co:
k,={e(t,)—(1+ 31'5 )i }At

At kY (K

k, _{e(tn +7)—{1+3(/n +?] }.(/n + 5 ]}At
At kY[ Lk

K, {e(tn +7)—{1+3(/n +?) }.(/n + 5 )}At

k, ={6(t, + Aty = [1+3(i, + k) |. G, + k) At
Ai, = VO + 2k, + 2k, +k,)

in+1 = in + Aln

"2 2
e(t, + At) =epiy
Thay thé gia tri ban dau tim dugc k;:
kl =0.
Tim duoc ks:

K {% i+ 3(0)210}0,025 = 0,00156

Tim duoc kj:

2
ky = {—0 I {1 + 3(0’0215 6} } m 6}0,025 ~0,00154

Tim duoc ky:
K, =10+ 0,125 — |1+ 3(0,00154)* |0,001540,025 = 0,00309

Thi
Ai, = % (0+0,00312 +0,00308 +0,00309) = 0,00155

Va 1 =1+ Aip=0+0,00155=0,00155
Bai giai thu duoc bang phuong phap Runge-Kutta duoc dua vao trong bang 2.3.
d. Cong thirc du dodn stra do1 ciia phuong phap Milne 1a.

n+l

4At .. . .
i(O) = in—3 + 3 (Zl'n—Z_l'n—l +2’l'n)

ln+1 = ln—l

At
+?(i'n_1 +41' +i' )
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di 5
—| =e —(1+3i)i
dt n ( n)n

Céc gia tri ban dau doi hoi phai thu duge tir 101 giai cia phuong phép Runge-Kutta.
Vo 1p=0; 1, = 0,00155; 1, = 0,00615; 13 = 0,01372.
Thay thé vao phuong trinh vi phén, ta co:
1’g=0;1";=0,12345; 1, =0,23485; 1’3 =0,36127.
Bit dau tai t; = 0,100 va thay thé vao trong cong thirc du doan, udc lwong dau tién cho
i4 la:

i =0+ % (0,025)[2(0,12345) - 0,24385 + 2(0,36127)] = 0,02418
Thay thé e4 = 0,500 va iy = 0,02418 vao trong phuong trinh vi phan, ta dugc:
i’4=0,500 [ 1 + 3(0,02418)?]0,02418 = 0,47578
Dy doan va gia tri chinh xéc, chi khac nhau mot s6 hang thap phan vi vay khong doi hoi
1ap lai nhiéu lan. Két qua sau timg budc dugc ghi vao bang 2.4. Tai to gia tri du doan
cua dong dién 1a 0,11742 nhung trong khi gia tri chinh xac 1a 0,11639. Viéc thuc hién
lap lai boi sy thay thé gi tri chinh x4c trong phuong trinh vi phan da thu dugc i’ =
0,87888. Cir 1an luot dung trong cong thirc stra d6i dé thu duoc wéce lwong thir hai cho i
=0,11640, trude khi kiém tra gia tri chinh xac. Thuc hién 1ap lai trong tat ca cac bude
dé dam bao yéu cau chinh xac.
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Thoi gian Stre dién Dong di¢én Dong dién
N to dong e, (du doan) i, iy (stra doi)
Iy
4 0,100 0,500 0,02418 0,47578 0,02419
5 0,125 0,625 0,03748 0,58736 0,03748
6 0,150 0,750 0,05353 0,69601 0,05353
7 0,175 0,875 0,07226 0,80161 0,07226
8 0,200 1,000 0,09359 0,90395 0,09358
9 0,225 1,000 0,11742 0,87772 0,11639
0,87888 0,11640+
10 0,250 1,000 0,13543 0,85712 0,13755
0,85464 0,13753+
11 0,275 1,000 0,16021 0,82745 0,15911
0,82881 0,15912+
12 0,300 1,000 0,17894 0,80387 0,17898
0,80382 0,17898+

+: gi4 tri stra d6i th hai thu dugc boi vong lap ‘
d. Phuong trinh dung phuong phap Picard ham tuong duong khéi dau cho 1, can ip=0
la:

i=iy+ [ le(y-i-3ar

Thay thé e(t) = 5t va gid tri ban dau iy = 0

; 2
i =j Stdr=>L
0 2

Thay iV cho i trong phuong trinh tich phan, thu dugc:
2 6 2 3 7
e ZJ;(St— 5t 375t J 50 st 375

2

Qua trinh tiép tyc, ta duoc:
p 2 3 6 7 8

i(a):J‘O(St_St S0 3750 375 1251 +....]dt

2 6 8 7 8
502 58 54 37547
=+ —- +...
2 6 24 56

, 2 3 4 6 7
e :IO(&_SLJFSL_SL_”& +375t +J dt

2 6 24 8 7

+
2 i 6 24 24 56
G161 han chuoi sau so han bac bon la:

2 6 24
Néu ham dung x4p xi i chinh x4c bon sb thap phan véi sd han xap xi dau tién khong chi
v dén sai s6 16m thi .
Slog t [ 10og0,00120
logt[9,415836 - 10
t[ 0,2605
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Gia tri giéi han 1a ham x4p xi hop 1y. Vi vay, trong vi du nay ham c6 thé dung chi dé
thu dugc y cho trong khoang 0 [ t[ 0,2; B&1i vi cho t > 0,2 thi e(t) = 1. Cho nén, ham
xap xi khéac phai chinh x4c cho trong khoang 0,2 [ t[ 0,3 nhu sau:

i=0,09367+ | (1-i-3")ar
i =0,09367+ [ {1-0,09367 ~3(0.09367)’ | dt=0,09367+ 0,90386(t 0,2)
i® =0,09367 + j Otz {1 —0,09367 —0,90386(t — 0,2) — 3[0,09367 + 0,90386(t — 0,2)] }dt

=0,09367 +0,90386[ 0’2 {1 —1,07897(t — 0,2) — 0,76189(t — 0,2)* — 2,45089(t — 0,2)° }dt
=0,09367 + 0,90386 x

- 2 _ 3 _ 4
X {( t—0,2)— 1,07897@ — 0,76]89% —2,45089 (¢ 2’2) } dr

Cudi cung, ta co:

i =0,09367 + 0 ,90386(t - 0,2) - 0,48762(t - 0 2) -

- 0,05420(t - 0 2) -0, 30611(t-0 2)*+0,86646(t - 0,2)° .
Chudi gi6i han, ham xép xi 1a:

i= 0,09367 + 0,90386(t - 0,2) -

- 0,48762(t - 0,2)* - 0,05420(t - 0,2)* - 0,30611(t - 0,2)"
Cho i hiéu chinh trong bon sb thap phan, ta co:
0,86646(t - 0,2)’ [ 0,00005

(t-0,2)[0,14198

Ham hgp 1y cho trong khoang 0,2 [ t[0,342

Gia tri thu dugc bang phwong phép Picard duoc dua vao trong bang 2.5.

2.5.SO SANH CAC PHUONG PHAP.

Trong bai giai cua phuong trinh vi phan ham quan hé gitra bién phu thudc y va bién doc
lap x can tim dé thoa méan phuong trinh vi phén. Bai giai trong giai tich la rat kho va co
mot s6 van dé khong thé tim dugc. Phuong phap s6 dung de tim 101 giai bang cach biéu
dién y nhu mot s6 ham cia bién doc 1ap x tir moi gia trl xap xi cia y c¢6 thé thu dugc
bang su thay thé hoan toan hay biéu dién trong duong quan hé giira cac gia tri lién tlep
cua y xac dinh cho viéc chon gia tri cua x. Phuong phap Picard la phuong phap s6 kiéu
dau tién. Phuong phéap Euler, Runge-Kutta, va Milne 13 vi du cho kiéu thir hai.

Kho khin chu yéu phat sinh tir phuong phép xap xi y bang ham sd, nhu phuong phap
Picard, tim théy trong lan 1dp lai sy tich phan hi¢n tai phai thuc hién dé thu duoc ham
thoa mén. Vi vy phuong phap nay 13 khong thuc té trong hau hét cac truong hop va it
duoc dung.
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Bang 2.5: Gidi bang phirong phdp Picard.

n Thoi gian t, Strc dién dong e, Dong dién 1,
0 0 0 0

1 0,025 0,125 0,00155
2 0,050 0,250 0,00615
3 0,075 0,375 0,01372
4 0,100 0,500 0,02419
5 0,125 0,625 0,03749
6 0,150 0,750 0,05354
7 0,175 0,875 0,07229
8 0,200 1,000 0,09367
9 0,225 1,000 0,11596
10 0,250 1,000 0,13764
11 0,275 1,000 0,15868
12 0,300 1,000 0,17910

Cac phuong phap theo kiéu thir hai doi hoi phep tinh s6 hoc don gian do d6 thich hop
cho viéc glal bang may tinh s ctia cac phuong trinh vi phan. Trong truong hop tong
quat, don gian quan h¢ doi hoi dung trong mot khoang nho cho cac bién doc lap nhung
nguoc lai nhiéu phuong phép phtc tap c6 thé dung trong khoang tuong d6i 16n ton
nhiéu cong strc trong viée chinh xac hoa 101 giai. Phuong phap Euler 1a don gian nhét,
nhung trir khi khoang tinh rat nhoé thi ding né ciing khong ding véi thuc té. Phuong
phap bién d6i Euler ciing sir dung don gian va c6 thém thuan loi kiém tra hé théng von
c6 trong qua trinh thu duoc dé cai thién sy ude luong cho y. Phuong phép co su chinh
x4c gidi han, vi vay doi hoi dung khoang gié tri nho cho bién doc 1ap. Phuong phap
Runge-Kutta doi héi s6 rat 16n cta phép tinh s6 hoc, nhung két qua cling khong chinh
xac.

Phuong phép du doén stra d6i cua Milne 14 it kho khian hon phuong phap Runge-Kutta va so
sanh dugc do chinh xac ciia bac h’. Vi vdy, phuong phap cia Milne doi hoi co bbn gia tri ban
dau cho bién phu thudc phai thu dugc bang mot s6 phuong phap khac, hau nhu phuong phéap
bién d6i Euler hay phuong phap Runge-Kutta, 1a nhu nhau. Trong su ing dung may tinh cho
phuong phap s6. Chuong trinh doi hoi bat dau 1oi giai nhu phwong phap cua Milne. Loi giai
tiép tuc ding cong thire khac cho dy doan va sau d6 stra chira gia tri cua y cung cép qua trinh
hé thong cho kiém tra tot ‘Qang stra chita udc lugng ban dau. Néu su khac nhau gitra du doan va
gié tri chinh x4c 1a dang ke, khoang tinh c6 thé dugc rat gon lai. Kha nang trong phuong phap
cua Milne khong c6 hiéu luc trong phuong phép Runge-Kutta.
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Bai tap:
2.1. Giai phuong trinh vi phan.

Cho 0[t[0,3; v6i khoang phuong trinh 0,05 va gia tri ban ddu xo = 0 va y, = 1, bang
cac phuong phap s sau day.
Euler
Bién doi Euler.
Picard
Xap xi bac bon Runge-Kutta

Milne dung gia tri bat dau thu duoc phuwong phap Runge-Kutta

2.2. Giai bang phuong phap bién dbi Euler hé phuong trinh vi phan.

&

a7

dy x

dt 2

Cho 0[t[ 1,0; V&i khoang phuong trinh 0,2 va gié tri ban dau ip = 0,xo = 0 va

yo=1

2.3. Giai béng xap xi bac bén Runge-Kutta phuong trinh vi phan bac hai.
y’'=ytxy

Cho 0 [ x [ 0,4; Véi khoang phuong trinh 0,1 va gié tri ban dauxy=0,yp =1, v y’s =0
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