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LÝ THUYẾT & BÀI TẬP MÔN GIẢI TÍCH PHỨC 

(Tài liệu chỉ có ơnh chất tham khảo – hƩp://nguyenchiphuong.WordPress.com ) 

Trong tài liệu này xin tổng hợp lại tất cả các dạng bài tập có liên quan tới đề thi của các năm. 
Riêng các bài tập căn bản các bạn xem lại trong các ví dụ ở giáo trình trên lớp. Môn giải ơch 
phức thực chất là một môn tương đối cơ bản nhưng lại có “môt chút rắc rối” (không phải ở 
môn học mà ở… các bạn chắc đã hiểu) vì vậy mọi người đừng chủ quan nhé. Sau đây là một 
số dạng bài tập mà chúng ta sẽ ôn tập 

I. BÀI TOÁN 1: GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 

1.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Đồng nhất số phức 

Cho ݖ = ݔ + ݖ khi đó phương trình ݕ݅ = ܽ + ܾ݅ ⇔ ቄ
ݔ = ܽ
ݕ = ܾ 

b. Căn thức 

Số phức ݓ được gọi là căn bậc ݊ của số phức ݖ nếu ݓ௡ =  và phương trình (1) có (1) ݖ
đúng ݊ nghiệm được xác định bởi công thức 

௞ݓ = ೙ݎ√ ൬cos
ߠ + ߨ2݇

݊
+ ݅ sin

ߠ + ߨ2݇
݊

൰ , ݊ = 0,1, … , ݊ − 1 

1.2. Bài tập mẫu 

Bài 1.1 (bài 21.SGK,tr 18): Giải các phương trình sau: 

     a. ૞ࢠ૛ + ૛ࢠ + ૚૙ = ૙              b. ࢠ૝ + ૡ૚ = ૙           c. ૛ࢠ = ૛)࢏ +  (࢏ૢ

     d. ࢠ + ૛ࢠത = ૛ି࢏
૚ା૜࢏

                        e. ࢠ૟ + ૚ = √૜࢏          f. ࢠ૛ =  .࢏

Giải: 

a. 5ݖଶ + ݖ2 + 10 = 0 ⇔ ቎
ଵݖ = ିଵା଻௜

ହ
= − ଵ

ହ
+ ଻

ହ
݅

ଶݖ = ିଵି଻௜
ହ

= − ଵ
ହ
− ଻

ହ
݅
 

b. ݖସ + 81 = 0 ⇔ ସݖ = −81 

Ta có −81 = 81(cos(ߨ) + ݅ sin(ߨ)) 

Khi đó căn bậc 4 của −81 được xác định bởi 

௞ݖ = √81ర ൬cos
ߨ + ߨ2݇

4
+ ݅ sin

ߨ + ߨ2݇
4

൰ = 3 ൬cos
ߨ + ߨ2݇

4
+ ݅ sin

ߨ + ߨ2݇
4

൰ , ݇ = 0,1,2 
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݇ = 0 ⇒ ଴ݖ = 3ቀcos గ
ସ

+ ݅ sin గ
ସ
ቁ = 3 ቀ√ଶ

ଶ
+ ݅ √ଶ

ଶ
ቁ  

݇ = 1 ⇒ ଵݖ = 3ቀcos ଷగ
ସ

+ ݅ sin ଷగ
ସ
ቁ = 3 ቀ− √ଶ

ଶ
+ ݅ √ଶ

ଶ
ቁ  

݇ = 2 ⇒ ଶݖ = 3ቀcos ହగ
ସ

+ ݅ sin ହగ
ସ
ቁ = 3 ቀ− √ଶ

ଶ
− ݅ √ଶ

ଶ
ቁ  

݇ = 3 ⇒ ଷݖ = 3ቀcos ଻గ
ସ

+ ݅ sin ଻గ
ସ
ቁ = 3 ቀ√ଶ

ଶ
− ݅ √ଶ

ଶ
ቁ  

Vậy ݖ଴, ,ଵݖ ,ଶݖ ସݖ ଷ là nghiệm của phương trìnhݖ + 81 = 0 

c. 2ݖ = ݅(2 + 9݅) ⇔ ݖ2 = −9 + 2݅ ⇔ ݖ = − ଽ
ଶ

+ ݅ 

d. Đặt ݖ = ݔ +  khi đó ,ݕ݅

ݖ + ̅ݖ2 =
2 − ݅

1 + 3݅
⇔ ݔ + ݕ݅ + ݔ)2 − (ݕ݅ =

(2 − ݅)(1 − 3݅)
10

⇔ ݔ3 − ݕ݅ = −
1

10
−

7
10

݅ 

⇔ ൝
ݔ3 = − ଵ

ଵ଴

ݕ− = − ଻
ଵ଴

⇔ ൝
ݔ = − ଵ

ଷ଴

ݕ = ଻
ଵ଴

  

Vậy ݖ = − ଵ
ଷ଴

+ ଻
ଵ଴
݅ 

e. ݖ଺ + 1 = √3݅ ⇔ ଺ݖ = −1 + √3݅ 

Ta có −1 + √3݅ = 2 ቀ− ଵ
ଶ

+ √ଷ
ଶ
݅ቁ = 2 ቀcos ଶగ

ଷ
+ ݅ sin ଶగ

ଷ
ቁ 

Khi đó căn bậc 6 của −1 + √3݅ được xác định bởi 

௞ݖ = √2ల ቌcos
ߨ2
3 + ߨ2݇

6
+ ݅ sin

ߨ2
3 + ߨ2݇

6
ቍ = √2ల ൬cos

ߨ + ߨ3݇
9

+ ݅ sin
ߨ + ߨ3݇

9
൰ 

݇ = 0 ⇒ ଴ݖ = √2ల ቀcos
ߨ
9

+ ݅ sin
ߨ
9
ቁ 

݇ = 1 ⇒ ଵݖ = √2ల ൬cos
ߨ4
9

+ ݅ sin
ߨ4
9
൰ 

݇ = 2 ⇒ ଶݖ = √2ల ൬cos
ߨ7
9

+ ݅ sin
ߨ7
9
൰ 

݇ = 3 ⇒ ଷݖ = √2ల ൬cos
ߨ10

9
+ ݅ sin

ߨ10
9
൰ 
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݇ = 4 ⇒ ସݖ = √2ల ൬cos
ߨ13

9
+ ݅ sin

ߨ13
9
൰ 

݇ = 5 ⇒ ହݖ = √2ల ൬cos
ߨ16

9
+ ݅ sin

ߨ16
9
൰ 

Vậy ݖ଴, ,ଵݖ ,ଶݖ ,ଷݖ ,ସݖ ଺ݖ ହ là nghiệm của phương trìnhݖ + 1 = √3݅. 

f. ݖଶ = ݅ 

Ta có ݅ = cos గ
ଶ

+ ݅ sin గ
ଶ
 

Khi đó căn bậc 2 của ݅ được xác định bởi 

௞ݖ = cos
ߨ
2 + ߨ2݇

2
+ ݅ sin

ߨ
2 + ߨ2݇

2
= cos

ߨ + ߨ4݇
4

+ ݅ sin
ߨ + ߨ4݇

4
, ݇ = 0,1. 

݇ = 0 ⇒ ଴ݖ = cos
ߨ
4

+ ݅ sin
ߨ
4

=
√2
2

+ ݅
√2
2

 

݇ = 1 ⇒ ଵݖ = cos
ߨ5
4

+ ݅ sin
ߨ5
4

= −
√2
2
− ݅

√2
2

 

Vậy ݖ଴, ଶݖ ଵ là nghiệm của phương trìnhݖ = ݅. 

Bài 1.2 (bài 24.SGK,tr 18): Giải phương trình: 

૛(૚ࢠ − (૛ࢠ = ૚૟ 

Giải: 

ଶ(1ݖ − (ଶݖ = 16 ⇔ ସݖ − ଶݖ + 16 = 0 ⇔ ൤ݖ
ଶ = 1 + 3√7݅
ଶݖ = 1 − 3√7݅

 

Xét 1 + 3√7݅ có ݎ = √1 + 63 = 8 

ቐ
cosߠ = ௫

௥
= ଵ

଼
   

sin ߠ = ௬
௥

= ଷ√଻
଼

 , khi đó căn bậc 2 của 1 + √63݅ được xác định bởi 

௞ݖ = √8൬cos
ߠ + ߨ2݇

2
+ ݅ sin

ߠ + ߨ2݇
2

൰ = 2√2൬cos
ߠ + ߨ2݇

2
+ ݅ sin

ߠ + ߨ2݇
2

൰ , ݇ = 0,1. 

݇ = 0 ⇒ ଴ݖ = 2√2൬cos
ߠ
2

+ ݅ sin
ߠ
2
൰ 

݇ = 1 ⇒ ଵݖ = 2√2 ൬cos
ߠ + ߨ2

2
+ ݅ sin

ߠ + ߨ2
2

൰ = −2√2൬cos
ߠ
2

+ ݅ sin
ߠ
2
൰ 
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Ta có cos ఏ
ଶ

= ±ටଵାୡ୭ୱఏ
ଶ

= ±ට
ଵାభఴ
ଶ

= ± ଷ
ସ
 và sin ఏ

ଶ
= ±ටଵିୡ୭ୱఏ

ଶ
= ±ට

ଵିభఴ
ଶ

= ± √଻
ସ

 

Chọn cos ఏ
ଶ

= ଷ
ସ
; sin ఏ

ଶ
= √଻

ସ
, khi đó  

⎩
⎪
⎨

⎪
଴ݖ⎧ = 2√2ቆ

3
4

+
√7
4
݅ቇ   

ଵݖ = −2√2ቆ
3
4

+
√7
4
݅ቇ

 

Vậy ݖ଴, ଶݖ ଵ là nghiệm của phương trìnhݖ = 1 + 3√7݅ 

Làm tương tự với 1 − 3√7݅ trong đó chọn cos ఏ
ଶ

= ଷ
ସ

;  sin ఏ
ଶ

= − √଻
ସ

, khi đó 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଴ᇱݖ = 2√2ቆ

3
4
−
√7
4
݅ቇ

ଵᇱݖ = −2√2ቆ
3
4
−
√7
4
݅ቇ

 

Vậy ݖ଴ᇱ , ଵᇱݖ  là nghiệm của phương trình ݖଶ = 1 − 3√7݅ 

Suy ra ݖ଴, ,ଵݖ ଴ᇱݖ , ଶ(1ݖ ଵᇱ là nghiệm của phương trìnhݖ − (ଶݖ = 16 

 

II. BÀI TOÁN 2: TÌM ẢNH VÀ TẠO ẢNH QUA ÁNH XẠ PHỨC 

2.1. Kiến thức bổ trợ 

Để Ơm ảnh của một điểm, đường thẳng hay đường tròn qua ánh xạ phức ݓ = (ݖ)݂ =
,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ,ݑ ta xác định mối liên hệ của ,(ݕ  dựa trên miền cho trước ݒ

Ngược lại để Ơm tạo ảnh của hàm ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ ,ݔ ta xác định mối liên hệ của ,(ݕ  .ݕ

2.2. Bài tập mẫu 

Bài 2.1 (bài 6, SGK, tr 55): Tìm ảnh của đường ࢞ = ૚ qua ánh xạ phức ࢝ = ૚
ࢠ
.  

(Đề thi kết thúc môn GTP - khóa 16) 

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ + ݓ khi đó ,ݕ݅ = ଵ
௭

= ଵ
௫ା௜௬

= ௫
௫మା௬మ

− ௬
௫మା௬మ

݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


GIẢI TÍCH PHỨC 05
 

⇒ ൞
,ݔ)ݑ (ݕ =

ݔ
ଶݔ + ଶݕ

   

,ݔ)ݒ (ݕ = −
ݕ

ଶݔ + ଶݕ
 

Với ݔ = 1, khi đó ݔ)ݑ, (ݕ = ଵ
ଵା௬మ

 và ݔ)ݒ, (ݕ = − ௬
ଵା௬మ

 

⇒ ଶݑ + ଶݒ =
1 + ଶݕ

(1 + ଶ)ଶݕ =
1

1 + ଶݕ
= ݑ ⇔ ଶݑ − ݑ + ଶݒ = 0 ⇔ ൬ݑ −

1
2
൰
ଶ

+ ଶݒ =
1
4

 

Vậy ảnh của đường ݔ = 1 là đường tròn tâm (ଵ
ଶ

, 0), bán kính là ଵ
ଶ
.  

Bài 2.2 (bài 7, SGK, tr 55): Dùng tham số hóa để Ơm ảnh của đường tròn |ࢠ − |૙ࢠ =  qua ࡾ
ánh xạ phức ࢝ = ࢠ࢏ − ૛. 

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ + ,ݕ݅ ଴ݖ = ଴ݔ +  ଴ݕ݅

Ta có |ݖ − |଴ݖ = ܴ ⇒ ݖ  − ଴ݖ = ܴ݁௜௧ ⇔ ݖ = ଴ݖ + ܴ݁௜௧, khi đó 

ݓ = ݖ݅ − 2 = ଴ݖ)݅ +ܴ݁ ௜௧) − 2 = ݅൫ݔ଴ + ଴ݕ݅ + ܴ(cos ݐ + ݅ sin ൯(ݐ − 2 

     = ଴ݕ−) − 2 − ܴ sin (ݐ + ଴ݔ)݅ +ܴ cos (ݐ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଴ݕ− − 2 − ܴ sin ݐ
,ݔ)ݒ (ݕ = ଴ݔ +ܴ cos ⇔          ݐ ൜ܴ sin ݐ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ଴ݕ + 2

ܴ cos ݐ = ,ݔ)ݒ (ݕ −          ଴ݔ

⇒ ݑ) + ଴ݕ) + 2) )ଶ + ݒ) − ଴ )ଶݔ = ܴଶ 

Vậy ảnh của đường tròn |ݖ − |଴ݖ = ܴ qua ánh xạ ݓ = ݖ݅ − 2 là đường tròn tâm 
଴ݕ−) − 2,  .ܴ ଴), bán kínhݔ

Bài 2.3: Cho hàm ࢝ =  :૛. Tìm ảnh củaࢠ

a. Đường tròn |ࢠ| = ૛, 
b. Miền quạt ૙ < ࢠࢍ࢘ࢇ < ࣊

૛
. 

Giải: 

a. Giả sử ݖ = ݔ + ݓ khi đó ,ݕ݅ = ଶݖ = ݔ) + ଶ(ݕ݅ = ଶݔ − ଶݕ + ݅ݕݔ2 = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଶݔ − ଶݕ

,ݔ)ݒ (ݕ =          ݕݔ2

Ta có phương trình tham số của đường tròn |ݖ| = 2 là: ൝
ݔ = 2 cos ݐ
ݕ = 2 sin ݐ
0 ≤ ݐ ≤ ߨ2
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Khi đó: 

൜ݑ
,ݔ) (ݕ = (2 cos ଶ(ݐ − (2 sin ଶ(ݐ = 4(cosଶݐ − sinଶݐ ) = 4 cos ݐ2

,ݔ)ݒ (ݕ = 2.2 cos ݐ . 2 sin ݐ = 4 sin                                                      ݐ2

⇒ ቀ
ݑ
4
ቁ
ଶ

+ ቀ
ݒ
4
ቁ
ଶ

= cosଶ2ݐ + sinଶ2ݐ = 1 ⇔ ଶݑ + ଶݒ = 16 

Vậy ảnh của đường tròn |ݖ| = 2 trong mp(ݖ) là đường tròn có tâm là gốc tọa đô, bán kính 
là 4 trong mp(ݓ) 

b. Đặt ܽݖ݃ݎ = ߙ ⇒ 0 < ߙ < గ
ଶ
 

Ta có ݖ = cos)ݎ ߙ + ݅ sin (ߙ ⇒ ݓ = ଶݖ = ଶ(cosݎ ߙ2 + ݅ sin (ߙ2 ⇒ ݓ݃ݎܽ =  ߙ2

Ta coi miền quạt 0 < ݖ݃ݎܽ < గ
ଶ
 được quét bởi Ɵa ܽݖ݃ݎ = với biến thiên từ 0 đến గ ,ߙ

ଶ
 

Theo chứng minh trên thì ảnh của Ɵa ܽݖ݃ݎ = ݓ qua phép biến hình ߙ = ݓ݃ݎܽ ଶ là Ɵaݖ =
biến thiên từ 0 đến గ ߙ Khi .ߙ2

ଶ
 thì 2ߙ biến thiên từ 0 đến ߨ. 

Vậy ảnh của miền quạt 0 < ݖ݃ݎܽ < గ
ଶ
 là nửa mặt phẳng trên  0 < ݓ݃ݎܽ <  .ߨ

Bài 2.4: Cho hàm ࢝ = ૚
ࢠ

, ࢠ = ࢞ +  :Tìm .࢟࢏

a. Ảnh của đường ࢞ =  ࢉ
b. Tạo ảnh của đường ࢛ =  .ࢉ

Giải: 

a. Ta có: 

ݓ =
1
ݖ

=
1

ݔ + ݕ݅
=

ݔ − ݕ݅
ଶݔ + ଶݕ

=
ݔ

ଶݔ + ଶݕ
−

ݕ
ଶݔ + ଶݕ

݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൞
,ݔ)ݑ (ݕ =

ݔ
ଶݔ + ଶݕ

    

,ݔ)ݒ (ݕ = −
ݕ

ଶݔ + ଶݕ
 

+ Trường hợp ݔ = ܿ = 0, khi đó  

ቊ
,ݔ)ݑ (ݕ = 0                     
,ݔ)ݒ (ݕ = − ଵ

௬
, ݕ) ≠ 0) ⇒ ݓ = − ௜

௬
  

Vậy ảnh của đường ݔ = 0 là trục ảo trừ gốc tọa độ 

+ Trường hợp ݔ = ܿ ≠ 0, khi đó 
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൞
,ݔ)ݑ (ݕ =

ܿ
ܿଶ + ଶݕ

    

,ݔ)ݒ (ݕ = −
ݕ

ܿଶ + ଶݕ
 

⇒ ଶݑ + ଶݒ =
ܿଶ + ଶݕ

(ܿଶ + ଶ)ଶݕ =
1

ܿଶ + ଶݕ
=
ݑ
ܿ

 

⇔ ଶݑ −
ݑ
ܿ

+ ଶݒ = 0 ⇔ ൬ݑ −
1

2ܿ
൰
ଶ

+ ଶݒ =
1

4ܿଶ
 

Vậy ảnh của đường ݔ = ܿ là đường tròn tâm ቀ ଵ
ଶ௖

, 0ቁ, bán kình là ଵ
ଶ|௖|

 , (ܿ ≠ 0). 

b. ݑ = ܿ ⇔ ௫
௫మା௬మ

= ܿ 

+ Trường hợp ܿ = 0 ⇒ ݔ = 0 

Vậy tạo ảnh của đường ݑ = 0 là trục ảo trừ gốc tọa độ 

+ Trường hợp ܿ ≠ 0, khi đó 

ଶݔ  + ଶݕ = ௫
௖
⇔ ଶݔ − ௫

௖
+ ଶݕ = 0 ⇔ ቀݔ − ଵ

ଶ௖
ቁ
ଶ

+ ଶݕ = ଵ
ସ௖మ

 

Vậy tạo ảnh của đường ݑ = ܿ là đường tròn tâm ቀ ଵ
ଶ௖

, 0ቁ, bán kình là ଵ
ଶ|௖|

 , (ܿ ≠ 0). 

 

III. BÀI TOÁN TÌM GIỚI HẠN VÀ CHỨNG MINH SỰ LIÊN TỤC CỦA HÀM PHỨC 

3.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Giới hạn dãy số phức 

Cho ቊ
,{௡ݖ} ௡ݖ = ௡ݔ +         ௡ݕ݅
lim
௡→ஶ

௡ݖ = ଴ݖ = ଴ݔ + ⇔ ଴ݕ݅ ቊ
lim
௡→ஶ

௡ݔ = ଴ݔ
lim
௡→ஶ

௡ݕ = ଴ݕ
 

b. Giới hạn hàm phức 

Cho  ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ,(ݕ ଴ݖ = ଴ݔ + ,଴ݕ݅ ݈ = ߙ +  khi đó ,ߚ݅

lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ = ݈ ⇔ ൞

lim௫→௫బ
௬→௬బ

,ݔ)ݑ (ݕ = ߙ

lim௫→௫బ
௬→௬బ

,ݔ)ݒ (ݕ =  ߚ

Nếu khi xét ݖ →  ଴ theo các hướng khác nhau thì có các kết quả khác nhau thì ta kết luậnݖ
không tồn tại giới hạn tại ݖ =  .଴ݖ

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


GIẢI TÍCH PHỨC 08
 

c. Hàm liên tục 

Cho ݂  :଴, khi đóݖ xác định trong lân cận điểm (ݖ)

଴ݖ liên tục tại (ݖ)݂  ⇔ ൞

଴ݖ ạ݅ݐ áܿ đị݊ℎݔ(ݖ)݂ +
+ ܶồ݊ ݐạ݅ lim

௭→௭బ
    (ݖ)݂

+ lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ =   (଴ݖ)݂
 

݂ nếu ܩ liên tục trên miền (ݖ)݂  liên tục tại mọi điểm thuộc ܩ. 

3.2. Bài tập mẫu 

Bài 3.1: Tính ܕܑܔ
࢏૚ା→ࢠ

૛ࢠ) +  (࢏

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ +   khi đó ,ݕ݅

ଶݖ + ݅ = ݔ) + ଶ(ݕ݅ + ݅ = ଶݔ − ଶݕ + ݕݔ2) + 1)݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଶݔ − ଶݕ

,ݔ)ݒ (ݕ = ݕݔ2 + 1 ଴ݖ ; = 1 + ݅ 

lim
௫→ଵ
௬→ଵ

,ݔ)ݑ (ݕ = lim
௫→ଵ
௬→ଵ

ଶݔ) − (ଶݕ = 0 

lim
௫→ଵ
௬→ଵ

,ݔ)ݒ (ݕ = lim
௫→ଵ
௬→ଵ

ݕݔ2) + 1) = 3 

Vậy lim
௭→ଵା௜

ଶݖ) + 1) = lim
௫→ଵ
௬→ଵ

,ݔ)ݑ (ݕ + ݅ lim
௫→ଵ
௬→ଵ

,ݔ)ݒ (ݕ = 3݅ 

Bài 3.2 (bài 6, SGK, tr51): Chứng minh rằng 

ܕܑܔ
࢏→ࢠ

૜ࢠ૝ − ૛ࢠ૜ + ૡࢠ૛ − ૛ࢠ + ૞
ࢠ − ࢏

= ૝ + ૝࢏. 

Giải: 

ܸܶ = lim
௭→௜

ସݖ3 − ଷݖ2 + ଶݖ8 − ݖ2 + 5
ݖ − ݅

= lim
௭→௜

ݖ) − ଷݖ3](݅ + (3݅ − ଶݖ(2 + (5 − ݖ(2݅ + 5݅]
ݖ − ݅

 

= lim
௭→௜

ଷݖ3] + (3݅ − ଶݖ(2 + (5 − ݖ(2݅ + 5݅] = 3݅ଷ + (3݅ − 2)݅ଶ + (5 − 2݅)݅ + 5݅ 

= −3݅ − 3݅ + 2 + 5݅ + 2 + 5݅ = 4 + 4݅                                                                            

Bài 3.3 (bài 9, SGK, tr52): Tính các giới hạn sau: 
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                       a. ܕܑܔ
࢏→ࢠ

૚૙ା૚ࢠ
૟ା૚ࢠ

                     b. ܕܑܔ
૙→ࢠ

૚ିࢠ ܛܗ܋
૛ࢠ ܖܑܛ

                      c. ܕܑܔ
૙→ࢠ

(ࢠ ܛܗ܋)
૚
 ૛ࢠ

Giải: 

a. Đặt ݂(ݖ) = ଵ଴ݖ + 1; (ݖ)݃ = ଺ݖ + 1, khi đó  

݂(݅) = ݅ଵ଴ + 1 = 0; ݃(݅) = ݅଺ + 1 = 0 và ݃ᇱ(௜) = 6݅ହ = 6݅ ≠ 0 

Áp dụng quy tắc L’Hospital ta có 

lim
௭→௜

(ݖ)݂
(ݖ)݃

= lim
௭→௜

(ݖ)′݂
(ݖ)′݃

= lim
௭→௜

ଽݖ10

ହݖ6
= lim

௭→௜

5
3
ସݖ =

5
3
݅ସ =

5
3

 

⇒ lim
௭→௜

ଵ଴ݖ + 1
଺ݖ + 1

=
5
3

. 

b. lim
௭→଴

ଵିୡ୭ୱ ௭
ୱ୧୬ ௭మ

= lim
௭→଴

ଵିቀଵିଶୱ୧୬మ೥మቁ

ୱ୧୬ ௭మ
= lim

௭→଴

ଶୱ୧୬మ೥మ
ୱ୧୬ ௭మ

= lim
௭→଴

ଵ
ଶ

౩౟౤మ೥మ

ቀ೥మቁ
మ

౩౟౤ ೥మ

೥మ
 

Ta có lim
௭→଴

ୱ୧୬మ೥మ

ቀ೥మቁ
మ = 1 và lim

௭→଴

ୱ୧୬ ௭మ

௭మ
= 1 

⇒ lim
௭→଴

1 − cos ݖ
sin ݖଶ

=
1
2

. 

c. lim
௭→଴

(cos ݖ)
భ
೥మ = 

Bài 3.4: Xét sự tồn tại giới hạn của ܕܑܔ
૙→ࢠ

ቀࢠ
തࢠ
ቁ
૛
. 

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ + khi đó ௭ ,ݕ݅
௭̅

= ௫ା௜௬
௫ି௜௬

 

+ Cho ݖ → 0 theo hướng trục ܱݔ khi đó ݕ = 0 

lim
௭→଴

ቀ
ݖ
̅ݖ
ቁ
ଶ

= lim
௫→଴
௬ୀ଴

൬
ݔ + ݕ݅
ݔ − ݕ݅

൰
ଶ

= lim
௫→଴
௬ୀ଴

ቀ
ݔ
ݔ
ቁ
ଶ

= lim
௫→଴
௬ୀ଴

1 = 1   (1) 

+ Cho ݖ → 0 theo hướng đường thẳng ݕ =  ݔ

lim
௭→଴

ቀ
ݖ
̅ݖ
ቁ
ଶ

= lim
௫→଴
௬ୀ଴

൬
ݔ + ݕ݅
ݔ − ݕ݅

൰
ଶ

= lim
௫→଴
௬ୀ଴

൬
ݔ + ݔ݅
ݔ − ݔ݅

൰
ଶ

= lim
௫→଴
௬ୀ଴

൬
1 + ݅
1 − ݅

൰
ଶ

= −1   (2) 
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Từ (1) và (2) ta suy ra  không tồn tại giới hạn lim
௭→଴

ቀ௭
௭̅
ቁ
ଶ
 

Lưu ý: điều kết luận trên cũng có nghĩa là hàm số ݂(ݖ) = ቀ௭
௭̅
ቁ
ଶ
 không liên tục tại ݖ = 0. 

Bài 3.5: Xét ơnh liên tục của hàm 

(ࢠ)ࢌ = ቐ
૜ࢠ − ૚
ࢠ − ૚

|ࢠ| ܝếܖ  ≠ ૚

૜           ܖếࢠ| ܝ| = ૚
૙ࢠ ạܑܜ    = ૚, ૙ࢠ =  ࢏

Giải: 

+ Tại ݖ଴ = 1 ta có: 

݂(1) = 3 và  lim
௭→ଵ

(ݖ)݂ = lim
௭→ଵ

௭యିଵ
௭ିଵ

= lim
௭→ଵ

ଶݖ) + ݖ + 1) = 3 

Vậy lim
௭→ଵ

(ݖ)݂ = ݂(1) nên hàm số liên tục tại ݖ଴ = 1 

+ Tại ݖ଴ = ݅ 

݂(݅) = 3 và lim
௭→௜

(ݖ)݂ = lim
௭→௜

௭యିଵ
௭ିଵ

= lim
௭→௜

ଶݖ) + ݖ + 1) = ݅ 

Vậy lim
௭→௜

(ݖ)݂ ≠ ݂(1) nên hàm số gián đoạn tại ݖ଴ = ݅ 

Bài 3.6: Cho các hàm 

                    a. (ࢠ)ࢌ = (ࢠ)ࢋࡾ
ࢠ

                     b. (ࢠ)ࢌ = ࢠ
|ࢠ|

                        c. (ࢠ)ࢌ = (ࢠ)ࢋࡾࢠ
|ࢠ|

 

Có thể gán giá trị của hàm số tại ࢠ = ૙ để nó trở thành hàm liên tục tại ࢠ = ૙ hay không? 

Giải: 

a. Chọn 2 dãy ݖ௡ = ଵ
௡

 và ݖ௡∗ = ௜
௡

, khi đó ݖ௡, ∗௡ݖ → 0 khi ݊ → ∞ 

Xét 

lim
௭೙→଴

(௡ݖ)݂ = lim
௭೙→଴

(௡ݖ)ܴ݁
௡ݖ

= lim
௡→ஶ

1
݊
1
݊

= lim
௡→ஶ

1 = 1 

lim
௭೙∗→଴

(∗௡ݖ)݂ = lim
௭೙∗→଴

(∗௡ݖ)ܴ݁
∗௡ݖ

= lim
௡→ஶ

0
1
݊

= lim
௡→ஶ

0 = 0 
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Suy ra không tồn tại lim
௭→଴

ݖ nên không thể gán giá trị của hàm số tại điểm (ݖ)݂ = 0 để nó trở 

thành hàm liên tục tại ݖ = 0. 

b. Chọn 2 dãy ݖ௡ = ଵ
௡

 và ݖ௡∗ = ଵ
௡

+ ௜
௡

, khi đó ݖ௡, ∗௡ݖ → 0 khi ݊ → ∞ 

Xét 

lim
௭೙→଴

(௡ݖ)݂ = lim
௭೙→଴

௡ݖ
|௡ݖ| = lim

௡→ஶ

1
݊
1
݊

= lim
௡→ஶ

1 = 1 

lim
௭೙∗→଴

(∗௡ݖ)݂ = lim
௭೙∗→଴

∗௡ݖ

|∗௡ݖ| = lim
௡→ஶ

1
݊ + ݅

݊

ටቀ1
݊ቁ

ଶ
+ ቀ1

݊ቁ
ଶ

= lim
௡→ஶ

1 + ݅
√2

=
1 + ݅
√2

 

Suy ra không tồn tại lim
௭→଴

ݖ nên không thể gán giá trị của hàm số tại điểm (ݖ)݂ = 0 để nó trở 

thành hàm liên tục tại ݖ = 0. 

c. Giả sử ݖ = ݔ +  ݕ݅

Khi đó ݂(ݖ) = ௭ோ௘(௭)
|௭|

= (௫ା௜௬)௫
ඥ௫మା௬మ

= ௫మ

ඥ௫మା௬మ
+ ௫௬

ඥ௫మା௬మ
݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
,ݔ)ݑ⎧ (ݕ =

ଶݔ

ඥݔଶ + ଶݕ

,ݔ)ݒ (ݕ =
ݕݔ

ඥݔଶ + ଶݕ

 

Ta có 

0 ≤ ௫మ

ඥ௫మା௬మ
≤ ௫మ

|௫|
= mà lim |ݔ|

௫→଴
௬→଴

|ݔ| = 0 nên lim
௫→଴
௬→଴

,ݔ)ݑ (ݕ = lim
௫→଴
௬→଴

௫మ

ඥ௫మା௬మ
= 0 (1) 

0 ≤ ฬ ௫௬
ඥ௫మା௬మ

ฬ ≤ ௫మା௬మ

ଶඥ௫మା௬మ
= ඥ௫మା௬మ

ଶ
  mà lim

௫→଴
௬→଴

ඥ௫మା௬మ

ଶ
= 0 nên lim

௫→଴
௬→଴

,ݔ)ݒ (ݕ = lim
௫→଴
௬→଴

௫௬
ඥ௫మା௬మ

= 0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra lim
௭→଴

(ݖ)݂ = lim
௭→଴

௭ோ௘(௭)
|௭|

= 0 

Vậy có thể gán giá trị ݂(ݖ) = 0 tại ݖ = 0 để nó trở thành hàm liên tục tại ݖ = 0. 

Bài 3.7 (câu 2, đề thi môn GTP – K16): Chứng minh rằng hàm (ࢠ)ࢌ =  .ത liên tục trên ℂࢠ

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ + (ݖ)݂ khi đó ,ݕ݅ = ̅ݖ = ݔ − ݕ݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ
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⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ =   ݔ

,ݔ)ݒ (ݕ =  ݕ−

Lấy tùy ý ݖ଴ = ଴ݔ + ଴ݕ݅ ∈ ℂ, khi đó ta có: ݂(ݖ଴) = ଴ݔ −  ଴ݕ݅

Xét  

lim௫→௫బ
௬→௬బ

,ݔ)ݑ (ݕ = lim௫→௫బ
௬→௬బ

ݔ =  ଴ݔ

lim௫→௫బ
௬→௬బ

,ݔ)ݒ (ݕ = lim௫→௫బ
௬→௬బ

(ݕ−) =  ଴ݕ−

⇒ lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ = lim௫→௫బ
௬→௬బ

,ݔ)ݑ] (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ [(ݕ = ଴ݔ − ଴ݕ݅ =  (଴ݖ)݂

Suy ra hàm số liên tục tại ݖ =  ଴ݖ

Do ݖ଴ lấy tùy ý trong ℂ nên hàm ݂(ݖ) liên tục trên ℂ. 

Bài 3.8 (bài 10, SGK,tr 52): Chứng minh rằng hàm (ࢠ)ࢌ = |ࢠ| ૛ liên tục đều trên miềnࢠ <
૚. 

Giải: 

Đặt ܥ: :ݖ} |ݖ| < 1} 

Với ݖ, ′ݖ ∈  ta có ܥ

(ݖ)݂| − |(ᇱݖ)݂ = ଶݖ| − |ଶ′ݖ = ݖ| − ݖ||′ݖ + |′ݖ ≤ ݖ| − |ݖ|)|ᇱݖ + (|ᇱݖ| < ݖ|2 −  |′ݖ

Vậy ∀ߝ > 0, ߜ∃ = ఌ
ଶ

, ,ݖ∀ ᇱݖ ∈ :ܥ ݖ| − ݖ ᇱ| < ߜ ⇒ (ݖ)݂| − |(ᇱݖ)݂ < ݖ|2 − |ᇱݖ < ߜ2 =  ߝ

Do đó ݂(ݖ) = :ܥ ଶ liên tục đều trênݖ |ݖ| < 1. 

Bài 3.9 (bài 11, SGK, tr 52): Chứng minh rằng hàm (ࢠ)ࢌ = ૚
ࢠ
 không liên tục đều trên miền 

|ࢠ| < ૚. 

Giải: 

 

IV. BÀI TOÁN CHỨNG MINH SỰ TỒN TẠI ĐẠO HÀM CỦA HÀM PHỨC 

4.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Điều kiện Cauchy-Riemann (dạng đại số) 

Cho hàm ݂ (ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ݖ có đạo hàm tại điểm (ݕ = ݔ +  :thì ݕ݅
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,ݔ)ݑ + ,(ݕ ,ݔ)ݒ ,ݔ) có đạo hàm riêng tại điểm (ݕ  (ݕ

+ Các đạo hàm riêng của ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ  thỏa mãn phương trình(ݕ

ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

 àݒ 
ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

  (1) 

Ngược lại nếu ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ ,ݔ) có các đạo hàm riêng liên tục tại điểm (ݕ  và thỏa (1) thì (ݕ
(ݖ)݂ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ݖ có đạo hàm tại điểm (ݕ = ݔ +   và ݕ݅

݂ ᇱ(ݖ) = ௫ᇱݑ ,ݔ) (ݕ + ,ݔ)௫ᇱݒ݅ ݂ ặܿ݋ℎ (ݕ ᇱ(ݖ) = ௬ᇱݒ ,ݔ) (ݕ − ௬ᇱݑ݅ ,ݔ)  .(ݕ

b. Điều kiện Cauchy-Riemann (dạng phức) 

Ta có ݔ = ݎ cos ߠ , ݕ = ݎ sinߠ , ݎ = ඥݔଶ + ,ଶݕ ߠ = arctanቀ௬
௫
ቁ, khi đó điều kiện Cauchy-

Rieamann dạng phức là 

ݑ߲
ݎ߲

=
1
ݎ
ݒ߲
ߠ߲

 àݒ 
ݒ߲
ݎ߲

= −
1
ݎ
ݑ߲
ߠ߲

 

4.2. Bài tập mẫu 

Bài 4.1: Khảo sát sự tồn tại đạo hàm của các hàm số sau: 

                                         a. (ࢠ)ࢌ = (ࢠ)ࢌ .૜                          bࢠ =    ૛|ࢠ|

Giải: 

a. Giả sử ݖ = ݔ +  khi đó ,ݕ݅

(ݖ)݂ = ଷݖ = ݔ) + ଷ(ݕ݅ = ଷݔ − ଶݕݔ3 + ݕଶݔ3) − ݅(ଷݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଷݔ −   ଶݕݔ3
,ݔ)ݒ (ݕ = ݕଶݔ3 −   ଷݕ

 

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

= ଶݔ3 − ;ଶݕ3  
ݒ߲
ݕ߲

= ଶݔ3 − ;ଶݕ3  
ݑ߲
ݕ߲

=  ;ݕݔ6−
ݒ߲
ݔ߲

=  ݕݔ6

⇒
ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

= ଶݔ3 −  àݒ ଶݕ3
ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

=  ݕݔ6−

Vậy ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ ,ݔ) có các đạo hàm riêng liên tục tại mọi điểm (ݕ  và thỏa điều kiện (ݕ
Cauchy-Riemann nên ݂(ݖ) có đạo hàm tại mọi điểm ݖ thuộc mặt phẳng phức 

b. Giả sử ݖ = ݔ +  khi đó ,ݕ݅

(ݖ)݂ = ଶ|ݖ| = ଶݔ + ଶݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ
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⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଶݔ +   ଶݕ
,ݔ)ݒ (ݕ = 0               

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

=  ;ݔ2
ݒ߲
ݕ߲

= 0; 
ݑ߲
ݕ߲

= ;ݕ2  
ݒ߲
ݔ߲

= 0 

Hàm ݂(ݖ) có đạo hàm khi  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

⇔ ൜2ݔ = 0
ݕ2 = 0 ⇔ ݔ = ݕ = 0 

Vậy hàm ݂(ݖ) có đạo hàm tại điểm ݖ = 0, không có đạo hàm tại mọi điểm ݖ ≠ 0 

Bài 4.2 (bài 13,14, SGK, tr52): Chứng minh rằng ࢠࢊത
ࢠࢊ

ࢊ ; 
ࢠࢊ

 không tồn tại tại mọi điểm (തࢠ૛ࢠ)
thuộc mặt phẳng phức. 

Giải: 

+ Chứng minh ௗ௭̅
ௗ௭

 không tồn tại tại mọi điểm thuộc mặt phẳng phức 

Giả sử ݖ = ݔ + (ݖ)݂ đặt ,ݕ݅ =  khi đó ̅,ݖ

(ݖ)݂ = ̅ݖ = ݔ − ݕ݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ =    ݔ

,ݔ)ݒ (ݕ =  ݕ−

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

= 1; 
ݒ߲
ݕ߲

= −1; 
ݑ߲
ݕ߲

= 0; 
ݒ߲
ݔ߲

= 0 

Rõ ràng డ௨
డ௫

= 1 ≠ −1 = డ௩
డ௬

 nên ݂(ݖ) không có đạo hàm tại mọi điểm ݖ thuộc mặt phẳng 

phức. 

Vậy ௗ௭̅
ௗ௭

 không tồn tại tại mọi điểm thuộc mặt phẳng phức 

+ Chứng minh ௗ
ௗ௭

 không tồn tại tại mọi điểm thuộc mặt phẳng phức (̅ݖଶݖ)

Giả sử ݖ = ݔ + (ݖ)݂ đặt ,ݕ݅ =  khi đó ̅,ݖଶݖ

(ݖ)݂ = ̅ݖଶݖ = ݔ) + ݔ)ଶ(ݕ݅ − (ݕ݅ = ଷݔ + ଶݕݔ + ݕଶݔ) + ݅(ଷݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ
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⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଷݔ +    ଶݕݔ
,ݔ)ݒ (ݕ = ݕଶݔ +    ଷݕ

 

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

= ଶݔ3 +  ;ଶݕ
ݒ߲
ݕ߲

= ଶݔ +  ;ଶݕ3
ݑ߲
ݕ߲

= ;ݕݔ2  
ݒ߲
ݔ߲

=  ݕݔ2

Hàm ݂(ݖ) có đạo hàm khi  

⎩
⎪
⎨

⎪
ݑ߲⎧
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

    

ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

⇔ ൜3ݔ
ଶ + ଶݕ = ଶݔ + ଶݕ3

ݕݔ2 = ⇔                ݕݔ2− ݔ = ݕ = 0 

Suy ra hàm ݂(ݖ) có đạo hàm tại điểm ݖ = 0, không có đạo hàm tại mọi điểm ݖ ≠ 0 

Vậy ௗ
ௗ௭

 không tồn tại tại mọi điểm thuộc mặt phẳng phức (̅ݖଶݖ)

Bài 4.3: Cho hàm ࢞)ࢌ, (ࢌ)ࢋࡾ có (࢟ = ૛࢞ −  .(ࢠ)ࢌ có đạo hàm, Ơm (ࢠ)ࢌ ૛. Giả sử࢟

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ + ,ݕ݅ (ݖ)݂ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

Theo giả thiết ta có ݔ)ݑ, (ݕ = ଶݔ − ଶݕ ⇒ డ௨
డ௫

= డ௨ ;ݔ2
డ௬

=  ݕ2−

Do ݂(ݖ)có đạo hàm nên ta có 

⎩
⎪
⎨

⎪
ݑ߲⎧
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

     

ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

⇔

⎩
⎨

⎧
ݒ߲
ݕ߲

= (1) ݔ2

ݒ߲
ݔ߲

= (2) ݕ2
 

Từ (1): డ௩
డ௬

= ݔ2 ⇒ ,ݔ)ݒ (ݕ = ݕݔ2 + (ݔ)ܥ ⇒ డ௩
డ௫

= ݕ2 +  thay vào (2) ta được (ݔ)′ܥ

ݕ2 + (ݔ)ᇱܥ = ݕ2 ⇔ ܥ ᇱ(ݔ) = 0 ⇒ (ݔ)ܥ = ܥ =  ݐݏ݊݋ܿ

Vậy ݂(ݖ) = ଶݔ − ଶݕ + ݕݔ2) + ݅(ܥ = ݔ) + ଶ(ݕ݅ + ݅ܥ = ଶݖ +  .݅ܥ

Bài 4.4: Tìm ࢠ sao cho các hàm sau khả vi 

a. (ࢠ)ࢌ = ૛࢞ − ૛࢟ − ૛࢟࢞ + ૛࢞)࢏ − ૛࢟ + ૛࢟࢞) 

b. (ࢠ)ࢌ = ૞ࢠ +  തࢠ
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c. (ࢠ)ࢌ = ൜૛  ࢠ| ࢏ࢎ࢑| > ૜
૚  ࢠ| ࢏ࢎ࢑| ≤ ૜  (đề thi môn GTP – K18) 

Giải: 

a. ݂(ݖ) = ଶݔ − ଶݕ − ݕݔ2 + ଶݔ)݅ − ଶݕ + (ݕݔ2 = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଶݔ − ଶݕ −    ݕݔ2
,ݔ)ݒ (ݕ = ଶݔ − ଶݕ +    ݕݔ2

 

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

= ݔ2 −  ;ݕ2
ݒ߲
ݕ߲

= ݔ2 − ;ݕ2  
ݑ߲
ݕ߲

= ݔ2− −  ;ݕ2
ݒ߲
ݔ߲

= ݔ2 +  ݕ2

⇒
ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

= ݔ2 −   àݒ ݕ2
ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

= ݔ2− −  ݕ2

Vậy ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ ,ݔ) có các đạo hàm riêng liên tục tại mọi điểm (ݕ  và thỏa điều kiện (ݕ
Cauchy-Riemann nên ݂(ݖ) có đạo hàm hay khả vi tại mọi điểm ݖ thuộc mặt phẳng phức 

 b. Giả sử ݖ = cos)ݎ ߠ + ݅ sin  khi đó ,(ߠ

(ݖ)݂ = ହݖ + ̅ݖ = ହ(cosݎ ߠ5 + ݅ sin (ߠ5 + cos)ݎ ߠ − ݅ sinߠ) 

          = ହݎ) cos ߠ5 + ݎ cos (ߠ + ହݎ)݅ sin ߠ5 − ݎ sin (ߠ = ,ݎ)ݑ (ߠ + ,ݎ)ݒ݅  (ߠ

⇒ ൜ݑ
,ݎ) (ߠ = ହݎ cos ߠ5 + ݎ cos   ߠ
,ݎ)ݒ (ߠ = ହݎ sin ߠ5 − ݎ sin    ߠ

 

Suy ra  

ݑ߲
ݎ߲

= ସݎ5 cos ߠ5 + cos ߠ ;  
ݒ߲
ݎ߲

= ସݎ5 sin ߠ5 − sinߠ 

ݑ߲
ߠ߲

= ହݎ5− sin ߠ5 − ݎ sinߠ ;  
ݒ߲
ߠ߲

= ହݎ5 cos ߠ5 − ݎ cos  ߠ

Rõ ràng  

1
ݎ
ݒ߲
ߠ߲

=
1
ݎ

ହݎ5) cos ߠ5 − ݎ cos (ߠ = ସݎ5 cos ߠ5 − cos ߠ ≠
ݑ߲
ݎ߲

 

−
1
ݎ
ݑ߲
ߠ߲

= −
1
ݎ

ହݎ5−) sin ߠ5 − ݎ sinߠ) = ସݎ5 sin ߠ5 + sinߠ ≠
ݒ߲
ݎ߲

 

Vậy ݎ)ݑ, ,(ߠ ,ݎ)ݒ  (ݖ)݂ có các đạo hàm riêng không thỏa điều kiện Cauchy-Riemann nên (ߠ
không khả vi tại mọi ݖ. 

c. + Tập ܣ = :ݖ} |ݖ| > 3} là tập mở 
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Ta có ݂(ݖ) = 2 = 2 + 0݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = 2  

,ݔ)ݒ (ݕ = 0    

Suy ra 

ݑ߲
ݔ߲

= 0; 
ݒ߲
ݕ߲

= 0; 
ݑ߲
ݕ߲

= 0; 
ݒ߲
ݔ߲

= 0 

⇒
ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

=   àݒ 0
ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

= 0 

Vậy ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ  ܣ có các đạo hàm riêng liên tục thỏa điều kiện Cauchy-Riemann trên tập (ݕ
nên ݂(ݖ) có đạo hàm hay khả vi trên ܣ. 

+ Tương tự với ܤ = :ݖ} |ݖ| < 3} ta chứng minh được ݂(ݖ) có đạo hàm hay khả vi trên ܤ 

+ Xét ܥ = :ݖ} |ݖ| = 3}, khi đó ݂(ݖ) = 1  

Xét dãy ݖ௡ = (1 + ଵ
௡

 ݖ(

|௡ݖ| = ൬1 +
1
݊
൰ |ݖ| = ൬1 +

1
݊
൰ 3 > 3 ⇒ (௡ݖ)݂ = 2 

Ta có ݖ௡ → ݊ khi ݖ → ∞, tuy nhiên ݂(ݖ௡) = 2 ≠ 1 =  không liên tục tại (ݖ)݂ nên hàm (ݖ)݂
mọi điểm trên ܥ. Do đó ݂(ݖ) không khả vi tại mọi ݖ: |ݖ| = 3. 

Bài 4.5 (đề thi môn GTP – Cao học 2008-2009): Cho 

(ࢠ)ࢌ = ൜ࢠ
૛   ࢜ớࢠ| ࢏| ≥ ૚
૚     ࢜ớࢠ| ࢏| < ૚ 

Hàm (ࢠ)ࢌ có đạo hàm tại ࢠ =  ?૙ nàoࢠ

Giải: 

+ Xét tập ܣ = :ݖ} |ݖ| > 1} là tập mở 

Ta có ݂(ݖ) = ଶݖ = ݔ) + ଶ(ݕ݅ = ଶݔ − ଶݕ + ݅ݕݔ2 = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = ଶݔ −   ଶݕ

,ݔ)ݒ (ݕ =            ݕݔ2

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

=  ;ݔ2
ݒ߲
ݕ߲

=  ;ݔ2
ݑ߲
ݕ߲

=  ;ݕ2−
ݒ߲
ݔ߲

=  ݕ2
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⇒
ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

=   àݒ ݔ2
ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

=  ݕ2−

Vậy ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ  có các đạo hàm riêng liên tục và thỏa điều kiện Cauchy-Riemann trên (ݕ
tập ܣ nên ݂(ݖ) có đạo hàm tại mọi điểm ݖ trên ܣ. 

 

+ Xét tập ܤ = :ݖ} |ݖ| < 1} là tập mở 

Ta có ݂(ݖ) = 1 = 1 + 0݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  (ݕ

⇒ ൜ݑ
,ݔ) (ݕ = 1  

,ݔ)ݒ (ݕ = 0    

Suy ra  

ݑ߲
ݔ߲

= 0; 
ݒ߲
ݕ߲

= 0; 
ݑ߲
ݕ߲

= 0; 
ݒ߲
ݔ߲

= 0 

⇒
ݑ߲
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

=   àݒ 0
ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

= 0 

Vậy ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ  có các đạo hàm riêng liên tục và thỏa điều kiện Cauchy-Riemann trên (ݕ
tập ܤ nên ݂(ݖ) có đạo hàm tại mọi điểm ݖ trên ܤ. 

+ Xét ܥ = :ݖ} |ݖ| = 1}, khi đó ݂(ݖ) =   ଶݖ

Với ݖ = ±1 thuộc ܥ thì ݂(ݖ) = ଶݖ = 1 = 1 + 0݅ ta chứng minh được ݂(ݖ) khả vi tại ݖ =
±1 

Với ݖ ≠ ±1. Xét dãy ݖ௡ = (1 − ଵ
௡

 ݖ(

|௡ݖ| = ൬1 −
1
݊
൰ |ݖ| = ൬1 −

1
݊
൰ 1 < 1 ⇒ (௡ݖ)݂ = 1 

Ta có ݖ௡ → ݊ khi ݖ → ∞, tuy nhiên ݂(ݖ௡) = 1 ≠ ଶݖ =  không liên tục tại (ݖ)݂ nên hàm (ݖ)݂
mọi điểm trên {1±}\ܥ. Do đó ݂(ݖ) không khả vi tại mọi ݖ trên {1±}\ܥ. 

 

V. BÀI TOÁN XÁC ĐỊNH HÀM GIẢI TÍCH, HÀM ĐIỀU HÒA 

5.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Hàm giải ơch 

 ܦ nếu ݂ khả vi (tồn tại đạo hàm) tại mọi điểm thuộc ܦ giải ơch trên miền mở (ݖ)݂ +
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 ଴ݖ ଴ nếu ݂ khả vi trong lân cận của điểmݖ giải ơch tại điểm (ݖ) +

(ݖ)݂ + = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ,ݔ)ݑ các ,ܦ giải ơch trong miền (ݕ ,(ݕ ,ݔ)ݒ  có đạo hàm riêng liên(ݕ
tục trên ܦ thì ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ  :thỏa phương trình Laplace (ݕ

߲ଶΦ
ଶݔ

+
߲ଶΦ
ଶݕ

= 0. 

b. Hàm điều hòa 

+ Hàm thực hai biến có đạo hàm riêng cấp 2 liên tục và thỏa phương trình Laplace được gọi 
là hàm điều hòa. 

+ Hai hàm điều hòa ݔ)ݑ, ,(ݕ ,ݔ)ݒ (ݖ)݂ sao cho (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  giải ơch được gọi là (ݕ
hai hàm điều hòa liên hợp. 

+ Hàm ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  thì ܦ đơn liên và giải ơch trên ܦ xác định trên miền (ݕ
,ݔ)ݑ ,(ݕ ,ݔ)ݒ  .ܦ là các hàm điều hòa trên (ݕ

,ݔ)ݑ + (݂)ܴ݁ sao cho ܦ giải ơch trên (ݖ)݂ thì tồn tại ܦ là hàm điều hòa trên (ݕ = ,ݔ)ݑ  (ݕ

 5.2. Bài tập mẫu 

Bài 5.1 (đề thi môn GTP – CH 2008-2009): Cho ઴(࢟,࢞) = ૟࢞૛࢟૛ − ૝࢞ − ૝࢟ + ࢟ − ࢞ + ૚ 

a. Chứng tỏ ઴ là hàm điều hòa. 
b. Tìm hàm giải ơch (ࢠ)ࢌ sao cho ઴ =  .(ࢌ)࢓ࡵ Tìm .(܎)܍܀

Giải: 

a. Chứng minh Φ là hàm điều hòa. 

߲Φ
ݔ߲

= ଶݕݔ12 − ଷݔ4 − 1,
߲ଶΦ
ଶݔ߲

= ଶݕ12 −  ଶݔ12

߲Φ
ݕ߲

= ݕଶݔ12 − ଷݕ4 + 1,
߲ଶΦ
ଶݕ߲

= ଶݔ12 −  ଶݕ12

⇒ 
߲ଶΦ
ଶݔ߲

+
߲ଶΦ
ଶݕ߲

= ଶݕ12 − ଶݔ12 + ଶݔ12 − ଶݕ12 = 0 

Vậy hàm thực Φ hai biến có các đạo hàm riêng cấp 2 liên tục tại mọi điểm (ݔ,  và thỏa (ݕ
phương trình Laplace nên Φ là hàm điều hòa (có thể gọi Φ là phần thực của hàm giải ơch). 

b. Tìm hàm giải ơch  

Giả sử hàm giải ơch cần Ơm có dạng: ݂(ݖ) =  Φ(ݔ, (ݕ + iΨ(ݔ, ,ݔ)với Ψ ,(ݕ  là hàm điều (ݕ
hòa liên hợp với Φ(ݔ, ,ݔ)khi đó Φ ,(ݕ ,ݔ)Ψ ,(ݕ  phải thỏa điều kiện Cauchy-Riemann (ݕ
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧߲Φ
ݔ߲

=
߲Ψ
ݕ߲

     

߲Φ
ݕ߲

= −
߲Ψ
ݔ߲

⇔

⎩
⎨

⎧
߲Ψ
ݕ߲

= ଶݕݔ12 − ଷݔ4 − 1 (1)    

߲Ψ
ݔ߲

= ݕଶݔ12− + ଷݕ4 − 1  (2)
 

Từ (1): డஏ
డ௬

= −ଶݕݔ12 ଷݔ4 − 1 ⇒ Ψ = ଷݕݔ4 − ݕଷݔ4 − ݕ +  (ݔ)ܥ

⇒ డஏ
డ௫

= ଷݕ4 − ݕଶݔ12 +  thay vào (2) ta có (ݔ)′ܥ

ଷݕ4 − ݕଶݔ12 + (ݔ)ᇱܥ = ݕଶݔ12− + ଷݕ4 − 1 ⇔ (ݔ)ᇱܥ = −1 ⇒ (ݔ)ܥ = ݔ− +  ܥ

⇒ (݂)݉ܫ =  Ψ(ݔ, (ݕ = ଷݕݔ4 − ݕଷݔ4 − ݕ − ݔ +  ܥ

Vậy ݂(ݖ) = ଶݕଶݔ6  − ସݔ − ସݕ + ݕ − ݔ + 1 + ଷݕݔ4)݅ − ݕଷݔ4 − ݕ − ݔ +  .(ܥ

Bài 5.2 (đề thi môn GTP – K15): Cho ࢞)࢛, (࢟ = ࢟ ܖܑܛ ࢞)࢞ିࢋ −  (࢟ ܛܗ܋ ࢟

a. Chứng tỏ (࢟,࢞)࢛ là hàm điều hòa trên một miền ࡰ thích hợp. 
b. Tìm một hàm giải ơch (ࢠ)ࢌ = (࢟,࢞)࢛ + ,࢞)࢜࢏  .ࡰ giải ơch trên miền ,(࢟
c. Biểu diễn ࢌ trong câu (b) theo biến ࢠ 

Giải: 

a. Chứng minh ݔ)ݑ,  .là hàm điều hòa (ݕ

ݑ߲
ݔ߲

= −݁ି௫(ݔ sin ݕ − ݕ cos (ݕ + ݁ି௫ sin ݕ = ݁ି௫(sinݕ − ݔ sinݕ + ݕ cos  (ݕ

߲ଶݑ
ଶݔ߲

= −݁ି௫(sin ݕ − ݔ sinݕ + ݕ cos (ݕ − ݁ି௫ sin ݕ = ݁ି௫(−2 sin ݕ + ݔ sinݕ − ݕ cos  (ݕ

ݑ߲
ݕ߲

= ݁ି௫(ݔ cos ݕ − cos ݕ + ݕ sin  (ݕ

߲ଶݑ
ଶݕ߲

= ݁ି௫(−ݔ sin ݕ + sinݕ + sin ݕ + ݕ cos (ݕ = ݁ି௫(2 sin ݕ − ݔ sinݕ + ݕ cos  (ݕ

⇒
߲ଶݑ
ଶݔ߲

+
߲ଶݑ
ଶݕ߲

= 0 

Vậy ݔ)ݑ, ,ݔ) có các đạo hàm riêng cấp 2 liên tục tại mọi điểm (ݕ  và thỏa phương trình (ݕ
Laplace nên ݔ)ݑ,  .là hàm điều hòa (ݕ

b. Hàm ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ,ݔ)ݑ nên ܦ giải ơch trên miền (ݕ ,(ݕ ,ݔ)ݒ  thỏa điều kiện (ݕ
Cauchy-Riemann: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
ݑ߲⎧
ݔ߲

=
ݒ߲
ݕ߲

     

ݑ߲
ݕ߲

= −
ݒ߲
ݔ߲

⇔

⎩
⎨

⎧
ݒ߲
ݕ߲

= ݁ି௫(sinݕ − ݔ sin ݕ + ݕ cos     (1) (ݕ

ݒ߲
ݔ߲

= ݁ି௫(−ݔ cos ݕ + cos ݕ − ݕ sin(2)  (ݕ
 

 Từ (1): డ௩
డ௬

= ݁ି௫(sinݕ − ݔ sin ݕ + ݕ cos  (ݕ

⇒ ,ݔ)ݒ (ݕ = ݁ି௫(− cos ݕ + ݔ cos ݕ + ݕ sin ݕ + cos (ݕ +  (ݔ)ܥ

                    = ݁ି௫(ݔ cosݕ + ݕ sinݕ) +  (ݔ)ܥ

⇒
ݒ߲
ݔ߲

= −݁ି௫(ݔ cos ݕ + ݕ sinݕ) + ݁ି௫ cos ݕ +  (ݔ)ᇱܥ

           = ݁ି௫(cos ݕ − ݔ cos ݕ − ݕ sinݕ) +  (ݔ)′ܥ

Thay vào (2) ta được: 

݁ି௫(cosݕ − ݔ cos ݕ − ݕ sin (ݕ + (ݔ)ᇱܥ = ݁ି௫(−ݔ cos ݕ + cos ݕ − ݕ sinݕ) 

⇔ (ݔ)ᇱܥ = 0 ⇔ (ݔ)ܥ = ܥ =  ݐݏ݊݋ܿ

⇒ ,ݔ)ݒ (ݕ = ݁ି௫(ݔ cos ݕ + ݕ sinݕ) +  ܥ

Vậy ݂(ݖ) = ݁ି௫(ݔ sin ݕ − (ݕ cos ݕ + ݅(݁ି௫(ݔ cos ݕ + ݕ sin (ݕ +  (ܥ

c. Biểu diễn ݂(ݖ) ở câu b theo biến ݖ 

(ݖ)݂ = ݁ି௫(ݔ sin ݕ − (ݕ cos ݕ + ݅(݁ି௫(ݔ cos ݕ + ݕ sinݕ) +  (ܥ

          = ݁ି௫ݔ sinݕ − ݁ି௫ݕ cos ݕ + ݅݁ି௫ݔ cos ݕ + ݅݁ି௫ݕ sinݕ +  ݅ܥ

          = (݁ି௫ݔ sin ݕ + ݅݁ି௫ݕ sin (ݕ − (݁ି௫ݕ cos ݕ − ݅݁ି௫ݔ cos (ݕ +  ݅ܥ

          = ݔ) + ௫ି݁(ݕ݅ sinݕ − ݕ) − ௫ି݁(ݔ݅ cos ݕ +  ݅ܥ

          = ݔ) + ௫ି݁(ݕ݅ sinݕ + ݅ଶ(ݕ − ௫ି݁(ݔ݅ cos ݕ +  ݅ܥ

          = ݔ) + ௫ି݁(ݕ݅ sinݕ + ݔ)݅ + ௫ି݁(ݕ݅ cos ݕ +  ݅ܥ

          = ݔ) + ݕ௫(sinି݁(ݕ݅ + ݅ cos (ݕ +  ݅ܥ

          = −݅ଶ(ݔ + ݕ௫(sinି݁(ݕ݅ + ݅ cos (ݕ +  ݅ܥ

          = ݔ)݅ + ݕ௫(cosି݁(ݕ݅ − ݅ sinݕ) +  ݅ܥ

          = ݔ)݅ + ௫݁ି௜௬ି݁(ݕ݅ +  ݅ܥ

          = ݔ)݅ + (௫ା௜௬)ି݁(ݕ݅ +  ݅ܥ

          = ௭ି݁ݖ݅ +  ݅ܥ
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VI. BÀI TOÁN TÌM VÀ PHÂN LOẠI ĐIỂM BẤT THƯỜNG 

6.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Điểm bất thường 

 .଴ݖ không giải ơch tại (ݖ)݂ nếu (ݖ)݂ ଴ được gọi là điểm bất thường củaݖ +

ߜ nếu tồn tại một lân cận bán kính (ݖ)݂ ଴ được gọi là điểm bất thường cô lập củaݖ + > 0 
sao cho trong lân cận đó hàm ݂(ݖ) không có điểm bất thường nào khác. 

 ଴ được gọi là điểm bất thường cốt yếu nếu không tồn tại số ݊ nguyên dương sao choݖ +

lim
௭→௭బ

ݖ) − (ݖ)଴)௡݂ݖ = ܣ ≠ 0. 

nếu lim (ݖ)݂ ଴ được gọi là điểm bất thường bỏ được của củaݖ  +
௭→௭బ

 .tồn tại (ݖ)݂

+ Điểm bất thường của ݂ ݖ tại (ݖ) = ∞ là điểm bất thường của hàm ݂ ቀଵ
௪
ቁ tại ݓ = 0. 

b. Điểm cực 

 nếu tồn tại số ݊ nguyên dương sao cho (ݖ)݂ ଴ được gọi là điểm cực bậc ݊ củaݖ +

lim
௭→௭బ

ݖ) − (ݖ)଴)௡݂ݖ = ܣ ≠ 0. 

+ Trường hợp ݊ = 1 thì ݖ଴ được gọi là điểm cực đơn. 

6.2. Bài tập mẫu 

Bài 6.1: Xác định các điểm bất thường của các hàm số sau: 

              a. (ࢠ)ࢌ = ࢠ

൫ࢠ૛ା૝൯
૛                      b. (ࢠ)ࢌ = ૚

ࢠ૚ܛܗ܋
                      c. (ࢠ)ࢌ = ࢠ√ܖܑܛ

ࢠ√
 

Giải: 

a. ݂(ݖ) = ௭
(௭మାସ)మ

= ௭
(௭ିଶ௜)మ(௭ାଶ௜)మ

 

Vậy hàm ݂(ݖ) có 2 điểm bất thường ݖ = 2݅ và ݖ = −2݅ 

+ Xét lim
௭→ଶ௜

ݖ) − 2݅)ଶ݂(ݖ) = lim
௭→ଶ௜

ݖ) − 2݅)ଶ ௭
(௭మାସ)మ

= lim
௭→ଶ௜

௭
(௭ାଶ௜)మ

= ଶ௜
ଵ଺௜మ

= ଵ
଼௜
≠ 0 

Do đó ݖ = 2݅ là điểm cực bậc 2 của ݂(ݖ). 

Tương tự ݖ = −2݅ cũng là điểm cực bậc 2 của ݂(ݖ). 
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+ Xét điểm ݖ = 2݅. Tồn tại lân cận của điểm ݖ = 2݅, bán kính ߜ = 1 > 0 mà trong lân cận đó 
không có điểm bất thường nào khác của hàm ݂(ݖ) trừ điểm ݖ = 2݅ . Vậy ݖ = 2݅ là điểm bất 
cô lập của ݂(ݖ). 

Tương tự  ݖ = −2݅ cũng là điểm bất thường cô lập của ݂(ݖ). 

b. Hàm ݂(ݖ) = ଵ
ୡ୭ୱభ೥

 không xác định tại ݖ = 0 nên ݖ = 0 là điểm bất thường của ݂(ݖ) 

GPT: cos ଵ
௭

= 0 ⇔ ଵ
௭

= గ
ଶ

+ ,ߨ݇ ݇ ∈ ℤ ⇔ ݖ = ଶ
(ଶ௞ାଵ)గ

, ݇ ∈ ℤ 

Vậy ݖ = ଶ
(ଶ௞ାଵ)గ

, ݇ ∈ ℤ là các điểm bất thường của ݂  .(ݖ)

+ Xét lim
௭→ మ

(మೖశభ)ഏ

ቀݖ − ଶ
(ଶ௞ାଵ)గ

ቁ (ݖ)݂ = lim
௭→ మ

(మೖశభ)ഏ

௭ି మ
(మೖశభ)ഏ

ୡ୭ୱభ೥
= lim

௭→ మ
(మೖశభ)ഏ

ଵ
భ
೥మ ୱ୧୬

భ
೥
 

             = ଵ
భ

൬ మ
(మೖశభ)ഏ൰

మ ୱ୧୬
భ
మ

(మೖశభ)ഏ

=
ቀ మ

(మೖశభ)ഏቁ
మ

ୱ୧୬(మೖశభ)ഏ
మ

= (ିଵ)ೖସ
(ଶ௞ାଵ)మగమ

≠ 0  

Do đó ݖ = ଶ
(ଶ௞ାଵ)గ

, ݇ ∈ ℤ là các điểm cực đơn của ݂(ݖ). 

+ Các điểm  ݖ = ଶ
(ଶ௞ାଵ)గ

 là các điểm rời rạc được đặt trên trục thực trong một khoảng hữu 

hạn chứa điểm 0. Do đó tại mỗi điểm tồn tại lân cận bán kính ߜ > 0 nào đó không chứa 
điểm bất thường nào khác. Do đó ݖ = ଶ

(ଶ௞ାଵ)గ
 là các điểm bất thường cô lập. 

+ Do ݖ = ଶ
(ଶ௞ାଵ)గ

→ 0 khi ݇ → ∞ nên với mọi ߜ > 0, mọi lân cận bán kính ߜ luôn chứa điểm 

bất thường khác 0. Do đó ݖ = 0 không là điểm bất thường cô lập. 

+ Xét lim
௭→଴

ݖ) − 0)௡ (ݖ)݂ = lim
௭→଴

௭೙

ୡ୭ୱభ೥
= 0 ⇒ Không tồn tại ݊ nguyên dương thỏa mãn 

lim
௭→଴

ݖ) − 0)௡ (ݖ)݂ ≠ 0. Do đó ݖ = 0 là điểm bất thường cốt yếu của ݂  .(ݖ)

c. ݖ = 0 là điểm bất thường của ݂(ݖ) 

+ lim
௭→଴

(ݖ)݂ = lim
௭→଴

ୱ୧୬√௭
√௭

= 1 . Do đó ݖ = 0 là điểm bất thường bỏ được của ݂(ݖ). 

Bài 6.2 (đề thi môn GTP – CH K18):  

a. Xác định tất cả các điểm bất thường của hàm sau 

(ࢠ)ࢌ =
ૡࢠ + ૝ࢠ + ૛

ࢠ) − ૚)૜(૜ࢠ + ૛)૛. 
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b. Xác định các điểm mà tại đó (ࢠ)ࢌ giải ơch. 

Giải: 

Ta có ݂(ݖ)có hai điểm bất thường ݖ = 1 và ݖ = − ଶ
ଷ
 

+ Xét lim
௭→ଵ

ݖ) − 1)ଷ݂(ݖ) = lim
௭→ଵ

ݖ) − 1)ଷ ௭ఴା௭రାଶ
(௭ିଵ)య(ଷ௭ାଶ)మ

= lim
௭→ଵ

௭ఴା௭రାଶ
(ଷ௭ାଶ)మ

= ସ
ଶହ
≠ 0 

Do đó ݖ = 1 là điểm cực bậc 3 của ݂(ݖ). 

+ Xét lim
௭→ିమయ

ቀݖ + ଶ
ଷ
ቁ
ଶ
(ݖ)݂ = lim

௭→ିమయ

ቀݖ + ଶ
ଷ
ቁ
ଶ ௭ఴା௭రାଶ

(௭ିଵ)య(ଷ௭ାଶ)మ
= lim

௭→ିమయ

௭ఴା௭రାଶ
ଽ(௭ିଵ)య

= − ଵସ଺଻ସ
ଶ଻ଷଷ଻ହ

≠ 0 

Do đó ݖ = − ଶ
ଷ
  là điểm cực bậc 2 của ݂(ݖ). 

+ Tại điểm ݖ = 1 tồn tại lân cận bán kính ߜ = 1 > 0 mà trong đó không chứa điểm bất 
thường nào khác trừ điểm ݖ = 1. Do đó ݖ = 1 là điểm bất thường cô lập của hàm ݂(ݖ). 

Tương tự ݖ = − ଶ
ଷ
 cũng là điểm bất thường cô lập của hàm ݂(ݖ). 

+ Xét tại ݖ = ∞ 

Đặt ݖ = ଵ
௪
⇒ (ݖ)݂ = ݂ ቀଵ

௪
ቁ =

ቀభೢቁ
ఴ
ାቀభೢቁ

ర
ାଶ

ቀభೢିଵቁ
య
ቀଷభೢାଶቁ

మ = ଶ௪ఴା௪రାଵ
௪య(ଵି௪)య(ଷାଶ௪)మ

 

Rõ ràng ݓ = 0 là điểm bất thường của hàm ݂ ቀଵ
௪
ቁ 

Xét lim
௪→଴

ݓ) − 0)ଷ݂(ଵ
௪

) = lim
௪→଴

ݓ) − 0)ଷ ଶ௪ఴା௪రାଵ
௪య(ଵି௪)య(ଷାଶ௪)మ

= lim
௪→଴

ଶ௪ఴା௪రାଵ
(ଵି௪)య(ଷାଶ௪)మ

= ଵ
ଽ
≠ 0 

Do đó ݓ = 0 là điểm cực bậc 3 của hàm ݂ ቀଵ
௪
ቁ hay ݖ = ∞ là điểm cực bậc 3 của hàm ݂(ݖ). 

b. Theo câu a thì ݂(ݖ) sẽ giải ơch tại mọi điểm ݖ :ݖ ≠ 1, ݖ ≠ − ଶ
ଷ

, ݖ ≠ ∞ 

Bài 6.3 (bài 28, SGK, tr54): CMR hàm (ࢠ)ࢌ = ૞(࢏ା૜ࢠ)

൫ࢠ૛ି૛ࢠା૞൯૛
 có hai điểm cực bậc 2  tại ࢠ = ૚ ±

૛࢏ và một cực điểm đơn tại vô cực. 

Giải: 

(ݖ)݂  = (௭ାଷ௜)ఱ

(௭మିଶ௭ାହ)మ
= (௭ାଷ௜)ఱ

(௭ିଵିଶ௜)మ(௭ିଵାଶ௜)మ
 

Hàm ݂(ݖ) có 2 điểm bất thường ݖ = 1 + 2݅ và ݖ = 1 − 2݅ 

+ Xét lim
௭→ଵାଶ௜ 

ݖ) − 1 − 2݅ )ଶ݂(ݖ) = lim
௭→ଵାଶ௜ 

ݖ) − 1 − 2݅ )ଶ (௭ାଷ௜)ఱ

(௭ିଵିଶ௜)మ(௭ିଵାଶ௜)మ
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             = lim
௭→ଵାଶ௜ 

(௭ାଷ௜)ఱ

(௭ିଵାଶ௜)మ
= (ଵାହ௜)ఱ

(ସ௜)మ
= ଶ଼଻଺ାଵଽ଴଴௜

ିଵ଺
= − ଻ଵଽ

ସ
− ସ଻ହ

ସ
݅ ≠ 0  

Do đó ݖ = 1 + 2݅ là điểm cực bậc 2 của ݂(ݖ) 

Tương tự ta cũng có ݖ = 1 + 2݅ là điểm cực bậc 2 của ݂(ݖ). 

+ Tại ݖ = ∞. 

Đặt ݖ = ଵ
௪
⇒ (ݖ)݂ = ݂ ቀଵ

௪
ቁ =

ቀభೢାଷ௜ቁ
ఱ

൬ቀభೢቁ
మ
ିଶభೢାହ൰

మ = (ଵାଷ௪௜)ఱ

௪(ହ௪మିଶ௪ାଵ)మ
 

Rõ ràng ݓ = 0 là điểm bất thường của hàm ݂ ቀଵ
௪
ቁ 

Xét lim
௪→଴

ݓ) − 0)݂ ቀଵ
௪
ቁ = lim

௪→଴
ݓ) − 0) (ଵାଷ௪௜)ఱ

௪(ହ௪మିଶ௪ାଵ)మ
= lim

௪→଴

(ଵାଷ௪௜)ఱ

(ହ௪మିଶ௪ାଵ)మ
= 1 ≠ 0 

Do đó ݓ = 0 là điểm cực đơn của ݂ ቀଵ
௪
ቁ hay ݖ = ∞ là điểm cực đơn của hàm ݂(ݖ). 

Bài 6.4 (bài 30,SGK, tr54): CMR hàm (ࢠ)ࢌ =  .૛có một điểm bất thường cốt yếu ở vô cựcࢠࢋ

Giải: 

Đặt ݖ = ଵ
௪
⇒ (ݖ)݂ = ݂ ቀଵ

௪
ቁ = ݁ቀ

భ
ೢቁ

మ

= ݁
భ
ೢమ  

Rõ ràng ݂ ቀଵ
௪
ቁ không xác định tại ݓ = 0 nên ݓ = 0 là điểm bất thường của hàm ݂ ቀଵ

௪
ቁ 

Xét lim
௪→଴

ݓ) − 0)௡ ݂ ቀଵ
௪
ቁ = lim

௪→଴
ݓ) − 0)௡ ݁

భ
ೢమ = lim

௪→଴
௡ݓ ݁

భ
ೢమ = 0 

Do đó không tồn tại ݊ nguyên dương nào để lim
௪→଴

ݓ) − 0)௡ ݂ ቀଵ
௪
ቁ ≠ 0 nên ݓ = 0 là điểm 

bất thường cốt yếu của hàm ݂ ቀଵ
௪
ቁ hay ݖ = ∞ là điểm bất thường cốt yếu của hàm ݂  .(ݖ)

 

VII. BÀI TOÁN TÍNH TÍCH PHÂN 

7.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Tích phân đường  

+ Nếu ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅ ݂ thì ơch phân đường của (ݕ  ܥ trên đường cong (ݖ)

න ݖ݀(ݖ)݂
஼

= න ݔ݀ݑ − ݕ݀ݒ
஼

+ ݅ න ݔ݀ݒ + ݕ݀ݑ
஼
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+ Nếu đường cong ܥ có phương trình tham số ൜ݔ = (ݐ)ݔ
ݕ = ;(ݐ)ݕ ܽ ≤ ݐ ≤ ܾ thì 

න ݖ݀(ݖ)݂
஼

= න ,(ݐ)ݔ]ݑ} [(ݐ)ݕ + ,(ݐ)ݔ]ݒ݅ .{[(ݐ)ݕ (ݐ)ᇱݔ] + ݐ݀[(ݐ)ᇱݕ݅
஼

 

 

 

b. Định lý Green (dạng phức) 

,ݖ)ܲ ,ݖ)ܳ,(̅ݖ  :khi đó ta có ,ܦ liên tục và có đạo hàm riêng liên tục trên miền (̅ݖ

∮ ,ݖ)ܲ ݖ݀(̅ݖ + ,ݖ)ܳ ஼̅ݖ݀(̅ݖ = 2݅∬ ቀడொ
డ௭

+ డ௉
డ௭̅
ቁ݀ܣ஽  .ݕ݀ݔ݀ biểu thị yếu tố diện ơch ܣ݀ ,

c. Định lý Cauchy cho miền đơn liên 

Giả sử hàm ݂ giải ơch trong miền ܦ đơn liên và ݂′ liên tục trong ܦ. Khi đó với mọi đường 
cong đơn, đóng ܥ nằm trong ܦ, ta có: 

∮ ஼ݖ݀(ݖ)݂ = 0.   

d. Định lý Cauchy-Goursat 

Giả sử hàm ݂ giải ơch trong miền ܦ. Khi đó ta có: 

∮ ஼ݖ݀(ݖ)݂ = 0.   

với mỗii đường cong đơn, đóng trong ܥ. 

e. Các hệ quả của định lý Cauchy 

+ Nếu hàm ݂ giải ơch trong miền ܦ đơn liên và ܽ, ∫ thì ܦ là 2 điểm thuộc ݖ ௭ݖ݀(ݖ)݂
௔  không 

phụ thuộc vào đường nối hai điểm ܽ và ݖ. 

+ Cho ݂ giải ơch trong miền ܦ giới hạn bởi hai đường cong kín ܥ,  và (ܥ ଵ nằm trongܥ) ଵܥ
trên các đường cong này, khi đó: 

∫ ஼ݖ݀(ݖ)݂ = ∫ ஼భݖ݀(ݖ)݂
 . 

+ Tích phân ∮ ௗ௭
௭ି௔஼ = ൜ 0      khi ݖ = ܽ nằm ngoài ܥ

ݖ khi   ݅ߨ2 = ܽ nằm trong ܥ 
 với ܥ là đường cong đơn đóng. 

+ Tích phân ∮ ௗ௭
(௭ି௔)೙஼ = ቄ2݅ߨ    khi ݊ = 1

0         khi ݊ ≠ 1 với ܥ là đường cong đơn đóng và ݖ = ܽ nằm 

trong ܥ . 
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f. Công thức ơch phân Cauchy 

+ Giả sử ܦ là miền đa liên giới hạn bởi các đường cong ܥ଴ và các đường cong ܥଵ, ,ଶܥ … ,  ௡ܥ
nằm trong ܥ଴, ݂(ݖ) giải ơch trong ܦ và trên biên của nó, khi đó: 

∮ ௙(௭)
௭ି௭బ

஼ݖ݀ = .݅ߨ2   .(଴ݖ)݂

 :khi đó ,ܦ là đường cong đơn, đóng nằm trong ܥ ,đơn liên ܦ giải ơch trong miền (ݖ)݂ +

∮ ௙(௭)
(௭ି௭బ)೙శభ

஼ݖ݀ = ଶగ௜
௡!

. ݂(௡)(ݖ଴).  

7.2. Bài tập mẫu 

Bài 7.1: Tính ơch phân ࡵ = ∮ ࡯ࢠࢊതࢠ|ࢠ|  trong đó ࡯ là biên của miền ൜ |ࢠ| = ૚      
(ࢠ)࢓ࡵ = ૙ 

Giải: 

Chia ܥ thành 2 đường  

:ଵܥ |ݖ| = 1 và ܥଶ: ݕ = 0  

+ Trên ܥଵ ta có ݖ = ݁௜௧ , 0 ≤ ݐ ≤ ߨ ⇒ ݖ݀ = ݅݁ ௜௧݀ݐ 

Khi đó ∫ ஼భݖ݀̅ݖ|ݖ|
= ∫ ݁ି௜௧݅݁௜௧݀ݐ = ݅గ

଴ ∫ గݐ݀
଴ =  ݅ߨ

+ Trên ܥଶ ta có ݖ = 1−,ݔ ≤ ݔ ≤ 1 ⇒ ݖ݀ =  ݔ݀

Khi đó ∫ ஼మݖ݀̅ݖ|ݖ|
= ∫ ଵݔ݀ݔ|ݔ|

ିଵ = −∫ ଴ݔଶ݀ݔ
ିଵ + ∫ ଵݔଶ݀ݔ

଴ = − ଵ
ଷ

+ ଵ
ଷ

= 0 

Vậy ܫ = ∮ ஼ݖ݀̅ݖ|ݖ| = ∫ ஼భݖ݀̅ݖ|ݖ|
+ ∫ ஼మݖ݀̅ݖ|ݖ|

=  .݅ߨ

Bài 7.2 (bài 3,SGK, tr86): Tính ࡵ = ∫ ࡯ࢠࢊതࢠ  từ ࢠ = ૙ đến ࢠ = ૝ + ૛࢏ dọc theo đường cong 
 :được xác định bởi ࡯

a.   ࢠ = ૛࢚ +  .࢚࢏
b. Đường thẳng từ ࢠ = ૙ đến ࢠ = ૛࢏, rồi từ ࢠ = ૛࢏ đến ࢠ = ૝࢏. 

Giải: 

a. với ݖ = 0 ⇒ ݐ = 0 và ݖ = 4 + 2݅ ⇒ ݐ = 2  

Ta có ݖ = ଶݐ + ݐ݅ ⇒ ݖ݀ = ݐ2) +   ݐ݀(݅

Khi đó 

ܫ = ∫ ஼ݖ݀̅ݖ = ∫ ଶݐ) − ݐ2)(ݐ݅ + ଶ ݐ݀(݅
଴ = ∫ ଷݐ2) − ଶݐ݅ + ଶ ݐ݀(ݐ

଴    
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   = ଵ
ଶ
ସݐ − ௜

ଷ
ଷݐ + ଵ

ଶ
ଶቚݐ

଴

ଶ
= 10 − ଼

ଷ
݅  

b. Giả sử ݖ = ݔ + ݕ݅ ⇒ ݖ݀ = ݔ݀ +  ݕ݀݅

Khi đó ܫ = ∫ ஼ݖ݀̅ݖ = ∫ ݔ) − ݔ݀)(ݕ݅ + (ݕ݀݅
஼ = ∫ ݔ݀ݔ + ஼ݕ݀ݕ + ݅ ∫ ݕ݀ݔ − ஼ݔ݀ݕ  

+ Đoạn thẳng đi từ ݖ = 0 đến ݖ = 2݅ tương ứng với đường thẳng đi từ điểm ܱ(0,0) đến 
ݔ khi đó trên OA thì ,(0,2)ܣ = 0, 0 ≤ ݕ ≤ 2. 

⇒ ∫ ݔ݀ݔ + ை஺ݕ݀ݕ + ݅ ∫ ݕ݀ݔ − ை஺ݔ݀ݕ = ∫ ଶݕ݀ݕ
଴ = ଵ

ଶ
ଶቚݕ

଴

ଶ
= 2 

+Đoạn thẳng đi từ ݖ = 2݅ đến ݖ = 4 + 2݅ tương ứng với đường thẳng đi từ điểm (0,2)ܣ 
đến điểm (4,2)ܤ, khi đó trên AB thì ݕ = 2, 0 ≤ ݔ ≤ 4 

⇒ ∫ ݔ݀ݔ + ஺஻ݕ݀ݕ + ݅ ∫ ݕ݀ݔ − ஺஻ݔ݀ݕ = ∫ ସݔ݀ݔ
଴ − 2݅ ∫ ସݔ݀

଴ = ଵ
ଶ
ଶቚݔ

଴

ସ
− ଴ସ|ݔ2݅ = 8 − 8݅  

Vậy ܫ = 2 + (8 − 8݅) = 10 − 8݅. 

Bài 7.3 (bài 4,SGK, tr 86): Tính ࡵ = ∫ ࡯ࢠࢊ૛|ࢠ|  dọc theo biên ࡯ của hình vuông có các đỉnh 
(૙,૙), (૚,૙), (૚,૚), (૙,૚) . 

Giải: 

Giả sử ݖ = ݔ + ݕ݅ ⇒ ݖ݀ = ݔ݀ +  khi đó ,ݕ݀݅

ܫ = ∫ ஼ݖଶ݀|ݖ| = ∫ ଶݔ) + ݔ݀)(ଶݕ + (ݕ݀݅
஼   

   = ∫ ଶݔ) + ଶ)஼ݕ ݔ݀ + ݅ ∫ ଶݔ) + ଶ)஼ݕ   ݕ݀

+ Trên đoạn OA thì ݕ = 0, 0 ≤ ݔ ≤ 1 

⇒ ∫ ଶݔ) + (ଶݕ
ை஺ ݔ݀ + ݅ ∫ ଶݔ) + (ଶݕ

ை஺ ݕ݀ = ∫ ଵݔଶ݀ݔ
଴ = ଵ

ଷ
ଷቚݔ

଴

ଵ
= ଵ

ଷ
  

 + Trên đoạn AB thì ݔ = 1, 0 ≤ ݕ ≤ 1 

⇒ ∫ ଶݔ) + (ଶݕ
஺஻ ݔ݀ + ݅ ∫ ଶݔ) + (ଶݕ

஺஻ ݕ݀ = ݅ ∫ (1 + ଵݕ݀(ଶݕ
଴ = ݅ ቀݕ + ଵ

ଷ
ଷቁቚݕ

଴

ଵ
= ସ

ଷ
݅  

+ Trên đoạn BC thì ݕ = 1, 0 ≤ ݔ ≤ 1 

⇒ ∫ ଶݔ) + (ଶݕ
஻஼ ݔ݀ + ݅ ∫ ଶݔ) + (ଶݕ

஻஼ ݕ݀ = ∫ ଶݔ) + ଵݔ݀(1
଴ = ቀଵ

ଷ
ଷݔ + ቁቚݔ

଴

ଵ
= ସ

ଷ
  

Vậy ܫ = ଵ
ଷ

+ ସ
ଷ
݅ + ସ

ଷ
= 1 + ସ

ଷ
݅. 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


GIẢI TÍCH PHỨC 29
 

Bài 7.4 (bài 5,SGK, tr86): Tính ࡵ = ∫ (૜࢟࢞ + ࢏૛ିࢠࢊ૛)૛࢟࢏
࢏  trong các trường hợp sau: 

a. Dọc theo đường thẳng nối hai điểm ࢠ = ࢠ và ࢏ = ૛ −  .࢏
b. Dọc theo đường cong ࢞ = ૛࢚ − ૛,࢟ = ૚ + ࢚ −  .૛࢚

Giải: 

a. Giả sử ݖ = ݔ + ݕ݅ ⇒ ݖ݀ = ݔ݀ +  khi đó ,ݕ݀݅

ܫ = ∫ ݕݔ3) + ଶି௜ݖଶ)ଶ݀ݕ݅
௜ = ∫ ݕݔ3) + ݔ݀)ଶ)ଶݕ݅ + ଶି௜(ݕ݀݅

௜   

   = ∫ ଶݕଶݔ9) − ݔ݀(ସݕ − ଶି௜ݕଷ݀ݕݔ6
௜ + ݅ ቀ∫ ݔଷ݀ݕݔ6 + ଶݕଶݔ9) − ଶି௜ݕ݀(ସݕ

௜ ቁ  

Đường thẳng đi từ ݖ = ݅ và ݖ = 2 − ݅ tương ứng với đường thẳng đi từ điểm (0,1)ܣ đến 
điểm (1−,2)ܤ, khi đó trên AB ta có: ݕ = ݔ− + 1, 0 ≤ ݔ ≤ 2 

⇒ ܫ = ∫ ݔ−)ଶݔ9) + 1)ଶ − ݔ−) + 1)ସ)݀ݔ − ݔ−)ݔ6 + 1)ଷ(−݀ݔ)ଶ
଴ +  

                     +݅ ∫ ݔ−)ݔ6 + 1)ଷ݀ݔ + ݔ−)ଶݔ9) + 1)ଶ − ݔ−) + 1)ସ)(−݀ݔ)ଶ
଴   

        = ∫ ସݔ2) − ଷݔ4 − ଶݔ15 + ݔ10 − ଶݔ݀(1
଴ − ݅ ∫ ସݔ2) − ଷݔ4 − ଶݔ15 + ݔ10 − ଶݔ݀(1

଴   

        = ቀଶ
ହ
ହݔ − ସݔ − ଷݔ5 + ଶݔ5 − ቁቚݔ

଴

ଶ
− ݅ ቀଶ

ହ
ହݔ − ସݔ − ଷݔ5 + ଶݔ5 − ቁቚݔ

଴

ଶ
  

        = − ଵଶ଺
ହ

+ ଵଶ଺
ହ
݅ . 

b. Tại điểm ݖ = ݅ ⇒ ݐ = 1 và ݖ = 2 − ݅ ⇒ ݐ = 2 

Ta có ݖ = ݔ + ݕ݅ = ݐ2 − 2 + ݅(1 + ݐ − (ଶݐ ⇒ ݖ݀ = [2 + ݅(1 −  ݐ݀[(ݐ2

Khi đó 

⇒ ܫ = ∫ ݐ2)3] − 2)(1 + ݐ − (ଶݐ + ݅(1 + ݐ − ଶ)ଶ][2ݐ + ݅(1 − ଶݐ݀[(ݐ2
ଵ   

        = ∫ ଷݐ14−)] + ଶݐ27 + ݐ − 13) + ସݐ12)݅ − ଷݐ30 + ଶݐ10 + ݐ14 − ଶݐ݀[(4
ଵ   

        = ቂቀ− ଻
ଶ
ସݐ + ଷݐ9 + ଵ

ଶ
ଶݐ − ቁݐ13 + ݅ ቀଵଶ

ହ
ହݐ − ଵହ

ଶ
ସݐ + ଵ଴

ଷ
ଷݐ + ଶݐ7 − ቁቃݐ4

ଵ

ଶ
  

       = ቀ20 + ହଶ
ଵହ
݅ቁ − ቀ−7 + ଷ଻

ଷ଴
݅ቁ  

       = 27 + ଺଻
ଷ଴
݅ . 

Bài 7.5: Tính ơch phân ࡵ = ∮ ࢠࢊ
࡯૛ࢠ  trong đó ࡯: ࢞) − ૛)૛ + ૚

૝
࢟) − ૞)૛ = ૚ 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


GIẢI TÍCH PHỨC 30
 

Giải: 

Ta có ݂(ݖ) = ଵ
௭మ

 không giải ơch tại điểm ݖ = 0 nhưng điểm ݖ = 0 không nằm trong và trên 
C. Vậy hàm ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥ 

Theo định lý Cauchy-Goursat ta có 

ܫ = ර
ݖ݀
ଶ஼ݖ

= 0. 

Bài 7.6: Tính ơch phân ࡵ = ∫ (૝ࢠ − ૚)࡯ࢠࢊ , với ࡯ được cho như hình vẽ 

Giải: 

Ta có ݂(ݖ) ݖ4= − 1 giải ơch trên toán mặt phẳng phức nên  

áp dụng hệ quả 1 thì ơch phân đã cho không phụ thuộc vào 

đường nối 2 điểm ݖ = ݅ và ݖ = −݅ nên ta có thể thay ܥ bằng  

đoạn thẳng ܥଵ nối 2 điểm ݖ = ݅ và ݖ = −݅. Khi đó ta có 

ܫ = ∫ ݖ4) − ௖ݖ݀(1 = ∫ ݖ4) − ௖భݖ݀(1
= ∫ ݖ4) − ௜ݖ݀(1

ି௜ = ଶݖ2) − ௜௜ି|(ݖ = −2݅  

Bài 7.7: Tính ࡵ = ∮ ૡିࢠ૜
ࢠ૛ିࢠ

࡯ࢠࢊ , với ࡯ là chu tuyến như hình vẽ 

Giải: 

Ta có݂(ݖ) = ଼௭ିଷ
௭మିଵ

= ହ
௭ିଵ

+ ଷ
௭
 

ܥ không là đường cong đơn nhưng có thể xem ܥ  là hợp 

của hai đường cong đơn, đóng ܥଵ,   ଶ như hình vẽܥ

Khi đó  

ܫ = ර
ݖ8 − 3
ଶݖ − ݖ

ݖ݀
஼

= ර
ݖ8 − 3
ଶݖ − ݖ

ݖ݀
஼భ

+ ර
ݖ8 − 3
ଶݖ − ݖ

ݖ݀
஼మ

= ර
ݖ8 − 3
ଶݖ − ݖ

ݖ݀
஼భ

−ර
ݖ8 − 3
ଶݖ − ݖ

ݖ݀
ି஼మ

 

       = 5 ∫ ௗ௭
௭ିଵ஼భ

+ 3∫ ௗ௭
௭஼భ
− 5∫ ௗ௭

௭ିଵ஼మ
− 3∫ ௗ௭

௭஼మ
  

ݖ + = 0 nằm trong ܥଵ,  ݖ = 1 nằm ngoài ܥଵ nên theo hệ quả 5 ta có: 

∫ ௗ௭
௭ିଵ஼భ

= 0 và  ∫ ௗ௭
௭஼భ

=  ݅ߨ2

ݖ + = 1 nằm trong ܥଶ,  ݖ = 0 nằm ngoài ܥଶ nên theo hệ quả 5 ta có: 
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∫ ௗ௭
௭ିଵ஼మ

= ∫  và ݅ߨ2 ௗ௭
௭஼మ

= 0 

Vậy ܫ = ݅ߨ3.2 − ݅ߨ5.2 =  .݅ߨ4−

Bài 7.6: Tính ࡵ = ∮ ቀ ૜
࢏ାࢠ

− ૚
࢏૛ିࢠ

ቁ࡯ࢠࢊ , với ࡯: |ࢠ| = ૞;࡯: ࢠ| − ૛࢏| = ૚
૛
  

Giải: 

+ Với ܥ: |ݖ| = 5. Ký hiệu ܩ௖ là miền bao bởi ܥ 

Rõ ràng ݖ = −݅ và ݖ = 2݅ đều nằm trong  ܩ௖ 

Bao hai điểm ݖ = −݅ và ݖ = 2݅ lần lượt bởi các đường tròn ܥଵ: ݖ| + ݅| = 1 và ܥଶ: ݖ| − 2݅| =
1, khi đó 

ܫ = ∮ ቀ ଷ
௭ା௜

− ଵ
௭ିଶ௜

ቁ݀ݖ஼ = ∮ ቀ ଷ
௭ା௜

− ଵ
௭ିଶ௜

ቁ݀ݖ஼భ
+ ∮ ቀ ଷ

௭ା௜
− ଵ

௭ିଶ௜
ቁ݀ݖ஼మ

   

= 3∮ ௗ௭
௭ା௜஼భ

− ∮ ௗ௭
௭ିଶ௜஼భ

+ 3∮ ௗ௭
௭ା௜஼మ

− ∮ ௗ௭
௭ିଶ௜஼మ

   

ݖ + = −݅ nằm trong ܥଵ,  ݖ = 2݅ nằm ngoài ܥଵ nên theo hệ quả 5 ta có: 

∮ ௗ௭
௭ା௜஼భ

= ∮  và ݅ߨ2 ௗ௭
௭ିଶ௜஼భ

= 0 

ݖ + = 2݅ nằm trong ܥଶ,  ݖ = −݅ nằm ngoài ܥଶ nên theo hệ quả 5 ta có: 

∮ ௗ௭
௭ା௜஼మ

= 0 và  ∮ ௗ௭
௭ିଶ௜஼మ

=  ݅ߨ2

Vậy ܫ = ݅ߨ3.2 − ݅ߨ2 =  ݅ߨ4

+ Với ܥ: ݖ| − 2݅| = ଵ
ଶ
. Ký hiệu ܩ௖ là miền bao bởi ܥ 

Rõ ràng ݖ = −݅ nằm ngoài ܩ௖, ݖ = 2݅ nằm trong ܩ௖ 

Bao điểm ݖ = 2݅ bởi đường tròn ܥଵ: ݖ| − 2݅| = ଵ
ସ
, khi đó 

ܫ = ∮ ቀ ଷ
௭ା௜

− ଵ
௭ିଶ௜

ቁ݀ݖ஼ = ∮ ቀ ଷ
௭ା௜

− ଵ
௭ିଶ௜

ቁ݀ݖ஼భ
= −∮ ௗ௭

௭ିଶ௜஼భ
=   ݅ߨ2−

Bài 7.7: Tính ࡵ = ∮ ࢠࢋ

(૜ିࢠ)ࢠ
࢑࡯ࢠࢊ

 trong các trường hợp sau: 

      a. ࡯૚: ࢠ| − ૛| = ૜
૛
                        b. ࡯૛: |ࢠ| = ૚

૝
                     c. ࡯૜: ቚࢠ − ૚

૛
ቚ = ૞ 

Giải: 

a. Ta có ܫ = ∮ ௘೥

௭(௭ିଷ)
஼భݖ݀

= ∮
೐೥
೥

௭ିଷ
஼భݖ݀
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Đặt ݂(ݖ) = ௘೥

௭
, ଴ݖ = 3 

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥଵ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có 

ܫ = .݅ߨ2 ݂(3) = .݅ߨ2 ቀ௘
೥

௭
ቁቚ
௭ୀଷ

= ଶ
ଷ
݁ଷ݅ߨ . 

b. Ta có ܫ = ∮ ௘೥

௭(௭ିଷ)
஼మݖ݀

= ∮
೐೥

೥షయ
௭
஼మݖ݀

 

Đặt ݂(ݖ) = ௘೥

௭ିଷ
, ଴ݖ = 0 

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥଶ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có 

ܫ = .݅ߨ2 ݂(0) = ቀ ௘೥

௭ିଷ
ቁቚ
௭ୀ଴

= − ଶ
ଷ
 . ݅ߨ

c. Ta thấy ݖ = 0 và ݖ = 3 đều nằm trong ܥଷ nên theo định lý Cauchy-Goursat cho miền đa 
liên và theo câu a, câu b ta có 

ܫ = ∮ ௘೥

௭(௭ିଷ)
஼యݖ݀

= ∮ ௘೥

௭(௭ିଷ)
஼భݖ݀

+ ∮ ௘೥

௭(௭ିଷ)
஼మݖ݀

= ଶ
ଷ
݁ଷ݅ߨ − ଶ

ଷ
݅ߨ = ଶ

ଷ
(݁ଷ −   . ݅ߨ(1

Bài 7.8: Tính ࡵ = ∮ ࢠܛܗ܋
࢔ࢠ

࡯ࢠࢊ  trong các trường hợp sau: 

               a. ࢔ = ૚                            b. ࢔ = ૛                         c. ࢔ = ૜     với ࡯: |ࢠ| = ૚ 

Giải: 

a. Với ݊ = 1 ta có ܫ = ∮ ୡ୭ୱ௭
௭
஼ݖ݀  

Đặt ݂(ݖ) = cos ݖ , ଴ݖ = 0 

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có: 

ܫ = (0)݂݅ߨ2 = .݅ߨ2 cos 0 =  . ݅ߨ2

b. Với  ݊ = 2 ta có ܫ = ∮ ୡ୭ୱ௭
௭మ

஼ݖ݀  

Đặt ݂(ݖ) = cos ݖ , ଴ݖ = 0 ⇒ ݂ ᇱ(ݖ) = − sin  ݖ

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy cho đạo hàm 
ta có: 

ܫ = ଶగ௜
ଵ!
݂ ᇱ(0) = .݅ߨ2− sin 0 = 0 . 

c. Với  ݊ = 3 ta có ܫ = ∮ ୡ୭ୱ ௭
௭య

஼ݖ݀  
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Đặt ݂(ݖ) = cos ݖ , ଴ݖ = 0 ⇒ ݂ ᇱ(ݖ) = − sin ݖ ⇒ ݂ ᇱᇱ(ݖ) = − cos  ݖ

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy cho đạo hàm 
ta có: 

ܫ = ଶగ௜
ଶ!
݂ ᇱᇱ(0) = − ଶగ௜

ଶ
. cos 0 =  . ݅ߨ−

Bài 7.9 (bài 17, SGK, tr87): Tính  

a. ࡵ = ∮ ૛ࢠ࣊ܛܗ܋૛ାࢠ࣊ܖܑܛ

(૛ିࢠ)(૚ିࢠ)
࡯ࢠࢊ           b. ࡵ = ∮ ࢠ૛ࢋ

૝(ା૚ࢠ)
࡯ࢠࢊ    với ࡯: |ࢠ| = ૜. 

Giải: 

a. Nhận thấy ݖ = 1 và ݖ = 2 đều nằm trong ܥ nên áp dụng theo định lý Cauchy-Goursat cho 
miền đa liên ta có 

ܫ = ∮ ୱ୧୬గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

(௭ିଵ)(௭ିଶ)
஼ݖ݀ = ∮ ୱ୧୬ గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

(௭ିଵ)(௭ିଶ)
௖భݖ݀

+ ∮ ୱ୧୬గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

(௭ିଵ)(௭ିଶ)
௖మݖ݀

= ଵܫ +   ଶܫ

Với ܥଵ: ݖ| − 1| = ଵ
ସ
 và ܥଶ: ݖ| − 2| = ଵ

ସ
 

+ Tính ܫଵ = ∮ ୱ୧୬ గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

(௭ିଵ)(௭ିଶ)
௖భݖ݀

= ∮
౩౟౤ഏ೥మశౙ౥౩ഏ೥మ

೥షమ
௭ିଵ

௖భݖ݀
 

Đặt ݂(ݖ) = ୱ୧୬గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

௭ିଶ
, ଴ݖ = 1 

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥଵ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có: 

ଵܫ = .݅ߨ2 ݂(1) = ݅ߨ2 ୱ୧୬ గାୡ୭ୱగ
ଵିଶ

=   ݅ߨ2

+ Tính ܫଶ = ∮ ୱ୧୬గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

(௭ିଵ)(௭ିଶ)
௖మݖ݀

= ∮
౩౟౤ഏ೥మశౙ౥౩ഏ೥మ

೥షభ
௭ିଶ

௖మݖ݀
 

Đặt ݃(ݖ) = ୱ୧୬ గ௭మାୡ୭ୱగ௭మ

௭ିଵ
, ଴ݖ = 2 

Rõ ràng ݃(ݖ) giải ơch trong và trên ܥଶ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có: 

ଶܫ = .݅ߨ2 ݃(2) = ݅ߨ2 ୱ୧୬ ସగାୡ୭ୱସగ
ଶିଵ

=   ݅ߨ2

Vậy ܫ = ݅ߨ2 + ݅ߨ2 =  .݅ߨ4

b. ܫ = ∮ ௘మ೥

(௭ାଵ)ర
஼ݖ݀  

Đặt ݂(ݖ) = ݁ଶ௭, ଴ݖ = −1 ⇒ ݂ ᇱ(ݖ) = 2݁ଶ௭ ⇒ ݂ ᇱᇱ(ݖ) = 4݁ଶ௭ ⇒ ݂ ᇱᇱᇱ(ݖ) = 8݁ଶ௭ 
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Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy cho đạo hàm 
ta có: 

ܫ = ଶగ௜
ଷ!

. ݂ ᇱᇱᇱ(−1) = ଶగ௜
଺

. 8݁ିଶ = ଼
ଷ௘మ

 . ݅ߨ

Bài 7.10 (bài 21, SGK,tr88): CMR ૚
૛࢏࣊

∮ ࢚ࢠࢋ

૛ା૚ࢠ
࡯ࢠࢊ = ܖܑܛ ࢚ nếu ,࢚ > ૙ và ࡯: |ࢠ| = ૜. 

Giải: 

Đặt ܫ = ∮ ௘೥೟

௭మାଵ
஼ݖ݀ = ∮ ௘೥೟

(௭ି௜)(௭ା௜)
஼ݖ݀  

Nhận thấy ݖ = ݅ và ݖ = −݅ đếu nằm trong ܥ. Bao hai điểm ݖ = ݅ và ݖ = −݅ lần lượt bởi các 
đường tròn ܥଵ: ݖ| − ݅| = ଵ

ଶ
 và ܥଶ: ݖ| + ݅| = ଵ

ଶ
. Khi đó ta có 

ܫ = ∮ ௘೥೟

(௭ି௜)(௭ା௜)
஼ݖ݀ = ∮ ௘೥೟

(௭ି௜)(௭ା௜)
஼భݖ݀

+ ∮ ௘೥೟

(௭ି௜)(௭ା௜)
஼మݖ݀

= ଵܫ +   ଶܫ

+ Tính ܫଵ = ∮ ௘೥೟

(௭ି௜)(௭ା௜)
஼భݖ݀

= ∮
೐೥೟

೥శ೔
௭ି௜

஼భݖ݀
 

Đặt ݂(ݖ) = ௘೥೟

௭ା௜
, ଴ݖ = ݅ 

Rõ ràng ݂(ݖ) giải ơch trong và trên ܥଵ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có: 

ଵܫ = .݅ߨ2 ݂(݅) = .݅ߨ2 ቀ௘
೥೟

௭ା௜
ቁቚ
௭ୀ௜

= .݅ߨ2 ௘
೔೟

ଶ௜
= ݁ߨ ௜௧  . 

+ Tính ܫଶ = ∮ ௘೥೟

(௭ି௜)(௭ା௜)
஼భݖ݀

= ∮
೐೥೟

೥ష೔
௭ା௜

஼భݖ݀
 

Đặt ݃(ݖ) = ௘೥೟

௭ି௜
, ଴ݖ = −݅ 

Rõ ràng ݃(ݖ) giải ơch trong và trên ܥଶ nên áp dụng công thức ơch phân Cauchy ta có: 

ଶܫ = .݅ߨ2 ݃(−݅) = .݅ߨ2 ቀ௘
೥೟

௭ି௜
ቁቚ
௭ୀି௜

= .݅ߨ2 ௘
ష೔೟

ିଶ௜
=  . ௜௧ି݁ߨ−

Vậy ܫ = ௜௧݁ߨ  − ௜௧ି݁ߨ = ௜௧݁)ߨ − ݁ି௜௧) = .ߨ 2݅ sin ݐ = ݅ߨ2 sin  ݐ

Suy ra ଵ
ଶగ௜

ܫ = sin hay ଵ ݐ
ଶగ௜

∮ ௘೥೟

௭మାଵ
஼ݖ݀ = sin  (đpcm) ݐ

 

VIII. BÀI TOÁN TÌM SỐ NGHIỆM CỦA ĐA THỨC 

8.1. Kiến thức bổ trợ 
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Định lý Rouche:  

Cho ݂ |(ݖ)݃| .đơn đóng ܥ giải ơch trong và trên đường cong (ݖ)݃ và (ݖ) < ,|(ݖ)݂| ݖ∀ ∈  ܥ

Khi đó ݂(ݖ) +  .ܥ có cùng số không điểm trong (ݖ)݂ và (ݖ)݃

8.2. Bài tập mẫu 

Bài 8.1 (câu 4, đề thi môn GTP – K18): Tìm số nghiệm của đa thức  

(ࢠ)ࡼ = ૞ࢠ + ૛ࢠ૛ + ࢠૢ + ૚ 

a. Trong hình tròn |ࢠ| < ૚. 
b. Trong hình vành khăn ૚ ≤ ࢠ < ૛. 

Giải: 

a. Đặt ݂(ݖ) = ;ݖ9 (ݖ)݃ = ହݖ + ଶݖ2 + 1 

Trên ܥଵ: |ݖ| = 1 ta có 

|(ݖ)݃| = ହݖ| + ଶݖ2 + 1| ≤ ହ|ݖ| + ଶ|ݖ|2 + 1 = 4 < 9 =  |(ݖ)݂|

Do đó theo địnhl ý Rouche thì ݂(ݖ) + (ݖ)݃ = ହݖ + ଶݖ2 + ݖ9 + 1 =  có cùng số không (ݖ)ܲ
điểm với ݂(ݖ) = :ଵܥ trong ݖ9 |ݖ| < 1. Mà ݂(ݖ) có một không điểm trong ܥଵ nên suy ra ܲ(ݖ) 
cũng có một không điểm tức là có một nghiệm trong ܥଵ: |ݖ| < 1. 

b. Đặt ݂(ݖ) = ;ହݖ (ݖ)݃ = ଶݖ2 + ݖ9 + 1 

Trên ܥଶ: |ݖ| = 2 ta có 

|(ݖ)݃| = ଶݖ2| + ݖ9 + 1| ≤ ଶ|ݖ|2 + |ݖ|9 + 1 = 27 < 2ହ =  |(ݖ)݂|

Do đó theo định lý Rouche thì ݂(ݖ) + (ݖ)݃ = ହݖ + ଶݖ2 + ݖ9 + 1 =  có cùng số không (ݖ)ܲ
điểm với ݂(ݖ) = :ଶܥ ହ trongݖ |ݖ| < 2. Mà ݂(ݖ) có năm không điểm trong ܥଶ nên suy ra 
:ଶܥ cũng có năm không điểm tức là có năm nghiệm trong (ݖ)ܲ |ݖ| < 2 

Suy ra ܲ(ݖ) có 5 − 1 = 4 nghiệm trong hình vành khăn 1 ≤ ݖ < 2. 

Bài 8.2: Tìm số nghiệm của đa thức 

(ࢠ)ࡼ = ૜ࢠ − ૞ࢠ + ૚ 

a. Trong hình tròn |ࢠ| < ૚. 
b. Trong hình vành khăn ૚ ≤ |ࢠ| < ૜. 
c. Trong hình vành khăn ૛ ≤ |ࢠ| < ૜. 

Giải: 

a. Đặt ݂(ݖ) = ;ݖ5− (ݖ)݃ = ଷݖ + 1 
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Trên ܥଵ: |ݖ| = 1 ta có 

|(ݖ)݃| = ଷݖ| + 1| ≤ ଷ|ݖ| + 1 = 2 < 5 =  |(ݖ)݂|

Do đó theo định lý Rouche thì ݂(ݖ) + (ݖ)݃ = ଷݖ − ݖ5 + 1 =  có cùng số không điểm (ݖ)ܲ
với ݂(ݖ) = :ଵܥ trong ݖ5− |ݖ| < 1. Mà ݂(ݖ) có một không điểm trong ܥଵ nên suy ra ܲ(ݖ) 
cũng có một không điểm tức là có một nghiệm trong ܥଵ: |ݖ| < 1. 

b. Đặt ݂(ݖ) = ;ଷݖ (ݖ)݃ = ݖ5− + 1 

Trên ܥଶ: |ݖ| = 3 ta có 

|(ݖ)݃| = ݖ5−| + 1| ≤ |ݖ|5 + 1 = 16 < 3ଷ =  |(ݖ)݂|

Do đó theo định lý Rouche thì ݂(ݖ) + (ݖ)݃ = ଷݖ − ݖ5 + 1 =  có cùng số không điểm (ݖ)ܲ
với ݂(ݖ) = :ଶܥ ଷ trongݖ |ݖ| < 3. Mà ݂(ݖ) có ba không điểm trong ܥଶ nên suy ra ܲ(ݖ) cũng 
có ba không điểm tức là có ba nghiệm trong ܥଶ: |ݖ| < 3 

Suy ra ܲ(ݖ) có 3 − 1 = 2 nghiệm trong hình vành khăn 1 ≤ ݖ < 3. 

c. Đặt ݂(ݖ) = ;ݖ5− (ݖ)݃ = ଷݖ + 1 

Trên ܥଷ: |ݖ| = 2 ta có 

|(ݖ)݃| = ଷݖ| + 1| ≤ ଷ|ݖ| + 1 = 9 < 10 =  |(ݖ)݂|

Do đó theo định lý Rouche thì ݂(ݖ) + (ݖ)݃ = ଷݖ − ݖ5 + 1 =  có cùng số không điểm (ݖ)ܲ
với ݂(ݖ) = :ଶܥ trong ݖ5− |ݖ| < 2. Mà ݂(ݖ) có một không điểm trong ܥଷ nên suy ra ܲ(ݖ) 
cũng có một không điểm tức là có một nghiệm trong ܥଷ: |ݖ| < 2 

Suy ra ܲ(ݖ) có 3 − 1 = 2 nghiệm trong hình vành khăn 2 ≤ ݖ < 3. 

 

IX. BÀI TOÁN KHAI TRIỂN CHUỖI VÀ TÌM MIỀN HỘI TỤ 

9.1. Kiến thức bổ trợ 

Một số chuỗi Maclouren thường gặp 

݁௭ = 1 +
ݖ
1!

+
ଶݖ

2!
+ ⋯ = ෍

௡ݖ

݊!

ஶ

௡ୀ଴

 

sin ݖ = ݖ −
ଷݖ

3!
+
ହݖ

5!
− ⋯ = ෍(−1)௡

ଶ௡ାଵݖ

(2݊ + 1)!

ஶ

௡ୀ଴
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cos ݖ = 1 −
ଶݖ

2!
+
ସݖ

4!
− ⋯ = ෍(−1)௡

ଶ௡ݖ

(2݊)!

ஶ

௡ୀ଴

 

Miền hội tụ đối với các chuỗi trên là |ݖ| < ∞ 

1
1 − ݖ

= 1 + ݖ + ଶݖ + ⋯ = ෍ݖ௡
ஶ

௡ୀ଴

 

1
1 − ݖ

= 1 − ݖ + ଶݖ − ⋯ = ෍(−1)௡ݖ௡
ஶ

௡ୀ଴

 

Miền hội tụ đối với các chuỗi trên là |ݖ| < 1 

9.2. Bài tập mẫu 

Bài 9.1: Khai triển chuỗi Taylor của các hàm sau theo lũy thừa ࢠ −  ૙ . Xác định miền hộiࢠ
tụ của chuỗi vừa Ơm được 

        a. (ࢠ)ࢌ = ૚
ା૞ࢠ૛ି૟ࢠ

, ૙ࢠ = ૜                            b. (ࢠ)ࢌ = ૚
૛ࢠ

, ૙ࢠ = ૛  

        c. (ࢠ)ࢌ = ૛ࢠ)ܖܑܛ + ૝ࢠ) , ૙ࢠ = −૛              d. (ࢠ)ࢌ = ,ା૚ࢠ૛ି૝ࢠࢋ ૙ࢠ = ૛ 

Giải: 

a. ݂(ݖ) = ଵ
௭మି଺௭ାହ

= ଵ
ସ
ቂ ଵ
௭ିହ

− ଵ
௭ିଵ

ቃ 

Ta có 

ଵ
௭ିହ

= ଵ
ିଶା௭ିଷ

= − ଵ
ଶ

. ଵ
ଵି೥షయమ

= − ଵ
ଶ
∑ ቀ௭ିଷ

ଶ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = −∑ ଵ

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴   

ଵ
௭ିଵ

= ଵ
ଶା௭ିଷ

= ଵ
ଶ

. ଵ
ଵା೥షయమ

= ଵ
ଶ
∑ (−1)௡ ቀ௭ିଷ

ଶ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴   

⟹ (ݖ)݂ = ଵ
ସ
ቂ= −∑ ଵ

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴ −∑ (ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴ ቃ = − ଵ
ସ
∑ ଵା(ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴   

                 = − ଵ
ସ
∑ ଵ

ଶమ೙
ݖ) − 3)ଶ௡ஶ

௡ୀ଴ = −∑ ଵ
ଶమ೙శమ

ݖ) − 3)ଶ௡ஶ
௡ୀ଴   

Miền hội tụ: ቚ௭ିଷ
ଶ
ቚ < 1 ⇔ ݖ| − 3| < 2. 

b. ݂(ݖ) = ଵ
௭మ

 

Ta có 
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ଵ
௭

= ଵ
ଶା௭ିଶ

= ଵ
ଶ

ଵ
ଵା೥షమమ

= ଵ
ଶ
∑ (−1)௡ ቀ௭ିଶ

ଶ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 2)௡ஶ

௡ୀ଴   

 Đạo hàm 2 về ta có 

− ଵ
௭మ

= ∑ ௡(ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 2)௡ିଵஶ

௡ୀଵ = ∑ (௡ାଵ)(ିଵ)೙శభ

ଶ೙శమ
ݖ) − 2)௡ஶ

௡ୀ଴   

⟹ (ݖ)݂ = ଵ
௭మ

= −∑ (௡ାଵ)(ିଵ)೙శభ

ଶ೙శమ
ݖ) − 2)௡ஶ

௡ୀ଴   

Miền hội tụ: ቚ௭ିଶ
ଶ
ቚ < 1 ⇔ ݖ| − 2| < 2. 

c. ݂(ݖ) = sin(ݖଶ + (ݖ4 = sin((ݖ + 2)ଶ − 4) = sin(ݖ + 2)ଶ cos 4 − sin 4 cos(ݖ + 2)ଶ 

Ta có 

sin(ݖ + 2)ଶ = ∑ (−1)௡ (௭ାଶ)ర೙శమ

(ଶ௡ାଵ)!
ஶ
௡ୀ଴    

cos(ݖ + 2)ଶ = ෍(−1)௡
ݖ) + 2)ସ௡

(2݊)!

ஶ

௡ୀ଴

 

⟹ (ݖ)݂ = cos 4෍(−1)௡
ݖ) + 2)ସ௡ାଶ

(2݊ + 1)!

ஶ

௡ୀ଴

− sin 4෍(−1)௡
ݖ) + 2)ସ௡

(2݊)!

ஶ

௡ୀ଴

 

Miền hội tụ: |ݖ + 2| < ∞. 

d. ݂(ݖ) = ݁௭మିସ௭ାଵ = ݁௭మିସ௭ାସିଷ = ௘(೥షమ)మ

௘య
 

Ta có 

݁(௭ିଶ)మ = ∑ (௭ିଶ)మ೙

௡!
ஶ
௡ୀ଴   

⟹ (ݖ)݂ = ଵ
௘య
∑ (௭ିଶ)మ೙

௡!
ஶ
௡ୀ଴   

Miền hội tụ: |ݖ − 2| < ∞. 

Bài 9.2: Khai triển chuỗi Laurent của hàm (ࢠ)ࢌ = ૚
(૚ିࢠ)ࢠ

 tại ࢠ = ૙,ࢠ = ૚,ࢠ = ∞. 

Giải: 

+ Tại ݖ = 0 

(ݖ)݂ = ଵ
௭(௭ିଵ)

= − ଵ
௭

ଵ
ଵି௭

= − ଵ
௭
∑ ௡ஶݖ
௡ୀ଴ = −∑ ௡ିଵஶݖ

௡ୀ଴   

 Miền hội tụ: 0 < |ݖ| < 1. 
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+ Tại ݖ = 1 

(ݖ)݂ = ଵ
௭(௭ିଵ)

= ଵ
௭ିଵ

ଵ
ଵା௭ିଵ

= ଵ
௭ିଵ

∑ ݖ) − 1)௡ஶ
௡ୀ଴ = −∑ ݖ) − 1)௡ିଵஶ

௡ୀ଴   

 Miền hội tụ: 0 < ݖ| − 1| < 1. 

+ Tại ݖ = ∞ 

Đặt ݖ = ଵ
௪
⇒ (ݖ)݂ = ݂ ቀଵ

௪
ቁ = ଵ

భ
ೢቀ

భ
ೢିଵቁ

= ௪మ

ଵି௪
= ଶݓ ଵ

ଵି௪
= ଶݓ ∑ ௡ஶݓ

௡ୀ଴ = ∑ ௡ାଶஶݓ
௡ୀ଴  

⇒ (ݖ)݂ = ∑ ቀଵ
௭
ቁ
௡ାଶ

ஶ
௡ୀ଴ . 

Bài 9.3: Khai triển chuỗi Laurent của các hàm (ࢠ)ࢌ = ૚ାࢠ
(૛ିࢠ)(૚ିࢠ)

 trong các hình vành khăn 

                  a. ૚ < |ࢠ| < ૛                                    b. ૚ < ࢠ| − ૜| < ૛ 

Giải: 

a. ݂(ݖ) = ଵା௭
(௭ିଵ)(௭ିଶ)

= 3 ଵ
௭ିଶ

− 2 ଵ
௭ିଵ

 

Ta có 

ଵ
௭ିଶ

= − ଵ
ଶ

ଵ
ଵି೥మ

= − ଵ
ଶ
∑ ቀ௭

ଶ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = −∑ ଵ

ଶ೙శభ
௡ஶݖ

௡ୀ଴   

ଵ
௭ିଵ

= ଵ
௭

ଵ
ଵିభ೥

= ଵ
௭
∑ ቀଵ

௭
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ ଵ

௭೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   

⇒ (ݖ)݂ = −3∑ ଵ
ଶ೙శభ

௡ஶݖ
௡ୀ଴ − 2∑ ଵ

௭೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   

b. ݂(ݖ) = ଵା௭
(௭ିଵ)(௭ିଶ)

= 3 ଵ
௭ିଶ

− 2 ଵ
௭ିଵ

 

Ta có 

ଵ
௭ିଶ

= ଵ
௭ିଷାଵ

= ଵ
௭ିଷ

ଵ

ଵା భ
೥షయ

= ଵ
௭ିଷ

∑ (−1)௡ ቀ ଵ
௭ିଷ

ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (ିଵ)೙

(௭ିଷ)೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   

ଵ
௭ିଵ

= ଵ
ଶା௭ିଷ

= ଵ
ଶ

ଵ
ଵା೥షయమ

= ଵ
ଶ
∑ (−1)௡ ቀ௭ିଷ

ଶ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴   

⇒ (ݖ)݂ = 3∑ (ିଵ)೙

(௭ିଷ)೙శభ
ஶ
௡ୀ଴ − 2∑ (ିଵ)೙

ଶ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴  . 

Bài 9.4: Khai triển chuỗi Laurent của các hàm (ࢠ)ࢌ = ା૞ࢠ૛ି૛ࢠ
(૛ା૚ࢠ)(૛ିࢠ)

 trong các hình vành khăn 

                  a. ૚ < |ࢠ| < ૛                                    b. ૙ < ࢠ| − ૛| < ૚ 
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Giải: 

 a. ݂(ݖ) = ௭మିଶ௭ାହ
(௭ିଶ)(௭మାଵ)

= ଵ
௭ିଶ

− 2 ଵ
ଵା௭మ

 

Ta có 

ଵ
௭ିଶ

= − ଵ
ଶ

ଵ
ଵି೥మ

= − ଵ
ଶ
∑ ቀ௭

ଶ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = −∑ ଵ

ଶ೙శభ
௡ஶݖ

௡ୀ଴   

ଵ
ଵା௭మ

= ଵ
௭మ

ଵ
ଵା భ

೥మ
= ଵ

௭మ
∑ ቀ ଵ

௭మ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ ଵ

௭మ೙శమ
ஶ
௡ୀ଴   

 ⇒ (ݖ)݂ = −∑ ଵ
ଶ೙శభ

௡ஶݖ
௡ୀ଴ − 2∑ ଵ

௭మ೙శమ
ஶ
௡ୀ଴  

Miền hội tụ: ቐ
ቚ௭
ଶ
ቚ < 1

ቚ ଵ
௭మ
ቚ < 1

⇔ ൜
|ݖ| < 2

|ଶݖ| > 1 ⇔ ൜
|ݖ| < 2

ଶ|ݖ| > 1 ⇔ ൜|ݖ| < 2
|ݖ| > 1 ⇔ 1 < |ݖ| < 2. 

b. ݂(ݖ) = ௭మିଶ௭ାହ
(௭ିଶ)(௭మାଵ)

= ଵ
௭ିଶ

− 2 ଵ
ଵା௭మ

 

Bài 9.5 (bài 19, SGK, tr118): Khai triển chuỗi Laurent của các hàm tại ࢠ =  ૙ࢠ

a. (ࢠ)ࢌ = ࢠ૛ࢋ

૜(૚ିࢠ)
, ૙ࢠ = ૚      b. (ࢠ)ࢌ = ࢠ) − ૜) ܖܑܛ ૚

ା૛ࢠ
, ૙ࢠ = −૛     c. (ࢠ)ࢌ = ૚

૛(૜ିࢠ)૛ࢠ
, ૙ࢠ = ૜ 

Giải: 

a. ݂(ݖ) = ௘మ೥

(௭ିଵ)య
= ݁ଶ݁ଶ(௭ିଵ) ଵ

(௭ିଵ)య
 

Ta có 

݁ଶ(௭ିଵ) = ∑ [ଶ(௭ିଵ)]೙

௡!
ஶ
௡ୀ଴ = ∑ ଶ೙

௡!
ݖ) − 1)௡ஶ

௡ୀ଴   

⇒ (ݖ)݂ = ݁ଶ ଵ
(௭ିଵ)య

∑ ଶ೙

௡!
ݖ) − 1)௡ஶ

௡ୀ଴ = ∑ ଶ೙௘మ

௡!
ݖ) − 1)௡ିଷஶ

௡ୀ଴   

Miền hội tụ: |2(ݖ − 1)| < ∞ ⇔ ݖ| − 1| < ∞ 

b. ݂(ݖ) = ݖ) − 3) sin ଵ
௭ାଶ

= ݖ) + 2) sin ଵ
௭ାଶ

− 5 sin ଵ
௭ାଶ

 

Ta có 

sin ଵ
௭ାଶ

= ∑ (−1)௡
( భ
೥శమ)మ೙శభ

(ଶ௡ାଵ)!
ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   

⇒ (ݖ)݂ = ݖ) + 2)∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙శభ
ஶ
௡ୀ଴ − 5∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   
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               = ∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙
ஶ
௡ୀ଴ − 5∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   

Miền hội tụ: ቚ ଵ
௭ାଶ

ቚ < ∞ ⇔ ݖ| + 2| > 0. 

c. ݂(ݖ) = ଵ
௭మ(௭ିଷ)మ

= ଵ
(௭ିଷ)మ

ଵ
௭మ

 

Ta có 

ଵ
௭

= ଵ
ଷା௭ିଷ

= ଵ
ଷ

ଵ
ଵା೥షయయ

= ଵ
ଷ
∑ (−1)௡ ቀ௭ିଷ

ଷ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (ିଵ)೙

ଷ೙శభ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴   

Đạo hàm 2 vế ta có: 

ଵ
௭మ

= −∑ ௡(ିଵ)೙

ଷ೙శభ
ݖ) − 3)௡ିଵஶ

௡ୀଵ = −∑ (௡ାଵ)(ିଵ)೙శభ

ଷ೙శమ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴   

⇒ (ݖ)݂ = − ଵ
(௭ିଷ)మ

∑ (௡ାଵ)(ିଵ)೙శభ

ଷ೙శమ
ݖ) − 3)௡ஶ

௡ୀ଴ = ∑ (௡ାଵ)(ିଵ)೙శమ

ଷ೙శమ
ݖ) − 3)௡ିଶஶ

௡ୀ଴    

Miền hội tụ: ቚ௭ିଷ
ଷ
ቚ < 1 ⇔ ݖ| − 3| < 3. 

Bài 9.6 (bài 21,SGK, tr 118): Khai triển chuỗi Laurent của hàm (ࢠ)ࢌ = ࢠ
(ା૚ࢠ)(૛ିࢠ)

 trong các 

miền đã chỉ ra: 

                         a. ૙ < ࢠ| + ૚| < ૜                                        b. ૙ < |ࢠ| < ૛  

Giải: 

a. ݂(ݖ) = ௭
(௭ିଶ)(௭ାଵ)

= ଶ
ଷ

ଵ
௭ିଶ

+ ଵ
ଷ

ଵ
௭ାଵ

 

Ta có 

ଵ
௭ିଶ

= − ଵ
ଷ

ଵ

ଵି೥శభయ
= − ଵ

ଷ
∑ ቀ௭ାଵ

ଷ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀ଴ = −∑ ଵ

ଷ೙శభ
ݖ) + 1)௡ஶ

௡ୀ଴   

⇒ (ݖ)݂ = ଵ
ଷ

ଵ
௭ାଵ

− ଶ
ଷ
∑ ଵ

ଷ೙శభ
ݖ) + 1)௡ஶ

௡ୀ଴ . 

b.  

Bài 9.7 (bài 22,SGK,tr 118): Khai triển chuỗi Laurent của hàm (ࢠ)ࢌ = ૚
૜(૚ିࢠ)(૛ିࢠ)

  trong các 

miền đã chỉ ra 

                            a. ૙ < ࢠ| − ૛| < ૚                                       b. ૙ < ࢠ| − ૚| < ૚ 

Giải: 
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a. ݂(ݖ) = ଵ
(௭ିଶ)(௭ିଵ)య

= ଵ
௭ିଶ

ଵ
(௭ିଵ)య

 

Ta có 
ଵ
௭ିଵ

= ଵ
ଵା௭ିଶ

= ∑ (−1)௡(ݖ − 2)௡ஶ
௡ୀ଴    

⇒ (ݖ)݂ = ଵ
௭ିଶ

∑ (−1)௡(ݖ − 2)௡ஶ
௡ୀ଴ = ∑ (−1)௡(ݖ − 2)௡ିଵஶ

௡ୀ଴   

a. ݂(ݖ) = ଵ
(௭ିଶ)(௭ିଵ)య

= ଵ
(௭ିଵ)య

ଵ
௭ିଶ

 

Ta có 

ଵ
௭ିଶ

= ଵ
ିଵା௭ିଵ

= −ቀ ଵ
ଵି(௭ିଵ)

ቁ = −∑ ݖ) − 1)௡ஶ
௡ୀ଴    

⇒ (ݖ)݂ = − ଵ
(௭ିଵ)య

∑ ݖ) − 1)௡ஶ
௡ୀ଴ = −∑ ݖ) − 1)௡ିଷஶ

௡ୀ଴   

 

X. BÀI TOÁN PHÂN LOẠI ĐIỂM BẤT THƯỜNG DỰA VÀO CHUỖI LAURENT 

10.1. Kiến thức bổ trợ 

Giả sử ݖ଴ là điểm bất thường cô lập của hàm ݂(ݖ) và ݂(ݖ) có khai triển chuỗi Laurent 

(ݖ)݂ = ∑ ܽି௡(ݖ − ଴)ି௡ஶݖ
௡ୀଵᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௣௛ầ௡ ௖௛í௡௛

+ ∑ ܽ௡(ݖ − ଴)௡ஶݖ
௡ୀଵᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௣௛ầ௡ ௚௜ả௜ ௧í௖௛

      (1)  

+ Nếu phần chính của chuỗi (1) bằng 0 (ܽି௡ = 0,∀݊) thì ݖ଴ là điểm bất thường bỏ được. 

+ Nếu phần chính của chuỗi (1) có hữu hạn các số hạng thì ݖ଴ là cực điểm cấp ݊ (݊ = 1 thì 
 .(଴ là điểm cực đơnݖ

+ Nếu phần chính của chuỗi (1) có vô hạn các số hạng thì ݖ଴ là điểm bất thường cốt yếu. 

10.2. Bài tập mẫu 

Bài 10.1 (câu 5, đề thi GTP – K18):  

           a. Khai triển chuổi Laurent của hàm sau trong lân cận của điểm ࢠ = ૛: 

(ࢠ)ࢌ = ࢋ
ࢠ

 ૛ିࢠ

                Xác định miền hội tụ của chuỗi vừa Ơm. 

b. Phân loại các điểm bất thường của hàm (ࢠ)ࢌ. 

Giải: 
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a. Đặt ݑ = ݖ − 2 ⇒ ݖ = ݑ + 2, khi đó: 

(ݖ)݂ = ݑ)݂ + 2) = ݁
௨ାଶ
௨ = ݁ଵା

ଶ
௨ = ݁. ݁

ଶ
௨ = ݁.෍

ቀ2
ቁݑ

௡

݊!

ஶ

௡ୀ଴

= ݁෍
2௡

݊!
1
௡ݑ

ஶ

௡ୀ଴

 

Suy ra  

(ݖ)݂ = ݁෍
2௡

݊!
1

ݖ) − 2)௡

ஶ

௡ୀ଴

= ݁ +
2݁
ݖ − 2

+ ⋯+
2௡݁

݊! ݖ) − 2)௡ + ⋯   (1) 

Miền hội tụ: ቚ ଶ
௭ିଶ

ቚ < ∞⟹ ݖ| − 2| > 0 

b. Ta thấy chuỗi Laurent (1) của hàm ݂(ݖ) có phần chính gồm vô hạn các số hạng nên điểm 
ݖ = 2 là điểm bất thường cốt yếu của hàm ݂(ݖ). 

Bài 10.2: Cho hàm số (ࢠ)ࢌ = ࢠ) − ૜)ܖܑܛ ૚
ା૛ࢠ

 

a. Khai triển chuỗi Laurent trong lân cận ࢠ = −૛. 
b. Phân loại các điểm bất thường của hàm (ࢠ)ࢌ. 

Giải: 

a. Theo câu b bài 9.5 ta có 

(ݖ)݂ = ∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙
ஶ
௡ୀ଴ − 5∑ (ିଵ)೙

(ଶ௡ାଵ)!
ଵ

(௭ାଶ)మ೙శభ
ஶ
௡ୀ଴   

          = 1 − ହ
௭ାଶ

− ଵ
ଷ!(௭ାଶ)మ

+ ହ
ଷ!(௭ାଶ)య

+ ⋯                     (1)  

b. ta thấy chuỗi (1) của hàm ݂(ݖ)có phần chính gồm vô hạn các số hạng nên điểm ݖ = −2 là 
điểm bất thường cốt yếu của hàm ݂(ݖ). 

 

XI. BÀI TOÁN TÍNH TÍCH PHÂN BẰNG PHƯƠNG PHÁP THẶNG DƯ 

11.1. Kiến thức bổ trợ 

a. Công thức ơnh thặng dư 

+ Nếu ݖ଴ là cực điểm đơn của hàm ݂  :khi đó (ݖ)

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = [଴ݖ = lim
௭→௭బ

ݖ)] −  [(ݖ)݂(଴ݖ

+ Nếu ݖ଴ là cực điểm cấp ݊ của hàm ݂(ݖ) khi đó: 
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,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = [଴ݖ =
1

(݊ − 1)!
lim
௭→௭బ

݀௡ିଵ

௡ିଵݖ݀
ݖ)] −  [(ݖ)଴)௡݂ݖ

 

b. Định lý thặng dư Cauchy 

Giả sử ܦ là miền đơn liên, ܥ là đường cong đơn, đóng nằm trong (ݖ)݂ .ܦ giải ơch trong và 
trên ܥ trừ một số hữu hạn cực điểm nằm trong ܥ, khi đó: 

∮ ஼ݖ݀(ݖ)݂ = ∑.݅ߨ2 ,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = ௞]௡ݖ
௞ୀ଴   

c. Tích phân dạng ∫ ܴ(sin ,ߠ cos ଶగߠ݀(ߠ
଴ , ܴ là hàm hữu tỷ 

Phương pháp: 

Đặt ݖ = ݁௜ఏ → ߠ݀ = ௗ௭
௜௭

 

sin ߠ = ௘೔ഇି௘ష೔ഇ

ଶ௜
= ௭ି௭షభ

ଶ௜
   và cos ߠ = ௘೔ഇା௘ష೔ഇ

ଶ
= ௭ା௭షభ

ଶ
 

Khi ߠ biến thiên từ 0 → :ܥ chạy một vòng trên đường tròn đơn vị ݖ thì ߨ2 |ݖ| = 1 

Tường tự với ơch phân dạng ∫ ܴ(sin݉ߠ, cos݉ߠ݀(ߠଶగ
଴ . 

d. Tích phân suy rộng ܫ = ∫ ାஶݔ݀(ݔ)ܨ
ିஶ ,  là hàm hữu tỷ ܨ

 Nếu (ݖ)ܨ là hàm hữu tỷ thỏa: 
+ Bậc mẫu lơn hơn bậc tử ít nhất 2 đơn vị 
,có hữu hạn ݊ cực điểm ܽଵ (ݖ)ܨ + … , ܽ௡ nằm trong nửa mặt phằng trên 
 không có cực điểm nằm trên trục thực (ݖ)ܨ +
⟹ ܫ = ∫ ାஶݔ݀(ݔ)ܨ

ିஶ = ݅ߨ2 ∑ ,(ݖ)ܨ]ݏܴ݁ ݖ = ܽ௞]௡
௞ୀଵ   

 Nếu (ݖ)ܨ là hàm hữu tỷ thỏa: 
+ Bậc mẫu lơn hơn bậc tử ít nhất 2 đơn vị 
,có hữu hạn  ݊ cực điểm ܽଵ (ݖ)ܨ + … , ܽ௡ nằm trong nửa mặt phằng trên 
,có ݉ cực điểm ܾଵ (ݖ)ܨ + … , ܾ௡ nằm trên trục thực 
⟹ ܫ = ∫ ାஶݔ݀(ݔ)ܨ

ିஶ = ݅ߨ2 ∑ ,(ݖ)ܨ]ݏܴ݁ ݖ = ܽ௞]௡
௞ୀଵ + ݅ߨ ∑ ,(ݖ)ܨൣݏܴ݁ ݖ = ௝ܾ൧௠

௝ୀଵ   

e. Tích phân dạng ܫ = ∫ (ݔ)ܨ cos ݔߙ ାஶݔ݀
ିஶ  và ܫ = ∫ (ݔ)ܨ sin ݔߙ ାஶݔ݀

ିஶ  

Theo công thức Euler ta có: 

ܫ = ∫ (ݔ)ܨ cos ݔߙ ାஶݔ݀
ିஶ = ܴ݁∫ ାஶݔ௜ఈ௫݀݁(ݔ)ܨ

ିஶ   

ܫ = ∫ (ݔ)ܨ sin ݔߙ ାஶݔ݀
ିஶ = ∫݉ܫ ݁(ݔ)ܨ ௜ఈ௫݀ݔାஶ

ିஶ   
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 Nếu (ݖ)ܨ là hàm hữu tỷ thỏa: 
+ Bậc mẫu lơn hơn bậc tử ít nhất 1 đơn vị 
,có hữu hạn ݊ cực điểm ܽଵ (ݖ)ܨ + … , ܽ௡ nằm trong nửa mặt phằng trên 
 không có cực điểm nằm trên trục thực (ݖ)ܨ +
⟹ ∫ ାஶݔ௜ఈ௫݀݁(ݔ)ܨ

ିஶ = ݅ߨ2 ∑ ,௜ఈ௭݁(ݖ)ܨ]ݏܴ݁ ݖ = ܽ௞]௡
௞ୀଵ   

 Nếu (ݖ)ܨ là hàm hữu tỷ thỏa: 
+ Bậc mẫu lơn hơn bậc tử ít nhất 1 đơn vị 
,có hữu hạn  ݊ cực điểm ܽଵ (ݖ)ܨ + … , ܽ௡ nằm trong nửa mặt phằng trên 
,có ݉ cực điểm ܾଵ (ݖ)ܨ + … , ܾ௡ nằm trên trục thực 

⟹න ݔ௜ఈ௫݀݁(ݔ)ܨ
ାஶ

ିஶ
= ,௜ఈ௭݁(ݖ)ܨ]ݏ෍ܴ݁݅ߨ2 ݖ = ܽ௞]

௡

௞ୀଵ

+ ,௜ఈ௭݁(ݖ)ܨൣݏ෍ܴ݁݅ߨ ݖ = ௝ܾ൧
௠

௝ୀଵ

 

11.2. Bài tâp mẫu 

Bài 11.1 (bài 10, SGK, tr 137): Tính ࡵ = ∫ ࢞ࢊ૛࢞

൫࢞૛ା૚൯
૛

(ା૛࢞૛ା૛࢞)

ାஶ
ିஶ  bằng phương pháp thặng dư. 

Giải: 

Ta có ݂(ݖ) = ௭మ

(௭మାଵ)మ(௭మାଶ௭ାଶ)
= ௭మ

(௭ି௜)మ(௭ା௜)మ(௭ାଵି௜)(௭ାଵା௜)
 

Hàm ݂(ݖ) có 2 cực điểm cấp hai là ݖ = ݅, ݖ = −݅ và 2 cực điểm đơn ݖ = −1 + ݅, ݖ = −1 − ݅ 
nhưng chỉ có cực điểm cấp hai ݖ = ݅ và cực điểm đơn ݖ = −1 + ݅ nằm trong nửa mặt 
phẳng trên. Khi đó ta có: 

ܫ  = ∫ ௫మௗ௫
(௫మାଵ)మ(௫మାଶ௫ାଶ)

ାஶ
ିஶ = ,(ݖ)݂]ݏܴ݁}݅ߨ2 ݖ = ݅] + ,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = −1 + ݅]} 

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = ݅] = ଵ
(ଶିଵ)!

lim
௭→௜

ௗ
ௗ௭

ݖ)] − ݅)ଶ݂(ݖ)] = lim
௭→௜

ௗ
ௗ௭
ቂ(ݖ − ݅)ଶ ௭మ

(௭మାଵ)మ(௭మାଶ௭ାଶ)
ቃ  

 = lim
௭→௜

ௗ
ௗ௭
ቂ ௭మ

(௭ା௜)మ(௭మାଶ௭ାଶ)
ቃ = lim

௭→௜

ଶ௭(௭ା௜)మ൫௭మାଶ௭ାଶ൯ି௭మൣଶ(௭ା௜)൫௭మାଶ௭ାଶ൯ା(௭ା௜)మ(ଶ௭ାଶ)൧
(௭ା௜)ర(௭మାଶ௭ାଶ)మ

  

= ଶ௜(௜ା௜)మ൫௜మାଶ௜ାଶ൯ି௜మൣଶ(௜ା௜)൫௜మାଶ௜ାଶ൯ା(௜ା௜)మ(ଶ௜ାଶ)൧
(௜ା௜)ర(௜మାଶ௜ାଶ)మ

= ଵ଺ି଼௜ିଵ଺ିସ௜
ଵ଺(ସ௜ିଷ)

= − ଷ
ଶହ

+ ଽ
ଵ଴଴

݅  

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = −1 + ݅] = lim
௭→ିଵା௜

ݖ) + 1 − (ݖ)݂(݅ = lim
௭→ିଵା௜

ݖ) + 1 − ݅) ௭మ

(௭మାଵ)మ(௭మାଶ௭ାଶ)
  

= lim
௭→ିଵା௜

௭మ

(௭మାଵ)మ(௭ାଵା௜)
= (ିଵା௜)మ

((ିଵା௜)మାଵ)మ(ିଵା௜ାଵା௜)
= ିଶ௜

(ିଷିସ௜)ଶ௜
= ଷ

ଶହ
− ସ

ଶହ
݅  

ܫ ⟹ = ݅ߨ2 ቀ= − ଷ
ଶହ

+ ଽ
ଵ଴଴

݅ + ଷ
ଶହ
− ସ

ଶହ
݅ ቁ = ଻

ହ଴
 .ߨ

Bài 11.2 (bài 12, SGK, tr 137): Chứng tỏ rằng: 
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             a. ࡵ = ∫ ࣂࢊ
(૞ି૜ࣂ࢔࢏࢙)૛

૛࣊
૙ = ૞࣊

૜૛
                      b. ࡵ = ∫ ࣂࢊࣂ૛૜࢙࢕ࢉ

૞ି૝࢙࢕ࢉ૛ࣂ
૛࣊
૙ = ૜࣊

ૡ
 . 

Giải: 

a. Đặt ݖ = ݁௜ఏ ⟹ ߠ݀ = ௗ௭
௜௭

; sin ߠ = ௭ି௭షభ

ଶ௜
= ௭మିଵ

ଶ௜௭
 

ܫ = ∫ ௗ௭

௜௭(ହିଷ೥
మషభ
మ೔೥ )మ

ଶగ
଴ = ∫ ௗ௭

௜௭(భబ೔೥షయ೥మశయ)మ

షర೥మ

ଶగ
଴ = − ସ

௜
∫ ௭ௗ௭

(ଷ௭మିଵ଴௜௭ିଷ)మ
ଶగ
଴   

GPT: 3ݖଶ − ݖ10݅ + 3 = 0 ⇔ ቈ
ݖ = 3݅
ݖ = ଵ

ଷ
݅ 

Hàm ݂(ݖ) = ௭
(ଷ௭మିଵ଴௜௭ିଷ)మ

 có hai cực điểm cấp 2 là ݖ = 3݅, ݖ = ଵ
ଷ
݅ nhưng chỉ có điểm ݖ = ଵ

ଷ
݅ 

nằm trong hình tròn ܥ: |ݖ| = 1 và nẳm trong nửa mặt phẳng trên. Khi đó ta có  

∫ ௭ௗ௭
(ଷ௭మିଵ଴௜௭ିଷ)మ

ଶగ
଴ = .݅ߨ2 ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = ଵ

ଷ
݅ቃ  

ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = ଵ
ଷ
݅ቃ = ଵ

(ଶିଵ)!
lim
௭→భ

య௜

ௗ
ௗ௭
൤ቀݖ − ଵ

ଷ
݅ቁ
ଶ
൨(ݖ)݂ = lim

௭→భ
య௜

ௗ
ௗ௭
ቂ ௭
ଽ(௭ିଷ௜)మ

ቃ  

                                   = ଵ
ଽ

lim
௭→భ

య௜

ି௭ିଷ௜
(௭ିଷ௜)య

= − ହ
ଶହ଺

  

⟹ ∫ ௭ௗ௭
(ଷ௭మିଵ଴௜௭ିଷ)మ

ଶగ
଴ = .݅ߨ2 ቀ− ହ

ଶହ଺
ቁ = − ହ

ଵଶ଼
 ݅ߨ

Vậy ܫ = − ସ
௜
∫ ௭ௗ௭

(ଷ௭మିଵ଴௜௭ିଷ)మ
ଶగ
଴ = − ସ

௜
ቀ− ହ

ଵଶ଼
ቁ݅ߨ = ହ

ଷଶ
 .݅ߨ

b. Làm tương tự như câu a 

Bài 11.3: Tính ࡵ = ∫ ࢞ࢊ
(૛ାૢ࢞)(૛ା૚࢞)

ାஶ
ିஶ  bằng phương pháp thặng dư. 

Giải: 

Ta có ݂(ݖ) = ଵ
(௭మାଵ)(௭మାଽ)

= ଵ
(௭ି௜)(௭ା௜)(௭ିଷ௜)(௭ାଷ௜)

 

Hàm ݂(ݖ) có 4 cực điểm đơn nhưng chỉ có ݖ = ݅ và ݖ = 3݅ nằm trong nửa mặt phẳng trên. 
Khi đó ta có: 

ܫ = ∫ ௗ௫
(௫మାଵ)(௫మାଽ)

ାஶ
ିஶ = ,(ݖ)݂]ݏܴ݁}݅ߨ2 ݖ = ݅] + ,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = 3݅]}   

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = ݅] = lim
௭→௜

ݖ) − (ݖ)݂(݅ = lim
௭→௜

ݖ) − ݅) ଵ
(௭మାଵ)(௭మାଽ)

= lim
௭→௜

ଵ
(௭ା௜)(௭మାଽ)

= ଵ
ଵ଺௜

   

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = 3݅] = lim
௭→ଷ௜

ݖ) − (ݖ)݂(3݅ = lim
௭→ଷ௜

ݖ) − 3݅) ଵ
(௭మାଵ)(௭మାଽ)

= lim
௭→ଷ௜

ଵ
(௭మାଵ)(௭ାଷ௜)

= − ଵ
ସ଼௜
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ܫ ⟹ = ݅ߨ2 ቀ ଵ
ଵ଺௜

−− ଵ
ସ଼௜
ቁ = గ

ଵଶ
. 

Bài 11.4: Tính ࡵ = ∫ ࢞ ࢞ܖܑܛ
૛ାૢ࢞

ାஶ࢞ࢊ
૙  bằng phương pháp thặng dư. 

Giải: 

ܫ = ∫ ௫ ୱ୧୬௫
௫మାଽ

ାஶݔ݀
଴ = ଵ

ଶ
∫ ௫ ୱ୧୬௫

௫మାଽ
ାஶݔ݀

ିஶ = ଵ
ଶ
݉ܫ ∫ ௫

௫మାଽ
݁ ௜௫݀ݔାஶ

ିஶ  (do hàm ௫ ୱ୧୬ ௫
௫మାଽ

 là hàm lẻ) 

Ta có ݂(ݖ) = ௭
௭మାଽ

= ௭
(௭ିଷ௜)(௭ାଷ௜)

 

Hàm ݂(ݖ) có 2 cực điểm đơn nhưng chỉ có ݖ = 3݅ nằm trong nửa mặt phẳng trên. Khi đó ta 
có: 

∫ ௫
௫మାଽ

݁௜௫݀ݔାஶ
ିஶ = .݅ߨ2 ,௜௭݁(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = 3݅] = .݅ߨ2 lim

௭→ଷ௜
ݖ) −   ௜௭݁(ݖ)݂(3݅

                              = .݅ߨ2 lim
௭→ଷ௜

ݖ) − 3݅) ௭
௭మାଽ

݁௜௭ = .݅ߨ2 lim
௭→ଷ௜

௭௘೔೥

௭ାଷ௜
= .݅ߨ2 ଷ௜௘

షయ

଺௜
= గ

௘య
݅  

Vậy ܫ = ଵ
ଶ
∫݉ܫ ௫

௫మାଽ
݁௜௫݀ݔାஶ

ିஶ = గ
ଶ௘య

. 

Bài 11.5 (câu 6, đề thi GTP – K18): Dùng thặng dư để ơnh ơch phân: ࡵ = ∫ ࢞ࢊ
૟ା૚࢞

ஶ
૙  

Giải: 

ܫ = ∫ ௗ௫
௫లାଵ

ஶ
଴ = ଵ

ଶ
∫ ௗ௫

௫లାଵ
ஶ
ିஶ   

Đặt ݂(ݖ) = ଵ
௭లାଵ

 

Giải phương trình ݖ଺ + 1 = 0 ⇔ ଺ݖ = −1 

Ta có −1 = cosߨ + ݅ sin  :Khi đó căn bậc 6 của −1 được xác định bởi .ߨ

௞ݖ = cos గାଶ௞గ
଺

+ ݅ sin గାଶ௞గ
଺

, ݇ = 0,1,2,3,4,5  

+ ݇ = 0 ⇒ ଴ݖ = cos గ
଺

+ ݅ sin గ
଺

= √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ 

+ ݇ = 1 ⇒ ଵݖ = cos గ
ଶ

+ ݅ sin గ
ଶ

= ݅ 

+ ݇ = 2 ⇒ ଶݖ = cos ହగ
଺

+ ݅ sin ହగ
଺

= − √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅  

+ ݇ = 3 ⇒ ଷݖ = cos ଻గ
଺

+ ݅ sin ଻గ
଺

= − √ଷ
ଶ
− ଵ

ଶ
݅  

+ ݇ = 4 ⇒ ସݖ = cos ଷగ
ଶ

+ ݅ sin ଷగ
ଶ

= −݅  
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+ ݇ = 5 ⇒ ହݖ = cos ଵଵగ
଺

+ ݅ sin ଵଵగ
଺

= √ଷ
ଶ
− ଵ

ଶ
݅  

Vậy ݖ଴, ,ଵݖ ,ଶݖ ,ଷݖ ,ସݖ ଺ݖ ହ là nghiệm của phương trìnhݖ + 1 = 0 

Hay hàm ݂(ݖ) có 6 điểm cực đơn nhưng chỉ có 3 điểm cực đơn ݖ଴, ,ଵݖ  ଶ nằm trong nửa mặtݖ
phẳng trên. Khi đó ta có 

∫ ௗ௫
௫లାଵ

ஶ
ିஶ = ݏܴ݁݅ߨ2 ቂ݂(ݖ), ݖ = √ଷ

ଶ
+ ଵ

ଶ
݅ቃ + ,(ݖ)݂]ݏܴ݁݅ߨ2 ݖ = ݅] + ݏܴ݁݅ߨ2 ቂ݂(ݖ), ݖ = − √ଷ

ଶ
+

ଵ
ଶ
݅ቃ  

Trong đó 

ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ቃ = lim

௭→√య
మ ା

భ
మ௜
ቀݖ − √ଷ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ቁ (ݖ)݂ = lim

௭→√య
మ ା

భ
మ௜

௭ି√యమ ି
భ
మ௜

௭లାଵ
  

= lim
௭→√య

మ ା
భ
మ௜

ଵ
଺௭ఱ

= ଵ

଺൬√యమ ା
భ
మ௜൰

ఱ = ଵ଺
ଷ(√ଷା௜)ఱ

= ଵ
ଷ(ି√ଷା௜)

= − √ଷା௜
ଵଶ

  

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = ݅] = lim
௭→௜

ݖ) − (ݖ)݂(݅ = lim
௭→௜

ଵ
଺௭ఱ

= ଵ
଺௜ఱ

= ଵ
଺௜

= − ௜
଺
  

ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = − √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ቃ = lim

௭→ି√యమ ା
భ
మ௜
ቀݖ + √ଷ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ቁ (ݖ)݂ = lim

௭→ି√యమ ା
భ
మ௜

ଵ
଺௭ఱ

  

 = lim
௭→ି√యమ ା

భ
మ௜

ଵ
଺௭ఱ

= ଵ

଺൬ି√యమ ା
భ
మ௜൰

ఱ = ଵ଺
ଷ(ି√ଷା௜)ఱ

= ଵ
ଷ(√ଷା௜)

= √ଷି௜
ଵଶ

  

⇒ ∫ ௗ௫
௫లାଵ

ஶ
ିஶ = ݅ߨ2 ቀ− √ଷା௜

ଵଶ
ቁ + ݅ߨ2 ቀ− ௜

଺
ቁ + ݅ߨ2 ቀ√ଷି௜

ଵଶ
ቁ = ଶగ

ଷ
  

Vậy ܫ = ଵ
ଶ
∫ ௗ௫

௫లାଵ
ஶ
ିஶ = గ

ଷ
.  

Bài 11.6 (câu 5, đề thi GTP – niên học 2008-2009): Tính bằng thặng dư 

∫ ࣂܛܗ܋
૞ା૝ࣂܛܗ܋

࣊ࣂࢊ
૙ .  

Giải: 

ܫ = ∫ ୡ୭ୱఏ
ହାସୡ୭ୱఏ

గߠ݀
଴ = ଵ

ଶ
∫ ୡ୭ୱఏ

ହାସୡ୭ୱఏ
గߠ݀

ିగ   

Đặt ݐ = ߠ + ߨ ⇒ ݐ݀ =  ߠ݀

Đổi cận: ߠ = ߨ− ⇒ ݐ = 0; ߠ  = ߨ ⇒ ݐ =  :khi đó ,ߨ2

ܫ = ଵ
ଶ
∫ ୡ୭ୱ(௧ିగ)

ହାସୡ୭ୱ(௧ିగ)
ଶగߠ݀

଴ = ଵ
ଶ
∫ ି ୡ୭ୱ௧

ହିସୡ୭ୱ௧
ଶగݐ݀

଴ = − ଵ
ଶ
∫ ୡ୭ୱ௧

ହିସୡ୭ୱ௧
ଶగݐ݀

଴   
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Đặt ݖ = ݁௜௧ ⇒ ݐ݀ = ௗ௭
௜௭

; cos ݐ = ௭ା௭షభ

ଶ
= ௭మାଵ

ଶ௭
   

ܫ = − ଵ
ଶ
∮

೥మశభ
మ೥

ହିସ೥
మశభ
మ೥

ௗ௭
௜௭|௭|ୀଵ = ଵ

ସ௜
∮ ௭మାଵ

௭(ଶ௭మିହ௭ାଶ)
௭|ୀଵ|ݖ݀   

Hàm ݂(ݖ) = ௭మାଵ
௭(ଶ௭మିହ௭ାଶ)

= ௭మାଵ
ଶ௭(௭ିଶ)(௭ିభమ)

 

Nhận thấy hàm ݂(ݖ) có 3 cực điểm đơn nhưng chỉ có 2 cực điểm ݖ = 0, ݖ = ଵ
ଶ
 nằm trong 

miền |ݖ| = 1 khi đó ta có: 

ܫ = ଵ
ସ௜

. ݅ߨ2 ቄܴ݁(ݖ)݂]ݏ, ݖ = 0] + ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = ଵ
ଶ
ቃቅ = గ

ଶ
ቄܴ݁(ݖ)݂]ݏ, ݖ = 0] + ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ =

ଵ
ଶ
ቃቅ  

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = 0] = lim
௭→଴

ݖ) − (ݖ)݂(0 = lim
௭→଴

௭మାଵ
ଶ௭మିହ௭ାଶ

= ଵ
ଶ
  

ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = ଵ
ଶ
ቃ = lim

௭→భ
మ

ቀݖ − ଵ
ଶ
ቁ (ݖ)݂ = lim

௭→భ
మ

௭మାଵ
ଶ௭(௭ିଶ)

= − ହ
଺
  

⇒ ܫ = గ
ଶ
ቀଵ
ଶ
− ହ

଺
ቁ = − గ

଺
.  

Bài 11.7 (câu 6, đề thi GTP – niên học 2008-2009) : Tính thặng dư 

∫ ൫࢞૝ା૚൯࢞ࢊ
૟ା૚࢞

ାஶ
ିஶ   

Giải: 

Xét ݂(ݖ) = ௭రାଵ
௭లାଵ

 

GPT: ݖ଺ + 1 = 0 ⇔ ଺ݖ = −1 

Ta có −1 = cosߨ + ݅ sin  :Khi đó căn bậc 6 của −1 được xác định bởi .ߨ

௞ݖ = cos గାଶ௞గ
଺

+ ݅ sin గାଶ௞గ
଺

, ݇ = 0,1,2,3,4,5  

+ ݇ = 0 ⇒ ଴ݖ = cos గ
଺

+ ݅ sin గ
଺

= √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ 

+ ݇ = 1 ⇒ ଵݖ = cos గ
ଶ

+ ݅ sin గ
ଶ

= ݅ 

+ ݇ = 2 ⇒ ଶݖ = cos ହగ
଺

+ ݅ sin ହగ
଺

= − √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅  

+ ݇ = 3 ⇒ ଷݖ = cos ଻గ
଺

+ ݅ sin ଻గ
଺

= − √ଷ
ଶ
− ଵ

ଶ
݅  

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


GIẢI TÍCH PHỨC 50
 

+ ݇ = 4 ⇒ ସݖ = cos ଷగ
ଶ

+ ݅ sin ଷగ
ଶ

= −݅  

+ ݇ = 5 ⇒ ହݖ = cos ଵଵగ
଺

+ ݅ sin ଵଵగ
଺

= √ଷ
ଶ
− ଵ

ଶ
݅  

Vậy ݖ଴, ,ଵݖ ,ଶݖ ,ଷݖ ,ସݖ ଺ݖ ହ là nghiệm của phương trìnhݖ + 1 = 0 

Hay hàm ݂(ݖ) có 6 điểm cực đơn nhưng chỉ có 3 điểm cực đơn ݖ଴, ,ଵݖ  ଶ nằm trong nửa mặtݖ
phẳng trên. Khi đó ta có 

∫ ൫௫రାଵ൯ௗ௫
௫లାଵ

ାஶ
ିஶ = ݏܴ݁݅ߨ2 ቂ݂(ݖ), ݖ = √ଷ

ଶ
+ ଵ

ଶ
݅ቃ + ,(ݖ)݂]ݏܴ݁݅ߨ2 ݖ = ݅] + ݏܴ݁݅ߨ2 ቂ݂(ݖ), ݖ =

− √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ቃ  

Trong đó 

ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ቃ = lim

௭→√య
మ ା

భ
మ௜
ቀݖ − √ଷ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ቁ (ݖ)݂ = lim

௭→√య
మ ା

భ
మ௜

൬௭ି√యమ ି
భ
మ௜൰൫௭

రାଵ൯

௭లାଵ
  

= lim
௭→√య

మ ା
భ
మ௜

௭రାଵାସ௭య൬௭ି√యమ ି
భ
మ௜൰

଺௭ఱ
=

൬√యమ ା
భ
మ௜൰

ర
ାଵ

଺(√యమ ା
భ
మ௜)

ఱ
= (√ଷା௜)రାଵ଺

ଷ(√ଷା௜)ఱ
= ଼൫ଵା√ଷ௜൯

ଷ.ଵ଺൫ି√ଷା௜൯
= − ସ௜

ଶସ
= − ௜

଺
  

,(ݖ)݂]ݏܴ݁ ݖ = ݅] = lim
௭→௜

ݖ) − (ݖ)݂(݅ = lim
௭→௜

௭రାଵାସ௭య(௭ି௜)
଺௭ఱ

= ௜రାଵ
଺௜ఱ

= ଶ
଺௜

= − ௜
ଷ
  

ݏܴ݁ ቂ݂(ݖ), ݖ = − √ଷ
ଶ

+ ଵ
ଶ
݅ቃ = lim

௭→ି√యమ ା
భ
మ௜
ቀݖ + √ଷ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ቁ (ݖ)݂ = lim

௭→ି√యమ ା
భ
మ௜

௭రାଵାସ௭య൬௭ି√యమ ି
భ
మ௜൰

଺௭ఱ
  

 =
൬ି√యమ ା

భ
మ௜൰

ర
ାଵ

଺(ି√యమ ା
భ
మ௜)

ఱ
= (ି√ଷା௜)రାଵ଺

ଷ(ି√ଷା௜)ఱ
= ଼൫ଵି√ଷ௜൯

ଷ.ଵ଺൫√ଷା௜൯
= − ସ௜

ଶସ
= − ௜

଺
  

⇒ ∫ ൫௫రାଵ൯ௗ௫
௫లାଵ

ஶ
ିஶ = ݅ߨ2 ቀ− ௜

଺
− ௜

ଷ
− ௜

଺
ቁ = ସగ

ଷ
  

Vậy ܫ = ଵ
ଶ
∫ ൫௫రାଵ൯ௗ௫

௫లାଵ
ஶ
ିஶ = ସగ

ଷ
. 
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