Chuong 8. CHUOI

Nguoi khong dém sé khong biét dém.
Anatole France
TOM TAT

Liéu tong cua vo han cac s6 khac khong c6 thé la mot s6 httu han? Khai niém c6 vé
nguroc doi nay déng mot vai tro quan trong trong toan hoc va c¢é nhiéu ting dung
quan trong. Muc dich ctia chwong nay 1a khao sat ly thuyét va cac iing dung cua tong
v6 han, cii ma sé dwoc nhic dén véi céi tén chudi. Cac chudi cap sO nhan, dugc gidi
thiéu trong muc 8.2, 1a mot trong cac chudi don gian nhat ma ta gap va, theo cach
nao dé, quan trong nhat. Trong muc 8.3-8.6, ta s€ phat trién cac tiéu chuan hoi ty, cai
ma cung cap cac cach thike d€ x4c dinh nhanh mot chudi c6 téng hitu han hay khong.
K& tiép, ta s& chuyén hudng sy quan tam ctia minh dén cac chudi trong d6 moi hang
ttr la cac ham thay vi cac s0. Ta sé dac biét quan tam dén cac tinh chét cta cac chudi
Ity thtra, cac chudi ma cé thé duwoc xem nhu cac da thirc bac vo cung, du mot vai ddc
diém ctia chiing hoi khac véi cac da thitc nhu vay. Ta sé thdy rang nhiéu ham pho
bién, chéng han €%, In(x+1), sinx, cosx va tanx cé thé dwoc biéu dién bdi chudi
lay thtra, va chung ta s€ thao luan mot vai khia canh quan trong thudc li thuyét va
tinh toan cta loai bi€u dién nay.

PERSPECTIVE

Chudi, hay t6ng, nay sinh theo rat nhiéu cach. Vi du, gia stt rang mot chat gay
6 nhiém duoc xa vao khi quyén hang tuan va né bi phan hay véi t6c dd 2% mobi tuan.
Néu m gam chat 6 nhiém dwoc xa ra mdi tuan thi tai thoi diém bit dau tuan dau tién,
c6 S, =m gam chat d6 trong khong khi, va tai thoi diém bat dau tuan thi hai, sé c6
0,98m gam chat 6 nhiém “cfi” con lai cong véi M gam chat 6 nhiém “méi” vira duoc
xa ra. Tong cong ltc nay ta c6 S, =m+0,98m gam chat & nhiém. Tiép tuc nhuw vay,
tai thoi diém bat dau ctia tuan th n, sé ¢6 S, =m+0,98m + (O, 98)2 m+...+ (0,98)n_1 m
gam chat d6. Mot cach tw nhién, ta te hoi lwong chat 6 nhiém sé tich tu lai trong thoi
gian dai (khi n — ) la bao nhiéu? Diéu nay lam nay sinh mét tong vo han. Nhung
mot cach chinh xac, mot tong nhu vay ndi lén diéu gi, va néu tong la mot con so hiru
han, 1am thé nao d€ tinh gia tri cia né? Ta sé€ thu dwgc cau tra 10i cho nhiing cau hoi
nay trong chuong nay.
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8.1 DAY SO VA GIOI HAN CUA CHUNG
TRONG MUC NAY: day s0; gidi han cua day s6; day bi chan, don diéu

Hau hét cac hién tuong ta da khao sat xay ra mot cach lién tuc, nhung thuec t€,
trong mdi linh vuce khao sat, co nhiing tinh huéng ma c6 thé duoc mo ta boi viéc
danh muchéa cac d6i teong riéng biét theo mot danh sach cac s6. Trong chwong nay,
ta dinh nghia mot cong cu toan hoc, dugc goi la day so, d€ thuc hién viéc danh muc
hoa nay, va sau d6 dinh nghia gidi han cua day so.

San xudt mot by phim la mét qua trinh phtic tap, va viéc bién tap tat ca cac
khung hinh vao trong cting 1 by phim yéu cau rang tat ca cic khung hinh ctia mot
hanh dong dwgc dan nhan theo mot thit tu thoi gian. Vi du R21-435 ¢ thé ¢ nghia
la canh tht 435 ctia cudn phim th 21. Mot nha toan hoc c6 thé dé cap dén qua trinh
dan nhan cho cac khung hinh ctia mot nha bién tap phim béi viéc néi rang cac khung
hinh dwgc sap xép vao mot day.

Day sO

Mot day s6 1a mot day lién tié]p cac s& duroc sap x&p theo mot quy tac cho trudc.

Dac biét, néu n la mot s6 nguyén duong, day sO c¢d phan tie tht n la sd a, cd thé

duoc viét dudi dang
a,8,,..,a,,...
hay don gian hon,
(@}

S6 a, duoc goi la s6 hang tong quat cua day. Ta s€ chi lam viéc vdi day s6 vo han, vi

vay moi s6 hang a, c6 mot s6 lién sau a,,, va mot s6 lién truede a, , voi n>1. Vidy,

o e “ A J X A A 7. . ” 1 2 ’ A ~ ’
boi viéc gan moi s6 nguyén duong n voi nghich dao — ctia no, ta dugc mot day ki

n
- A 2 . 1 . o« A ~ - A - A 4 ~ 1 1 ~ ~? /4
hiéu boi | =, dai dién cho day lién ti€p cac so 1,5,...,—,.... SO hang tong quat dugc
n n
ki hiéu bdi a, = 1 Vi du sau minh hoa ki hiéu va thuat ngtr duwoc dung voi day so.
n

Vi du 1. Cho trwdc s6 hang tong quat, tim cic s6 hang cu thé cia mot diy so

Tim s& hang thit nhat, thit hai va thi 15 caa day s6 {a, }, trong d6 s6 hang tong
1 n-1
uvatlaa, == | .
quitt 2, = 7)

-3
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1-1 0
Giagi Néun=1thia = (%) = (—j =1. Tuong tu,

1 151 1 14
—| = | = :2—14.
s (zj (2)

Cau hoi nguoc lai, tim s6 hang tong quat khi biét trede vai sd hang cua mot
day, la mét nhiém vu kho hon, va tham chi néu ching ta tim thdy mot s6 hang tong
quat, ta khéng c6 gi dam bao rang s& hang tong quat 1a duy nhat. Vi du, xét day s6

2,4,6,8,...

Day nay duong nhu c6 s6 hang tong quat a, = 2n. Tuy nhién, sd hang tdng quat

a, =(n—1)(n—2)(n-3)(n—4)+2n
c6 4 s0 hang dau tién giong nhu vay, nhung a, =34 (khong phai 10, nhw ching ta
mong muon tir day 2,4,6,8).
D6i khi, that hitu ich d€ bit dau mot day s6 voi a, thay vi a;; cd nghia la, d€ c6 mot
day s6 c6 dang

8y, 8,,8,,... -

Nay gio ta da thao luan khai niém day s6 mot cach khong chinh thiee, khong c6 dinh
nghia. Ta da thay rang mot day {a,} gan mot s§ a, véi mot s§ nguyén duong (hay
c6 thé€ la, khong am) n. Do d6, moét day so that sw la mot ham s c6 mién xac dinh la
mot tap cac s6 nguyén duong (hay khong am).
DAYSO Mot diy s6 {a,} 1a mot ham s& ma mién xdc dinh la mot tap hop céc s6
nguyén khong am va mién gia tri la mot tap con cua tap hop so thuc. Cac gia tri ctia
ham s6 a,,a,,a,,... dwoc goi la cac s6 hang ctia day s6, va a, dwgc goi la s6 hang tha
n, hodc s6 hang tong quat ctia day so.
Giéi han cua day s6
Nguoi ta thuong mudn xem xét sy bién d6i cia mot day {a, } cho trude khi n du

lon. Vi dy, xét day
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Vi g :%,az = %aa = % , chting ta c6 thé vé cac sd hang ctua day nay trén mot truc
s0, nhu trong hinh 8.1a, hodc day co6 thé duoc vé theo hai chiéu, nhu trong hinh 8.1b.

vA

a a) aj
- 0.6 +
g —e H— 0 9080———> -
) 04 +
0,2 0.4 0.6 0.8 1 ‘
(-14 0.2 !
i Qo ;i ; . , | “<:¥i «: T';\) li)‘
a. Cllﬂl)hlng a sequence 1n one dimension b. Graphing a sequence in two dimensions

Hinh 8.1. D6 thi day a, = ——
n+1

Nhin vao d6 thi ¢ hinh 8.1a hay 8.1b, ta thdy rang cac hang tt ctia day {a, } ngay cang
gan | . Nhin chung, néu cac hang tt ctia day ngay cang gan so L khi n tang v6 han,
ta noi rz\?mg day hoi tu vé gidi han L va viét

L=Ilima,.

N—o0

Béi viéc nhin vao hinh 8.1, ta doan trudc

: . N
lima, =lim——=1.
n—o0 n—>on4+1

Ta c6 dinh nghia gidi han chinh thirc nhu sau
DAYHOITU  Daysd {a,} hoituvesd L, va ta viét

L=Ilima,

nN—o0
néu véi moi € >0, ton tai mot s nguyén N sao cho

la,—L|<& véimoin>N.
Néu khong, day sO phan ki.
o Diéu nay ndi Ién gi? Ki hiéu L =lima, c6 nghia la cac hang tix ctia day {a,} co thé

duoc lam cho gan L tuy y boi viéc 1ay n du 16n.

Mot minh hoa hinh hoc cho dinh nghia ngay duoc biéu dién trong hinh 8.2

—-5--
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et | 2 ——— £y e P Syt e

ag s ay ay ay a
a; a, =
X
a. One dimension b. Two dimensions

Hinh 8.2. Minh hoa hinh hoc cia moét day hoi tu

Cht1 y rang cac sG a, c6 thé @ bat ki dau khi n nhé, nhung, khi n dt 16n chting phai

chum lai gan gia tri giéi han L.

Dinh li vé gidi han cta cac ham s6 ciing thuc hién duoc doi voi cac day. Ta co cac két

qua httu ich sau.

Dinh 1i 8.1 Dinh li gi6i han ctia day s6

Néu lima, =L va limb, =M thi

n—o0 nN—o0

Luét tuyén tinh

Luat tong
Luat thuwong

Luat can

lim(ra, +sb,)=rL+sM.

n—o

lim(ab,)=LM .

n—o0

a,

Iim—:L néu M =0.
M

n—o0

limya, = YL néu ma, xac dinh véi moi n va /L ton tai.

n—o0

Chitng minh: Chitng minh ctia nhitng luat nay tuong tw vdi chitng minh ctia cac luat

gidi han dwoc phat biéu trong phan 4.4.

Vidu 2 Day s6 hoi tu

Tim gidi han ctia moi day s6 hoi tu sau

. (o
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Giai

a. Khi n ngay cang l6n, 100 sé ngay cang nho. Vi Ty
n L

vay,

08+
imi% _o.
n—oo n 3 0.6 +
D6 thi minh hga dwoc biéu dién trong hinh 8.3.

04+

| |

| |

| T
200 600
Hinh 8.3. D6

day a =—
ay a, N

T 1 >

1,000 1,200 *

thi biéu dién

b. Ta khong thé dung luat thuwong cta Dinh li 8.1 boi vi ca hai gidi han trén tk va

dwdi mau déu khong ton tai. Tuy nhién
2n*+5n-7 2 5 7

+___
n® n n°> n
va bdi viéc dung luat tuyén tinh, ta thay réng
. 2n®+5n-7 o1 .1 .1
lim =070 ofim = 4 5lim— — 7lim— = 2.0+5.0-7.0=0.
n—oo n n—oo n n—oo n n—oo n

Db thi minh hoa dwoc biéu dién trong hinh 8.4.

YA
3-.—
18+
1.6 +
1.4+
1.2 4+
IAP
08 +
0.6 +
04+
21
*—————+—+—+>
2 4 6 8 1012 14 167%
. > e 2n? +5n—7
Hinh 8.4. D6 thi ctia 8, =—————
n
7
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c. Chia ttr s6 va mau s6 cho n*, iy thira cao nhat cua 7k
n ¢ madt trong biéu thirc, d€ duoc

1 1 0.8 +
. 3n*+n-1 . 3+?_n7 3
!]I_TO 4 2 1:rl1l_r)g 2 1 5 0.6 -
on" +2n° + 5+ 4= :
n°> n

Cht y rang tién trinh nay rat twong tu véi cai da dung
trong phan 4.4 khi ta tinh giéi han cua ham khi x dan  — .

e
A A \ 2 4 6 8 10 1 14 16
dén vo cung.
D6 thi minh hoa duoc biéu dién trong hinh 8.5. Hinh 8.5. D0 thi cua
_ 3n*+n-1
" 5n*+2n® +1

Vidu3 Day phan ki

Chting minh rang cdc day s6 sau phan ki
n n°+n®+2
a. (-1 b —————
{( ) } {7n4+n2+3}
Gidi

a. Day duoc xac dinh boi {(—1)”} la —1,1,-11,... va ddy nay phan ki boi cac phan tir

cua no ct dao ddng gitra -1 va 1. Vi vay, a, khong thé ngay cang gan mot con s6

L cu thé nao khi n ngay cang 16n.

1+ L + 2
. n5+n3+2 . n2 n5
n—»o 7/n*+n°+3 now f 1 3
STt e
n n n

Tt 58 c6 xu hwedng tién vé 1 khi n — o0, va mau s6 ngay cang gan 0. Do d6 thuwong sé

tang khong bi chdn, va say phai phan ki.

Néu lima, khong ton tai vi cac sd a, ngay cang 16n khong bi chan khi n — oo, ta viét
nN—oo

lima, =co. Ta tom tat diéu nay mot cach chinh xac hon trong dinh nghia sau
n—o0

KI HIEU GIOI HAN

lima, = cd nghia la véi moi s6 thuc A bat ki, ta co a, > A véi moi n da 1on.

n—o0o

—-8--
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limb, =—o0 cd nghia la véi moi s6 thuc B bat ki, ta cd b, <B vdi moi n du 16n.

Viét lai cau tra 10i cho vi du 3b theo ki hiéu nay, ta c6

n°+n®+2
lim——————=w.
oo 7n* +n° +3

Vidu4 Xac dinh sw hoi tu hay phan ki caa mét day

Xac dinh sy hoi tu hay phan ki cua day s6 {\/n2 +3n - n} :

Gidi
Sé khong dung dé ap dung luat ol . B
tuyén tinh cho cac day s6 ¢ day [x - | L%
(boi vi ca limyn*+3n va limn X ¥ N
nN—o0 n—w 2.
- N - . - . 6 1.348469
déu khong ton tai). Cing khong 7 |1.3666 o
, ~ 1a ooy R E 1.380832 e s
dung dé dung diéu nay nhuw mot o [1.392305  ,,le
4 A? 7. M L& ? ~ lO 14[)1754
li do dé noi rang gidi han ctia day 11 1400674 |
s0 khong ton tai vi vo cung trir v - Q& g
13 1.422205 | ‘ A ‘
cung la dang vo dinh. Ban c¢6 thé 14 12512‘;3 SR E AR
L5 : 6
ther mot vai gia tri cia n (nhu 16 |1.435596
, ~ . , 17 |1.439089

trong bang so lieu 8.6) dé doan 18 |1.442222

N / N < 7. \ ’ 19 1.445048
rang c6 mot gioi han nao do. 20 |1.447611

Bang 8.6. Day la d6 thi cia mot day hoi tu hay
phan ki?
Tuy nhién, dé€ tim gidi han, ta sé dung bién doi dai s6 dé viét lai sO hang tong quat
nhu sau:

/n2+3n_n:( /n2+3n_n)\/n +3n+n n?+3n—-n?
Jn?+3n+n \/n +3n+n /1+ 1

Do d6, Iim(\/nz +3n —n): lim——> =g.

n

Chu y d6 thi ctia day trong vi du 4 trong bang s6 liéu 8.6. D6 thi cia mot day la su
ndi ti€p ctia cac diém riéng biét. D6 thi nay c6 thé dugc so sanh v6i d6 thi cua

—-9-
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y=vVx?+3x—Xx,x>1,

mot duwong cong lién tuc (xem hinh 8.7)

yA

20-T

=y

S
=
S
W
=
-~
oo —4—

Hinh 8.7. D6 thi ctia ham y =+/x*+3x —x,x>1.

Sw khac biét duy nhét gitra lima, =L va lim f (x)=L 1a n phai la mot s& nguyén.

nN—o0 X—»00
biéu d6é duoc phat bi€u trong gia thiét ctia dinh li sau.
Dinh1i 8.2 Giéi han caia mot day s6 tir gioi han cia mot ham lién tuc
Cho trudce day s6 {a,}, goi f 1a mot ham s6 lién tuc thoéa méan a, = f (n) véi n=1,2,...

Néu lim f (x) ton tai va lim f (x) =L thi day s {a,} hoi tu va lima, = L.

X—>0 X—00 n—o0

Chiing minh: Ly &>0. Vi lim f (x) =L nén ton tai mot s6 N >0 sao cho

X—0
‘f(x)—L‘<g vdi moi X > N..
Déc biét, néu n> N thi n kéo theo rang |f (n)-L|=a, - L|<e.

Hay chac rang ban hiéu dinh 1 nay mot cach chinh x4c. Dic biét, chti y rang n6 khong
néinéu lima, =L thi lim f (x)=L (xem hinh 8.8b).

n—oo X—0
y 4 VA
Y \ J., ® @
as \ | Hinh 8.8. So
sénh db thi cua
4 : =1 21 B SIS S S0 10 N D Y . < -
AL | : lim f (x) va lima,
“ ’ X—300 n—oo
& /4
trong do
f(n)=a, voi
a. If lim f(x) =L, then lim a, =L b. £ If lim a, =L, then lim f(x) n=12,..
X — 00 n— 0 n— 00 ¥ — 00"
does necessarily equal L
-10 --
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Vidu5 Dung quy tac L’Hopital dé tinh giéi han

n? n?
Biét day s6 { } hoi ty, tinh lim )
1-¢" noo] "

X2

X *

Gidi Dit L=Ilimf(x), trong d6 f(x)=

X—>00 — e

Vi f(n)=a, v6i n=12,.. Dinh 1i 8.2

2

néi rang lim—— bang véi lim f (x), mién 1a giéi han phia sau ton tai. Vi ham sg f

n»o]—@ X—>00

lién tuc véi moi X # 0, ta dung quy tac L'Hospital.

2
lim—— =1lim-2% = lim—%_ =0
x—»o]—g@ X—0 —@ X—0 —@
2
Do do, theo dinh 1i 8.2, Iim1 =limf (x)=L=0.
n—o _e X—>00

Quy tic kep (muc 2.2.) c6 thé dugc viét lai theo ngon ngh cua day.
Pinh 1i 8.3 Dinh li kep cho day

Néu a, <b <c, véimoi n> N, va lima =limc, =L thi

n—o0 n—o0

limb, = L.

n—o0

Chitng minh. Chiing minh ctia dinh li nay theo cac budc giong nhu chitng minh quy
tic kep duoc cho trong Phu luc A.

Vidué6 Dung quy tic L’Hospital va dinh li kep

Chting minh rang cac day so sau hoi ty, va tim gidi han cua chung.

: . nl
a. limn" b. lim—

n—oo Nn—o0 n
Giai
a. bat L=limn"", khi d6 ta d4t f(x)=x"*. Ham s& f lién tuc véi moi x>0 nén ta
n—oo

c6 thé ap dung quy tac L'Hospital.

. Inn . Inx ..
InL=lim—=lim——=1i
X

n->o N X—o ¥
Do d6, L=¢"=1,
Ta khong thé dung quy tac L'Hospital vi x! khong dugc dinh nghia nhu mot

—11 --
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ham s6 so cdp khi x khong phai 1a s6 nguyén. Thay vao do, ta dung dinh 1i

~ 4 7 4 \) ~ ~ \ 1 s . . 4
kep cho day. Theo do, chu y rang néu lay a, =0 va ¢, ==, voimoi n, ta co
n

Bat dang thirc bén phai ding béi vi
n_!_n(n—l)(n—2)...1_[Ej(n_—lj(n—ZJ (lj
n" n.n.n...n n)L n n ) (n
G 2
n)in n)n) n

n!
Vi lima, =0 thi limc, =0 nén theo dinh li kep ta co Ilm—:O

n—oo n—o0 n—oo n

Day bi chan, don diéu

Ta giéi thiéu, cing v6i mot vi du don gian, vai thuat ngit gan véi day s6 {a,}

Tén DPiéu kién Vidu
tang ngat a<a,<.<q_;<a <.. 1,2,34,5,...
tang a<a,<..<a,<a <. 1,1,2,2,3,3,...
tiam ngat a>a,>.>a_, >a >.. 1113
2 34
giam a>a,>..2a_ >a .. p1111
2'2'3'3"
bi chdn trén | 8, <M véi 1,2,3,... M =1 v6i 11 11
boi M 234
Chuy M =2M =3 la cac sy
chon Iya khac.
bi chin | m<a, vdéi 1,2,3,... m=1vdi 123,...
dwoi boi m Chay m=0,m=-1 la cac lya
chon khac.
bi chan vita bi chdn trén, vitabichan |, 1 11
duwdi. '2'3'4"
m=0,M =1. Vay day s0 bi
chan.

Ta cling ndi rang mot day la don diéu néu nd tang hodc giam hodc don diéu ngat
néu nod tang ngat hodc giam ngét.

—-12 -
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Nhin chung, khé dé néi rang mot chudi s& cho trude 1a hoi tu hay phan ki, nhung
nho dinh 1i sau day, ta sé dé dang xac dinh mot day s6 1a hoi tu hay phan ki néu ta
biét né don diéu.

DPinh li 8.4 BMCT: dinh li bi chan, don diéu, hoi tu

Mot day s6 don diéu {a,} hoi tu néu né bi chan va phan ki néu nguoc lai.

Chitng minh

Mot ching minh hoan chinh cho BMCT dugc phac hoa trong cac bai toan 55, 56.
Duéi dy, ta dua ra mot lap ludn ném na. Gia dinh rang {a,} 1amét day ting. Truong
hop day giam, ta lap luan twong tw. Vi cdc hang tk cta day thoa man
a <a,<..<a_ <a <.., tabiét rang day bi chin dudi boi a, va do thi ctia cac diém
tuong tmg (n,a,) sé di lén trong mit phang. Hai treong hop c6 thé xay ra duoc biéu

dién trong hinh 8.9.

YA yA

Y

A A
Y

Iy 1 ® e

§ -

v E | J |
T | T I T

ole Il | J l
1 I I 1 1

=Yy
=Y

a. If a, <M forn =1,2,..-, the graph b. If {a,} is not bounded from above,
of the points (n,a,) will approach a hor- the graph rises indefinitely
izontal “barrier” line y = L

Figure 8.9 Graphical possibilities for the BMCT

Gia s day {a,} duoc chan trénboi motsé M, chonén a <a, <M vé6i n=1,2,.... Do
d6 do thi cta cac diém (n,a,) phai di 1én lién tuc (boi vi day la don diéu), nhung né
phai nam dudi duong thang y =M (trong d6 L <M ). Cach duy nhat &€ diéu nay co
thé xay ra d6 1a d6 thi ngay cang gan mot duong thang “chan” y =L (trong d6 L <M

), va ta ¢6 lima, =L, nhu biéu dién trong hinh 8.9a. Tuy nhién, néu day khong bi

n—c0

chin trén, do thi sé tang khong xéac dinh (hinh 8.9b), va cac phan tir cua day {a,}
khong thé ngay cang gan bat ki sd hitu han L nao.
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Vidu?7 Su héi tu dung BMCT

1.3.5...(2n—1)}.

2.4.6...(2n)

Chting minh rang day {

Giai Cac hang t dau tién ctia day nay la
13 3 135 5

1
= — a, =—=—
4 2 2 24 8 246 16

Vi % > g > %, ta nhan thay day nay tang (c6 nghia la, né don diéu). Ta c6 thé chiing

minh diéu nay boi viéc chirarang a,,, <a, véi moi n> 0, hay mot cach twong duong,

n+1

G g, (Chty rang a, # 0 véi moi n).

1.35..[2(n+1)-1]

a, 246.[2(n+1)] 135.[2(n+1)-1] 2.46..(2n)

a,  135.(2n-1) = 246.[2(n+1)] 1.35..(2n-1)
2.4.6...(2n)

_2n+1
2n+2

<1

voimoi n>0.Do dé, a

n+1

n nén {a,} bi chin dudi béi 0. Ap dung dinh li BMCT, ta thdy rang {a,} hoi tu,

<a, véimoi n, va {a,} la mot day giam. Vi a, >0 véi moi

nhung BMCT khong néi cho ta bi€t diéu gi vé gidi han caa day.

BMCT ciing diing ddi v6i cac day cd phan sau don diéu. Co nghia 13, day {a,}
hoi tu néu nd bi chdn va ton tai mot sd nguyén N sao cho {an} don diéu vdéi moi

n> N . Dang chinh stta cia BMCT duwgc minh hoa trong vi du sau.

Vidu8 Su hoi tu cia mét diy c6 phéan sau don diéu
; . y ~ Inn n.
Chttng minh rang day < —= hoi tu.

Ny

Giai Ta sé ap dung BMCT. Mot vai gia tri duwoc néu ra trong bang 8.10. Day ndi tiép
cac s6 goi y rang day dau tién ting va sau d6 giam dan. Dé kiém tra dic diém nay,

ta lay
In x
f(x)—ﬁ

- 14 --
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va thdy rang

1
Jx —(Inx)| =x
f'(x)— [ ) ( )(2 _2\/§+«/§Inx
X 2x?
Tim gia tri toi han:
2Jx—xInx _
2x?

2% =/xInx

Inx=2

X =g’
Y = (1n X/VX)
)@ 10000000000 ' |

& b 0.8

20 0.6698661 ™,
30 0.6209708 (¢® L
40 0.5832631 K ®ee, I
50 0.5532436 ' g, ?
60 0.5285776
70 0.5077928 N, |
80 0.4899255
90 0.4743216 HEERENEEMN
a0 ANEP517 10 20 30 40 50 60 70 80 90~
1000 0.2184424
10000 0.0921034
100000 0.0364071
1000000 0.0138155
10000000 0.005097
10000000000 | 0.0002303

Figure 8.10 Interactive Sequence a, =

Inn

Jn

Vi vay, x=¢” 1a gia tri t6i han duy nhat, va ban c6 thé chitng minh réng f (X) <0
véi x>€° do 2-Inx<0 véi x>e’. Diéu nay cé nghia la f 1a mot ham gidm véi
. 3= JInn e s s . »
x>e”. Do d¢, day {T} phai gidam véi n>8 (boi vi € nam gitra 7 va 8). Ta thdy
n

rang day {In_n} bi chdn dwdi vi

Jn
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Inn .. .
0<{— voimoi n>2.

Jn

Do d6, day da cho bi chan dwéi va c6 phan sau giam, cho nén né phai hoi tu.

BMCT 1a mot cong cu i thuyét cuc ki ¢6 gia tri. Vi dy, trong muc 2.4, ta dinh

Iim(1+ Ej =e.
n—oo n

Nhung dé lam nhuw vy, ta da gia st rdng giéi han nay ton tai. Bay gio, ta c6 thé

nghia s6 € boi gidi han

chting minh rang gia st nay duoc dam bao la dung, béi vi day {(1+ lj } tang va bi
n

chan trén boi 3 (xem bai toan 57-59). Do d6, BMCT dam bao cho chung ta day s hoi
ty, va diéu nay dam bao sy ton tai ctia gidi han. Chang ta két thiac chuwong nay véi
mot két qua ma sé hitu ich trong cong viéc ti€p theo ctia ching ta. Chitng minh tan
dung phat biéu chinh thic caa BMCT.

Pinh 1i 8.5 Su hgi tu cia mot day lay thira

Néu r 1a mot s§ ¢d dinh sao cho |r|<1 thi limr" =0.

n—ow

Chitng minh: Truong hop khi r =0 1a tam thuong. Ta sé ching minh dinh li trong
treong hop 0<r <1 va dé€ truong hop —1<r <0 lai nhw mot bai tap (bai toan 60).

o<r"™=r"r<r".

Day {r"} don diéu v bi chinnén c6 gi¢i han. Hodc limr" =0 hogc limr" =L >0.Gia

n—>0 n—>o0
st
limr" =L
n—oo
rlimr" =nL
n—oo
limrr" =rL

n—oo

limr"™t=rL<L

nN—o0

Nhung limr™ =limr" = L theo dinh nghia gi¢i han. Do d6 L=rL <L la diéu khong

n—o0 n—oo

thé, vivay limr"=0.

n—o0o

-16 --
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8.2 GIOI THIEU VE CHUOL CHUOI CAP SO NHAN

TRONG MUC NAY: dinh nghia chudi v han, cac tinh chat tong quat ctia chudi,
chudi cap s6 nhan va cac ting dung ctia chudi cap s8 nhan

Ta dinh nghia mot chudi nhw moét gidi han ciia moét loai day dac biét. Sau d6 ta nghién
cttu vai dac diém co ban cua chuoi va khao sat chuoi cap s6 nhan, mot loai chuoi dac
thti véi rat nhiéu tng dung

Dinh nghia chubi

Mot cach d€ cong mot danh sach cac so 1a tinh cac tong thanh phan cho dén khi nao
s0 cudi cung ctia danh sach dwoc duge cham dén. Mot cach twong tu, d€ dwa ra nghia
cta mot tong vo han

S=a+a,+a,+a,+...
Mot cach ty nhién, ta khao sat cac tong thanh phan
a,a +a,,a&+a,+a,;,a +a,+a,+a,,..

Néu tong vd han c6 gia tri, ta du dodn rang cic tong thanh phan
S=a +a,+a,+a,+..+a, sé ngay cang gan gia tri d6 khi n tang khong bi chdn. Cac

y tudng nay dan ta dén dinh nghia sau.

CHUOI Mot chudi 1a mét tdng hinh thitc c6 dang
n
a,+a,+a;+..= ) a
k=1
va tong riéng thi n ctia chubi la
n
S,=a,+a,+a,+a,+..+a, = a,.
k=1

Chudi duoc goi 1a héi tu v6i tdng S néu diy cic tong riéng {S,} hoi tu vé S . Trong

treong hop nay, ta viét

> a =limS, =S.

k=1 nN—o0
Néu day {S,} khong hoi tu, chudi ) a, phéan ki va khong cé tong.
k=1
Diéu nay néi lén gi? Mot chudi hdi tu néu day cac tdng riéng ctia né hdi tu va phan
ki néu nguoc lai. Néu nd hoi ty, tong cua nd duoc dinh nghia la gidi han cta day

tong riéng.
—17 -
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Ta sé dung ki hiéu ) a, d& ki hiéu chubi a, +a, +a; +... bat k& chudi nay hoi tu hay

k=1

phan ki. Néu day cac tong riéng {S,} hoi tu thi

0 n
da = Iim( akj
N—o0 k=1

k=1
va ki hiéu ) a, duoc dung d€ biéu dién ca cho chudi va cho téng ctia no. Ta cling
k=1
s& xem xét cac chudi ma diém khoi dau khong phai 1a 1; vi dy, chudi
1 1 1 T U I VR < T |
—+=+=+... cOthé duogc ki hiéu bodi Z— hoac Z—
3 45 kK oz k+1
Vidul Chubi héi tu
. 1y o 1o
Chtrng minh rang chuoi kZ‘Z_" hoi tu.
=1

Giai Chuoi nay c6 nhitng tong riéng sau

1
Sl:z
o 1,18
2 4 4
83:£+£+1:Z
2 4 8 8
Sn=1+1+...+i
2 4 2"
Day cac tong riéng la %%%%%g% va ndi chung (theo quy nap toan hoc)
Sn=1—i
2n

Vi Iim(l—z—];) =1 nén ta két luan r.%mg chudi hdi tu va cd tongla S =1.

n—o0

Vidu2 Chudi phan ki

Chting minh ring chudi Y (1) phén ki.
k=1

~-18 --
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Gidi Chudi c6 thé duoc khai trién (viét rd ra) nhw sau
(1) =—1+1-1+1-1+..
k=1

va ta thdy rdng tong riéng tht n caa chudi la

5 — -1 n=2k
"0, n=2k+1’

Viday {S,} khong c6 gi6i han, chudi da cho phai phéan ki.

Mot chudi duwoc goi 1a chubi rit gon duwgc (telescoping series hay collapsing series)
néu cac tong riéng co6 thé rat gon dugc, nhw minh hoa boi vi du sau day.

Vidu3 M6t chudi suy bién

o0
Chtng minh rang chudi Z hoi tu va tim tong cta nd.
k=1

1
= k* +k
Giai Dung ki thuat phan tich phan thitc thanh tong cac phan thitc don gian, ta thay
rang

1 N
k?+k  k(k+1)

1 -1
.
k k+1

Do d¢, tong riéng thit n ctia chuoi da cho co6 thé biéu dién nhu sau

+

11 1 1 1 1
+H === |+ === |+t ————
(2 3) (3 4} (n n+1j

Gidi han cta day tong riéng la

Hm&=ﬁmp—4L}:1
n—ow n—w n+1

nén chudi hoi ty, véi tong S =1.
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Cac tinh chat tdng quat ctia chuéi

Tiép theo, ta sé khao st hai tinh chat tdng quat ctia cac chudi. O day va nhitng noi
khac, khi diéim bit diu ctia mot day khong quan trong, ta sé ki higu chudi béi

Zak thay vi iak .
k=1

Dinh 1i 8.6 Tinh chat tuyén tinh ctia chubi
Néu »’a, va »'b 1a cac chudi hoi tu thi chudi Y (ca +db,), véi ¢, d la hang s&

cting hoi tu va

D (ca +db)=c> a +d>b,.

Chitng minh: So sanh tinh chat nay voi tinh chat tuyén tinh trong Dinh 1i 5.4 & chuwong
5, cac tinh chat gidi han la cho cac tong hitu han, va dinh li nay 1a cho cac tong vo
han. Chitng minh ctia dinh li nay twong tw chitng minh ctia Dinh 1i 5.4, nhung trong
treong hop nay, né duoc suy ra tt ludt tuyén tinh ctia day (Dinh 1i 8.1). Chi tiét dwoc
dé lai nhu mot bai toan.

Vidu4 Tinh tuyén tinh dwgc dung d€ chi ra sy hdi tu

4
KZ+k

6 A NP Sy
Chting minh rang chudi Z{ : } hoi ty, va tim tong ctia no.

Gidi Vittr Vidu 1 va 3 ta biét réng Y| k21 ”
k1 K-+

chat tuyén tinh cho ta viét chudi da cho nhu sau

© 1 &l
iy

k=1 k=1

\ - 1 AVN A & A? 7
va Z—k déu hoi tu vdi tong 1, tinh
i 2

Bay gio ta co thé két luan rang chudi hoi tu va rang tong cta nd la
o0

4% 21 —6iz—1k =4(1)-6(1)=-2.

i K +k k=1

Tinh chat tuyén tinh cling cung cdp thong tin hiru ich vé mot chudi cb dang
Z(Cak +db, ) khi chi mot trong hai chudi Zak hodc Zbk phan ki; cd nghia 1a, mot
hoi tu va cai con lai phan ki.

Pinh1i 8.7 Su phan ki ctia tong cia mot chudi hoi tu va mét chudi phan ki

Néu chudi ) a, hodc D b, phan ki va chudi con lai hoi tu thi chudi ) (a, +b,) phai

phan ki.
-0 --
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Chitng minh: Gia st ) a, phankiva ) b hoi tu. Khi d6, néu chudi ) (a, +b,) ciing
hdi ty, theo tinh chat tuyén tinh thdy rang chudi

Z[(ak "‘bk)_bk] = Zak
phai hoi tu, mau thuan véi gia thiét.
biéu d6 kéo theo rang chudi » (a, +b,) phanki.

Vi dy, dinh li nay cho ta biét rang

i[kzik +(_1)k}

k=1

phai phan ki vi mac du Z ” 21 ” hoi tu (Vi du 3), chudi Z:(—l)k phan ki (Vi du 2).
k= K+ k=1

Chuodi cip s6 nhan

Chung ta van con cé rat it cac ki thuat d€ xac dinh réng mot chudi cho trude 1a héi tu
hay phéan ki. That sy, muc dich ctia phan 16n chwong nay la d€ phat trién du cac ki
thuat dé xac dinh diéu nay. Ta bat dau cudc tim kiém nay béi viéc xem xét mot loai
chudi dic biét quan trong.

CHUOI CAP SO NHAN Mot chudi cAp s6 nhan 1a mét chudi trong dé ti s
gitta cac s6 hang lién tiép nhau trong chudi 1a mot hang s6. Néu hang s6 nay la r thi
chudi c6 dang

Zar"=a+ar+ar2+ar3+...+ar”+... a=0.
k=0

7 3 3 3 \ A R A A A \ R A M A 2
Viduy, 3+ > + 2 + 8 +... la mdt chuoi cap s6 nhan vi moi s6 hang bang mot nira

s0 hang dung ké trudc. Ti s6 cua mot chuoi cap sO nhan cé thé duong hodc am. Vi
dy,

\ A X A A A & 1 . ’ A Y \ AN ~? 4
la mot chudi cap s6 nhan voi r = -3 Dinh li sau day cho ta biét lam thé nao dé xac

dinh mot chudi cap s6 nhan hoi tu hay phéan ki va néu nd hoi ty, tong ctaa né 1a bao
nhiéu.
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Pinh 1i 8.8 Dinh li chubi cip s6 nhan

Chudi cap s6 nhan ) ar* voi a#0phan ki néu |r|>1 va hoi tu néu |r|<1 véi tong
k=0

iark =
k=0

Chiing minh: Chu y rang tong riéng tht n ctia chudi cdp s6 nhan la
S, =a+ar+ar’+..+ar"*

1S, =ar +ar’+ar’+...+ar"

rS,—S, =(ar+ar’+ar’+..+ar")—(a+ar+ar’+..+ar"?)

(r-1)s,=ar"-a
a(r"-1)
S =) khir=l.
r-1
Néu |r|>1 thi day cac tong riéng {S,} khong cd gidi han vi r" khong bi chan trong
truong hop nay, vi vay chudi cap s6 nhan phai phan ki. Tuy nhién, néu |r| <1, Dinh
1i 8.5 cho ta thay rz\?mg r" -0 khi n > o, doddtacod

“_lims, <lima| " —+]-20-1__a
n—eo noe -1 r-1 1-r

gL
»

D€ hoan t4t chtiing minh, ta can chi ra rang chudi cdp s6 nhan phan ki khi |r|=1, va

ta d€ budc cudi cung nay lai nhw mot bai toan.
Vidu5 Xét sy hoi tu ctia mét chudi cap s6 nhan

Xét xem moi chudi cdp s6 nhan sau hdi tu hay phan ki. Néu chudi hoi ty, tim tong

cta no.
= 1 = 1\
a. —| = b. 3(——}
33(3) (-5
Giai

\ 3 2 ~ A X A \
a. Vir= 5 thoa man |r|>1 nén chudi phan ki.

7 1 A \ X A~ A A A .7 . \VN o A 2 \
b. Taco r = “c nén |r| <1, va chuoi cap so6 nhan hoi tu. Gia tri dau tién ctaa k la

-2 -
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2 (khong phai 0), nén gid tri a (gia tri dau tién) la
1Y 3 = 1\ a o5 1
& | P Y

5) 25 = \5) 1-r 1_(_1) 10

Ung dung caa chudi cip s6 nhan

Chudi cap s& nhan c6 thé duoc stt dung theo rat nhiéu cach. Ba vi du tiép theo cua
chting ta s& minh hoa mdt vai ting dung bao gdom chudi cdp s nhan.

Nhic lai réng mot s6 hitu ti r la mot s6 6 thé viét dudi dang r=p/q vdi p la s6
nguyén va q la s nguyén khac 0. Nguoi ta ¢ thé chiing minh rang bat ki s6 nao nhu
thé& déu c6 biéu dién s8 thap phan tuan hoan. Vi dy,

S 0,5=0,50 S _ 0,454545... = 0,45
10 11

Trong d6 thanh ngang chi rang cac s6 dudi thanh ngang 14p lai vo han Ian. Vi du 6
cho thdy chudi cdp s6 nhan cé thé duge dung nhu thé nao dé€ dao nguoc qua trinh
nay bai viéc viét mét s6 thap phan tuan hoan cho truede duwdi dang mot phan so.

Vidu6  Biéu dién mét s6 thap phan tuan hoan dwéi dang mét s6 hiru ti

Viét 15,423 duéi dang mot s8 hiru ti g

Gidi Thanh ngang phia trén 23 chi rang khdi cac s6 nay dugc 13p lai, c6 nghia 13,
15,423 =15,4232323... . Phan lap lai ctia s6 thap phéan cé thé dugc viét dudi dang mot
chudi hinh hoc nhu sau

23 23 23
+—+—+..
10° 10° 10’

15,423 =14+ - +
10

=15+i+ 31+ st —+..
10 10°| 10° 10

23, 1 1 }

:15+i+2—?; L :15+i+2—3{@}
10 10°|, 1 10 10°| 99
100
_154 %, 28 15269
10 990 990
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Viéc giam trir thué, tic viéc tra lai mot khoan tién nao d6 cho nguoi ndp thué co thé
dan dén viéc khoan tién nay duoc dung rat nhiéu Ian. Hién tuong nay duoc biét dén
trong kinh t€ nhuw 1a tdc dong nhdn. N6 xay ra boi vi phan tién giam triv dwgc xai boi
mot ca nhéan lai tro thanh thu nhap cia mét hodc nhiéu nguoi khac, nhitng nguoi ma
dén luot minh lai xai mot phan ctia khoan tién do, tao ra thu nhap cho cac nhan khac
dé tiéu xai. Néu ti 1é thu nhap duoc tiét kiém lai la mot héng s6 khi qua trinh nay
ti€p tuc mot cach vo han, tong so tién dugce xai nhu la hé qua cta su giam trir thué
chinh 1 tdng ctia mdt chudi cap s& nhan.

Vi du 7 Bai todn mé hinh: Tac dong nhén trong kinh t&
Gia st rang trén toan qudc xap xi 90% cuia tat ca cac thu nhap dwoc dung va 10%

duoc tiét kiém. Mtec tiéu dung tong cong duoc phat sinh boi 40 ti tién giam trir thué
s€ la bao nhiéu néu thdi quen ti€t kiém tién khong thay d6i?

Gidi S0 tién (ti) dwoc xai boi nhiing nguwoi nhan tryc tiép tién giam trir 1a 36. Khoan
tién nay trd thanh khoan thu nhdp méi, ma 90% trong d6 hay 0,9 (36) duwgc dung.
Pén luot minh, khoan tién nay lai sinh ra khoan tiéu xai la 0,9 [0,9 (36)], va ct& thé.
Tong s6 tién duwgc tiéu xai néu qua trinh nay tiép dién vo han la

36+0,9(36)+0,9°(36)+0,9°(36)+...= 36/ 1+0,9+0,9° +... |

=36) 0,9 = 36(Lj =360.
= 1-0,9

Tong s6 tién tiéu xai duoc phat sinh boi 40 ti d6 la giam trir thué'la 360 ti d6 la.
Vidu8 Bai todn mo hinh: Tich lily thuéc trong co thé

Mot bénh nhan dwoc tiém 10 don vi thudc mdi 24 gio. Thudc duoc bai tiét theo s&
mii nén lwong thude con lai trong co thé bénh nhan sau t ngay la f (t)=e™. Néu
viéc diéu tri van duoc ti€p tuc mai, khoang bao nhiéu don vi thudc sé dwoc tich lay
trong co thé bénh nhan ngay trudce lic tiém?

Gidi Chi 10e™ don vi thudc cua liéu dau tién con lai trong co thé bénh nhan sau
ngay dau tién (ngay trudc [an tiém thit hai). C6 nghia la,

S, =10e™"

Luong thudc trong co thé bénh nhan sau 2 ngay bao gom luong con lai tir 2 [an tiém
dau tién. Chi 10e?® don vi ctia liéu tiém dau tién con lai (vi 2 ngay da trdi qua), va

ctia liéu tiém thi hai con lai 10e™® don vi thudc:

-4 -
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S, =10e™° +10e7"°.

Tuong tw, sau n ngay,

S, ==10e™"° +10e?° +...+10e ™™ = > 10e *®
k=1

Luong thudc S tich tu trong ngwoi bénh nhan trong thoi gian dai la gidéi han cua S,

khi n — 0. D0 13,

0 -1/5
S=1ims, = 10e™° = llOe_% ~ 45,166566.
n—oo =] —e

Ta thay rang khoang 45 don vi thudc con tich lfiy trong co thé bénh nhan.

Chuy

Nhu mdt chti ¥ cudi ciing, hay nhé rang mot day 1a sy ndi tiép ctia cac s6 hang, trong
khi mot chudi 1 téng ctia cdc s6 hang nhu vay. Dling 1an 16n gitta hai khai niém vi
chung c6 nhiing tinh chat rat khac nhau. Vi du, mot day cac s6 hang c6 thé hoi ty,
nhung chudi cac s& hang d6 cé thé phan ki:

{1+2—1n} 13 mot day g%gﬂ day nay hoi tu dén 1.

S[1+ 2] 1a chudi 2+ 42 + ., chudi nay phan ki
2 248

n=1

8.3 TIEU CHUAN TiCH PHAN ; P-CHUOI

TRONG MUC NAY: tiéu chudn phin ki, chudi cic s6'khong dm ; tiéu chudn tich phin, p-
chudi

Bay gio ta chuyén sang phat trién mot vai tiéu chuan dé xét sw hoi tu ctia mot chudi
cho truede. C4c tiéu chuan nay tién loi & chd chiing khdng yéu cau biét cong thike cu
thé (nhw cai ma ta da tim véi chudi cap s6 nhan) cho tong riéng thirn S, va bat tién
& chod chiing thuong khong thé dung dé tim tong thuc su cia mot chudi hoi tu duoc.
Sw hoi tu hay phan ki cia mot chudi duoc xac dinh béi su bién d6i ctia cac S,, tdng
riéng tht n ctia ching khi n — . Trong Muc 8.2, ta da thdy cac phuong phap dai s6
c6 thé thinh thoang duoc dung dé€ tim cong thiic cho tdng riéng thit n ctia mot chudi
nhu thé nao. That khong may, thuong khé hodc khong thé tim mot cong thire o thé
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stt dung dwgc cho tong riéng thirn S, cia mot chudi, va cac ki thuat khac phai duoc
dung dé xét sy hoi tu hay phan ki.

Tiéu chuin phan ki

Khi khao sat chudi »_a, , rat dé nham lan day c4c s§ hang tong quat {a,} vdi day céac
tong riéng {S,} trong d6

Vi day {a,} thuong dé tiép can hon {S,}, sé thudn tién néu sy hoi tu cua day {S,}
c6 thé dugc giai quyét boi viéc xét

lima, .

k—o0
Madc du ta khong ¢ mot tiéu chudn don gian, dat khoat cho su hoi ty, dinh li sau
day cho ta biét rang néu nhiing diéu kién nao d6 duoc thoa, chudi phai phan ki.
Pinh 1i 8.9 Tiéu chuin phan ki
Néu lima, =0 thi chudi ) a, phai phan ki.

Cdi ndy néi Ién diéu gi ? Tiéu chuan phan ki chi c6 thé cho ta biét rang chudi » a,
phan ki néu , nhung n6 khong thé dwgc dung d€ chitng minh sy hoi tu ctia mot

chudi. Trong vi du 2 ta sé chi ra rang chudi Z% phan ki mdc du lim 1_ 0.

k—00

Chiing minh : Gia sit day cac tong riéng {S,} hi tu véi tong L, cho nén limS =L.

n—o0

Khi d¢ ta cting co6

IimS_. =L.

n—o
Vi §, -S,, =a nén

lima, =lim(S, -S,;)=limS, —limS,_, =L-L=0.

k—o0 K—>00 k—o0 K—>o0

Néu chudi ) a hoituthi lima, =0. Vay néu lima, =0 thi chudi ) a, phai phan ki.

Vidul Diung tiéu chudn phan ki d€ chi ra sy phan ki

Chting minh rang chudi > k~300

———— phan ki.
= 4k + 750

Giai Lay gioi han cua sd hang thit k khi k — oo, ta thay
-6 --
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k-300 1
im———==.
>0 4k +750 4

Vi gidi han khac 0, theo tiéu chudn phan ki ta ¢ chudi phai phan ki.
Chuoi cac s6 khong 4m; Tiéu chuan tich phan

Chudi ma cac s& hang déu la cac s6 khong am déng mot vai trdo quan trong trong li
thuyét chudi tong quat va trong cac tmg dung. Muc dich tiép theo ctia chung ta 1a
phat trién cdc phuong phap dé xét su hoi tu ctia cac chudi cac s8 khong am, va ta bat
dau boi viéc thiét 1ap quy tac tong quat sau.

Pinh 1i 8.10 Tiéu chuan hoi tu cho chudi cac s6 khong am

Mot chudi Zak trong d6 a, 20 voi moi kK hoi tu néu day cac tong riéng ctia nod bi

chan trén va phan ki néu nguoc lai.

Chiing minh
Gia st Y a, 1a mot chudi cac s§ khong am, va ki hiéu tong riéng thit n ctia chudi la
S,;taco
n
S, =) a =a +a,+..+a,.
k=1

Vis =S +a, vavia =20 vdimoi kK nén

S, =S,

n+l =—

Vi moi n, chonén {S } 1a mot day ting. Theo BMCT, day tang {S,} hoi tu néu né
bi chan trén va phan ki néu nguoc lai. Do d96, vi chudi Zak dai dién cho gidi han
cua day {S,}, chudi ) a hdi tu néu day {S,} bi chin trén va phan ki néu n6 khong
bi chan.

Tiéu chuan hoi tu nay thuong khé dé€ dp dung vi khong dé dé xac dinh xem day cac
tong riéng {S,} c6 bi chan trén hay khong. Muc tiéu tiép theo la khao sat nhiéu tiéu
chudn hoi tu. Pay la cac tién trinh cho phép ching ta xac dinh mét cach gian tiép mot
chuoi cho trudc hoi tu hay phan ki ma khong phai tinh gidi han ctia day tong riéng.
Ta bat dau véi mét tiéu chudn hoi tu ma lién két sw hoi tu ctia mdt chudi véi sy hdi
tu cia mot tich phan suy rong.
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Pinh 1i 8.11 Tiéu chudn tich phin
Néu a, = f (k) voi k=12,..., trong d6 f 1a mot ham theo bién X, dwong, lién tuc va
giam véi X >1, khi do

iak va J. f (x)dx cting hoi tu hodc cing phan ki.
1

k=1
Chitng minh: Ta sé dung 1ap luan hinh hoc dé chi ra rang day cac téng riéng {S,} cua

chudi Zak bi chan trén néu tich phan suy rong Lw f (x)dx hoi tu va né khong bi
k=1

chin néu tich phan phan ki. Theo d6, Hinh 8.14 a va Hinh 8.14b biéu dién db thi cua
mot ham gidm lién tuc f thoaman f (k) =a, voi k=12,3,.... Cac hinh chit nhat dwoc
xay dung tai cac khoang don vi trong ca hai hinh, nhung trong Hinh 8.14a, hinh ch
nhat thtt k ¢6 chiéu cao f(k+1)=a,,, trong khi trong Hinh 8.14b, hinh chit nhat

twong tng co chiéu cao f(k)=a,.

-
D
o

-

L 2 3.

a. The kth rectangle has height b. The kth rectangle has height
flk+1) = ag+i f(k) = a

Figure 8.14 Interactive Integral test

Chu y rang trong Hinh 8.14a, cac hinh chit nhat vé bén dudi duong cong sao cho

Dién tich ctia (n-1) hinh chit nhat dau tién < dién tich bén duéi y = f (x) trén [1,n].
a,+a,+..+a <.|. f(x)dx.
1

a,+a,+a,+..+a, <a1+J‘ln f(x)dx.

-8 --
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Tuong tw, trong Hinh 8.14b, cac hinh chit nhat dwoc gidi han sao cho

Dién tich bén duéi y = f (x) trén [1,n+1] < dién tich cia n hinh chi nhat dau tién.

n+1
j f(x)dx<a +a,+a,+..+a,.

1

Dat S, =a,+a, +a,+..+a, latong riéng thit n ctia chudi, ta cd
n+1 n
J'l f(x)dx<Sn<a1+I1f x)dx

Bay gio, gid st tich phan suy rong _[ x)dx hoi tu va c6 gia tri | ; c6 nghia la,

L f(x)dx=1.
Khi do,
S, <a1+j dx<a1+I x)dx=a,+1.
N6 kéo theo réng day cac tong riéng bi chan trén (boi a, + 1), va tiéu chuan hoi tu

cho chudi cac s8 khong am cho ta biét rang chudi » a, phai hoi tu.
k=1

Mat khac, néu tich phan suy rong I x)dx phan ki thi

lim [" £ (x)dx = oo.

n—oJd1

Diéu nay kéo theo rang limS, = vi

n+1
.[1 f(x)dx<S,.

Diéu nay c6 nghia 1a chudi phai phan ki. Do d6, chudi va tich phan suy rdng cliing
hoi tu hoac cung phan ki, nhu da phat biéu.

Mot chudi nay sinh lién quan dén am diéu hoa sinh ra boi mot soi day dang dao
dong la

Chudi nay duoc goi la chudi diéu hoa, va trong vi du tiép theo, ta sé dung tiéu chuan
tich phan dé chitng minh rang chudi nay phan ki. Mot chiing minh khac khong dung
tiéu chudn tich phan c6 thé dugc tim thdy trong cac bai toan bd sung ¢ cudi chuong.

--29 .
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Vidu 2 Chuoi diéu hoa phan ki

7 A 2 X - 1
Xét s hoi tu cua chudi Z—.
k=1

[ ] \ l - A \ L s . 14 OA - A ? - A A?
Giai Vi f(x)== duong, lién tuc va giam véi x >1, cac diéu kién cua tiéu chuan
X
tich phan duoc thoa.

j—dx_nm L dx = lim[Inb—In1] = co.

1 x b0l X b—so0
Tich phan phan ki nén chudi diéu hoa phan ki.
Vidu 3 Tiéu chudn tich phén cho su hoi tu
Xét sir hoi tu cua Z l:,S

k=1 €

X
e></5

Gidi Ham f(x)=—r=xe™ duong, lién tuc véi moi x>0.

f'(x)= x(—%ex"r’}rex’s = (1—§jex’5.

S6 t6i han duoc tim thay khi f'(x)=0, nén ta giai phuong trinh

Ta thdy rang

[1—% e —0el-2 =0 x=5.
5 5

Ta thay rdng f'(x)<0 véi x>5, nén né kéo theo rang f ting véi x >5. Do do, diéu
kién cho tiéu chuan tich phan duoc thoa, va chudi da cho va tich phan suy rong cling
hoi tu hodc cung phan ki. Tinh tich phan suy rong, ta thay

J. (~8e x|

= Iim[—5xe’x’5 — 25e’x’5} = lim| —5be™® — 257" + 50e’1}

b—w b—0

© . b _ .
L xe Pdx =lim| xe X’5dx:llm[ —5xe” X’55

b—wd5 b—e0

=50e.

Vi vay, tich phan suy rong hoi tu, cai ma dén luwot minh dam bao sy hoi tu ctia chuoi
da cho.

30 --
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p-chuoi

Chudi diéu hoa Z% la moét truong hop dac biét cia mot dang chudi tong quat hon
goi 1a p-chudi.
p-CHUéI Mot chudi cé dang

= 1 1 1 1

i Tt

k=1

trong do p la mot héng s6 duong duoc goi la mot p-chuSi. Chudi diéu hoa (Vi du 2)
la truong hop khi p=1.

Dinh li sau day cho thdy su hoi tu cia mét p—chuéi phu thudc nhu thé nao vao gia tri
cua p.

Dinh i 8.12 Tiéu chudn p-chubi

p-chudi Zk—lp hoi tu néu p>1 va phan ki néu p<1.
k=1

A N V& A N ~ \ A~ 2 4 \ 1 /&) .2 \
Diéu nay noi lén g1? RS rang tdt ca cac ham dang y=— v6i p>0 giam, nhung vi
X

7 X 1 2 A . . A 2 \ . Q/ ~ A .2 ?
sao cac chuoi ZF chi héi tu khi p>1 ? Cau tra 10i ndam trong toc d¢ giam cua
1

y= ip Néu p>1, duong cong y = ip giam du nhanh d& dam bao rdng dién tich
X X

phéi dudi duwong cong khi p>1 hitu han (xem Hinh 8.15a, trong khi néu p<1,

duwong cong y = % giam cham hon, va dién tich bén dudi dwong cong la vo han

(Hinh 8.15b).

a. Areas are bounded b. Areas are not bounded
Figure 8.15 Graphs for the p-series test

-31--
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Chitng minh: Ta d€ lai cho doc gia viéc kiém tra rang f (x)= ip lién tuc, duwong va
X

giam khi x>1 va p> 0. Tabiét chudi diéu hoa (p=1) phan ki. Véi p>0, p=1,tacd

= dx bP -1 1 neu p>1
—_I|m Xde—|Im =<p-1

LT b I neu0< p<1

C6 nghia la, tich phan suy rong nay hoi tu néu p>1 va phan ki néu 0< p<1. Véi
p =0, chudi tro thanh

o1
Zie 1"

I—‘II—‘
I—\II—‘
I—\II—‘

Vanéu p<0,tacd I[im ip =, cho nén chudi phan ki theo tiéu chuan phan ki (Binh
11 8.9). Do do, mot p-chuSi héi tu chi khi p>1.
Vidu 4 Tiéu chuin p - chubi

Xét su hoi tu ctia cac chudi sau

“ Y e

Giai

7 A 3 \ X A
a. Tacod Vk® =k¥? nén p:§>1 , va chu6i hoi tu.

k=1

b. Z(ik_ij : Ta chti y rang Zeik hoi ty, vi né 1a chudi cdp s6 nhan véi
r|== <l va Z K phan ki vi né 1a mot p-chudi véi p —%<l Vi mot chubi

hdi tu con chudi con lai phan ki nén chudi da cho phan ki (Binh 1i 8.7).

8.4. CAC TIEU CHUAN SO SANH
TRONG MUC NAY : Tiéu chudn so sanh truc tiép, tiéu chuin so sinh iéi han

Thuong mot chudi cho triede cd cing dang tong quat véi cac chudi khac ma tinh hoi
tu da dwoc biét. Trong treong hop nhu vay, that la thuan tién dé€ dung cac tinh chat
ctia cac chudi da biét d€ xac dinh cac tinh chat ctia cdc chudi dwoc cho. Muc tiéu cta
muc nay la khao sat ba tiéu chuan so sanh d€ thuc hién viéc xac dinh nay.

—-32--
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Tiéu chudn so sanh truc ti€p
Cai dau tién trong cac tiéu chuan so sanh dwgc goi la tiéu chudn so sanh truc tiép.

Dinh 1i 8.13 Tiéu chudn so sanh truc tiép

Giastr 0<a, <c, véi moi k. Néu ch hoi tu thi Zak cting hoi tu.
k=1 k=1

Gia st 0<d, <a, v6imoi k. Néu ) d, phankithi ) a, cling phanki.
k=1 k=1

Cdi ndy ndi lén diéu gi? Cho Zak , ch va de 1a cac chudi cac s& duong. Chudi
Zak hoi tu néu né “nho hon” (bi trdi hon boi) mdt chudi hoi tu ch da biét va phan
ki néu né “16n hon” (trdi hon) mot chudi phan ki de da biét. C6 nghia la, “nhod
hon héi tu la héi tu”, va “ 16n hon phan ki la phan ki”.

Chitng minh: Gia st Zak 1a mot chudi khong am cho trede bi troi hon boi chudi hoi
tu ch voi, tiec la 0<a, <c, v6i moi k. Khi d6, vi chudi ch hoi ty, day cac tong

riéng cta nd bi chdn trén (boi M), va ta co

0 n
> a,<> ¢ <M véimoin.
k=1 k=1

Do d6, day c4c tong riéng ctia chudi nho hon Zak cting bi chdn trén bdi M, va né

cting hoi tu.

Mt khéc, gia stt chudi da cho Zak tr6i hon mot chudi phan ki de , tiec la

0<d, <a,.Khi d6 vi day cac tong riéng ctia » d, khong bi chin nén day cic tong

riéng ctia chudi Zak cling khong bi chén, va chudi Zak cting phai phan ki.

Chay

Dinh i phia trén cling ding néu bat dang thitc chi ding véi tat ca k> N, trong d6

N 1a mot s6 duwong nao do béi vi mot chudi hoi tu hay phan ki chi phu thudc vao

diéu gi xay ra khi k rat 16n. C6 nghia 13, Zak hoi tu khi va chi khi Z a, hoi tu véi
k=1 k=N

moi s6 nguyén N.

Vidu1l Diung tiéu chuan so sanh truc tiép xét sy hoi tu
7 A 2 X - 1
Xét s hoi tu ciia chu6i Z —.
=3 +1
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Gidi Véik>0,tacéd 3+1>3>0,va0< <ik.Do d6, chudi da cho bi trdi hon

341
2 . X A A A A - 1 A \ 1 A A2 7 A
boi chudi cap s6 nhan hoi tu z * (hoituvir= 3 )- Tiéu chuan so sanh truec ti€p cho
k=1

ta biét chudi da cho hoi tu.

Vidu 2 Dung tiéu chuan so sanh truc ti€p d€ chi ra sy phan ki

Xét su hoi tu ctia chudi Z_
k=2
Giai Véi k>2,tacd
1

T

00

Nén chudi da cho troi hon p-chudi phan ki Z W (phankivi p= % <1). Tiéu chuan

2

so sanh tryc tiép cho ta biét chudi da cho phan ki.
Vidu 3 Ap dung tiéu chudn so sanh truc tiép
Xét su hoi tu caa chudi Zl .
= k!
Gidi Ta sé so sanh chudi da cho véi mdt chudi cdp s6 nhan. Ddc biét, chua y rf”mg
néu k>2 thi 1/k!>0 va
k!=k(k-1)(k-2)..32.122.2.2...2.2.1=2"".
%/—J

k—1lan

Do do, ta co 0<i

1 \ \ X ~ . A 2 . X A A A A
TP va vi chudi da cho bi trgi hon béi chuoi cap s6 nhan hoi tu

=1
ZF voi r—%) né cting phai hoi tu.
k=1

Tiéu chuan so sanh gidi han

Khong phai ludn dé hogc tham chi khong thé so sanh truc tiép hai chudi twong tu.

Vi dy, ta mong mudén chuoi Z X hoi tu vi nd rat giong chudi cap s6 nhan hoi tu

amvoi k=1vak=2

1 ~? /4 /4 X 4 A, 2. ror M l
Z—k. Dé so sanh cac chuoi, ta trede hét phai chu y rang —
2 2" —

va duong v6i k >3. Do d6, néu k>3,

—-34 --
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PR

Tk T ok_5°

1
25

e ~ N A X A 1 7. \ A A A? 7
Cdnghia la, Z troi hon chu6i hoi tu Z?' cai ma cho thay tiéu chuan so sanh

o« A7 A A? \ A? 7 o A 2 X 1 M «A
truc tiep khong thé duoc dung dé xac dinh sy hoi tu ctia chudi zﬂ bang viéc

so sanh v6i Y. 2—1k . Trong nhitng tinh hudng nhu thé nay, tiéu chuan sau thuwong hitu
ich.
Dinh 1i 8.14 Tiéu chuan so sanh giéi han

Giast a, >0 va b, >0 véimoi k dulon va rang

. a
lim—=< =1L

ke
trong do L httu han va dwong (0 < L <o0). Khi do Zak va Zbk cung hoi tu hodc
cung phan ki.
Cdi ndy n6i lén diéu gi? Ta c6 tién trinh sau d€ xét sy hdi tu cia ) _a, .
Buge 1. Tim chudi ) b, da biét tinh hoi tu va c6 cdc s6 hang tong quat b, co ban la
giong voi a,.

7 A2 v - a A . \
Buéc 2. Kiém tra rang lim—* ton tai va duwong.

k—>o0

Buwoc 3. Xac dinh Zbk hoi tu hay phan ki. Sau d6 tiéu chudn so sanh gidi han cho ta
biét ring > a, ciing nhu vay.

Chitng minh: Tiéu chudn so sanh gidi han duoc ching minh boi viéc st dung tiéu
chuan so sanh tryec ti€p. Chi tiét cia chiing minh dwoc dwa ra trong Phu luc B.

Vidu 4 Dung tiéu chuan so sanh gi¢i han dé chitng minh sy hdi tu

o0

Xét su hoi tu ctia chudi Z - .
22 —9

Giai Vi chudi da cho ¢6 cung dang tong quat voi chuodi cdp s6 nhan hoi tu Zz—k,

tinh gidi han
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1

k

k
lim2—=3 — |im 5:1.

k—w 1 k—o0 2k

2k

Gidi han nay hitu han va duong, do d6 tiéu chuan so sanh giéi han cho ta biét rang

X 7 \ 7 A A 7. 1 \ A X ~ A
chudi c6 cung tinh chat hoi tu voi Z—k Vi vay, chudi da cho hdi tu.
2
Vidub5 Duing tiéu chuan so sanh gidi han chi ra sw phan ki caa chubi
i 3k +2
7 Jk (3k-5)
Giai Vi cac gia tri k 16n, s6 hang tong quat ctia chudi da cho

o 3k+2

a4 =——
© Jk(3k-5)
Co vé tuong tur voi

3k 1

k() VK

D€ ap dung tiéu chudn so sanh gidi han, ta phai tinh giéi han

3k+2
lim 2 = lim M:lim3k+2=1.
k0 bk k_m 1 k>x 3k —5

N

Vi giéi han nay hitu han va dwong, né kéo theo rang chudi da cho c6 cting tinh chat

voi chudi pv Jk , mot p-chudi phan ki (p = %). Ta két luan rang chudi da cho phan

ki.
Vidué6 Ap dung tiéu chudn so sanh giéi han
Xét sie hoi tu cta chudi 275:—138
Giai Vi k 16n,
a4 — 7k +100
et 70

Co6 vé ¢ dang gidng voi

- 36 --
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k \ A A M
b, = —= va that sy, ta thay rang

ok/s
7k +1OO i
KI5 9 7k +100
limt——/ e —70 = lim (k/ + ) —
K—>o0 L k—m k(e 5_70)
o/

Trong Vi du 3, Phan 8.3, ta da chttng minh rang chudi Z N hoi tu, va vi vay tiéu
chuéan so sanh gidi han cho ta biét biét chudi da cho cting hdi tu.

Thinh thoang, hai chudi Zak va Zbk co6 vé c6 tinh chat hoi tu twong tw nhau, nhung
hoa ra

a
I|m k
k—o b

bang 0 hoéc o, va tiéu chudn so sanh gisi han vi vay khéng 4p dung dwoc. Trong
nhiing treong hop nay, tiéu chuan tong quat sau cua tiéu chuan so sanh gidi han
thuong httu ich.

Dinh 1i 8.15 Tiéu chuan so sdnh giéi han zero-vd ciing

Gia stt a, >0 va b, >0 véimoi k dt 16n.

Néu Ilmb— 0 va Zbk hoi tu thi Zak hoi tu.

k—00
Néu ll(im%:oo va 3'b, phanki thi 3 a, phan ki.
—>o

Chitng minh: Phan dau cua chiing minh duoc phac hoa trong Bai toan 59; phan th
2 dwoc lam mot cach twong tw.

Vidu?7 Su hoi tu ctia chudi q-log

Chting minh réng chudi kz_l‘lli]_‘:( hoi tu néu g >1 va phan ki néu q<1. Ta goi day la
chudi q—log.

Giai Ta sé tién hanh chiing minh nay trong 3 phan.

Truong hop 1: (q>1)

Goi p la mdt so thoa 1< p<q, va dat
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k:k—qVél bk_kp'
Khi d6
Ink 1
) ﬂ_ . k_q_ Ink ST E —h 1 =
g, T T T g )k R e
kp

Vi Zl/ kP hoéi tu (p-chudi véi p>1), chudi hoi tu theo tiéu chuan so sanh gidi han
zero- vO cung.

Truong hop 2: (q<1)

Bay gio, lay p théaman q < p <1, Khi d6 véi a, va b, duoc xac dinh nhu trong treong
hop 1, ta co

jim 2 = fim 2 _ jim[[(1nk)k?+] =0,

k—o0 bk k—o k—o
0

\ = 1 A \ o N A oA ~? 4 A \
Vi Zbk = ZF phan ki (ta biet p <1) nén theo tiéu chuan so sanh zero- vo cung,
k=1 k=1

le—qk phan ki khi q<1.

k=1

Truong hop 3: (q=1)
O day, chudi ZlnTk phan ki theo tiéu chuan tich phan vi khi dat u=Inx;du = ldX,
k=1 X

ta co

b

2
[~ im0
1 X X—>00

1

8.5 TIEU CHUAN Ti SO VA TIEU CHUAN CAN

TRONG MUC NAY: tiéu chudn t s6, tiéu chudn cin

Trong muc nay, ta phat trién thém hai tiéu chuan, tiéu chuan ti sd va tiéu chuan can
Tiéu chuan ti s6

Mot cach truc quan, mdt chudi cac s8 duong Zak hoi tu khi va chi khi day {a, }

--38 --
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giam du nhanh vé 0. Mot cach dé€ do t6c d6 ma day {a,} giam délaxéttisd a,,/a,
khi k 16n dan. C4ch tiép can nay dan dén két qua sau:
Pinh 1i 8.16 Tiéu chuan ti s6

Cho chudi Zak véi a, >0, gia st rang

. a
lim—=+L = .
k—o0 ak

Tiéu chudn ti s6 phat bi€u nhu sau:
Néu L <1 thi Zak hoi tu.
Néu L >1hodc L vohanthi ) a phanki.

Néu L =1 thi tiéu chuan chwa két luan duoc.

Chimg minh: Theo mot cach hiéu nao do, tiéu chuan ti s6 chinh la tiéu chuan so sanh
gioi han trong do Zak dwoc so sanh vai chinh né. Ta sé dung tiéu chuan so sanh
truc ti€p d€ chitng minh rdng > a, hditunéu L <1. Cho R sao cho 0< L <R <1.Khi

dé ton tai s6 N >0 nao dd sao cho

a e
1 <R voimoi k> N.

ak
Do d9,
a'N-%—l < a'N R
2
a'N+2 < aN+lR < anR
a,,s <a,,R<a, R <aR’.

Chudi cap s6 nhan
> aR =aR+aR*+..+a,R" +...
k=1

héi tu vi 0<R <1, cd nghia la chudi bi troi hon boi

o0

DAy =8y A, et Ay, e
k=1

cting hoi tu theo tiéu chuan so sanh truc tiép. Do d¢, Zak hoi tu, vi ta co thé bo b6t

mot s6 hiru han cac sd han (kK <N).
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Chiing minh cta phan thi hai twong tw, ngoai trit bay gio ta chon R sao cho

. a
lim=2£=L>R>1
k—o0 ak

va chi ra rang ton tai M >0 nao d6 d¢ a,,,, >a,R".

Dé chiing minh rang tiéu chudn ti s6 khong c6 két luan néu L =1, chi can chu y rang
chudi diéu hoa

S°L phan ki véi lim 2t — jim k+1
k kK—o0 ak k—o0 1
K

trong khi p-chudi

1
2 ) C(k+1)
L ity véi fim 2 = fim KDy
=k koo g, ko 1
k2
Vidul Dung tiéu chuan ti s6 d€ chirng minh sy hoi tu
- 0 2k
Xét su hoi tu ciia chu6i Z—'
k=1
k N\
Giai bat a, = a va chu y rang
2k:1
\ k+1)! k12 2
|_:||mak+1:||m( k):l -=lim——=0.
k>0 g ko 26 k—)oo(k+1)|2 koo Kk 4+1
k!
Do d6, L <1, va theo tiéu chuan ti s8, chudi da cho hoi tu.
Vidu?2 Diung tiéu chuan ti s6 ching minh sy phan ki

7 A 2 X = kk
Xét s hoi tu ciia chu6i E a’
k=1 K:

k
Giai Dat a, = a va chu y rang

- 40 --
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(k +1)k+l

7' I k+1 k
L:Iimhzlim(k;kl)':limk'ski:lim(brij —e>1.
g, kon K ks KE(k+1)! kel K

k!
Vi L >1 nén chudi da cho phan ki theo tiéu chuan ti s6.

Vidu3 Tiéu chuan ti s6 khong 4p dung dwoc

Xét s hoi tu cuia ZL
k:22k—3
e 2 e v 1 \ \
Giai Dat a = va tim
2k —
I
. 2(k+1)-3 . —
Lzllmuzllmﬁzl.
k—>0 1 koo 2k —1
2k —3

Tiéu chuan ti sO khong dua ra két luan gi. Ta c6 thé dung tiéu chuan tich phan hay
tiéu chuan so sanh giéi han dé xét sy hoi tu. Chu y rang

ZL twong tw véi chudi phan ki da biét Zi ,
= 2k -3 = 2k
Vi vay ta két luan chudi da cho phan ki.

Vidu4d Su hoi tu ctia chubi cic ham liiy thira

Tim tat ca cdc s6 X >0 ma tai d6 chuoi

Zk3xk =X+ 222 +3x3 +...
k=1

hoi tu. Chudi nay goi la chudi Ity thtra, va sé duoc thao luan chi tiét hon trong Muc
8.7 va 8.8.

Gidi Xem nhut X c8 dinh (cé nghia 1a, nhi mét hang s6), ta ap dung tiéu chuén ti

sO:.

3 k+l 3
L tim (D X |im(%) X=X.

koo k3xK ko

Do d6, chudi hoi tu néu L=x<1 va phankinéu L=x>1.Khi x=1, chudi tré thanh
Y k®, phan ki theo tiéu chuan phén ki.
k=1

4] --
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Tiéu chuin cin

Trong tat ca cac tiéu chuan chiing ta da phat trién, c6 18 tiéu chuan phan ki dé ap
dung nhét vi né don gian chi bao gom viéc tinh lima, va quan sét gi6i han d6 c6
bang 0 khéng. Nhung khong may, hau hét cac chudi “tht vi” ¢6 lima, =0, cho nén
tiéu chuan phan ki khong thé duoc dung dé€ xac dinh xem chiang hoi tu hay phan ki.
Tuy nhién, két qua sau day cho thdy rang cé thé phat biéu nhiéu hon vé st héi tu ctia
Y a, boi viéc xem xét diéu gi xay ra cho fa, khi k —oo. Tiéu chuan nay sé dac biét
hitu ich v6i mot chudi bao gom mot lity thira cap k.

Pinh 1i 8.17 Tiéu chuan cin

Cho chudi Zak véi a, >0, gia st rang

limka, =L.

k—o0
Tiéu chuan can phat biéu nhw sau
Néu L <1 thi ) a hoi tu.
Néu L>1 hodc L vohanthi ) a, phénki.

Néu L =1 thi tiéu chuan chwa két luan duoc.

Chitng minh: Chting minh cua dinh li nay twong tw v6i chtiing minh cua tiéu chudn
ti sO va dwoc phac hoa trong Bai toan 59.

Vidu5 S hoi tu voi tiéu chuin can

> 1
Xeét sy hoi tu ctia chudi Z

k=2 (nk) '

e 2 e v 1 Y 7 7 \‘J
Giai Dat a, =—— vachuyrang
(Ink
L=Ilimk _I|m (Ink) —Ilm—:O.
k—o k—o0 k= Ink

Vi L <1 nén chudi da cho héi tu theo tiéu chuan can.
Vidué6 Suw phan ki véi tiéu chuan cin

[ee] 1 k2
Xét su hoi tu cua Z(1+ Ej .

k=1

- 4D -
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k2 Vk k
Gidi L:liml(ul) ] =|im(1+1) _e>1.
k—>00 k k—o0 k

Vi L >1 nén chudi phan ki theo tiéu chuan can.
Ta thay rang tiéu chun ti s& ddc biét hitu ich voi chudi » a, ma s6 hang tong quét
a, chira cac giai thira hay ldy thira, va tiéu chuan can dp dung mot cach te nhién néu
a, chita mot Ity thira cap k. Tuy nhién, ca tiéu chuan ti sd va tiéu chuan can khong
A 7 & A N e Re A .2 < X l \
thé ap dung dwoc véi mot vai chudi rat don gian chang han p-chuoi ZF Vi
1

(k+1)” kY

Ilm( ) =I|m(— =1"=1.

k—o0 1 k—o0 k +1

K

-p
|imk/i :[Iim k”"} _17° =1,
k—o0 kp k—o0

Vidu?7 Xeét su hoi tu

Xét s hoi tu ctia chudi sau

o I I I
Z =1+—+ 2! + 3t +
=1.4.7... 3k +1) 14 147 14.7.10

PP K
Giai Dat ak=147 (3k+1)'

Vi a, bao gom k!, ta thir tiéu chudn ti so.

(k +1)!
a,, 147.[3(k+1)+1] (k+1)[147..(3k+1)] k+1 |
a, k! kI[14.7..(3k+4)]  3k+4
1.4.7...(3k +1)
Vivay,

a'k+1_|| k+1 —

=lim
k—o0 ak k—)oo3k+4

1
-

Vi L <1 nén chudi da cho hoi tu theo tiéu chuan ti sé.
Vidu8 Xét suw hoi tu

>kl
Xét s hoi tu cuia chudi Z—k .
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° 2 e ~ ~? 4 k ! A A ~ \ n 7. \ 7 \ A
Giai SO hang tong quat a, = P bao gobm mot lay thira cap k, cdi ma goi y dung tiéu

chuan can, nhung si ¢ mat cua k! cho thdy viéc dung tiéu chuan ti s6 hop 1i hon.
(k+1)!

k+1)" k +1)Ik* «
L=Iim¢=lim(+—)mzlim[LJ :Iim%:1<l.
k—>00 k! k—o0 k|(k +1) k—o0 k+1 k—so0 1 e
kk 1+E

Vi L <1 nén chuoi hoi tu theo tiéu chuan ti so.

8.6. CHUOIDAN DAU - HOI TU TUYET POI VA HOI TU CO PIEU KIEN

C6 2 dang chudi dan ddu nhu sau

+S6 hang c6 chi s61é am: » " (—1)"a, = —a, +a, —a, +.......

n=1

o0
+56 hang ¢4 chi s6 chdn am: » " (=1)""'a =a, —a, +a, —.......

n=1

trong ca2 dang thia > 0.
8.6.1. Tiéu chuan hoi tu ctia chudi dan dau

Mot cach tong quat thi diéu kién lima, =0 chua khang dinh chac chan duoc vé

n—oo

o0

tinh hoi tu caa chudi Z a_ . Tuynhién véi chuoi dan ddu thino sé hoi tu néu tri tuyét
n=1

ddi cac s6 hang don diéu giam vé 0. Ta c¢d dinh ly sau

Dinh 1y 8.18: (Tiéu chuan Leibniz). Mot chudi dan dau dang Z (—1)"a_ hoac dang

n=1

00
> (=1)""a, hoi tu néu 2 didu kién sau dwoc thoa man

n=1

1. lima, =0

n—oo

2. o, lamotday giam;nghiala a . <a, voi moin.
n

n+l —

44 -
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Chii j: Khi kiém tra tinh hdi tu cua chudi dan dau z (—1)""'a_ngudi ta sé bat dau

n=1

tinh lima,. Néu lima, =0 thi ngay 1ap tttc két luan chudi phan ky (theo tiéu chuan

N—o0 n—oo

phan ky). Nguoc lai néu lima, =0 thi chudi dan dau sé hoi tu bang cach chi ra day

N—o0

a laday giam.
X — _1 " X A \
Vi du 8.6.1. Xét tinh hoi tu ctia chuoi Z(—) (day duoc goi la chuoi diéu hoa dan
n=1 n

dau)
(=1

n

Vi du 8.6.2. St dung quy tac L'Hospital, xét tinh hoi tu ctia chudi Z
n=1

o 1
Vi du 8.6.3. Xét tinh hdi tu ctia chudi Y (—1)""e”

n=1

o0 o n+1
Vi du 8.6.4. Chttng minh rang p - chudi dan dau Z % hoi tu véi moi p > 0.
n=2 n

8.6.2. Uédc lwgng sai s6 ctia chudi dan dau

Dinh ly 8.19. Gia st chudi dan ddu dang » (—1)"a, hodcdang »  (—1)""'a, thoa
n=1 n=1

man cac diéu kién ctia tiéu chuan Leibniz. Néu chudi ¢ tong 1a S thi ‘S — Sn‘ <a,,,

trong d6 Sn 1a tdng riéng thit n ctia chudi.

Y nghia: Néu chudi dan d4u thoa tiéu chuan Leibniz thi ta ¢6 thé xap xi tong cta

chudi bang tong riéng thit n cta nod vdi sai s6 khong vugt qua sd hang an+

o0 . n+1
Vi dy 8.6.5. Xét chudi dan dau hoi g 3>

n=1 n'
a) Udclugng tong ctia chudi trén bang cach 18y tong ctia 4 s6 hang dau tién. Danh
gia do chinh xac ctia wdc lwong nay?
b) Cé bao nhiéu s& hang can thiét d& uéc luong tong ctia chudi véi ¢ chinh xac

3 chit s& thap phan. Khi d6 wdc lwong tong ctia chudi la bao nhiéu?
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8.6.3. Hoi tu tuyét do6i va hoi tu ¢ diéu kién

Tiéu chudn hoi tu cua chudi dan dau 6 trén khong ap dung dwoc ddi véi chudi
s0 c6 ddu bat ky. Khi d6, ching ta sé st dung két qua sau
Pinh ly 8.20. (Tiéu chuan hoi tu tuyét doi)

—+00 400
Chudi s& thuc Y a, bét ky hoi tunéu chudi Y |a, | hoi tu.
n=1

n=1

Vi du 8.6.6. Xét sy hdi tu ctia chudi

= + +
4 9 16 25 36 49 64 &1 100

Giai

Ta thdy chudi trén khong phai chudi s6 dwong cling khong phai chudi dan dau

+00
nhung ta thay chuoi tri tuyét do6i ctia nd c6 dang Z—Q va no hoi tu.

n=1
Vay theo tiéu chuan hoi tu tuyét doi ta suy ra chubi ban dau cting hoi tu.
Vi du 8.6.7. (Su hdi tu cta chudi leong giac)

sinn

—+00
Xét suw hoi tu ctia chuoi Z -
n=1 2 /

sinzx

T

D6 thi ham

- 46 --
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Hoi tu tuyét d6i va hi tu co diéu kién

+00 +00
+ Chuoi z a hoi ty tuyét d6i néu chuoi Z ‘an‘ hoi tu.

n=1 n=1

+ Chudi Z a hoi tu cé diéu kién néu chudi Z a_hoi tu nhung chudi Z‘ ‘

n=1 n=1
phan ky.
Chii yj: Mot chudi hoi tu thi hodc 1a hoi tu tuyét doi hoac 1a hoi tu cé diéu kién nhung

khong thé la ca 2 treong hop.

’ﬂ

Vi du 8.6.8. Chudi Z 1 hoi tu theo tiéu chuan Leibnitz nhung z

n

-2,

phan ky nén Z

n=1

goi la hoi tu c6 diéu kién.

1)n
n

Tiéu chuéan ty sd va tiéu chuan can d6i véi chuoi s6 duong c6 thé duoc tong
quat hda d6i véi mot chuoi bat ky nhu dinh ly sau

Dinh 1y 8.21. (Tiéu chuan ty s6 tong quat)

Xét chudi Za , gia st a =0 voi n > 1 va dat Ilm

n—oo

=L, trong d6 L 1a mot

an

n=1

sO thuc hodc «. Khi 6

+00
+Néu L <1 thi chudi ) a hoi tu tuyét ddi va do d6 né hoi tu.

n=1

+00
+N&u L > 1 hogc L vo han thi chudi ) "a_ phén ky.

n=1

+Neéu L =1 thi tiéu chuan khong két luan duoc.

Vi du 8.6.9. Tim t&t ca cdc gid tri cua x d€ chudi » _nz" hoi tu.

n=1
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8.6.4. TOm tit cac tiéu chuin hoi tu

Cdc chudi ma tinh hoi tu da biét

o0
Chudi cdp s& nhan » ~ar”

n=1

Phan ky néu |r| > 1 va hoi tu néu |r| <1

a

vditong S = !
—r

o |
p—chuoi ZF

n=1

Hoitu khip>1vaphanky khip<1

Chubi diéu hoa ) 1

n=1 n

La treong hop ddc biét ctia p - chudi khi

p=1. Do do né phan ky.

Chudi q - log Z ln_qn

n=1

Hoi tu khi q > 1 va phan ky khi q <1

Tiéu chuan phan ky

Tinh lima, va néu né khac 0 thi chuoi

n—o0

phan ky.

Cdc tiéu chudn héi tu cia chuoi s6 duong

Tiéu chudn so sanh gidi han

~N - a s . ~ \
Néu lim—==L vdi L htru han va duong

n—oo

L I >
thi chudi ) e, vachudi Y b cinghditu

hodc cung phan ky.

Tiéu chuan ty s6

n

Ap dung khi an lién quan dén n!, n’, ¢

+00
\ v - a . J4 X A
va dat lim—=2 = L. Khi d6 chuoi E a_hoi
n—o0 a v
n n=1

tu khi L <1, phan ky khi L > 1 va khong
két luan dwockhi L =1.

Tiéu chuan can

Ap dung khi tinh lim %/a, =L mot cach dé

+00
dang. Khi d6 chudi » o, hoitukhiL<1,

n=1
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phan ky khi L > 1 va khong két luan duoc
khiL=1.

Tiéu chudn tich phan

Néu f la ham lién tuc, dwong, giam dan va

—+00

a = f(n) voi moi n thi chuodi E a va

n n
n=1

tich phan f f(z)dz cung hoi tu hoac cung
1

phan ky. Tiéu chuan nay ap dung néu
ham f dé dang tinh dwgc nguyén ham
hodc khi an lién quan dén ham logarit,

ham lugng gidc hoac lugng gidc nguoc.

Tiéu chudn so sanh truc tiép

+00
+Néu 0<a <c thi Z ¢ hoi tu suy ra

n=1

+00
Z a hoi tu.

n=1

+00
+Néu 0<d <a thi ) d phan ky suy

n=1

+00
ra Z a, phan ky.
n=1

Tiéu chudn so sanh khi giéi han

bang 0 hodc vo cung

“+00
, .. a )
+ Néu lim==0 thi b hoi tu suy ra

+00
Z a hoi tu.
n=1

n—oo

+00
+Néu lim> - thi Y b phan ky suy ra
n=1

+00
Z a, phan ky.
n=1

Tiéu chudn hoi tu ciia chudi bt ky
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Hoi tu tuyét doi L&y tri tuyét doi ctia ting sO hang trong
chudi va 4p dung cac tiéu chudn danh cho

+00
chudi duong dé xét tinh hoi tu ctia » |a, |

n=1

. Khi do

1. Néu i‘a‘ héi tu thi im:a héi tu
n=1 n=1

2. Néu i‘a‘ phan ky thi ffa

n=1 n=1
khong hdi tu tuyét d6i nhung van

cO thé hoi tu ¢ diéu kién.

Hoi tu ctia chudi dan d&u (hoi tu co N , o0
T (hot t Chuoi dan dau dang Z(—l)"an hoac

dieu kién) =

o0
dang > " (—1)""a, hoitunéu a,, <a, voi

n+l —
n=1

moin va lima, =0

N—o0

8.6.5. Sap xép lai cac s6 hang trong chubi hoi tu tuyét d6i
L I
Néu chuoi Z a hoi tu tuyét ddi vé tong S thi voi bat cie sy thay d6i nao vé vi
n=1
tri cia cac s6 hang trong chudi thi chudi méi van sé hoi tu tuyét d6i vé tong S. Tuy

nhién diéu nay khong dung véi cac chuoi hoi tu cd diéu kién.

8.7. CHUOI LUY THUA
Chudi vo han ¢ dang
dYa(r—c) =a,+a z—c t+a, z—c T goi 1a chudi luj thtra theo
n=1

z—c . Trong d6 a,a,,a,,... goilahé s§ ctia chuoi lily thira.
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o0
Néu ¢ = 0 ta c6 chuoi luy thira chuan Zanfg"’ = a, +ax +a,x’ +... dugcxem
n=1

la mot suw mo rdng cua da thiec theo x.
8.7.1. Sy héi tu ctia chuéi lity thira
Vi gid tri nao cua x thi chudi Ity thtra sé hoi tu?

Dinh 1y 8.22. Xét chudi liiy thtra Z a z" . Mot trong cac diéu sau la dung

n=1
1. Chudi hoi tu véi moi x.
2. Chubdi chi hoi tu tai x = 0.

3. Chudi hoi tu tuyét d6i véi tat ca cac gia tri cia x nam trong khoang —R,R va
phan ky véi |z| > R. Va chudi c6 thé hoi tu hoac phan ky tai 2 dau mat x = -R

vax=R.

Vi du 8.7.1 Chiing minh ring chudi Ity thira >~ hoi tu v6i moi x.
n=0 n:

Vi du 8.7.2 Chiing minh rang chudi liiy thtra » "n!z" chi hoi tu véix = 0.

n=1

Vi du 8.7.3 Tim tap hop cac diém hdi tu caa chudi Z

nl\l

Theo dinh ly 8.22, tdp hop cic diém lam cho chudi Zangs” hoi tu la mot

n=1
khoang cé tam la x =0 ma ta goi la khoang hoi tu cua chudi Ity thtra.
Néu khoang nay c6 d¢ dai 2R thi R duoc goi la ban kinh hdi tu ctua chudi lay

thtra.
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n \ , A ) x. v~ 2"1"
Vi du 8.7.4. Tim ban kinh hdi tu va khoang hdi tu ctia chuoi Z L

n=1 n
Vi du 8.7.5. Tim ban kinh hdi tu va khoang hdi tu ctia chudi 2 :L;
n=1 n.
4 N\ 4 4 Ao ? X > n + 1 ! n
Vi du 8.7.6. Tim ban kinh hoi tu ctia chudi Z T
n=1 n

Trong mot s& ing dung chting ta c6 thé gap chudi liy thira dang Z a(r—c)

n=1
v6i c 1a hang s8. Khi &6 khoang hoi tu ctia nd cé dang —R < z — ¢ < R bao gobm kha

nangco2daumutlaz=c—Rvaz=c+R

) o T + 1 n
Vi du 8.7.7. Tim khoang héi tu ctia chudi ) | 7
n=0

8.7.2. Pao ham va tich phan titng s6 hang ctia chubi lity thira.

Chudi Ity thtra Z a r" co thé duogc xem nhu 1a mot ham trén khoang hoi tu

n=0
ctia n6. Mot cach hop 1y néu chiing ta dit cau hoi rang néu ham kha vi va kha tich
thi dao ham va tich phan ctia chudi lily thita d6 dwgc tinh nhuw thé nao? Diéu nay rat
c6 loi vi chung ta cd thé xay dung cac chudi mdi tir viée 1y dao ham hodc tich phan
ctia nhitng chudi da biét.
Néu chung ta xem chudi Ity thira nhw la mot “da thikc vo han” thi chiing ta c6
thé hy vong la 18y dao ham va tich phan ctia nd theo ting s6 hang.

Dinh 1y 8.23. (LAy dao ham va tich phan tirng s6 hang ctia chu6i lity thira)

Chudi Ity thtra Z a " v6iban kinh hoi tu R > 0 c6 thé dureoc 1dy dao ham hoac

n=0

tich phan theo ting sd hang trén khoang hoi tu —R <z < R ctia nd. Cu thé néu

flz) = ian:c” voi ‘.’E‘ < R thi véi ‘x‘ <R tacd

n=0

fl(z)= Znanx"_l = a, + 20,2 + 3a,2” +4az’ + ...
n=1

—-52 -
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va ff Ydx = fZan:L’ = Zfa z"dx —Z "+

0”+

7L

Vi du 8.7.8. Cho ham f xac dinh boi chudi lity thira f(z) Z— voi moi x. Ching

nOn

T

minh rang f(z) = f'(z) véi moi x va tlt d6 suy ra f(z) =e".

Mot chudi liiy thira cé thé 1dy dao ham theo ting s6 hang nhiéu Ian trong

khoang hoi tu cua né. Vanéu f(z) z a " v6i R la ban kinh hoi tu cua chudi bén
n=0
vé& phai thi chudi dao ham f'(z z na z"' cling ¢6 ban kinh hdi tu R va hon nita

n=1

dinh ly 8.23 ciing dting d&i véi chudi dao ham. Nghia la

o0
Zn J:”“Q voi ‘x‘ <R

n=2

Twong tu ta cling tinh dwoc f"(x), f*)(x),... va cdc dao ham cdp cao hon ctia f.

Vi du 8.7.9. Ta biét ring chudi > 2" hoi tu tuyét d6i vé ham f(z) = —— voi || <1
n=0 -z
Dao ham tting s6 hang ctia chudi ta 6
- A g ATy 1 .
y [Zx ] Zna:”‘l =1+4+22+32” +... hdi tu vée ham f'(z) = ~ vOi ‘x‘ <1
T\ n=0 n=1 11—z

Tié’p tuc dao ham ting s6 hang ta c6

Z ] y [Znaz”_l]:Zn(n—l)x”_2 hoi tu vé ham f"(z)= 2 - vGi
=0 X

n=1 n=2 -2
‘x‘ <1.
Vi du 8.7.10. Cho ham f x4c dinh béi chudi liy thita f(z) = i% vOi moi x.
= !
Chting minh rang f"(z) = —f(z) véi moi x.
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Vi du 8.7.11. Bang cach 14y tich phan tttng s& hang ctia chudi cap s6 nhan hay chiing

n+1
"

minh rang Z h —In(l—z) véi —1<z <1
n

n=0

Vi dy 8.7.12. Tim chubi liiy thira biéu dién ham tan'(z).

8.8. CHUOI TAYLOR VA CHUOI MACLAURENT
8.8.1. Da thitc Taylor va Maclaurent

Xét ham f kha vi n Jan trén khoang I. Muc dich ctia ching ta la tim mot ham
da thitc c6 thé xdp xi ham f tai diém c thu¢c mién xdc dinh cua né. D€ don gian ta xét

mot treong hop dac biét khi c=0. Vi du sau xem xét ham f(z) =" tai x=0.

D6 thi ham f(z) = " va cac da thirc xap xi cua no.

Dé xap xi ham f(x) bang da thitc M(x) tai x = 0 chting ta bat dau tir diéu kién
M(0) = f(0). Tanoi da thirc M(x) c6 tam tai 0.

Co6 nhiéu da thirc 6 thé duoc chon dé xap xi ham f, ching ta sé xuat phat tir y

twong 1a hé s8 gdc ctia f va M tai x =0 1a bang nhau, nghia 1a M'(0) = f'(0).
Tacod f(z)=¢€"= f'(x)=¢e" = f(0)=f'(0) =1

bit M (z) = a, + ax = M (z) = a,. Theo yéu cau thi M (0)=1,M (0)=1
- 54 -
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Suyra M (z) =14z

Ttr 40 thi ta thdy M (z) =14 2 la mot xap xi tot voi nhitng gia tri x gan 0. Tuy nhién
néu xét cac diém tw (0,1) tro ra xa thi M1 khong con la mot xap xi tot ntra. D€ cai tién
diéu nay nguoi ta thém yéu cau la gia tri cia dao ham cap 2 tai x =0 ctia f va M phai

bang nhau

Do d6 M,(z) = a, +ax + a,2° = M,(z) = a, +2a,z, M (z) = 2a

2
Vi f'"z)=¢" :>f”(0):1:>M2($):1+5B+%$2
Twong tw ching ta cé thé tim duoc cac da thirc bac cao hon
1, 1,
M(z)=1+z+-2" +—-x
2 6
M4(x):1—|—:(:+lx2+lx3+ix4
2 6 24

M (z) = 1—l—x+1x2 —|—lx?’ +ix4 +L$5.....
2 6 24 120

2 n

M (x):1+%+%+...+x

n

n!
Da thiic bac n xap xi ham f tai x = 0 dwoc goi la da thirc Maclaurent bac n ctia ham f.

Néu ching ta lap lai cac budc nhu trén véi x = ¢ thay cho x = 0 thi ta cting thu duoc
da thire xap xi bac n ¢6 dang
rT—c (x—c) .

T (x)=¢€" + e’ + e'—i—...—l—uec
8 1! 21 n!

dwoc goi la da thitc Taylor bacn cua f tai x = c.

8.8.2. Dinh ly Taylor
Thay vi ditng lai & s& hang thit n, chiing ta ban dén viéc xdp xi ham f(x) bang

moOt chuoi vo han
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Ta néi ham f duoc biéu dién bang mot chudi liy thira trén khoang I néu

o) 2
f(g;)zzan(q;—c)" =a,+a r—c +a, t—c +... véimoixthudcl

n=1

Viéc biéu dién ham f thanh chudi lily thita ¢6 rat nhiéu loi ich. Tuy nhién trueéce

khi ban dén céc lgi ich d6, chuing ta hay tra 1oi 2 cau hdi sau day

1. Su ton tai: V6i diéu kién nao thi ham f sé dwoc biéu dién thanh chudi lay
thtra?
2. Sy duy nhat: Néu ham f dwoc bidu dién thanh chudi lity thira thi chudi d6
c6 duy nhat khong? Va néu co thi né dugc tim nhw thé nao?
Dinh 1y 8.24. (Dinh 1y vé sy biéu dién duy nhat ctia chuéi lity thira)
Gia sit ham f(z) kha vi vd han Ian va c6 thé biéu dién dudi dang chudi luy
thira
> 2

f(x)zzan(x_c)":a()+“1 r—C +a’2 T—C +..

n=0

voi —R<zxz—c<R

(n)
. 4 7 A ~ 2 ~ C
Khi do6 cac he s6 thoaman a :f (' ), n=012...
n!

Cau hoi vé su ton tai ctia viéc biéu dién ham f thanh chudi lily thtra s& duoc
tra 10i khi ching ta xét dén ham du Taylor R (z) = f(z) — T ()

Chuing ta thay rang ham f dugc bidu dién thanh chudi Taylor ctia né néu va

chi néu lim R (z) = 0.

Dinh ly 8.25. Dinh ly Taylor

Neéu f(x) va tat ca cdc dao ham ctia né ton tai trong khoang I chira ¢ thi voi moi

x thudc I ta co

- 56 --
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(¢ 2 ™ (e n
flz)= fle)+f(c) z—c +f2—(!) r—c ...+f—()x—c + R (x),

(n+1)
v n+1 N
trong d6 R (z) = (=) z—c ' véiz phu thudc x va nam gitra c voi x.
" (n+1)! "

Cong thiic ctiia Rn(x) goi la dang Lagrange ctia ham du Taylor. C6 nhiéu dang

ham du khac nhau nhung trong phan nay ching ta chi xét dang Lagrange.

8.8.3. Chudi Taylor va chudi Maclaurent

Chudi Taylor: Gia st c6 mot khoang mé I chiva di€m ¢ ma trong d6 ham f(x) va cac

dao ham ctia né ton tai. Khi &6 chudi liy thira

fle)+fc) z—c —I—M :1:—02...+w z—c 4.
21 n!

dwoc goi la chudi Taylor cta f tai x = c.

Chudi Maclaurent: Truong hop dac biét khi ¢ = 0 thi duoc goi la chudi Maclaurent

cua f

FO)+ £ (0)z + @gf SR i Oy

n!
Vi du 8.8.1. Tim chudi Maclaurent cia ham ham f(z) = cosx
Giai
Ta thdy f(z) = cosz kha vi vo han lan tai x=0. Ta c6

f(x) =cosz = f(0)=1

"(z) = —sinz = f'(0) =0
() =—cosz = f"(0) =—1
"(z) =sinz = f"(0)=0
fz) = cosz = fP0)=1

- = =
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Ta c6 chudi Maclaurent ctia f(x) 1a

1'2 Z‘4 1'6 o) :L,Qn
€T :COSQ]:l——_}_____{_.”: _171,
ftz) 21 4! 6! ;( ) (2n)!

Chtng ta sé ban dén mdi quan hé gita chudi Maclaurent va da thiic
Maclaurent. Hinh bén dwdi mo ta d6 thi ham f(z) = cosz vdi mot s6 da thic

Maclaurent ctia no

a. Interactive My, M, M2, and M3 b. Mo

Ham cosz va cac da thirc Maclaurent ctia no

Dé y rang cac da thitc kha gan véi ham tai nhitng diém gan x = 0 va rat khéc

v6i ham khi x di chuyén ra xa goc toa do.

Vi du 8.8.2. Tim da thttc Maclaurent bac 5 Ms(x) cho ham f(z) = " va dung da thtc
d6 d€ xdp xi gia tri ctia s8 e. Ap dung dinh ly Taylor d€ xac dinh d chinh xac cta

xap xi nay.
Vi du 8.8.3. Tim chubi Taylor ctia ham f(z) = Inz taic=1.

Gia stt ham f kha vi v6 han tai c. Nhu vay ching ta s€ c6 2 dai lwong toan hoc

la f va chudi Taylor ctia nd véi cac tinh chat sau:

1. Chudi Taylor ctia f c6 thé hoi tu vé f trong khoang hoi tu ctia né

—R <z —c <R (nghiala ‘m—c‘<R)

--58 --
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2. Chudi Taylor c6 thé chi hoi tu duy nhat tai x = ¢ va trong triedng hop nay né
khong thé biéu dién ham f trén bat ct modt khoang nao chia c.
3. Chudi Taylor cé thé ton tai ban kinh hoi tu R > 0 ( thdm chi R = «). Tuy nhién
né c6 thé hoi tu vé ham g khong bang ham f trén khoang ‘3: — c‘ <R.
Vi du 8.8.4. Chting minh rang ham f(z) = Inz x4c dinh luon tai nhitng diém ma
chudi Taylor tai c =1 cta nd khong hoi tu.

1

Vi du 8.8.5. Cho ham f xac dinh boi f(z)={¢ "+ * =0
0, =0
Chtng minh rﬁmg chudi Maclaurent cta f chi biéu dién dwgc no tai duy nhat mot

diém x = 0.
8.8.4. Cac phép toan ctia chubi Taylor va chudi Maclaurent
Theo dinh ly vé s¢ duy nhat thi chudi Taylor cta f tai x = c 1a chudi liy thita

theo (x — ¢) cé dang f(z) = Zan (z —¢)" vdéi moi x trong khoang nao d6 chira c.

n=0
Cac hé s6 trong chudi nay cé thé duwgc tinh bang cong thikc

(n)
0, =119 5 — 0,1,2.... Tuy nhién doi ki céc h¢ s nay c6 thé tim duroc bing céch
n.

van dung khéo 1éo cac phép toan dai so.

A ~ 4 7 ~ A \ ]- - n A?
Trong mot sO vi du sau chiing ta s€ van dung phuong trinh " = Zu de
—u n=0

xay dung chudi Maclaurent cho mot s8 ham hitu ty.

Vi du 8.8.6. Tim chudi Maclaurent cho ham f(z) = " L 5
+x
Vi du 8.8.7. Tim chudi Maclaurent cho ham f(z) = g;;x va xdc dinh khoang hoi
T

tu cua no.
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Vi du 8.8.8. Tim chudi Maclaurent cho cac ham f(z) = cosz” va g(z) = cos’ z

~ 1
Vi du 8.8.9. Tim chuoi Maclaurent cho ham f(z) =In R

va st dung no6 dé€ tinh

In2 chinh x4c dén 5 chit s6 thap phan.

Chung ta can phai quan tam dén két qua sau day. No chinh la su tong quat
hoa cho dinh ly vé nhi thitc duoc phat hién baéi Issac Newton ngay tir khi 6ng ta con

la sinh vién tai dai hoc Cambridge
Dinh ly 8.26 (Chubi nhj thtc)

Néu p la mot s thue batky va —1 < z <1 thi

b _ plp=1) » pp=1)P=2) 5 _<~|P| .
1+2z2)" =14+ pz+ T + T x...—;n:ﬁ,
!
trong dé :Lvéipvénlé cac s6 nguyén thoa p >n > 0.
n|  nl(p—n)!

Chudi nhi thikc sé hoi tu trong khoang —1 < z <1 nhung su hoi tu ctia né tai
2daumat z = —1 va z = 1 phu thudc vao sd mi p. Trong truong hop ddc biét chung
ta co thé thdy rf?mg néu —1 < p <0 thi chudi sé hoi tu tai z =1; néu p > 0 chudi sé

héitutaica2dau z = —-1va z = 1.
Hon nita néu p 1a s& nguyén khong am thi chudi sé két thic sau mot s6 hitu

han cac s6 hang (khi | |= 0 vdi p > n) va sé quy vé si khai trién nhi thirc thong

thueong va di nhién chuoi s€ hoi véi moi x.
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Chudi lity thiva cho mot s6 ham co bdn

Tén Chudi Khoang
hoi tu
Chudi | | ’ " _
e e Ly g 00, 00
\ ~ 21 n!
ham mt
2 n
. , T—c r—c
e =1+e€ z—c +¢€ +...4€ +...
! n!
— 00, +00
Chu61 2 4 2n .
cosu:l—u—'—i—%—...nL(—l)” ke s 00, F00
Cosin 2! ! (2n)!
- 2 o 3
cosx:cosc—(x—c)sinc—%cosc—i—(xTc)Sinc...
—00, +00
Chudi 3 5 2n+1 .
sinu:u—u—'—}—u—'—...—k(—l)" “ ' 00,00
Sin 31 51 2n +1)!
- 2 o 3
sinazzsinc—l—(:r—c)cosc—%sinc ( 'C) cosc+...
—00, +00
Chubi . . 1,1
] =l+u+u +u +...+u" +..
Ap so| "
nhan
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Ch X
uot 11 @)@ —1F — (=1 +.. 0,2
nghich 7
dao
Chuoi $—12 $—13 ) x_ln 072}
ol lnz=(@x-1)— + — (=D +..
Logarit 2 3 n
hmic U2 U3 u"
. v R _ 1\l 2
In(l+u)=wu + 3 .+ (=1 - +... _1,1]
2 n
r—c T—c L T—cC
Inz=1Inc+ — — +. (=D +
c 2c nc"
0,20}
Ch As 3 5 2n+1 .
Hot tan_lu:u—u—+u——...+(—1)’L “ + [ 1’1]
Tan 3 5 (2n+1)
Chudi | . W 1.34° 1.3.5.(2n — 3)u*""! - 1,1]
sm - u=u-+—-+ +... +...
Simt 23 245 2.4.6.2n —2).(2n — 1)
in
Chuoi A+ u)f :1+pu+p(p—1)uz+p(p—1)(p—2) 3
2! 3!
nhi thirc

Vi du 8.8.10. Tim chudi Maclaurent ctia ham f(z) = 9+ va tim khoang hdi tu

cda no.
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