
Bài giảng Toán 2

Chương 6.  Một số ứng dụng của tích phân
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.1 Diện tích giữa các đường

•R

Diện tích giữa y = f(x) và y = g(x) = [Diện tích dưới 

đường y = f(x)] - [diện tích dưới đường y = g(x)]
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.1 Diện tích giữa các đường

- Phân hoạch [a, b].

- Dải đứng đặc trưng

- Diện tích dải đứng

- Tổng các diện tích

- Giới hạn tổng
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6.1.1 Diện tích giữa các đường

Diện tích giữa hai đường cong. Nếu f, g C[a, b] và f 

≥ g thì diện tích giữa hai đường cong y = f(x) và y = 

g(x) cho bởi:

dxxgxfA

b

a

Chú ý. Ta không yêu cầu các đường cong nằm trên 

trục hoành.
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.1 Diện tích giữa các đường

Ví dụ. Tìm diện tích của miền nằm giữa các đường 
cong y = x3 và y = x2 - x trên [0, 1]

12

5
1

0

23
dxxxxA

Giải.  
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.1 Diện tích giữa các đường

Ví dụ. Tìm diện tích của miền tạo bởi đường cong 
y = e2x - 3ex + 2 và trục Ox

Giải.

2ln2
2

3
23

2ln

0

2
dxeeA

xx
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.2 Tính diện tích bằng các dải thẳng đứng

Tính diện tích bằng các dải đứng

a. Một dải đứng đặc trưng b. Xấp xỉ bằng các dải đứng

Cao

rộng

cao
Cao
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.2 Tính diện tích bằng các dải thẳng đứng

iii
xxgxf ,

**

Các kích thước của dải đứng đặc trưng là: 

Công thức tính diện tích:

Giả sử các đường cong y = f(x) và y = g(x) cắt nhau tại 

x = c như hình vẽ thì công thức tính diện tích là:

b

c

c

a

dxxfdxxfA
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6.1.2 Tính diện tích bằng các dải thẳng đứng

Ví dụ. Tìm diện tích 

của miền bao bởi 

đường thẳng y = 3x 

và đường cong y = 

x3 + 2x2
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6.1 Diện tích giữa hai đường cong

6.1.2 Tính diện tích bằng các dải thẳng đứng

Giải

Ví dụ. Tìm diện tích của miền được bao bởi đường 

cong y = sinx và trục Ox giữa hai đường thẳng: 
2

x
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6.1  Diện tích giữa hai đường cong

6.1.3 Tính diện tích bằng dải ngang

a. Xấp xỉ bằng các dải ngang
b. Một dải ngang đặc trưng

dài
dài

dài

rộng

Xấp xỉ diện tích bằng các dải nằm ngang

Công thức:
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6.1.3 Diện tích bằng các giải nằm ngang

Ví dụ. Tính diện tích của miền R nằm giữa parabol 

x = 4y - y2 và đường thẳng x = 2y - 3.

Giải: 4y - y2 = 2y - 3

y = -1; y = 3
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6.2.1 Phương pháp lát cắt. Cho S là một khối đặc và 

giả sử a ≤ x ≤ b thì lát cắt của S vuông góc với trục ox 

tại x có diện tích A(x). Khi đó thể tích V của S cho 

bởi: 
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6.2 Thể tích

6.2.1 Phương pháp lát cắt.

Ví dụ. Đáy của khối đặc là miền nằm trên mặt phẳng

Oxy được tạo bởi trục Oy và các đường thẳng y = 1 - x,

y = 2x + 5 và x = 3. Các lát cắt vuông góc với trục Ox

đều là hình vuông. Tìm thể tích khối đặc trên

Giải:
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6.2.1 Phương pháp lát cắt

Ví dụ. Một khối chóp đều với đáy là hình vuông có

cạnh L và đỉnh ở độ cao H đơn vị tính từ tâm của đáy.

Chứng tỏ:

Thể tích hình chóp tứ giác đều
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6.2 Thể tích
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6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn 

xoay)

Một khối đặc tròn xoay là khối S có được bằng cách 

xoay miền D thuộc mặt phẳng xy quanh một trục nằm 

ngoài D hoặc trên biên của D

các khối đặc tròn xoay

trục quay

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn xoay)

b

a

b

a

dxxfdxyV
22

Giả sử D là miền bao bởi đường y = f(x), trục Ox, các 

đường thẳng x = a, x = b. Khi đó nếu D được xoay 

tròn quanh trục Ox sẽ tạo thành khối đặc tròn xoay có 

thể tích là:
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6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn xoay)

Ví dụ. Tìm thể tích khối đặc S tạo thành khi xoay D bao 

bởi y = x2 + 1 quanh trục Ox, với 0 ≤ x ≤ 2

a. Miền D b. Khối đặc S khi quay D quanh 

trục x
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6.2 Thể tích

6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn xoay)

Phương pháp vòng đệm
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6.2 Thể tích

6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn xoay)

bán kính ngoài bán kính trong
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6.2 Thể tích

6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn xoay)

Tính thể tích bằng phương pháp vòng đệm
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6.2 Thể tích

6.2.2 Phương pháp đĩa và vòng đệm (vật thể tròn xoay)
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6.2.3 Phương pháp ống trụ

Đôi khi việc tính thể tích bằng các dải xấp xỉ song

song song với trục quay thì dễ hơn (thậm chí là cần

thiết) việc tính thể tích bằng các dải vuông góc với

trục quay. Hình ở slide kế tiếp cho thấy một miền D

dưới đường cong y = f(x) ≥ 0 trên đoạn [a, b] cùng

với dải đứng đại diện.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.2.3 Phương pháp ống trụ 

6.2 Thể tích

a. Dải đứng b. Khi 1 dải đứng quay 

quanh trục y, một vỏ được 

sinh ra

bán kính x
chu vi 
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Phương pháp ống trụ

6.2.3 Phương pháp ống trụ. Cho D bao bởi đường 

y = f(x) ≥ 0, trục Ox, các đường thẳng x = a, x = b 

với a ≤ b, khi đó khối sinh ra khi xoay D quanh Oy 

có thể tích:

dxxxfV

b

a

2
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6.2.3 Phương pháp ống trụ

Hình 6.22
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.1 Hệ tọa độ cực

- Định nghĩa hệ tọa độ cực: trục cực, cực

- Tọa độ cực của một điểm M(r, ). Tọa độ của gốc cực

- Mối liên hệ giữa M với (r, ). Dựng M khi r < 0

- Đổi từ tọa độ cực sang tọa độ Descart và ngược lại:

Chọn phù hợp với vị trí M trong mặt phẳng

M

O x

r
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.1 Hệ tọa độ cực

Giải.
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.1 Hệ tọa độ cực

6

5
,5

6
,5

6

11
,5 oror

Giải:

Đáp số

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.2 Đồ thị cực

Nguyên tắc: Khảo sát và vẽ đồ thị r = f( ) như hàm một biến 

trong tọa độ Descart. Xét một số trường hợp đặc biệt
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.2 Đồ thị cực

Giải.
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.2 Đồ thị cực

Ví dụ 5. (Vẽ đường Cardioid) 

r = 2(1 - cosθ)

Giải: Lập bảng, vẽ các điểm 

đặc biệt nối lại

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.3 Tóm tắt đường cong cực
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.3 Tóm tắt đường cong cực

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.4 Giao của các đường cong cực

Bước 1 Tìm tất cả các nghiệm chung của các phương 

trình được giao

Bước 2 Xác định xem điểm cực r = 0 có nằm trên hai 

đồ thị không.

Bước 3 Vẽ các đường cong để tìm các giao điểm khác

Ví dụ. Tìm giao điểm của hai đường cong 
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Điểm này 

được tìm khi 

giải phương 

trình

Điểm này được 

tìm khi nhìn đồ 

thị
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.5 Diện tích trong tọa cực

Định lý. Cho r = f(θ) xác định một 

đường cong cực, với f C[α, β], 

với 0 ≤ β - α ≤ 2 . Khi đó miền 

được tạo bởi đường cong r = f(θ) 

và các tia θ = α và θ = β có diện 

tích
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.5 Diện tích trong tọa cực
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.5 Diện tích trong tọa cực
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.5 Diện tích trong tọa cực
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6.3 Dạng cực và diện tích

6.3.5 Diện tích trong tọa cực
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6.4 Độ dài cung và diện tích mặt

6.4.1 Độ dài cung của một đường cong

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.4 Độ dài cung và diện tích mặt

6.4.1 Độ dài cung của một đường cong
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6.4 Độ dài cung và diện tích mặt

6.4.1 Độ dài cung của một đường cong

Ví dụ. Tìm độ dài cung của đường cong 

y [1, 3]
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6.4 Độ dài cung và diện tích mặt

6.4.2 Diện tích mặt tròn xoay

a. Mặt cong sinh ra khi quay 

đường cong C quanh đường 

thẳng L

b. Mặt nón cụt sinh ra khi quay 

đoạn thẳng l quanh đường thẳng L

Giả sử f C1[a, b], khi đó mặt tạo ra khi xoay quanh trục 

Ox cung của đường cong y = f(x) có diện tích
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6.4.2 Diện tích mặt tròn xoay

Ví dụ. Tìm diện tích của mặt được tạo ra khi xoay 

quanh trục Ox cung y = x3, x [0, 1]

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Giải: Ta có phương trình của nửa trên 

đường tròn bán kính r là:

22
xry

Ví dụ. Tính diện tích mặt cầu bán kính r
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6.4.2 Diện tích mặt tròn xoay
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6.4.2 Diện tích mặt tròn xoay. Nếu một đường cong 

cực r = f(θ) với α ≤ θ ≤ β được xoay quanh trục x thì 

nó tạo ra một diện tích là

Ví dụ. Tìm diện tích của mặt được tạo ra khi xoay 

quanh trục x nửa trên của đường cardioid r = 1 + cosθ
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Hình 6.56
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6.5.1 Công. Công thực hiện bởi một lực không đổi.

Nếu một vật thể di chuyển một khoảng cách d theo

hướng của một lực tác dụng F thì công W thực hiện là

W = F.d
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Công thực hiện bởi một lực biến thiên. Công thực

hiện bởi một lực biến thiên F(x) khi di chuyển một

vật dọc theo trục x từ x = a đến x = b được tính bằng
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6.5.1 Công
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6.5.1 Công.

Định luật Hook. Khi một lò xo bị kéo khỏi vị trí cân 

bằng x đơn vị thì có một lực đàn hồi F(x) = kx kéo lò 

xo trở lại vị trí cân bằng. Hệ số k trong công thức này 

được gọi là độ cứng của lò xo.

Lò xo ở vị trí cân bằng Lò xo bị kéo khỏi  vị trí cân bằng x 
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6.5.1 Công
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6.5.1 Công

Bài tập.

Cần tốn một công là bao nhiêu để căng một cái lò xo đàn hồi ra 10cm, nếu 

lực 1N căng lò xo đó được một đoạn 1cm
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6.5.1 Công

Mật độ khối lượng - Trọng 

lượng riêng
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6.5.1 Công

nước
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Giải. Lập hệ tọa độ với gốc ở đỉnh hình nón và  trục y là trục hình nón. 

Chia [0, 6] (nước chỉ cao 6ft) thành n đoạn con. Chọn điểm     đại diện       

trong khoảng con thứ k và xây dựng một đĩa mỏng nước cách gốc tọa 

độ      , độ dày yk. Ta sẽ xem lượng nước trong bồn là tập hợp của các 

phiến nước xếp chồng lên nhau. Chúng ta sẽ tìm ra công được thực 

hiện để nâng một đĩa nước điển hình và sau đó tính tổng công  bằng 

cách sử dụng tích phân để tính tổng công bơm nước.

Nhận xét rằng lực đòi hỏi để nâng một phiến nước bằng bằng với thể 

tích của nó nhân với trọng lượng trên một khối nước. Đặt      là bán kính 

của phiến nước thứ k. Dùng tam giác đồng dạng ta có:

412
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6.5.1 Công
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Do đó thể tích của phiến hình trụ là:
k

k
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y
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6.5.1 Công

Do đó trọng lượng của phiến nước là:
k
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4
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Công để nâng phiến nước lên độ cao              là: 
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Công để bơm cả lượng nước ra khỏi bồn:  
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6.5.1 Công

Công để bơm cả lượng nước cao hơn miệng  bồn 3ft là:

lbftdxyyW 263,915
16

4.62
6

0

22
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng

a. Một cái máng với 

các mặt cắt hình tam 

giác đầy một nửa

b. Mặt bên của máng c. Dùng các tam giác 

đồng dạng để tìm
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng

b. Mặt bên của máng
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng

c. Dùng các tam giác đồng dạng để tìm
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng
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6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng

a. mặt cắt ngang của đập b. một dải ngang điển hình 

ở 40 - y ft dưới mặt nước

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


6.5.2 Mô hình hóa áp suất và lực chất lỏng

Thiết lập hệ tọa độ như hình vẽ. Parabol có thể biểu diễn bởi phương trình y = cx2. Vì khi y = 40 khi 

x = 10, suy ra:

Dải đặc trưng ngang đặt ở độ vị trí y trên trục x, tức là độ sâu 40 -x dưới mặt nước. Dải rộng y và 

dài L = 2x. Viết L như là hàm của y: 

và do đó tổng lực tác 

động lên mặt đê là:

22
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6.5.3 Mô hình hóa trọng tâm của một miền phẳng

Trong cơ học, đôi khi ta cần xác định điểm cân bằng của đĩa có hình dạng phức tạp. 

Mô men lực đo xu hướng quay của một vật và phụ thuộc vào lực và điểm tác động 

của lực  vào vật đó. Từ thời Archimedes, người ta đã biết rằng điểm cân bằng của 

một vật xảy ra tại nơi mà các moment triệt tiêu nhau.

Khối lượng của một vật là một độ đo quán tính của vật đó, nghĩa là, xu hướng của 

vật duy trì trạng thái nghỉ hay chuyển động đều. Một đĩa mỏng  có vật chất phân bố 

đều, sao cho khối lượng riêng của nó (khối lượng trên một đơn vị diện tích) là 

hằng số được gọi là phân bố đều. Điểm cân bằng của một đĩa phân bố đều như vậy 

được gọi là trọng tâm của nó. Ta sẽ thấy trọng tâm có thể được tính bằng tích phân 

thế nào?
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6.5.3 Mô hình hóa trọng tâm của một miền phẳng
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6.5.3 Mô hình hóa trọng tâm của một miền phẳng

Chúng ta có các kết quả sau:

và

Gọi Mx và My lần lượt là moment của vật theo trục x và y
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6.5.3 Mô hình hóa trọng tâm của một miền phẳng

Khối lượng của R là:

Trọng tâm của R là điểm Thỏa mãn:
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6.5.3 Mô hình hóa trọng tâm của một miền phẳng
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6.5.3 Mô hình hóa trọng tâm của một miền phẳng

Bài tập Một đĩa phân bố đều R có khối lượng riêng = 1 và được tạo bởi 

những parabol ax = y2 và ay = x2 (a>0). Tìm khối lượng và trọng tâm của R

Giải. R đối xứng qua đường phân giác của góc phần tư thứ nhất, vì vậy trọng 

tâm nằm trên đường phân giác này.
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6.5.4 Định lý thể tích Pappus

Định lý. Vật rắn tạo ra bằng cách xoay một miền R quanh một đường 

thẳng nằm ngoài biên của nó (nhưng trong cùng mặt phẳng) có thể tích V 

= As, với A là diện tích của R và s là quãng đường đi của trọng tâm của R
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6.5.4 Định lý thể tích Pappus

Ví dụ 7. (Thể tích của vòng xuyến)

Khi một hình tròn bán kính r được quay quanh một đường thẳng trên mặt 

mặt phẳng chứa đường tròn đó đặt cách tâm của nó R đơn vị (R > r) thì 

vật rắn tạo ra được gọi là một vòng xuyến. Hãy chứng tỏ rằng vòng xuyên 

này có thể tích V = 2 2r2R
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6.5.4 Định lý thể tích Pappus

Giải. Hình tròn có diện tích A = r2 và tâm của nó (cũng là trọng tâm) di 

chuyển 2 R.Vậy:

Thật tình cờ, thể tích đã tìm được trong ví dụ 7 sử dụng định lý Pappus 

đã được thấy khi giải bài toán 56 của mục 6.2 bằng cách sử dụng vòng 

đệm
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