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Chuong 10

Ham vécto

10.1 Giéi thiéu vé ham vécto

TRONG PHAN NAY: Ham gia tri vécto, cac phép toan v6i ham vécto, giéi han va
su lién tuc ctia ham vécto

10.1.1 Ham gia tri vécto

Dinh nghia 10.1.1 (Ham gi4 tri vécto). Mot ham c6 gia tri vécto (hodic, ngan
gon 1a ham véctd) F clia mot bién thyc ¢6 mién xac dinh D 1a mot qui tic cho
tuong tng v6i moi s6 ¢ trong D mot vécto duy nhat F(¢). Tap hop tat ca cac vécto
v ¢6 dang v = F(¢) v6i ¢ thuoe D la mién gia tri ctia F. Tuc la,
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SHB)i+ fo(t)] mit phang(R?)
F(t) = filt)i+ f2(t)j + f3(t)k khong gian(R?)

vl f1, fo va f3 1a cac ham gid tri thuc (gid tri vo huéng) ctia bién thuyc ¢ duge
dinh nghia trén tap xac dinh D. Trong hoan canh nay, fi, fo va f3 dugc goi la cac
thanh phan ctia F. Mot ham vécto con c6 thé duge ki hicu 1a F(t) = (f1(t), f2(t))
hodc F(t) = (f1(¢), f2(¢), f3(1)).
Vi du 10.1.1.

F(t) = (£*)i+ (3t)j + (cos2t)k,t € R.

Cho F la mot ham vécto, va gia st diem dau ctia vécto F(t) 1a tai gbc toa do.
D5 thi ctia F 1a dudng cong dugce tao ra bdi cac diém cudi ciia vécto F(¢) khi ¢ thay
ddi trén toan mién x4c dinh D (xem hinh . Trong truong hop nay, F(t) dugc
goi 1a vécta vi tri tai t cho diém P(fi(t), fo(t), f3(t)) trén C.

Vi du 10.1.2.[D6 thi clia mot ham vécto] Vé do thi clia ham vécto

F(t)=3—-1)i+(2t)j+ (3t —4)k
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Hinh 10.1: D6 thi ctia ham vécto F(t) dugc vé ra bdi diém két thic ctia F(¢) khi ¢
thay doi trong mién xac dinh D.

Gidi. DO thi la tap hop tat ca cac diém (z,y, z) véi
r=3—1 y =2t z=—-4+3tteR

Day chinh 1a céc phuong trinh tham sé cho duong thing trong khong gian ma di
qua diém Py(3,0, —4) va song song vdi véctd V = —i + 2j + 3k.

V=-i+2]+3k
24 /

X
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Hinh 10.2: D6 thi cia F

Vi du 10.1.3.[Do6 thi ctia mot helix tron] V& do6 thi ctia ham vécto
F(t) = (2sint)i — (2cost)j + (3t)k

Gidi. Do thi ctia F 14 tap hop tat ca cac diem (z,y, z) trong khong gian c6 toa do
thoéa méan
T = 2sint y = —2cost z =3t

v6i moi t. Hai thanh phan dau thoa man 22 + %> = 4 nén do thi ndm trén mat
ctia hinh tru tron c¢6 ban kinh 2. Chi ¥ rang truc déi xing ctia do thi la truc 2. Ta
ciing biét khi ¢ ting thi toa do z clia cac diém ndm trén do thi tang theo cong thic
z = 3t, nghia la cic diém (x,y, z) trén dd thi tang theo hinh xodn ¢ trén mit clia
hinh tru 22 4+ y? = 4. Do thi xoan 6c di lén nguge chiéu kim dong ho va duge goi 1a
helix tron phai.



Hinh 10.3: D6 thi ctia mot helix

Mot vi du noi tiéng ctia helix 1a phan t& ADN, c6 cau tric 13 2 helix xodn véi
nhau.

The structure of DNA
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a. DNA molecule b. Helix from Example 2 c. Interactive Computer generated helix

F(1) = (cos )i+ (sinr)j + 0.2tk
Hinh 10.4: Vi du vé mot so helix

[]

Vi du 10.1.4.[Tim mot ham vécto] Tim mot ham vécto F ma c6 do thi 1a phan
giao clla nita mat cau z = /4 — 22 — 42 va hinh try parabol y = 2? nhu trong hinh.

Gidi. C6 nhiéu cach dé tham sd héa mot dudng cong, mot trong sé do la cho
x = t. Thé y = t? (tit phuong trinh ctia hinh tru parabol), va bing cach thé vao
phuong trinh ctia nita mat cau, ta tim duge z = \/4 — 22 — y2 = /4 — 2 — t4. Mot
cong thitc cho ham vécto ctia do thi duge cho 1a

F=ti+tj+V4—t2—tik




Hemisphere

“
z=V4-xi-y?

Curve of
intersection ¢

Cylinder y = x2

Hinh 10.5: Duong cong giao clia nita mat cau va hinh try

10.1.2 Cac phép toan

Dinh nghia 10.1.2 (Cac phép toan véi ham vécts). Cho F va G la cac ham vécto
clia bién thyc ¢, va cho f 1a mot ham vo huéng. Khi d6, F+ G, F -G, fFvaF x G
la cac ham vécto, va F - G 1a mot ham vo huéng. Nhitng phép toan nay duge dinh
nghia nhu sau

Ham vécto:

(F+G)(t)=Ft)+G(t) (F-G)(t)=F(t) —G()
(JE)(t) = F(O)F () (F x G)(t) = F(t) x G(t)
Ham vo hudng: (F-G)(t) =F(t) - G(t)
Cac phép toan nay dugc dinh nghia trén giao ctia tap xac dinh ctia cac ham vécto
va ham vo huéng xuat hién trong dinh nghia.

Vi du 10.1.5.] Cac phép tinh v6i ham vécto] Cho F(t) = i + tj — (sint)k va
G(t) =ti+ }j + 5k. Tim
a. (F+G)(t) b.(eF)t) c. (FxG)(t) d (F-G)(¥)

10.1.3 Gidi han va lién tuc
Dinh nghia 10.1.3 (Gi6i han cia mot ham vécto). Gia st cadc thanh phan fy, fo,

f3 cua ham vécto

F(t) = fil)i+ f2(0)j + f2(H)k
déu c6 gigi han khi t — ¢y, v6i to 1a s6 bat ki hodac oo hoac —oo. Khi d6 gisi han
cua F khi t — ¢y 1a vécto

lim F(t) = [lim fl(t)] i+ [lim fQ(t)] i+ {lim fg(t)] k

t—to t—to t—to t—to

Vi du 10.1.6.[Gi6i han ctia mot ham vécto] Tim 111’% F(t), v6i F(t) = (t* — 3)i +
H
e'j + (sinmt)k.



Giaz.
. i 2 . . t] . . .
g P(0) = [l =i+ [imye’] 5+ [imytsinrt) &
=i+ e?j
[l

Dinh Iy 10.1.1 (Cac qui tac vé gidi han vécto). Néu cic ham vécto F va G la cdc
ham cia bién thuc t va h(t) la mot ham vé hudng sao cho cd 3 ham déu cé gidi han
hau han khi t — ty, thi

Gidi han cia tong lim [F(t) + G(t)] = lim F(t) + lim G(¢
t—to t—to t—to
Gidi han ciua hiéu lim [F(t) — G(t)] = lim F(¢) — lim G(¢
t—to t—to t—to
Gidi han cia phép nhan vé hudng }L%[h(t)F(t)] = [tlgg h(t)] [tlg% F(t)]
Gidi han cida tich vo6 hudng }L%[F(t) -G(t)] = [tlg?o F(t)] : [tli}r% G(t)}
Gidi han cida tich c6 hudng }E%[F(t) x G(t)] = [tlg% F(t)] X {}Lr% G(t)]

Cac cong thic gioi han nay cung dp dung dugc khi t — oo hodc khi t — —o0, vdi
diéu kién la tat cd cdc biéu thie déu cé gidi han hitu han.
Vi du 10.1.7.[Gidi han ctia tich ¢6 huéng] Ching minh réng %mﬂF(t) x G(t)] =
ﬁ
[lim F(t)} x [lim G(t)] v6i céc ham vécta
t—1 t—1
Fit)=ti+(1-t)j+t’k va G()=¢€i— (3+e)k
Dinh nghia 10.1.4 (Sy lién tuc ctia ham vécto). Mot ham vécto F duge goi 1a lien
tuc tai to néu to nam trong mién xac dinh ctia F va lim F(t) = F(t).
—to

Chii j 10.1.2. Diéu nay giéng véi viec yéu cau mdi thanh phan ctia F lién tuc tai
to. Tc 1a

F(t) = fit)i+ f2(t)] + fs()k
lien tuc tai to khi ¢y ndm trong mién xac dinh clia cdc ham thanh phan f,(t), f2(t),

va f3(t) va

lim fi(t) = fl(to);tli_% fo(t) = f2(to);t1i_{% f3(t) = f3(to)

t—to
Vi du 10.1.8.[Su lién tuc ciia mot ham vécto] V6i nhing gia tri nao cta ¢ thi
F(t) = (sint)i+ (1 —¢)7'j + (Int)k lien tuc?
Gidi. Ham vécto F lién tuc khi va chi khi cac ham thanh phan
fit) =sint  fo(t) =1 —t)"'  f3(t) =Int

lien tuc. Ham f; lién tuc véi moi ¢; f5 lien tuc khi 1 — ¢ 2 0; f3 lién tuc véi t > 0.
Vay F lién tuc khi ¢t > 0,¢ # 1. m



10.2 DPao ham va tich phan ciia ham vécto

TRONG PHAN NAY: Dao ham vécto, vécto tiép tuyén, tinh chat clia vécto tiép
tuyén, mo hinh chuyén dong ctia mot vat thé trong R3, tich phan vécto

10.2.1 Dao ham va cac tinh chat

Dinh nghia 10.2.1 (Dao ham ctia mot ham vécts). Dao ham cia ham vécto F 1a
ham vécto F' duge xac dinh béi giéi han
AF F(t + At) — F(t)

/ o . = _ .
Fi(t) = Jim - = lim Af

khi gi6i han nay ton tai. Theo ki hiéu Leibniz thi dao ham ctia F dugc ki hieu la

7t Ta n6i rang ham vécto F kha vi tai t = ¢ty néu F'(t) xac dinh tai ¢,.

Dinh 1y 10.2.1 (Dao ham ctia mot ham vécto). Ham vécto F(t) = fi(t)i+ fo(t)j+
f3(t)k khd vi khi cac ham thanh phan fi, fa va f3 déu khd vi va trong truong hop

N

nay

F'(t) = fi(0)i+ f3(0)j + f(t)k

Vi du 10.2.1.[ Su kha vi cia mot ham vécto] V6i cac gid tri ndo cta ¢ thi G(t) =
|t|i+ (cost)j+ (t — 5)k kha vi?

Gidi. Cac ham thanh phan cost va t — 5 khé vi v6i moi ¢, nhung |¢| thi khong kha
vi tai t = 0. Do d6 G kha vi v6i moi ¢ #£ 0. O

Vi du 10.2.2.[Dao ham ctia mot ham vécto] Tim dao ham ciia ham vécto
F(t) = e'i + (sint)j + (£* 4 5t)k
Chiing minh. Lay dao ham ting thanh phan riéng biét, ta dugc

F'(t) = e'i + (cost)j + (3t* + H)k

Cac tinh chat ciia dao ham vécto

Céac dao ham cap cao hon ctia ham vécto F ¢6 dude bang cach dao ham lan ludt cac
thanh phan cta F(t) = fi(t)i+ f2(¢)j + f3(t)k. Vi du nhu, dao ham cap hai cia F
1a ham vécto

F7 () = [F'(t)] = A7 (Oi+ L7 (0] + 7 (Hk



. d*F
Theo ki hiéu Leibniz thi dao ham cap hai cia F theo ¢t dugce ki hiéu la VR va dao

. d*F
ham cap ba la —.

P ar? / /
Vi du 10.2.3.] Dao ham cap cao ciia ham vécto] Tim céc dao ham cap 2 va 3 cta
ham vécto

F(t) = i+ (1 — t*)j + (cos 2t)k

Dinh 1y 10.2.2 (C4c qui tic dao ham ham vécto). Néu cic ham vécto F va G va
ham vo huong h kha vi tai t, thi aF +bG, hF, F -G va F x G cung khad vi tai t va
Ludt tuyén tinh (aF +bG)' (t) = aF'(t) + bG'(t) vdi cdc hang s6 a,b.
Ludt nhan vo hudng (hF)(t) = I'(t)F(t) + h(t)F'(t)
Ludt tich vo huong (F-G)(t)=(F -G)(t)+ (F-G)(¢)
Ludt tich c6 huong (F x G)(t)=(F x G)(t) + (F x G')(¢)
Luat day chuyén [F(h(t))] = ' (t)F'(h(t))

Vi du 10.2.4.[Tim tich ¢6 huéng] Cho F(t) =i+ tj + t?k va G(t) = ti + ¢'j + 3k.
Hay kiém tra rang

(Fx G)'(t) = (F' x G)(t) + (F x G')(1)
Vi du 10.2.5.[Dao ham clia cac bi¢u thiic ham véctd] Cho F(t) = i+e'j+t’k  va
G(t) = 3t*i + e~ 'j — 2tk. Tim

d 5 d
a. E[QF@ + t3G(t)] b. E[F(t) -G(t)

Dinh 1y 10.2.3 (Su vuong goc ciia mot ham c6 do dai hing s6 va dao ham clia
n6). Néu ham vécto khac khong F khd vi va c6 do dai la hang so thy F(t) vuong géc
vdi vécto dao ham F'(t).

10.2.2 Vécto tiép xtc
Cho t 1a mot s6 trong mién xac dinh ctia ham vécto F(t), va Py 1a mot diém trén
do6 thi ctia F tuong tng véi ty. V6i bat ky s6 duong At nao thi ty sai phan

AF  F(to + At) — F(to)

At At

1a mot véc to cung hudng véi vécto cat tuyén PoQ = F(ty + At) — F(ty) v6i Q 1a
diém trén do thi cia F tuong ting véi t = to + At. Gia st ty sai phan AF/At ¢6
gi6i han khi At — 0 va
AF

lim — #0

A AL 7
Thé thi, khi At — 0 hudng ciia vécto cat tuyén PoQ = F sé tién dén huéng clia
vécto tiép tuyén tai P.



Dinh nghia 10.2.2 (Vécto tiép tuyén). Gia st F(¢) kha vi tai to va F'(to) # 0. Khi
dé F'(tg) 1a mot véctd tiép tuyén véi do thi ctia F(t) tai diém ma ¢t = ¢y va chi
theo huéng tang cua t.

direction of
increasing

Hinh 10.6: Khi At — 0, vécto PoQ va do d6 ty sai phan AF /At tién dén vécto tiép
tuyén tai By.

Vi du 10.2.6.[Tim mot vécto tiép tuyén] Tim mot vécto tiép tuyén tai diém P,
ting véi t = 0.2 trén do thi cia ham vécto

F(t) =e*i+ (* —t)j + (Int)k
Giai. Dao ham cta F(t) la
F/(t) =2+ (2t — 1)j + (t Dk
do d6 vécto tiép tuyén tai diém cé t = 0.2 1

F'(0.2) = 2¢°4 — 0.6j + 5k

Vi

F(0.2) = "4 — 0.16j + (In0.2)k
nén toa do tiép diem la (4, —0.16,1n0.2). Do d6, tiép tuyén c6 phuong trinh tham
sO

x =% 4 2e%, y=—-016—-0.6t z=1In0.2+ 5t
O

Dinh nghia 10.2.3 (Duong cong tron). Do thi ctia ham vécto xac dinh béi F(t) 1a
tron trén moi khoang chita ¢ ma F’ lién tuc va F/(t) # 0. D6 thi 1a tron timg khic
trén mot khoang néu nhu ta c6 thé chia khodng d6 thanh hitu han nhitng khoang
con ma trén do F tron.

Vi du 10.2.7.(X4c dinh xem mot dudng cong ¢6 tron hay khong) Xac dinh xem do
thi cia ham vécto
F(t) = (t* + 1,cost, e’ +e7*)

c6 tron v6i moi t khong?



Gidi. Dao ham
F'(t) = (2t, —sint, e’ —e™")

lien tuc v6i moi ¢, nhung F'(0) = (0,0,0). Do d6, do thi khong tron v6i moi ¢ ma
chi tron trén nhitng khoang khong c6 chia t = 0. O
Chi ¢ 10.2.4. Mot do thi sé khong tron trén mot khodng néu né c¢é chita mot diém
ma tai d6 c6 su doi huéng dot ngot. Vi du nhu do thi trong hinh duéi 1a khong tron
trén bat ky khoang nao ma cé chia diém tuong ting véi goc nhon. Trong vi du vira
roi, diém nhu vay xay ra khi t = 0, tiic 1a Py(1, 1,2). Dudng cong trong hinh chi tron
timg khic vi ta c6 thé chia né lam 2 phan ma mdi phan la mot dudng cong tron.

NO tngent
P
QTL}'
o

Hinh 10.7: Mot duong cong khong tron

10.2.3 Tich phan

Dinh nghia 10.2.4 (Tich phan vécto). Cho F(t) = fi(t)i+ fa(t)j + f3(t)k, v6i fi,
fo va f3 1a cac ham lien tuc trén khoadng déng a < t < b. Khi d6 tich phan bat
dinh cta F la ham vécto

/F(t)dt — [/ fl(t)dt] i+ |:/f2(t)dt:|j+ U fg(t)dt:| k+C

véi C = Chi + Cyj + Csk 1a mot vécto hang s6 bat ki. Tich phan xac dinh ctia F
trén a < t < b 1a vécto

/abF(t)dt — [/b fl(t)dt} i+ [/b fz(t)dt} j+ [/b f3(t)dti| k

Vi du 10.2.8.[Tich phan ctia mot ham vécto] Tim [ [ti 4 3j — (sint)k] dt

/Oﬂ[ti+3j—(sint)k] it — [/Owtdt] Pt {/OWSdt}j— U}Wsintdt} K

1
= §7r2i + 3mj — 2k

Gidi.
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Vi du 10.2.9.[Vi tri clia mot vat cho bdi van t6c clia n6] Van toc clia mot hat dang
chuyén dong trong khong gian la

V(t) = e'i+ t%j + (cos 2t)k
Hay tim ham vi trf clia hat theo ¢ néu vi trf tai thoi diem ¢ = 013 R(0) = 2i+j — k.
Chatng minh. Ta can giai bai toan diéu kién dau bao gom:
Phuong trinh vi phan: V(t) = Cii_fzf{ = e'i+ t?j + (cos 2t)k
Diéu kien dau: R(0) =2i+j—k
Lay tich phan ca 2 vé clia phuong trinh vi phan theo ¢

foe [ o

1 1
R(t) = e'i + gt3j + 5 sin 2tk + Chi+ Coj + G5k

Bay gio dimg diéu kien dau dé tim C ta dugec C =i+ j — k. Do d6, vi tri ctia hat
tai thoi diém ¢ 1a

1 1

10.2.4 M5 hinh chuyén dong ctia mot vat trong R?

Dinh nghia 10.2.5 (Chuyén dong vécto). Mot vat chuyén dong sao cho vi trf ciia
né tai thoi diem ¢ duge cho bdi ham vécto R(t) dugde néi la co

Vécto vi tri, R(t), va

Van téc, V = di{
i dt

Tai thoi diém ¢ bat k¥,
Téc do 1a ||V, 1a do 16n ciia van téc.

, \Y%
Huéng chuyén dong la vécto don vi m, va
Vécto gia toéc la dao ham clia van toc
A I’R
Codt dt?

11
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Hinh 10.8: Vécto van tbc tiép xic véi qui dao ciia chuyén dong

Vi du 10.2.10.[Téc do va huéng ctia hat] Vi trf ctia 1 hat tai thoi diém ¢ duge xac
dinh bdi vécto

R(t) = (cost)i+ (sint)j + t°k
Hay phan tich chuyén dong ciia hat. Cu thé hon, hay tim van tbc clia hat, téc do,
gia toc, va hudng ctia chuyén dong tai thoi diém t = 2.

Glidi. IR
V= i (—sint)i + (cost)j + 3t°k

dV
A= - = (—cost)i — (sint)j + 6tk

Van toc tai t = 2 1a V(2): (—sin2)i + (cos2)j + 3(23)k
Gia toc tai t = 2 1a A(2): (—cos2)i — (sin2)j + 6(2)k
Toe do 1a | V] = V1 + 9t% Tai t = 2 thi toc do 1a [|[V(2)]| = V145
Huéng ciia chuyén dong tai t = 2 1a
\ 2
IVIF V145

Tai t = 2, huéng ctia chuyén dong 1a V(2)/||V(2)|:

1 . . .
\/T_5[(— sin 2)i + (cos 2)j + 12K]

[(—sint)i+ (cost)j + 3(t*)K]

10.2.5 M5 hinh ném xién (chuyén dong ciia vién dan)

Nhin chung viéc phan tich chuyén dong ctia mot vien dan la rat kho, nhung bai toan
trd nén gidi dudgce néu ta gia st rang gia téc trong truong 1a hing s6, va vien dan di
trong chan khong. M6 hinh chuyén dong trong thuc té (vé6i luc can khong khi chang
han) dya trén nhiing gid thiét nay thi kha dang vé6i thuc té mién 1a vien dan du
ning va bay véi van toc tuong doi thap, va 6 kha gan bé mit trai dat.

12



ZjDirection of V
0.081 =0 I"‘_lj +k

Hinh 10.9: Do thi cia R va V tai t = 2

Gia st ring vien dan duge ban lén tit mot diém P va di trong mot mit phing
toa do sao cho P nim ngay trén goc toa do va diém va cham I v6i mat dat nim
trén truc x trung véi mit dat. Goi sy 1a do cao ctia P tinh tit O, vy 1a van toc dau
cua vién dan, va «a la goc nghiéng.

V)

Ground level
Hinh 10.10: Duong di ciia mot vien dan

Vi vién dan chuyén dong trong chan khong nén luc duy nhat tac dong lén né la
lyc hat trai dat. Lic F nay huéng xudng, c6 do 16n bang véi trong lugng clia vien
dan. Néu m 1a khéi luong vien dan va g 1a gia toc trong truong, thi do 16n ctia F
1a ma. Theo dinh luat 2 Newton thi tong céac luc tac dong lén vien dan ding bang
mA(t), véi A(t) 1a gia toc clia vien dan. Do d6

F = —mgj
mA(t) = —mgj
Alt) = —gj

Van t6c ciia vien dan c6 duge bang cach lay tich phan A(t). Tic la
V() = /A(t)dt _ /(—gj)dt — g+ C,

véi C; = V(0). Vi vién dan duge ban véi toc do dau vy = ||V(0)]] v6i goc nghiéng
a nén van téc dau phai la

C, =V(0) = (vocos )i+ (vosina)j
Thay vao ta tim dugc

V(t) = —gtj + (vo cos a)i+ (vgsina)j = (v cos )i+ (v sina — gt)j
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Bay gio lay tich phan ctia V theo ¢, va sit dung diéu kién R(0) = spj ta tim duge
ham vi tri

R(t) = /V(t)dt = [(vg cos a)t]i + | (vosin @)t — %th + 80l j

Ménh dé 10.2.5 (Chuyén dong clia mot vien dan trong chan khong). Xét mot vien
dan chuyén dong trong chan khong trong mot mdt phing toa do, vdi truc x ndam
ngang mdt dat. Néu vién dan dudc ban t mot do cao so vdi van toc dau vy va goc
nghiéng o, thi tei thoi diem t (t > 0) né & tai diem (z(t),y(t)) zdc dinh bdi

1
x(t) = (vo cos a)t va y(t) = —§gt2 + (vo sin )t + s¢

Chii i 10.2.6. Khi o # 90° thi ta c6 thé khit tham s6 ¢ bang céch gidi phuong trinh

dau tien dé duoc
T
t =

Vg COS (¥
Biang cach thay vao phuong trinh thit hai, ta tim dudgc

1 T 2 ) T
y=—=g + (vp sin ) + 5o
27 | vg cos Up COS (v

—9 2

= |—0———— |2+ (tana)z + s
[2(1}0 cos a)Q} ( ) 0

Day la phuong trinh trong hé toa do vuong goc cho qui dao cta vién dan. Do phuong

trinh c6 dang tong quat

y=ar’+br+c, véi a<0

nén qui dao 14 mot phan ctia mot parabol huéng xuéng. Tiic 13, néu vien dan khong
dugc ban thang ding thi qui dao clia né sé la mot phan ciia cung parabol huéng
xuong.

Vi du 10.2.11.[Md hinh chuyén dong ctia mot vat duge ném| Mot cau bé ding tai
mot mém da ném mot qui bong len theo goc nghiéng 30° va van téc dau 1a 64 ft/s.
Gia st rang khi qua bong roi tay cau bé, n6é 6 do cao 48 ft so v6i mat dat 6 chan
mom da.

a. Tim thoi gian bay va pham vi bay ctia qua bong.

b. Tim van toc va téc do ciia qua bong khi né cham dat.

c. Qua boéng co thé dat dén diém cao nhat 1a bao nhieu?

14



o | e
<===050--->te——-0<0-—-
;
Il Vy =V V=V,
]

Hinh 10.11: Chuyén dong ctia mot vien dan. Qui dao 14 mot phan clia cung parabol.

Gidi. a. Qui dao ciia qua boéng c6 cac phuong trinh tham s6
z(t) = (64 cos 30°)t = 32v/3t
1
y(t) = —5(32)152 + (64 5in 30°)t 4 48 = —16t* 4 32t + 48
a. Qua bong cham dat khi y = 0. Giai phuong trinh cho y khi ¢ > 0 ta tim dugc
t = 3. Do d6 pham vi bay la

2(3) = 32v/3(3)
b. Dao ham z(t) va y(t) ta tim duge
V() = 32V/3i + (=32t + 32)j
Do d6 khi cham dat van toc 1a V(3) = 32v/3i — 64j va tdc do ciia no la
IV(3)| ~ 84.664042

c. Qua béng & vi tri cao nhat khi thanh phan ding ctia van toéc 1a 0, tic 1a khi
y'(t) = 0. Giai phuong trinh nay ta tim duge t = 1. Do d6 do cao cuc dai la
ting vdi vi tri ngang
Tm = x(1) = 55.425626
O

Meénh dé 10.2.7 (Thai gian bay/Pham vi bay). Mot vién dan dugc bin tu mdat dat
c6 thoi gian bay Ty va pham vi bay R; dugc cho bdi cac phuong trinh
2 v2

Ty = —vpsina va Rf:—osin2a
g

15



2
. v ‘
Pham vi bay 1dn nhét la R, = -2, va zdy ra khi o = %
g

Vi du 10.2.12.[Thai gian va pham vi bay ctia mot vien dan] Mot vien dan duge
ban tit mat dat véi goc nghieng 40° va van téc dau 110 ft/s. Tim thoi gian v pham
vi bay.

2
Giai. Ty = —vgsina ~ 4.4191648
g

2

R = 20 gin2a ~ 372.38043 0
g

10.3 Do cong

TRONG PHAN NAY: Tiép tuyén don vi va vects phap tuyén don vi chinh, do dai
cung khi tham s6, do cong.

10.3.1 Tiép tuyén don vi va vectd phap tuyén don vi chinh

O phan 10.2, ta biét ring néu R(¢) 1a mot ham vecto ting v6i dudng cong tron C,
khi d6 dao ham khac khong R/(¢) 1a tiép tuyén clia dudng cong C' tai diém P véi ¢
tuong ting. Vi dudng cong C' tron nén ta c6 R/(t) # 0 va vecto tiép tuyén don vi T
cua C dugce tinh theo cong thiic

R'(1)
IR/ (&)1

T(t) =

Plane of vectors
onhogonal 1o T

Figure 10.26 Unit tangent
vector T and vectors
orthogonal to T on a given
curve
Hinh 10.26 chi ra duong cong C v tiép tuyén don vi T tai diém P cu thé. Theo
dinh 1y 10.4( dinh ly veé sy tryc giao clia ham s6 ¢6 do dai ¢6 dinh va dao ham clia

16



n6), vi T(t) c6 do 16n khong ddi (]| T(t)|| = 1). Diéu nay dan dén T'(t) tric giao véi
T(t) va vi vay T’(t) 1a phap tuyén ctia duong cong C' tai P. Theo hinh 10.26, c6
vo s véc to trie giao véi véc to tiép tuyén don vi T(t) va do d6 déu 1a vécto phap
tuyén. Dé phan biét vécto T'(t) v6i cac vécto phap tuyén khac, ta chuan héa né béi
phép chia cho chinh do dai cia né, va xac dinh mot véc to phap tuyén don vi chinh
(principal unit normal vector)

T'(t)

NO = )

Tiép Tuyén Don Vi Va Vecto Phap Tuyén Don Vi Chinh
Néu R(t) 1a ham vécto xac dinh mot dudng cong tron thi tai mdi diém vécto
don vi 1a

R'(t)
T(t) = ——+
IR/ (2)]]
va véc to phap tuyén don vi chinh 1a
T'(t)
N(t) = .
1T ()]

Vi du 10.3.1.Tiép tuyén don vi va phap tuyén don vi chinh
Tim vécto tiép tuyén don vi T(t) vi vécto phap tuyén don vi chinh tai mdi diém
trén dudng cho béi ham vécto R(t) =< 3sint, 4t, 3 cost >.

Gidai. Ta c6 R/(t) =< 3cost,4,—3sint >, vi vay

IR/ ()] = v/(3cost)? + 42 + (—3sint)2
= \/9c0s2t+16+9s,in2t

=v9+16
=5

Do d6, vécto tiép tuyén don vi I

R
0 == =)

1
= < 3cost,4,—3sint >

= §cost%—§sinzf
\5 "5 5

17



Dé tim vecto phap tuyén don vi chinh N, truéc hét ta tim T’(¢) va do 16n cia

no:

o (sin® ¢ + cos? t)

/C
!3

Vay, vecto phap tuyén don vi chinh 1a
T'(2)

T (@)
(—2sint, 0, -2 cost)
3

5
= (—sint, 0, — cost)

N(t)

]

Gia stt mot vat thé chuyén dong doc theo dudng cong C clia vécts R(t) theo
chidu tang ctia t. Khi d6, tai mdi diém P trén qui dao C vécto don vi RT(t) chi
huéng chuyén dong, trong khi d6 vécto vects phap tuyén don vi chinh N(#) chi ra
huéng quay ctia vat ( xem trong hinh 10.27 a). Xét qui dao trong mit phang thi
N(t) chi ra mat 1om ctia quy dao (Hinh 10.27b).

Phrection

al medion

X ¥
a. T points in the direction of moltion b. In the plane, N points toward the
while N points in the direction the mov- concave side of the trajectory

ing object is turning

Figure 10.27 Unit tangent T and principal unit normal N at each point on the trajectory
of a moving object
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10.3.2 Do dai cung
Nhéc lai tit muc 6.4, do dai cung ctia d6 thi ham y = F(z) trén khoang [a, b] dugc

xac dinh béi tich phan
= 1/1 d
s = / + dx Z.

Néu dd thi dugc biéu dién biang phuong trinh tham s6 2 = x(t) va y = y(t), thi theo

d dy d
luat day chuyen d—zz = d_yd_atj vi vay ra co
dy % 4
d_y = :11; VGi _x # 0
x

dt

Do d6, néu do thi chi dude quét mot lan qua t; < ¢t < t, thi do dai cung dude xac
dinh bdi

2
+ () o

Hoan toan tuong tu, néu x = z(t), y = y(t), 2 = z(t) la cdc phuong trinh tham s6
ctia duong cong C trong R? quét mot lan duy nhat trén khoang tham s6 t; <t < t,
thi do dai cung ctia C' dugc tinh bang cong thic

SRONONOE

Tuy nhién ta thuong muén cong thitc xac dinh do dai cung khong phu thude vao t
hay bat cit tham s6 dic biét nao trong tinh toan. C6 thé néi ring dinh nghia vé do
dai ctia duong sau day thuc sy doc lap véi tham s6

Ham do dai cung Cho C la dudng cong tron timg khic, duge biéu dién
bdi phuong trinh tham s6 R(t) = z(t)i+y(t)j+ 2(t)k va Py = P(ty) 1a diém dac
bigt tren C' (con goi la diém cd s8). Khi d6 do dai ctia C tinh tit diém co s6 Py
t6i diem P(t) bat ki duge tinh bang ham dd dai cung s(t) nhu sau

L) () ()
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Figure 10.28 s(t) is the
length of the curve C from the
point Pltg) to Pt if t > g

Ham do dai cung s(t) do khodng cach doc theo duong C tit diem P(to) dén P(t)
néu ¢ > to va ngugc lai néu t < o (xem hinh 10.28). Vi chiéu dai doc theo C' 1a tinh
hinh hoc nén né khong phu thudc vao viée ta stt dung tham s6 ¢ trong R(t).

Dinh nghia nay cho phép ta st dung do dai s(¢) nhu la tham s6 dé mo ta dudng
cong. Du1 thai gian 1a tham s6 tu nhién cho viéc nghién citu chuyén dong ctia vat
trong khong gian, viéc sit dung tham s6 do dai dé mo ta cac dac trung hinh hoc ctia
duong cong thuong mang lai nhiéu lgi ich hon.

Vi du 10.3.2. Tim dé dai cung cho béi phuwong trinh tham sb

Tim do dai cung cho bdi

R(t) =< 12t,5cost,3 — bsint >

tiut=0dén t = 2.

Giai. Ta tim duge

d d d
d—f - 12,d—§ = —5sint,d—j — —5cost

t2 dz\? dy 2 dz\>
S"/tl W%) *(%) *(%) «

2
= / V122 + (=5sint)? + (=5 cost)2dt
0

2
= / 13dt
0

= 26

Do do,

Cong thiic cho do dai cung c6 thé duge st dung trong viec tinh téc do chuyén dong
cta vat. O

20




Dinh 1y 10.3.1. Tinh toc do thong qua dao ham cia do dai duong cong Gid su
mot vit chuyén dong doc theo duong C tron zdc dinh bdi ham vi tri R(t) =<
z(t),y(t), 2(t) >, véi R'(t) lién tuc trén khodng [ti,ts]. Khi dé vat cé toc do

ds .
- = IVl = IR'(t)||  woi t1 <t<ty

Chitng minh. Ap dung dinh 1y co ban thit hai dé xéc dinh do dai cung
¢ dz\ 2 dy 2 dz\?
t) = — —= — | d
0= [y (G) s () (5
ds dz\ 2 dy 2 dz\?
() = - -7 haind
7' \/(dt) +<dt> +<dt)

= [R'(®)]

]

Vi du 10.3.3. Téc d6 va quang dudng chuyén dong cta vat trong khong
gian

Vécto vi trf ciia vat thé chuyén dong 1a R(t) =< e, v/2t + 3, e~ >. Tim tbc do ciia
vat ¢ thoi diém ¢ va tinh toan quang duong vat di duge trong khoang thoi gian t = 0
vat=1.

Gidi. Bang cach dao ham R(t) theo ¢, ta tim van toc
V() =R/(t) =< €', V2,—et >

Vi vay, toc do tai thoi diém t 1a
dy
— = [|R/(t
o = IR
= (e + (V2)2 o+ (—e2
=Ve +24 e 2%
=4/ (et +e7t)?

= ¢t + et

Quang duong vat di chuyén trong khoang thai gian tit ¢t = 0 va ¢t = 1 14 do dai cung
va dudge cho bdi

1
s = / (e Ndt=[e"—e i =e—e ' —1+1 23504024
0
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Dé thay do6i tham s6 tit dang cho truéc R(t) qua dang lién quan dén tham sb s,
trude hét ta tim s(t) sit dung cong thitc do dai cung (nhu chiing minh cta dinh 1y
10.6), va giai phuong trinh s dé tim ¢. Do thi ctia R(t) c6 thé duge tham sé hoa
trong trudng hop clia s bang cach thé ¢ = t(s). Qui trinh tdng quat dugc minh hoa
trong vi du sau. O

Vi du 10.3.4. St dung d6 dai cung dé tham sb héa dudng cong
Biéu dién duong xoan 6c R(t) =< sint,cost,2t > trong trudng hop do dai cung
duge do tit diem Py(0,1,0) theo huéng tang dan clia t.

Gidi. Diém P, tuong tng tai t = 0, vi thé do dai cung s(t) dugc cho bdi tich phan

0= [y(5) + (&) + (&)
_ /Ot V/(cosw)? + (= simnw)? + 2du
:/Ot V5du

— /5t

? . ~ ~ ]' ~ £ ~ X ~, ~ N
Giai phuong trinh s = /5t theo t, ta c6 t = —=s va tham so héa mot lan nita sé la

V5

x:sin(%)’y:ms(%>’z:%
0

RO rang ham vécto R duge tham s6 do dai cung theo s thuong dan dén tinh
toan phtc tap. Tuy nhién, khi da dugc tham s6 héa thi vécto tiép tuyén don vi T
va vécto phap tuyén don vi chuan c6 thé duge biéu dién dudi dang don gian nhu
trong dinh 1y sau day.

Dinh ly 10.3.2. Céng thic cho T va N trong truong hgp do dai dudng
cong s

Néu R(t) c6 do thi tron ting khic dugc bieu dién bdi R(s) theo tham s6 do dai
duong cong thi vécto tiep tuyén don vi T va vécto phap tuyén don vi N théa man

dR 1dT
T="SaN=29
ds K ds
4. dT N N 2, 2
V0 K = Hd_” la ham vo hudng cia s.
s

Chitng minh. Bang luat day chuyén, ta co
®_Rds
dt — ds dt
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ds

va vi %= |IR/(t)||, dicu nay dan dén
R _
ds
ds &
_ R
IR (#)]]
=T

Tiép theo, dé c6 cong thiic cho vécto phap tuyén don vi chinh

T
N=1To)

trong truong hop tham s6 do dai cung s, ta luu § rang

_dT
o dt

_dTds
o ds dt

T'(t)

ds dT dT .
Vi T > (0 nén cac dao ham vécto ’r va s ¢6 dung huéng, va N ¢6 the duge tinh
s

< T . .
bang cach tim T va chia cho dd dai ctia n6, nghia la
s

4aT
dt

kg

14T

K ds

nhu da phat biéu. [

10.3.3 Do cong

Cho C la duong cong tron, nghia la d6 thi ctia ham vécto R(t) duge tham s6 hoa
theo do dai cung s. Vi tiép tuyén don vi T(s) 1a vécto don vi nén chi c6 huéng clia
né6 thay doi theo s va tdc do thay doéi ctia huéng c6 thé duge do bing do 16n cta

dT . ;
dao ham s Theo nhu hinh 10.29a, néu duong la duong thang thi huéng di khong
s
thay doi nén s 0. Tuy nhién, néu duong bi uén cong, huéng ciia T sé thay doi
S
. d R
rat nhanh chéng nén o tuong tng cing 16n ve do 16n (hinh 10.29b). Do 16n cia
s

dT
s duge goi la do cong cua C.
S
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P e

. al . ¢ .
a. For a line, i 0 b. The magnitude of — is large where
A ay
the curve is sharply bent

Figure 10.29 The curvature of a curve C is related to the magnitude of g

Gia sit duong cong tron C' 1a do thi cia ham vécto R(s), duge tham s6 hoa
theo do dai cung s thi do cong ciia C' la ham

dT
w(s) = 1

véi T 1a vécto tiép tuyén don vi.

{ urve

a. Small curvature b, Large curvature

Figure 10.30 Curves with small and large curvature

Diéu nay c6 nghia la do cong & do téc do ddi hudng ctia dusng cong khéi tiép tuyén
tai mot diém cu thé nhu trong hinh 10.30.
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Trude hét, luu ¥ rang & trong dinh 1y 10.7 14 do cong ctia R(s). Vi ham vécto R

thuong duge biéu dién dudi dang tham s6 hon la theo do dai cung s, diéu nay co6

. . dT )
the khong qua thuan loi dé tinh do cong theo cong thic k(s) = ”d_H Vi du, néu
s

tham s6 1a ¢ thi theo luat day chuyeén ta co

dT  dTds
ds — ds dt’
do do H 7|
|| || =
@
N . s o ds ds
(Nhé rang, s tdng cling chieu véi ¢, vi the it 0.) V1 = ||R'(¢)]| nén
[T ()l
IQ(S) = )
IR (@)

cong thitic ma ta goi la dang hai dao ham cia do cong. Dang nay thuong dugc
stt dung trong viéc tinh toan s do né chi lien quan duy nhat dén do 16n ctia R/(t)

. s s dT
va T'(t), c& hai dai lugng nay deu dé tinh hon ”d_H Trong vi du 5, ta sé minh
s

hoa cach sit dung dang hai dao ham thong qua cach tinh do cong ctia mot duong tron.

Vi du 10.3.5.Tim d6 cong cua dudng tron
Chi ra rang duong tron véi ban kinh r

R(t) =< rcosr,rsint >
c6 do cong bang nghich ddo ban kinh ctia né, nghia la k = —

Gidgi. Vi R'(t) =< —rsint,rcost >, ta co

[R/(0)]) = v/(=rsin e + (rcost)? = r

R/(t) < —rsint,rcost >
IR @) r

T(t) = =< —sint,cost >

T'(t) =< —cost, —sint >
T day ta co

IT' ()]l = v/~ cos D + (—sin 1) = 1

Tl _ 1

"= R T

D6 cong duge tinh
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T(t s s
Dinh nghia do cong , k(s) = ”R/Et;“ , ¢6 the dan dén kho6 khan trong tinh toan
néu ||R/(¢)|| khong phai l1a hing s6. Cong thitc cho do cong duge rit ra tit dinh 1y
sau thuong st dung dé hon

Dinh ly 10.3.3. Cong thiwc dao ham tich co hudng cho do cong
Gid st duong cong tron C la do thi ciia ham vécto R(t) thi do cong dudc cho bdi
cong thic
_ [R" xR
IR/[?

d
Ching minh. Vi ||R/|| = d—j, ta ¢

ds
R=|R|T=—|T
IRy (%)

R =4 <§> 7y B4 Lo ds g

dt dt dt — d2 ' dt
nén, ta co
ds d?s ds
R xR =|—T — T+ —T
aw = () (T )
ds d’s ds\?
(dt) (dt?) (TxT)+ (dt) (T xT)
ds\ > ,
(&) (TxT) Vi  TxT=0
dt
Vi || T|| = 1 kéo theo tinh triic giao ctia ham hing s6 do dai va dao ham ctia chinh

16 (theo dinh 1y 10.4) d6 1a T.T’ = 0 nén goc gitta T va T’ 1a 0 = g Do do,

. ds \?
IR xR = () T

d*s )
- (G ) I sing

d*s ) .
= <w) |'T||||T|| sin 6 Vi sin 5 = 1

d?s )
_ (E) ITsing  Vi||T) =1

= |[R'[I*| T
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Do cong duge cho béi

I
- /
[
R x R”|
__IRP
IR/]|
R x R"|
IR/[|?

Vi du 10.3.6.D% cong ctia dudng xoan 6c¢
Cho a va b la cac s6 khong am, hay bicu dién do cong s ciia

R(t) = (acost)i+ (asint)j + btk
theo a va b. Duong duge dinh nghia béi R cho nhu hinh 10.31.

— ! s I =%
G000 ™y
J =0

Figure 10.31 Graph of helix

Gias.
R/(t) = (—asint)i+ (acost)j + bk
R”(t) = (—acost)i+ (—asint)j

i ik
R’ x R’ = |—asint acost b|= (absint)i — (abcost)j + a’k
acost —asint 0

Bay gio ta can tim do 16n cia vécto nay ciing nhu tim R':

IR’ x R”|| = v/(absint)? + (abcost)? + a*
— \/a2b%(sint + abcost)? + a4
N
= ava? + b vi a > 0 cho trudce
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va

IR = \/a2 sin?t + a2 cos?t)? + b2 = Va2 + b?
Cudi cling ta co6

X ava® + ava? + a
IR xR ava® 0 aVa
IR (V@) (@+@VaE i o+

]

Trong trudng hop diac biet khi C' 1a dudng trong mat phang véi phuong trinh
y = f(x), do cong ¢6 dang nhu dinh ly sau day

Dinh 1y 10.3.4. Do cong ciia dudng trong mdt phdang cho bdi phuwong trinh y = f(x)
Do thi C ciia ham s6 y = f(x) c6 do cong

/" ()]
(1+ [f()])*

tai moi vi tri f(z), f'(x) va f"(x) ton tai.

K =

Gidi. St dung z lam tham s6, ta luu ¥ dén duong cong C clia do thi ham vécto
R(z) = zi+ f(x)j. Khi d6, R’ =i+ f'(x)j va R"(x) = f"(x)j nén

ik
R xR'=|1 f(z) 0 =/f"(a)k
0 f'(z) 0

Do dé, vi |R/|| = /14 [f'(x)]?, do cong ctia C' dugc cho bdi
IR xR
[R]J?
e
(VITTF@P)
/" ()|
(L+ [f/(@))2)™"

]

Vi du 10.3.7. D6 cong cuc dai cia dudng trong mit phing
Tim do cong ctia y = 27! véi z > 0. V6i gia tri nao clia 2 thi do cong dat gia tri 16n
nhat?
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Gidi. Theo dé bai, f(z) = 21, ta tinh dudc f'(z) = 22 va f"(z) = 223, Ap dung
cong thic do cong sé la

|7 ()]
(L + [ (@)
2273
L+ [ )r
28
o (24 +1)3/2

K =

Dé tim gid tri 16n nhét ciia &, ta tim dao ham clia k() va gidi phuong trinh x(z) = 0;

6 2 1 — 4
ooy =)
(2 + 1)3/2
K'(x) = 0 khi
62°(1 —2*) =0
62°(1 — 2)(1 +z)(1 +2%) =0
r=20,1,—-1 gia tri 0, —1 khong thuoc mién dang xét

Vi k/(z) > 0khiz < 1var <0khixz>1neén gia tri I6n nhat ciia do cong phai xay
ratal x = 1. ]

Gia st dusng C' trong mit phang c6 do cong x # 0 tai diém P. Khi d6 duong
tron ban kinh p = 1/k ¢6 tam tai canh 16m ctia duong c6 chung tiép tuyén véi C tai
P goi la duong tron mat tiép tai P. Ban kinh p ctia duong tron mat tiép dude goi
la ban kinh do cong va tam cta dudng tron dugce goi la tam do cong. Duong tron
mit tiép va duong C 14 tiép tuyén va c6 cing do cong tai P. Theo nghia nay, duong
tron mat tiép la duong tron xap xi C t6t nhat tai P.

YA

8—»

';.'.._

6,-

5—-

4 H

3-

24

(. n == .
L L L
1 23 4 5 6 7 8

Figure 10.32 Osculating
circle at (1,1)

Hinh 10.32 chi ra ring duong y = 27! khi > 0 véi do cong tim duge trong vi du
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7, doc theo dudng tron mat tiép tai diém P(1,1).
Luu ¥ rang do cong tai P la

o2 1
W= T A

nén ban kinh do cong la

1
1) =——=+v2
Trong bai tap 60, cac ban sé dugc yéu cau chi ra rang dudng tron mat tiép c¢6 phuong
trinh
(-2 1 (y— 2P =2

Bang sau tém tit phan nay véi mot vai cong thiic dé tinh do cong .
Bang 10.2

Loai Thong tin cho truéc Cong thiic Noi trich
) dT
Tham so6 do dai cung R(s) Hd_H Dinh nghia
s
. N T/ (¢
Hai dang dao ham R(?) % Trang 789
IR < R"]|
Dang tich ¢6 huéng  T(¢) IR Dinh 1y 10.8
X /7 ()] e
Dang ham y = f(x) (EODE Dinh 1y 10.9
2 |x/y77 _y/l,”| . -
Dang tham so r=ux(t), y =y(t) CIEENTIEEE bai tap 46
2 2 2 ”
Dang cuc r= f(0) Ir” + 27 — 17| Bai tap 48

(r2 + 172)3/2

10.4 Thanh phan tiép tuyen va phap tuyén cua
gia toc

TRONG PHAN NAY: Trinh bay cach phan tich vécto van toc va gia téc clia vat

thé chuyén dong thanh céc thanh phan tiép tuyén va phap tuyén; va cac tng dung.

10.4.1 Cac thanh phan cta gia téc

Khi mot vat thé tang toc hodc ham toc, ngudi ta quan tam dén c¢é bao nhiéu thanh
phan ting téc theo huéng chuyén dong clia vat, cling nhu viec chi ra bang vécto
tiép tuyén don vi. Cau héi nay duge tra 10i thong qua dinh 1y sau
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Dinh 1y 10.4.1. Tiép tuyén va cdc thanh phan phdp tuyén cia gia toc Mot vat
chuyén dong doc theo duong tron (vdi T' #0) c¢6 van téc V va gia toc A vdi

ds . d?s ds\ >
V = (%>TfuaA: (E)T“—/{(%) N
va s la do dai cung doc theo quy dao.
Tai mdi diém trén quy dao chuyén dong ciia vat, van toc V chi ra huéng ciia vécto
tuyén tuyén T, nhung gia téc A c¢6 thé bao gdm ca tuyén tuyén va thanh phan phap
tuyén. Quy dao c6 thé xoin va cuon nhung gia téc luon ndm trén mat phing dugc
xac dinh bdéi T va phap tuyén don vi N.
ds

Gidi. Cong thitc V suy ra tit dinh 1§ 10.6 d6 1a vécto van toc c6 do 16n |V = =

va chi ra trong huéng ciia vécto tiép tuyén don vi. Dé thiét lap cong thiic cho A,
trude hét ta co

dT dT
27 122N = kN
ds Hds "

vi dao ham ctia T(s) chi theo huéng vuong goc véi T. St dung cong thitc nay ta
tim ducce

A= Cil_\t[ dinh nghia ciia A
d ds ds
=— |T— V=|— )T
7 7] (%)

_ s, ds dsdT
dt2 dt  dt dt

_ sy, ds [dTds
dt2 dt | ds dt
d%s ds\? dT
-7 o) =
az (dt) ds
d%s ds\? dT

Hai thanh phan ctia gia téc c¢6 cac tén goi cu thé.

Thanh phan tiép tuyén/thanh phan phap tuyén
Gia téc A ctia mot vat thé chuyén dong c6 thé duge viét dudi dang

A = AT+ AyN
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v6i
d? N . . .
Ap = Ej la thanh phin tiép tuyén cia gia téc
ds\’ . ) )
Ay =k <d_j) la thanh phan phap tuyen cta gia toc

Thanh phan tiép tuyén va phap tuyén duge mo ta trong hinh 10.35.

Figure 10.35 Components

of acceleration

A=ArT+ AN

o &s ds®
Cong thic Ar = o Ay =k o cung cap thong tin hitu ich ve cach vat the
di chuyén trén quy dao ciia no, nhung khong phai la dang t6t nhat cho viéc tinh
toan. Dinh 1y sau day cung cap cong thiic tuong ting cho Ar va Ay ma chi sit dung
cac dao ham R’ va R” cia vécto vi tri R(?).

Dinh 1y 10.4.2 (Cong thiic tinh cdc thanh phan cia gia téc). Cho R(t) la vécto
vi tri cua vat chuyén dong doc theo duong cong tron C. Khi dé cdc thanh phan tiép
tuyén va phap tuyén cia gia toc clia vat dude xdc dinh bdi
B R’ -R/ ’Rl > R//H

. |
Ar = va Ay =
TR N R/l

Gidi. Lay 0 1a goc gitta R’ va R”. Khi nay, vi gia toc duge cho bdi A = R” nén ta
co
|R||[|Al|cos® R’-R”

Ar = ||A| cost = =
IR IR

. [R7l[|Aflsing _ [[R"x R"]
An = ||A||sinf = =
" IR] IR]

O

Vi du 10.4.1. Tim cac thanh phan tiép tuyén va phap tuyén ciia gia toc
Tim cac thanh phan tiép tuyén va phap tuyén ciia gia téc ciia vat thé chuyén dong
v6i do dich chuyen R(t) =< 3,12, >

Gigi. VI R/(t) = V(t) =< 3t%,2t,1 > va R"(t) = A(t) =< 6t,2,0 >, ta ¢6
R'R” = VA = (3t*)(6t) + (2t)(2) = 18t + 4t
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va

i gk
R xR'=V xA=13t 2t 1| =—2i+6tj — 6%k
6t 2 0
Do d6, cac thanh phan cla gia toc 13
A R-R’” V-A
T pu— pu—
IR/]| IVl
B 18t% 4 4t 18P+ 4t
VB4 (202 +1 VOt + 42 41
va
R x R”|
Ay ==
|RY]
_ IV xA|
V]

V(=224 (6t)2 4 (—6t2) 5 9t + 92 + 1
a 9t4 + 412 + 1 SOV ot 42 1

Luu y trong hinh 10.35, ||A|| 1a canh huyén clia tam gidc vuong va hai canh géc
vuong c6 do dai ||A7T|| = |Ar| va ||[AyN|| = Ay. Do vay, ap dung dinh 1y Pythago
ta dude

]

IA][* = A7 + A%

A =/IIA]? = A7

Cong thiic nay duge ding dé tinh Ay trong cac vi du sau day

Vi du 10.4.2. Tim cic thanh phan ciia gia téc trén dudng xoan bc¢

Mot vat di chuyén doc theo mot doc thoai xodn 6c (xem hinh 10.36) ctia mot dudng
xoan oc véi vécto vi tri R(t) =< cost,sint,t >. Tim thanh phan tiép tuyén va phap
tuyén ctia gia toc.

Figure 10.36 Helical ramp
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Gidi.

dR
V = — =< _Sint7COSt’1 >
dt
d
d_i = |IV| = \/sin2t+cos2t+1 =2
d*s
Ap =22
T ae

AY
A=— =< —cost,—sint,0 >

dt
Ay = JIIAIP — 42 = \/(Veos? t + sin?1)? — 02 = VI =

]

Thanh phan tiép tuyén va phap tuyén clia gia téc tuong tng 1a 0 va 1. Diéu nay
c6 nghia 13 gia téc thoa man

A=A;T+ AyN = ()T + ()N =N

N6i cach khac, vécto gia toc 1a vécto phap tuyén don vi chinh, va gia téc luon vuong
géc véi quy dao clia dudng xoan oc.

10.4.2 Ung dung

Chiing ta da nadm dugc cach tinh cadc thanh phan tiép tuyén va phap tuyén cla gia
toc Ap va An. Bay gio ta sé thit qua vai vi du tng dung. Truée hét, theo dinh luat
thit 2 ciia Newton vé chuyén dong, tat ca luc tac dong len vat chuyén dong khéi
luong m théa man F = mA, v6i A 1a gia toc clia vat. Béi vi A = Ap + Ay, ta ¢

d’s . ds\?
FT:mﬁ va FN:m/{ (%)

Vi du, kinh nghiém thuc tién cho thay 6 t6 bi trugt néu dot ngot chuyén huéng véi
van toc vita phai hodac dé doc nghiéng ¢ van téc cao. Theo cai nhin toan hoc, "dot
ngot chuyén hudng" xay ra khi ban kinh ctia do cong p = 1/k nhd (dong nghia voi
K 16n), va van tdc cao nghia 1a ds/dt 16n. Trong c& 2 trudng hop

ds\?
Fy =mk <%>

sé tuong doi 16n, va 6 t6 sé ¢ trén duong (quy dao ctia n6) chi khi (gia sit khong c6
rao chin) thda man lyc ma sat gitta 16p xe va mit dudng 16n. (xem hinh 10.37)
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Figure 10,37 Tendency to

skid

Khi e, khéi luong, va gia téc lien hé nhau, thong thuong dé biéu dién khéi lugng
m theo slug (1slug ~ 14.59kg) ctia vat ma trong lugng(stic ning) dugc tinh bang
pound. Tt dinh nghia ta cé

m=—
9

véi g 1a gia toc trong truong (g ~ 32ft/s?).

Vi du 10.4.3. M6 hinh chuyén dong: Xu hudng trugt ciia xe co.

Mot xe ¢6 trong lugng 2700/b 6m cua trén dudng bang phang véi van tdc 56 ft/s
(khodng 38mi/h). Néu ban kinh ctia vong cua la 70 f¢ thi luc ma sat can bao nhiéu
dé giit xe khoi bi truot?

dt

luong ciia xe va k 14 do cong ciia duong. Day 1a Iyc phai can bang véi Iiic ma st

. s\’ )
Giai. Lite ¢6 xu huéng day xe ra khoi duong la Fy = mk (—8) , v6i m la khoi

. . d
neu xe khong bi trugt. Ta biet rang d—j = 56ft/s va bdi vi trong lugng clia xe
W 2700

W = 2700lb nén khoi lugng ctia né la m = — = ETE ~ 84.38slugs.
g
1
Vi ban kinh quay la 70 ft nén ta c¢6 k = o va
Py = (F9 000 ) (21 (5621) =m0 L2 _ e,
V= T3 ) \T0rt s ) = ftfts2 ‘
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]

Mot sb6 tng dung quan trong trong chuyén dong ctia vat doc theo quy dao véi

Z 2. S N . Y N 2 . e s 2 2 AL N
van toc khong doi e va khi dieu nay xay ra, gia toc A ¢6 thé ¢6 duy nhat thanh

d?s

han phap tuyén do — =0
phan phap tuy e
Dinh 1y 10.4.3 (Gia t6c cia vat di chuyén véi van toc khong ddi). Gia toc ciia 1
vat chuyén dong van toéc khong doi luon truc giao vdi hudng cia chuyén dong

Chiing minh. Luu ¥ rang ching ta thyc sy khong can biét vé cadc thanh phan cia
gia téc dé ching minh dinh 1y nay. Khi ta néi van di chuyén véi toéc doc khong doi
nghia la |R/(#)|| 1a hing s6, va theo dinh 1§ 10.4, ta két luan ngay dugc rang R/(¢)
tryc giao cdi dao ham R”(t) = A(t). Nhung R/(¢) chi ra ring huéng ctia vat chuyén
dong doc theo quy dao ctia nd, diéu nay cé nghia rang gia toc A tryc giao véi hudéng
chuyén dong. O]

Mot tng dung khac ctia két qua nay 1a mot vat di chuyén véi van toc khong doi
vp doc theo dudng tron ban kinh R ( hay x = 1/R) thi gia téc hudng vao tam clia

duong tron va c6 do 16n
A ds\*> 1 9
= K _ = —
N dt R
(xem hinh 10.38.) Néu van t6c khong doi 1a vy, va dudng c6 ban kinh R, gia toc la
2
v
A=23N
R

Hinh 10.38 Vat chuyén dong véi van téc khong ddi tren duong tron.

Direction
of motion
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Vi du 10.4.4. M6 hinh @ng dung: Chu ky ctia vé tinh.

Mot vé tinh nhan tao di chuyén véi tdc do khong doi trén mot quy dao tron on dinh
20000km bén trén bé mit trai dat. Hoi vé tinh tén bao nhiéu thoi gian dé hoan
thanh moét vong di?

Gidi. Dat m 1a khoi luong clia vé tinh va v 1a van toc. Ta sé gia thiét rang trai dat
1a mot hinh cau ban kinh 6440km, nén do cong ciia duong di la k = 1/R, véi

do cao
R = 6440 k 20000 km = 26440 k
= m + m = 26440 km.

Ban kinh ctia trai dat

1a khoang cach ctia vé tinh tinh tit tam cia trai dat. Ve tinh van gitt duge quy dao
on dinh khi do 16n ctia lyc F, = mov?/R sinh ra béi toc do thay doi ciia van toc tiép
tuyén, goi la gia toc hudng tam (centripetal), bang véi do 16n ctia luc F, clia trong
luc, nhung nguge huéng. (xem hinh 10.39).

Hinh 10.39: Mot vé tinh trong mot quy dao o6n dinh; do 1én ctia luc huéng tam F,
bang do 16n cta luc F, ctia trong luc, nhung ngugc huéng.

3 Kendall Hunt Publishing Company

Figure 10.39 A satellite in a stable orbit; the magnitude of the centripetal force F. equals
the magnitude of the force Fy due to gravity, but points in the opposite direction

P GmM .
Theo dinh luat van vat hap dan ctia Newton thi || Fy|| = % v6i M 1a khoi lugng
clia trai dat va G 1a hing s6 trong luc. Do d6, dé on dinh ta phai co
mv?  GmM
R R?

tit do ta c6 v = \/GM/R. Thuc nghiém chi ra raing GM = 398600km?/s?, va biang
viéc thé R = 26440, ta tinh dugc

GM /398600
— = ~ 3.882
W g 56140 3.88273653

V6i vi du nay, ta thay rang toc do ctia vé tinh xap xi 3.883km/s.
Cudi ciing, gia st T 1a thoi gian can dé vé tinh thuyc hién bay mot vong quanh tréi
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dat ( goi 1a chu k¥ clia vé tinh). Mdi chu k¥, vé tinh di quing dudng bang véi chu
vi ctia duong tron ban kinh R = 26440km, van téc v km/s, ta phai c6 vT = 27 R,
do vay nén thai gian (tinh theo giay) 1a

2R 2m(26440km)

== 35973653

~ 42786.16852

hosic xap xi 713 phut (11 gio 53 phit). ]

BAI TAP CHUONG 10
Bai tap 10.1
1. Tim mién xac dinh ciia cac ham vecto sau:

a) F(t) = —+k
b) F(t) = (sint)i+ (cost)j + (tant)k
c) F(t)+G(t), voi F(t) =3rj+t 'k , G(t) = (5t)i— 10—t}

2. Mo ta do thi clia cac ham vecto sau hodc vé do thi trong R3:

a) F(t) = (sint)i— (cost)j

b) F(t) = (2cost)i+ (sint)j

c) G(t) =¢€'j+tk

d) G(t) =1 —-t)i+t*j+tk

e) G(t) = (2sint)i+ (2cost)j + 3k
f) R(t) = (2cost)i+ (sint)j — 2tk

3. Tim ham vecto F' néu biét do thi 1a dudng cong sau:




b) x=2t, y=1—1t, z=sint

=~

BL
B[

[¥5]

4)

.\. .
' { & 1L0)
[

d) Duong cong la phan giao ctia ban cau z = /9 — 22 — y? va mit cong
2
T =y

4. Tinh cac giéi han sau
. Y t
a) 11_1}1}[%1 3j + e'K]
. < 9t .
b) 13&[3251 e”’j + (sinmt)k]

. sSint, 1—cost, .,
c) %g%[ : i—3 " j+e K|

5. Tim tat ci cac gia tri clia t sao cho cac ham sau lién tuc
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t)y=ti+3j— (1 -tk
i42]
t) =5
t) = e'[ti+ ;j + 3k
t) = (2sint)i+ (2cost)j + 3k
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Bai tap 10.2

1. Tim F' and F”

a) F(t)=ti+t1j+e*k
b) F(t) = (1 —2s%)i+ (s)cossj— sk
c) F(t) =sinsi+ (coss)j+ s’k
d) F(t) = (sin? )i+ (cos 20)j + 6%k
2. Tinh dao ham
a) f(z) = [ri+ (x+1)j] - [(22)i — (32°)j]]
b) f(x) = (cosz,x,—x) - (secx, —x?, 2x)
c) g(z) = ||(sinx, —2x, cos )|
d) f(z) = |l[zi+ 2% — 2k] + [(1 — 2)i — 7]

3. Cho R la vector vi trf ctia mot phan tit trong khong gian tai thoi diém ¢. Tim
vecto van toc, vecto gia toc, toc do va huéng chuyén dong tai thoi diém ¢.

a) R(t)=ti+t*j+ 2tk tait =1

b) R(t)=(1—-2t)i—t*j+ek tait =0

c) R(t) = (cost)i+ (sint)j+ 3tk tait = 7§

d) R(t) = (2cost)i+t*j+ (2sint)k tai t =
e) R(t)=cli+e'j+ ek tait =1In2

f) R(t) = (Int)i+ 3t% —tk tai t =1

4. Tim vecto tiép tuyén v6i do thi clia cac ham vecto F tai cac gia tri t.

a) F(t)=t*i+2tj+ (*+t*)k tait =0,t =1,t = —1.

b) F(t) = K i ¢ = 0, = 2,

5. Tinh tich phan vecto bat dinh

a) [(cost,sint, —2t)dt
b) [(tlnt,—sin(1 —¢0,t)dt

6. Tim vecto vi tri R(t) néu biét van téc V() va vi tri khéi dau R(0)

a) V(t) =4 —e¥j+Vtk; R(0)=i+4j—k
b) V(t) = 2vtbfi+ (cost)j; R(0) =i+ j
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Bai tap 10.3
1. Mot vat thé chuyén dong doc theo dudng cong trong khong gian duge cho dudi
dang tham s6 héa. Tim van toc va gia toc
a) r=sinf, 0 =2t
b) r=—21— 0=t

1—cos 6’

2. Mot vat thé chuyén dong trén mot duong tron c6 ban kinh
R(t) = (acoswt)i+ (asinwt)j
véi w = % Ching minh riing vecto van téc vuong géc véi R(t).

3. Mot vien dan duge ban tir mat dat véi van toc dau 1a 167 feet /giay. Néu mudn
vien dan di xa 600 feet thi nén ban vién dan véi géc nghiéng bao nhiéu ?

4. Van dong vién Buster Posey danh qui bong véi goc nghiéng 30° véi van toc
144 feet/giay. Néu qua boéng cach mat dat 4 feet khi bi danh, do cao t6i da
ma qua bong dat duge 1a bao nhiéu 7 Qua béng di xa duge bao nhiéu ? Qua
bong di duge bao xa khi qua béng dang roi xudéng cich mat dat 5 feet ?

el i 3¢ *y
L:'\. " \‘
. \ } dit

5. Mot van dong vien béng 16 c6 thé ném tring khi ding cach xa 20 feet. Néu
¢l ném tr do cao 7 feet va qua béng dat do cao tdi da 12 feet trude khi roi
vao 1o ¢ do cao 10 feet thi van tdc khéi dau clia qua béng 1a bao nhieu ?

e St

Bai tap 10.4
1. Tim cac thanh phan tiép tuyén T'(¢) va phap tuyén N(¢) clia duong cong R(t).

a) R(t)=t*i+t%, t#0
b) R(t) =t*i+V1j, t>0
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c) R(t) = (e'cost)i+ (e'sint)j
d) R(t) = (sint)i— (cost)j + tk

. Tim do cong clia cac dudng cong tai cac diéem dudc cho.

a) y=x+ 1 taiz =2
b) y=Inztaiz=1

) y=x—ga’taiz =3

. Cho duong cong
R(t) = (sint)i+ (cost)j + tk

a) Tim vecto tiép tuyén don vi tai diém trén dudng cong tng véi t = 7.
b) Tim do cong khi ¢t = .

¢) Tim do dai ciia duong cong tit t = 0 dén t = 7.
. Cho duong cong C c6 phuong trinh tham sé x = 32t, y = 16t> — 4.

a) Vé do thi.

b) Tim vecto tiép tuyén don vi tai t = 3.

¢) Tim duong kinh ctia do cong ctia diém P tren C véi t = 3.
. Tim do cong cuyc dai ctia dudng cong y = €.

. Tim do cong ctia hinh cycloid duge dinh nghia bai

r=1t—sint, y=1—cost.

Vé duong cong tng v6i 0 < ¢t < 27 va vé dudng tron mat tiép tai diém tuong
ting voi t = 7.
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