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Chuong 11

DAO HAM RIENG

Chuong nay md rong cic phuong phap vi phan ham mot bién sang ham nhiéu bién.
Chitng ta sé hoc cach lay dao ham ctia nhitng ham nay va cach thé hien nhing dao
ham d6 nhu la he s6 goc va tdc do thay doi. Ching ta ciing sé hoc quy téc day
chuyén tong quat va phuong phap téi wu héa mot ham s6. Cac phuong phap vecto
trong chuong 9 va 10 déng vai tro quan trong trong chuong nay.

Trong nhiéu tinh hudng thuec té, gia tri clia mot dai lugng phu thuodc vao gia tri
ctia hai hay nhiéu dai lugng khac. Chéng han, luong nuéc trong bé chita phu thuoc
vao luong mua va luong nude cu dan dia phuong sit dung, vi vay c¢é thé xem né nhu
mot ham theo hai bién doc lap. Cuong do dong dién trong mach 13 mot ham theo
bén bién: suat dién dong, dien dung, dién tré va do tu cdm. Chung ta sé phan tich
mot loat cac mo hinh st dung céc ki thuat va cong cu dude phat trién trong chuong
nay.

11.1 Ham nhiéu bién

11.1.1 Cac khai niém cc ban

Cac dai luong vat 1y thuong phu thudc vao tir hai bién tré len. Chéng han, ching
ta c6 thé xem nhiét do 7 tai nhitng diém khac nhau (z,y) trén mot tam kim loai.
Trong truong hgp nay, T c¢6 thé duge xem nhu mot ham theo hai bién vi trf = va
y. Bing cach md rong ky hieu ham mot bién, ta c6 thé ky hieu mbi quan he nay 1a
T(x,y).

Dinh nghia 11.1.1. Mot ham hai bién 1a mot quy tac f ma tuong tng moi cap
(x, y) trong mot tap D v6i mot s6 duy nhat f (x, y). Tap D duge goi la mién xac
dinh ctia ham s6, va céc gia tri tuong tng cia f (z, y) tao thanh mién gia tri cia f.

Céc ham ba bién hodc nhiéu bién hon cé thé duge dinh nghia tuong tir. Chang
han, nhiét do c6 thé khac nhau khong chi tai céc vi tri khac nhau trén tam kim loai,
ma con khac nhau theo thoi gian ¢, trong truong hop nay nhiét do sé duge ky hiéu
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T(z,y,t). Thinh thodng, ta s& xem xét cdc ham tit bén bién trd lén, nhung dé cho
don gian, ta sé tap trung chi yéu vao ham hai hodc ba bién.

Khi xét mot ham hai bién f, ta c6 thé viét z = f(x,y) va xem z, y 1a cac bién
doc lap va z 1a bién phu thuoc. Tap xac dinh ciia f 1a tap hop 16n nhat ctia nhiing
diém trong mat phiing ma biéu thitc ctia ham s6 duge xac dinh.

Vi du 11.1.1. Cho f (2, y) = /9 — 22 — 42,
a. Tinh f (2, 1) va f(2t, t?).
b. M6 ta mién xac dinh va mién gia tri ctia f.
Gidi. a. f(2, 1) =1/9—22—4(1)° = 1.
F 2t 2) = /9 - (20)° - 4(2)P= VT — a7 — dr

b. Mién xéc dinh cta f 1a tap hgp tat ca cac cap sip tht tu (z, y) sao cho
/9 — 22 — 492 x4c dinh. Ta phai c6 9 — 22 — 4y? > 0, tuong duong 2 + 4y? < 9.
Nhu vay, mién xac dinh ctia f 1a tap hop tat ci cac diém (x, y) & trong va
tréen duong élip 22 + 4y?> = 9. Mién gia tri cia f 1a tap hop tat ci cac so6
z=+/9 — 22 — 4y? v6i (z, y) thuoc mién 22 + 4y* < 9. Nhu vay mién gia tri 1a
doan 0 < z < 3.

]

CAC PHEP TOAN HAM HAI BIEN

Néu f (z, y) va g (z, y) 1a cdc ham hai bién v6i mién xac dinh 1a D, thi

Tong (f+9)(z, y)=f(z, y)+g(z, vy)
Hieu (f=9)(z, y)=f(2, y) —g (=, y)
Tich (f9)(z, y)=f(x, y).g(z, y)
Thuong <f> (z, y) = 129 g(z, y) #0

g 9z, y)’

Mot ham da thiic theo x va y 1a tong clia cac ham c6 dang Ca™y" véi m, n la cac
s6 nguyéen khong am va C' 1a mot hing s6; chang han, 32°y* — 722y + 22 — 3y + 11 1a
mot da thic theo x va y. Mot ham hitu ty la thuwong ctia mot ham da thic chia cho
mot ham da thic khac khong. Khai niém va ky hiéu tuong tu ap dung cho nhiing
ham tir ba bién tré len.

11.1.2 DPudng mic va mat

Tuong ty véi truong hgp ham mot bién, ta dinh nghia do thi cia ham f (z, y) 1a
tap hop téat ca cac bo ba thanh phan duge sap thit tu (z, y, z) sao cho (z, y) thudc
mién x4c dinh ctia f va z = f (z, y). Do thi clia f (z, y) &2 mot mit trong R3 ma
c6 hinh chiéu cfia n6 lén mit phang Oxy 14 mién xac dinh D.
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Thuong khong dé vé do thi ctia mot ham hai bién ma khong cé sy trg gitp clia
phan mém may tinh. Mot cach vé duge minh hoa ¢ hinh 11.2. Khi vé do thi mat
bac hai trong phan 9.7, ta da st dung vét ctia mot do thi trong mot mat phéng, ta

st dung ¥ tuéng nay vao day.

Chii ¥ ring khi mat phing z = C giao véi
mit z = f (z, y), ta duge vét c6 phuong trinh
f(z, y) = C. Tap hop cac diéem (z, y) trong
mit phang Oy théa man f (x, y) = C duge
goi 1a dudng mitc (hay dudng doéng miic)
cua f tai C, va mot ho toan bo cac duong mric
dugc sinh ra khi C' thay doi trén tap gia tri ciia
f. Ta c6 thé hinh dung mot vét nhu mot “lat
mong” ctia mat (do thi clia f) tai mot vi tri dic
biét, va hinh dung dudng mitc nhu hinh chiéu
ctia “lat méng” nay len mit phing Ozy. Bing
cach vé cac thanh phan trong ho duong miic
nay lén mit phiang Oxy, ta dude mot ban do
dia hinh ctia mat z = f (z, v).

Level curve of fat 8

Level curve of fat 5

Figure 11.2 Graph of a function of two variables
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a, Mt. Rainier b. The surface as a mountain
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d. Topographic map of Mt. Rainier

-

Figure 11.3 Level curves of a surface

Chéng han, hiy tudng tugng mit z = f(z,y) 1a mot “ngon nii” va ta mudn vé mot
hinh hai chiéu hinh dang ctia mat nay. Dé vé, ta biéu dién cac dudng c6 ciing do cao
so véi muc nude bien bang cach vé ho cac dudng mitc trong mit phéng va ghim mot
“la c¢&” v6i mdi dudng miic dé chi ra do cao tuong ing (xem hinh 11.3¢). Cht ¥ réng
cic ving trén ban do noi cic duong chong lén nhau tuong tng véi cac doan doc clia
ngon nti. Mot ban do dia hinh that sy ciia Mount Rainier dugc chi ra ¢ hinh 11.3d.
Ban c6 thé thiy cac dudsng mic & dut bao thai tiét trén bao hodc trén tivi, ¢ dé céc
duong miic ctia nhiét do bing nhau duge goi la cac dudng dang nhiét (xem hinh
11.4). Ngoai ra dudng mitc con ding dé bicu dién ap suat bang nhau (goi 1a cac
dudng ding ap) va nhitng duong ciia hieu dien thé (goi la cac dudng dang thé).

Average Temperature (°F)
FEB 25 - MAR 3, 2001

CLIMATE PRECICTION GENTER, NOAA
Computer genarated aonlaura >

Bomad an prallminary dola §
E
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Vi du 11.1.2.[Vé cac duong miic] V& mot s6 duong miic ctia ham s6 f (v, y) =
10 — 22 — 92,

Gidi. D6 thi cia 2z = f (z, y) 1a mit duge chi ra ¢ hinh 11.5a (vé bang may tinh).
Hinh 11.5b chi ra cac vét ciia do thi ham f trong cidc mat phangz =1, 2 =6, z =9,
va cac duong mic tuong tng duge chi ra ¢ hinh 11.5¢. Mot bang gia tri duge chi ra
6 dudi.

a. Interactive Computer generated graph b, Simplified graph showing traces ¢ Level curves
of surface

¢ ]

Figure 11.5 Three ways of viewing the surface z = 10 — x° — y?

11.1.3 Do thi ctia ham hai bién

2

Céc duong mic cia mot ham s6 f (x, y) cung cap thong tin vé cic tiét dien (1at
cit) clia mat z = f (x, y) vuong goéc véi truc Oz. Tuy nhién, ching ta c6 thé c6
duge mot hinh vé hoan chinh hon clia mat nay bang cach kiém tra thém céc tiét
dién theo cac huéng khac. Phuong phap nay duge sit dung dé vé do thi trong Vi du
11.1.5

Vi du 11.1.3. Dung cac dudng mic cia ham sé f (x, y) = 2 + y* dé vé dd thi
ham f.

Gidi. Duong mitc 22 +y? = 0 (khi C' = 0) 1a diém (0, 0), va v6i C' > 0, dudng miic
2% 4 32 = C la dudng tron tam (0, 0) ban kinh +/C' (Hinh 11.6a). Khong c6 diém
(z, y) théa z? + y? = C véi C < 0.

Level curve
2 2

x r4y=C

i

a. Interactive The level curves are circles b. The cross sections perpendicular to the
y-axis are parabolas (shown in white)

Figure 11.6 The graph of the function fix, y) = %2 + 2
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Ta c6 thé thu duge thém thong tin vé hinh dang ctia mit nay bang cach kiém tra cac
tiét dien vuong goéc véi hai huéng chinh con lai: d6 1a truc Oz va truc Oy. Cac mat
phéng tiét dién vuong goéc véi truc Ox c6 dang x = A va giao véi mat z = 22 + 12
tao ra cac parabol c6 dang z = A? 4+ ¢%. Ching han, tiét dién ctia mat phéng z =5
giao v6i mit nay 1a parabol z = 254 y2. D6 1a tap hop cac diem (5, y, 25 + y?) khi
y bién thién. Tuong tu, mat phang tiét dién vuong géc véi truc Oy c¢6 dang y = B
va giao v6i mit z = 22 + y? 1a parabol dang z = 2% + B? (Hinh 11.6b).

Tém lai, mit 2z = 22 +12co tiét dien 1a cac hinh tron trong céc mit phing vuong
géc véi truc Oz (hinh 11.6a) va la cac parabol theo hai huéng chinh con lai. Vi mat
nay dugc tao thanh bang cach xoay mot parabol quanh truc ctia né, nén né duge
goi la mot paraboloid tron xoay. O]

Khai niem dudng mtc c¢é thé dude tdng quat ap dung cho cac ham tit hai bién
trd len. Dac biet, néu f 1a ham ba bién z, y, z thi tap nghiém ctia phuong trinh
f(z, y, 2) = C la mot mién trong R3*dugc goi 1d mat midc (hay mat dong miic)
cua f tai C.

Vi du 11.1.4.(Mit déng nhiét)

Gia st mot mién ctia R? duge lam néng sao cho nhiét do T ctia né tai mdi diém
(z, y, 2) AT (2, y, 2) = 100—22—y?— 22 do C (do Celsius). Mo ta cac mit phang
d&ng nhiet v6i T > 0.

Gidi. Mat dang nhiét dugce cho béi T (x, y, z) = k v6i k la hing s6; do6 la 22 +
V24 22 — 100 — k. Néu 100 — k > 0 thi do thi cfia 22 + y2 + 22 — 100 — k la mat
cau ban kinh /100 — & va tam (0, 0, 0). Khi £ = 100, do thi 1a gbc toa do, va
T (0, 0, 0) = 100. Khi nhi¢t do gidm thi hing s6 k£ nhé hon, va ban kinh /100 — k
clia mat cau 16n hon. Nhu vay, mat dang nhiét 1a cac méat cau, va ban kinh cang lén
thi mat cang lanh.

Ty ¥y, 2)=C N T T
r=VI100-C
T, v, 2)=C; \\\ 4

T na)=Cs

e
1
1
Spheres with larger radii
correspond Lo cooler
lemperatures.

Figure 11.8 |sothermal surfaces for T
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Khi xem céac vi du trong muc nay, ching ta can nhé do thi cia cAc mat bac hai
(xem muc 9.7). Ciing sé ¢6 ich néu ban nhan dién ra cdc mit bang cach nhin phuong
trinh ctia ching. Diéu ban can nhé duge téom tat 6 Bang 9.2 (Chuong 9).

11.2 Gidi han va lién tuc

Giong nhu trong truong hop mot bién, khai niém gi6i han déng vai tro quan trong
trong giai tich ctia ham nhiéu bién. Ta tap trung vao ham hai bién, tuy nhién nhiing
khai niem da dugce thao luan & day ciing 4p dung dude cho cac ham tit ba bién tré
lén.

Hau hét cac ham mot bién dudce xét c¢6 mién xac dinh c6 thé dude mo ta bing
céc khoang. Tuy nhién, déi véi nhitng ham tit hai bién tré len thi doi hoi thuat ngi
va ky hiéu dac biet ma ta sé gi6i thieu trong phan nay, sau dé st dung ching dé
thao luan vé gi6i han va lien tuc ddi véi ham hai bién.

11.2.1 Tap déng, tap mé trong R?, R?
Mot dia mé c6 tam tai diém C (a, b) trong R? I tap hop tat ca cac diem P (x, y)
sao cho \/(x —a)’ 4 (y—0b)* < r, v6i r > 0 (hinh 11.10a). Néu tinh luon bien cia

dia nay (tic la \/(1: —a)’ 4 (y —b)® <), thi dia nay duge goi la dia déng (Hinh
11.10b). Dia dong, dia md tuong tir véi khoang dong, khoang mé trén mot truc toa
do. Mot diém Py dude goi la mot diém trong ciia mot tap S trong R? néu c6 mot
dia md nao d6 c6 tam tai Py nam hoan toan trong S (hinh 11.11a). Mot diém P,
dudc goi 1a diém bién ctia S néu moi dia mé 6 tam tai Py déu chita cd nhimg diém
thuoc S va nhitng diém khong thudc S. Tap hop tat ca cac diem bien ctia S dugc
goi 1a bien ctia S. Tap S duge goi la déng néu né chiia bién ctia n6 (hinh 11.11c).
Tap rdng va tapR? I cac tap vita dong, vita md.

YA o )
3+ 3t
-
L o” "\ 2 s
- [ e
. /
1+ =7 I+
I ; : o f f { -
1 234X l 2 IR E
a. Open disk b. Closed disk
9
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Boundary

Boundary
""""" N
-
+ R
{ ]
i g !
Interior A .
point Boundary 5\ -— /
point e e’
a. Interior points and boundary b. The sct § is open if all its points c. The set S is closed if it contains
points of a set § are interior poinis all its boundary points

Figure 11.11 Open and closed points in &2

Tuong ti, qua cau md tam tai C'(a, b, c) 1a tap tat ca cac diem P (z, y, z) sao

cho \/(a: —a)’+ (y— b’ + (z—¢)* < r,véir > 0. Mot diém P, 1a mot diém trong
ciia tap S trong R® néu c6 mot qua cau md tam tai Py ndm hoan toan trong S, va
mot tap khong rong S 1a mot tap md néu tat ca cac diem thudc né déu la diém
trong. Mot diém Py 14 diém bién ctia S néu moi qui cau mé c6 tam tai Py déu
chita cd diém thuoc S v diém khong thuoc S. Tap S 1a tap déng néu né chita tat
ci cac diém bién ctia n6. Tuong tu R? thi R? ciing vita la tap déng, vita la tap md.

11.2.2 Giéi han ctia ham hai bién

Trong Chuong 2, gidi han lim f (r) = L c6 nghia la f () c6 thé lam cho gan bing
Tr—rcC

L mot cach tuy ¥ bang cach chon z thich hgp gan bing ¢ (nhung khong bang c).

Déi v6i mot ham hai bién, ta viét

lim  f(z, y)=1L

(z, y)—(zo, yo)
c6 nghia la gia tri ham f (z, y) c6 thé lam cho gan bing s6 L mot cach tity ¥ biang
cach chon diém (z, y) thich hop gan diém (2, o). Sau day la dinh nghia chinh xac
cua gidi han.

Dinh nghia 11.2.1 (Gi6i han ctia ham hai bién). Giéi han lim f(z, y)=1L

(z, y)—(z0, Yo)

c¢6 nghia 1 véi mdi s6 € > 0 cho trudc, ton tai mot s6 § > 0 sao cho khi diém (x, y)

thuoc mién xac dinh D thoa 0 < \/(x —20)° + (y—yo)® <6 thi|f(x, y)— L| <e.

Cha ¥ rang néu lim f(z, y) = L thi v6i s6 € > 0 cho trude, gia tri ham
(z, y)—(zo, yo)

f (z, y) phai nim trong khodng (L — ¢, L +¢,) khi diém (x, y) thuoc mién xéc
dinh ctia f, khac diém Py (zg, o) va nam bén trong dia c6 tam Py ban kinh ¢ (Hinh
11.12).

10

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

vh ’ 0" _':Flf\.l‘i T
- 1 "’-—-—-—-..\ ;=L+£ \ -
s N 1" "'*ﬁ‘.
4 - N\ X\
! N [FELEORE)
[ Viuae
opmrdorrl ) _— JUIYE
\ / z=l-¢ T T A
A I NY@E=
SRR Y20l
: Deleted ’ v
| point : Level curve of
i - ‘I’l\,\n ALY )
Xp A Circle with radius 8 and
with deleted center (x,, v,)
a. A punctured disk b. lim f(x,y)=1L

(x¥)= (xp.yo)

Figure 11.12 Limit of a function of two variables

Khi xét lim f (x) ta can kiém tra  tién dén c tit ca hai huéng (gi6i han trai va gisi
Tr—rcC
han phai). Tuy nhién, déi v6i ham hai bién, ta viét (z, y) — (zo, yo) c6 nghia la
diém (z, y) tién dén (zo, yo) doc theo bat ky dusng cong di qua (zg, 1) nao trong
mién xac dinh ctia f. Néu gisi han
lim x, =1L
(z, y)—(zo, yo) @ y)
khong giéng nhau déi véi moi duong trong mién xac dinh ciia f, thi gi6i han khong

ton tai.
Vi du 11.2.1.(Tinh gi6i han ctia ham hai bién)

?+r—ay—vy

1m
(xr y)g)(or 0) r—y

Gidi. Cha ¥ rang véi x # y thi f (z, y) = pte—ry—y _ @tD@E=Y) _ o 4 1 Nhu vay

r—y T—y
lim 2y = iy (z41) =1 0
(@, y)=©0, 0 Y (z, 4)=(0, 0)
Vi du 11.2.2.(Chi ra giéi han khong ton tai)

Cho f (z, y) = xfﬁz, hay chi ra

lim x,
(z, y)—(0, 0) f (@ y)

khong ton tai bang cach tinh gi6i han nay doc theo truc Oz , truc Oy va doc theo
dudng thing y = .

11
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Gidi. Cha y rdng mau s6 bang 0 tai (0, 0), vi thé f (0, 0) khong x4c dinh. Néu cho

(z, y) tién dén gbc toa do doc theo truc Oz (tiic la y = 0) thi lir% iﬁfg]
z—>

vi thé f(z, y) — 0 khi (x, y) — (0, 0) doc theo dudng y = 0 (va z # 0). Ta tim
duge két qua tuong tu néu cho (z, y) tién dén goc toa do doc theo truc Oy (ttic 1a
z =0).

Tuy nhién, doc theo dusng thang y = x, gia tri ham (v6i x # 0) 1

=1lim0=0
z—0

2
= — = 1
f<x7 :L') xz +$2 )
vi thé wQQxTyyZ — 1 khi (z, y) — (0, 0) doc theo duong y = z. Do f (z, y) tién dén s6
khac nhau khi (z, y) — (0, 0) doc theo cac dudng cong khac nhau, nén f khong c6
giéi han tai goc toa do. O

Vi du 11.2.3.(Chi ra giéi han khong ton tai)
Chi ra

%y

lim ——
(2.9)—(0,0) T +
khong ton tai.

Gidi. Néu lam nhu Vi du 2, ta lay cac giéi han khi (x, y) — (0, 0) doc theo truc
Oz, truc Oy va duong thing y = x. Tat ca cac duong nay déu cé dang tong quat 1a
y = maz. Nhu vay, doc theo duong y = ma:

lim x2y ~ o z* (mx) mr
(@ =00 24 + 32 (@ 9=, 0 24+ (mz)’ (@ 9=, 0) 22 +m?

Tuy nhién, néu ta cho (x, y) tién dén (0, 0) doc theo parabol y = x*:

22y 22 (2%) |
(@ )0, 0 2 + Y% (2,90, 0 2 + (22)° (2, y)=(0 0 22* 2

Vikhi (z, y) tién dén (0, 0) doc theo duong y = max cho gia tri giéi han khac véi khi
doc theo dudng parabol y = 22, nén ta két luan giéi han da cho khong ton tai. [

Chii ij 11.2.1. Thong thuong c6 thé chi ra mot giéi han khong ton tai bing nhiing
phuong phap duge minh hoa & Vi du 11.2.2 va 11.2.3. Tuy nhién, khong thé chiing
minh ring

lim x,
(=, y)=(0, 0) f @ 9)

ton tai bang cach chi ra gia tri giéi han ctia f (x, y) 1a nhu nhau doc theo moi duong
cong di qua (zg, %) Vi ¢6 qua nhicu nhiing dudng cong nhu thé.
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Ta vita thay ring rat kho dé cé chi ra giéi han da cho ton tai. Tuy nhién, gidi
han ctia nhing ham hai bién ma biét trude su ton tai c6 thé duge tinh toan gidng
nhu ham mot bién. Sau day 1a danh sich cac quy tic co ban cho viéc tinh gisi han.

CAC QUY TAC TINH GIOI HAN HAM HAI BIEN

Gia st lim f(x, y)=Lva lim g (z, y) = M. Khi d6, v6i hang

(2, y)=(z0, yo) (2, y)=(z0, o)
sO a bat k¥,
Quy tac nhan vo huéng lim laf] (z, y) =aL
o (2, y)—=(zo, o)
Quy tac tong lim [f+9l(z, y)=L+M
. (33, y)_>(x07 yO)
Quy tac tich lim [fgl (z, y) = LM
(2, y)—=(zo, o)
Quy tac thuong lim [i} (z, y) = &, néu M #0
(z, y)—=(zo, yo) LY

Vi du 11.2.4. Gia sit cac gidi han sau déu ton tai, hdy tinh

a. lim 22 + zy + >
(z, y)—(4, 3) ( vy )

b. li 2zy
(@) )all, 2) P

Gidi. a.  lim (2> +ay+y?) = (4)°+(4) (3) + (3)* = 37

(z, y)—(4, 3)
lim 2xy
b im 20y (z, y)—=(1, 2) _2)(®2) _ 4
. 2.2 i 21,2 . 12192 5§
(@ 9=, 2) T, YY) "

11.2.3 Lién tuc
Dinh nghia 11.2.2. Ham f (z, y) goi la lién tuc tai diém (z, yo) néu
1. f(zo, yo) xéc dinh;

2. lim f(z, y) ton tai;
((E, y)—>(:E0, yO)

3. lim  f(z, y) = f (20, vo)-

(2, y)= (20, vo)

Ham f lién tuc trén tap S néu no lién tuc tai moi diém trong S.
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Chu y rang ham f lien tuc tai (zg, yo) néu gia tri cia ham f (x, y) gan f (zo, vo)
v6i moi (x, y) trong mién x4c dinh ciia f ma di gan véi (zg, yo). Vé mit hinh hoc,
diéu nay c6 nghia la f lien tuc néu mat z = f (z, y) khong c6 cac “16 hong” (holes)
hodc cac “ké hd” (gaps).

a. A “hole” discontinuity b. A “gap” discontinuity

Figure 11.14 Two types of discontinuity

Tit cac tinh chat co ban cia gi6i han, ta c6 thé suy ra ring, néu f va ¢ la cac
ham lién tuc trén tap S thi cac ham sau day lién tuc f + g, af, fg, f/g tai nhiing
diém ma g # 0, {/f tai nhiing noi ma né xac dinh.

Néu F' la mot ham hai bién sao cho F (x, y) lien tuc tai (zg, yo) va G 1la ham
mot bién ma lien tuc tai F (zg, o), thi ham hop G o F lién tuc tai (zo, o).

Nhi¢u ham thong thuong (ham hai bién) lién tuc tai cdc diém ham xac dinh.
Ching han, mot da thic theo hai bién 23y? + 32y® — Tz + 2 lién tuc trén toan mit
phang, va ham hitu ty theo hai bién lién tuc tai cac diém dé da thic mau khac
khong. Trong tai licu nay, néu khong néi gi thém thi cac ham hai bién duge xét &
day déu lien tuc tai nhiing noi ma né xac dinh.

Vi du 11.2.5. Hay kiém tra tinh lién tuc ciia cAc ham s6 sau:

1. f(ZL’, y) - :rgjer
2. flz, y) = y_lgEQ

Gidi. 1. Ham f 1a ham hitu ty cia z vay (Vi x —y vA 22 +y? déu la cic da thiic),
nén no6 chi khong lien tuc tai cac diém ma mau bang 0; tic 1 tai (0, 0).

2. Day cling 13 mot ham hitu ty va chi khong lién tuc tai cac diém ma mau bing
0; d6 1a tai cac diém ma y — 22 = 0. Nhu vay, ham nay lien tuc tai tat ca cac
diém ngoai trit cac diém ndm trén parabol y = 22

m

Vi du 11.2.6. Chi ra ham f lién tuc tai (0, 0), véi
1
_Joysing, x#0

Y
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Gidi. Vi ham sb bi triet tieu doc theo truc Oy, nén ta chi can phan tich tai cac
diém (x, y), v6i x # 0. Dé chting minh tinh lién tuc tai (0, 0), ta phai chi ra ring
véi moi € > 0, ton tai § > 0 sao cho |f (z, y) — f(0, 0)] = |f (z, y)| < &, v6i moi
0<a24y? <62 x+#0 (0 day ta st dung 22 + 2 va 02 thay cho /22 + y2 va §
cho tien). Néu z = 0 thi |f (x, y)| = 0. Néu x # 0, cha y rang |f (z, y)| < |y| vi
!sin%} < 1 v6i & # 0. Nhu vay, trong cé hai truong hop, |f (x, y)| < |y|. Cang co,
néu (x, y) nim trong dia 22+ < §2, thi cac diém (0, y) ma thda y? < 6% ciing nim
trén dia nay (cho x = 0 trong 22 + y? < §2). N6i cach khac, cac diém théa |y| < §
nam trong dia nay, va néu ta dat § = e thi |f (z, y) — f(0, 0)| < |y| < § = ¢, v6i
moi 0 < 22 + y? < 2 O

11.2.4 Giéi han va lién tuc ctia ham ba bién

Cac khai niém ta vira gidi thieu déi v6i ham hai bién trong R? md rong mot cach ti
nhién cho céc ham ba bién trong R3. Cu thé, gi6i han

lim f(z,y, 2)=1L

(m7 Y, Z)*)(ﬁo, Yo, ZO)
c6 nghia 13 v6i mdi s6 € > 0, ton tai mot sd6 & > 0 sao cho
|f(3§', Y, Z)_L|<€

2, . N 2 o X - . °
v6i moi (z, y, z) la diem trong mién xac dinh cua f sao cho

0< \/($—I0)2+(y—y0)2+(2—20)2 < 0.
Ham f (z, y, 2) la lién tuc tai diém P, (2o, vo, 20) néu

1. f(x0, Yo, 20) xac dinh;

2. lim f(x, y, 2) ton tai;
(CU, Y, Z)H(IOv Yo, ZO)
3. lim f(xv Y, Z) = f(an Yo, ZO)

(:Bv Y, Z)_>(:E0) Yo, Zo)

Cac ham ba bién thong thuong dude xét ¢ day lien tuc tai cac diém ma no6 xac dinh.
Ta xét mot vi du minh hoa cach x4c dinh tap gian doan ctia ham ba bién.

Vi du 11.2.7. (Tinh lién tuc ddi v6i ham ba bién) Ham s6 sau lien tuc tai nhiing
3

diém (z, y, z) nao? f(z, y, 2) = S 2

Gidi. Ham f (z, y, 2) lién tuc ngoai trit tai cadc diém ma né khong xac dinh; d6 1a
tai 22 + y* — 22 < 0. Nhu vay, f (z, y, 2) lién tuc tai moi diém khong nim trong
hay nam trén paraboloid z = % (2% + 2). ]
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11.3 DPao ham riéng

Trong nhiéu bai toan lien quan dén ham nhiéu bién, muc tiéu 1a tim ra dao ham
clia cac ham nay theo mot trong cac bién ciia né khi tat ca cac bién con lai duge
xem 13 hing s6. Trong phan nay, ta xem xét khai niém trén va ta sé thay né cé thé
duge diing dé tim ra he s6 goc va toc do thay doi nhu thé nao.

11.3.1 Phép lay dao phan riéng

Viéc biét duge mot ham hai bién c¢6 thé déi tuong tng thanh ham mot bién nhu thé
nao thuong quan trong. Chang han, theo dinh luat khi 1y tuéng, ap suat khi lien he
v6i nhiét do va theé tich ctia n6 theo cong thitc P = %, v6i k 14 hang s6. Néu nhiét
do duge gitt khong doi trong khi thé tich duge thay doi, thi ta mudn biét &nh hudéng
ctia n6 dén toc do thay doi clia ap suat. Tuong tu, néu thé tich duge giit khong doi
trong khi nhieét do dugc phép thay doi, thi ta mudn biét tac dong ciia né len tbce
do thay déi ctia 4p suét. Qua trinh lay vi phan ciia ham nhiéu bién theo mot trong
cac bién ctia no, trong khi cac bién con lai gitt ¢6 dinh duge goi 1a phép lay vi phan
rieng, va két qua dao ham 14 dao ham riéng ctia ham s6 nay. Nhé rang dao ham clia
mot ham mot bién f dude dinh nghia 1a gidi han ciia ty s6 sai phan,

)= i LT AN~ F )

Az—0 Az

Dao ham riéng theo x hoac y duge dinh nghia tuong tu.

Dinh nghia 11.3.1. Néu z = f (x, y) thi dao ham riéng ctia f theo z va y lan lugt
14 cac ham s6 f, va f,, dugce dinh nghia

f(l'—l—A[L’, y)_f(xa y)

fo(z, y) = lim

Az0 Az
Flo yt Ay~ f (o y)
X, y+ Yy) — €T,y

fy (ZL’, y) - AhIEO Ay

néu cac giéi han trén ton tai.

Chu ¥y rang ddi v6i phép lay dao ham rieng ctia ham hai bién 2 = f (x, y), ta
tim dao ham riéng theo x bang cach xem y nhu hang s6 trong khi 1ay vi phan ctia
ham theo x. Tuong tir cho phép lay vi phan riéng theo bién v.

Vi du 11.3.1. Cho f (z, y) = 23y + 2%y, tim a. f, b. fy.

Gidi. a. Véi f,, giit y khong doi va tim dao ham theo z:
fe (z, y) = 322y + 2zy%.
b. Véi f,, giit  khong ddi va tim dao ham theo y:
fy (z, y) = 2° + 227%y.
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MOT SO KY HIEU THAY THE
Véi z = f (z, y), dao ham riéng f, va f, dugc ky hiéu béi

_of 0z 0 o
fe (2, y) _%_%_%f(x’ y) =2z, = Dy (f)
va of 92 0
z
fy (1;7 y) ay 8y ay <x7 y) Zy Yy (f)
Céc gia tri dao ham riéng ctia f (z, y) tai diém (a, b) dugc ky hiéu bdi
of . of
— = fz(a, b) va = = fy(a, b).
Ox (a, b) 9y (a, b)

Vi du 11.3.2. (Tim va tinh dao ham riéng)
Cho z = 2?sin (3z + »*). a. Tinh %‘(E 0)
3’

GZdZ a. % = 23’; Sin (3x + y3) + 31;2 cos (3.1: + y3)7
0z . o\ s o\ 2 2
&}(g 0) — 2 (g) s 7+ 3(5) coST = — .

b. Tinh z, tai (1, 1).

b. z, = 3z%y?cos (3z +y*), z, (1, 1) = 3cos4.

Vi du 11.3.3.(Dao ham riéng ctia ham ba bién)
Cho f (z, y, z) = 2* + 22y® + y2°, hay xac dinh a. f,  b. f, c. f..

Gidi. a. V6i f,, ta hay xem f nhu ham chi ctia bién z véi y va z duge xem nhu cac
hang so: f, (z, y, z) = 2z + 2>

b. f,(z, y, z) = 4oy + 23

c. f.(z, y, z)=3yz2
]

Vi du 11.3.4.(Dao ham riéng ham an)
Cho z 1 ham an theo bién z va y duge xac dinh béi phuong trinh 22z 4 y23 = .
Xac dinh 0z/0z, 0z/0y .

Gidi. Lay vi phan ham an theo bién x, xem y 1a hing s6

0z 0z
2 22 43yt =1
xz+x o7 + Jyz o7
Giai phuong trinh trén ta dugc
0z 1—2xz2

Or a2+ 3yz?’
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Tuong tu, xem x la hang s6 va lay vi phan ham an theo bién y, ta dugc

0z 0z
2 3 2
90 +27+3 0 0.
x " z yz y
Vi thé
0z —23
oy a2+ 3yz?’

11.3.2 Heé s6 goéc

Mot minh hoa hinh hoc ctia dao ham riéng duge chi ra é Hinh 11.16. Trong hinh
11.16a, mat phang y = yo cit mat z = f (z, y) theo dudng cong C' song song vdi
mat phang Oxz. Khi d6, C' 1a vét clia mit z = f (x, y) trong mat phang y = .
Phuong trinh ctia duong cong nay 1a 2 = f (z, 3o), v& vi 9o c6 dinh nén ham nay chi
phu thudc vao x. Nhu vay, ta c6 thé tinh hée sb6 goc tiép tuyén déi véi duong cong
C tai diém P (29, 3o, 20) trong mat phang y = y, bang cach lay vi phan f (z, yo)
theo bién x va tinh dao ham nay tai x = zo. He s6 goc 1a f, (xg, o), chinh la gia tri
ctia dao ham rieng f, tai (zo, yo). Tuong tu cho minh hoa doi véi f, (xo, yo) dugc
chi ra ¢ Hinh 11.16b.

Curve ¢
s v

a. The langent line in the plane ¥ = yp b. The tangent line in the plane x =xp
1o the curve € at the point P has slope to the curve 2 at the point P has slope
[ (v, ¥0) fy(xg,¥0)

Figure 11,16 Slope interpretation of the partial derivative

DAO HAM RIENG NHU LA HE SO GOC CUA TIEP TUYEN
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Dudng thang song song véi mit phang Oxz va tiép xic véi mit z = f (x, y)
tai diém Py (xo, Yo, 20) ¢6 hé s6 goc f. (zo, yo). Tuong tu, dusng thang tiép
xtc v6i mit z = f (z, y) tai Py va song song v6i mit phang Oyz c¢6 hé s6 goc
fy (950, yo)-

Vi du 11.3.5. Tim hé s6 goc ctia dudng thang song song v6i mit phang Oxz va
tiép xic v6i mat z = xy/7 + y tai diem P (1, 3, 2).

Gidi. Néu f (z, y) = xy/T + y thi he s6 goc can tim 1a f, (1, 3). Ta c6 f, (z, y) =
s +Va Ty, do do fi (1, 3) =19 O
11.3.3 Tbc do thay doi

Dao ham ctia ham mot bién c6 thé duge biéu dién nhu téc do thay doi, va tuong tu
cho dao ham riéng.

DAO HAM RIENG XEM NHU TOC PO THAY DOI

Khi diém (z, y) di chuyén tit diém ¢ dinh Py (g, %o) thi ham f (z, y) thay ddi
v6i toe do fi (wo, yo) theo huong dudng cia truc Ox va f, (zo, o) theo hudng
duong cta truc Oy.

Vi du 11.3.6.(Dao ham riéng nhu 13 téc do thay doi)

Trong mot mach dién véi suat dien dong (EMF) E (volt) va dién tr6 R (ohm) thi
cuong do dong dién 1a [ = E/R (ampere). Tim dao ham riéng ngay khi £ = 120
va R = 15 vA giai thich cadc dao ham nay nhu 1a toc do thay doi.

Gidi. Vi I = ER™! nén ta c6

oI . L
or 1 gr = HA
va nhu vay, khi E =120, R =15 ta tim dugc 2 ~ 0.0667; 2L ~ —0.5333. Diéu
nay c6 nghia 1a néu dieén tré ¢6 dinh 14 15 (ohm) thi cuong do dong dién tang (vi
dao ham duong) tuong ting véi téc do 0.0667 ampere moi volt khi suat dien dong 1a
120 volt. Tuong tu, véi suat dien dong EMF ¢6 dinh thi cuong do dong dién gidm
(vi dao ham am) tuong tng véi toc do 0.5333 ampere mo6i ohm khi dien tré 1a 15

ohm. O
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11.3.4 Dao ham riéng cap cao

Dao ham riéng ctia mot ham lai 1a mot ham s6, vi thé c¢6 thé lay dao ham riéng ctia
mot dao ham rieng. Diéu nay rat giong véi viee lay dao ham cap hai ctia ham mot
bién néu ta lay lién tiép hai dao ham riéng tng véi cing mot bién, va két qua dao
ham duge goi 1a dao ham riéng cap hai tng véi bién d6. Tuy nhién, ta ciing c6 thé
lay djao ham riéng ting v6i mot bién, sau d6 lay dao ham riéng thit hai ting v6i mot
bién khéc, két qua nay goi 1a dao ham riéng cap hai hdn hgp. Cac dao ham riéng
cAp cao ctia mot ham hai bién duge ky hiéu & bang sau:

CAC PAO HAM RIENG CAP HAI

Cho z = f (z, y).Cac dao ham riéng cap hai 1a

f 9 (of\ ..
@_g(%>_(fr>x_fwx7
2f 0 (of\ ..
= () ==

Céac dao ham riéng cap hai hon hop

f 9 [of\ _ B
f 9 [(of\ _ B

Vidu 11.3.7. Vé6i z = f (x,y) = bx? — 2zy + 3y, x4c dinh cdc dao ham riéng cap
cao

L 2=
2. 2L
3. L.
4. £, (3,2).
Gidi. 1. a. 2 = 20 + 92, 2z =2 (g_y) _—3
2. =102y ZL=2(4)=-2
20
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3. 22 = 10.
4. £, (3, 2) = —2.
]
Chi ¥ rang tit phan a va b ciia vi du trén, co %gy = 8‘2% . Dang thic clia cac

dao ham hén hgp nay khong phai ding v6i moi ham s6, nhung phan 16n cac ham
ching ta gap thi diéu nay sé ding. Dinh 1y sau cung cap nhitng diéu kién thich hop
dé dang thitc nay ding.

Dinh 1y 11.3.1 (Sy bing nhau clia cdc dao ham hén hop). Néu ham f (z, y) c6
cac dao ham riéng cap hai hon hop fu, va fy. lién tuc trén mot khodng md chita
(zo, Yo) thi Syz (z0, Yo) = Say (o0, Yo)-

Vi du 11.3.8.(Dao ham riéng cip cao ctia ham hai bién)
Xac dlnh fxz,n fya:a f:):xa fa:xya \(©! f (iL‘, y) = x2y€y

Gidi. f, = 2xyeY, f, = 2%V + 2%yeY, fo, = 2we¥ + 2ayeY, f,. = 2we¥ + 2xyeY,
fx:v = 2y€y7 fa:a:y = (fa:a:)y = 2e¥ + 2y6y' O

Mot phuong trinh chita cac dao ham riéng dugc goi la mot phuong trinh dao
ham rieng. Mot phuong trinh dao ham riéng quan trong la phuong trinh khuéch tan
hay phuong trinh nhiét

oT , O*T

ot ox?
v6i T (x, t) 1a nhiet do trong mot thanh méng tai vi trf z va thoi gian ¢. Hang s6 ¢
dugce goi 1a hé s6 khuéch tan ctia vat lieu tao thanh. Trong vi du sau, ta kiém tra
mot ham thoa phuong trinh nhiét.
Vi du 11.3.9.(Kiém tra ham théa man phuong trinh nhigt) Kiem tra T (x, t) =
e~*cos 2 thoa phuong trinh nhiét %—{ = 22T

ox? "

9. C 9. o2 _ ~ 2 N [N
Gidai. %—{ = —e 'cos L 37? = —%etcosZ. Vi vay T thoa phuong trinh nhiet
or _ 28°T
ot Ox? " o

Mot dinh nghia tuong tu c6 thé ding cho ham nhiéu hon hai bién. Chang han
v6i ham ba bién f(z,y, 2)

Bf 0o (aF\] P f 9T (of
f_a__a_[a_<a_)] fxyz——azayax—&{a—y(%)]

Vi du 11.3.10. Béng cach tinh toan truc tiép, chi ra rang foy. = fyze = foye » VO
ham
[z, y, 2) = ayz + 2y
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Gias.
fe=yz+ 217y3z4, fy =22+ 3x2y224, f=xy+ 4x2y323.
foy =2+ 6zy>2?, fy: =2+ 1222y223, foy =2+ 1222y%23.

Vay
foye = 14 2429°2°;  frow = 1+ 2429%2%  fo0 = 1+ 24ay°2°.

11.4 Mat phang tiép xtic, xap xi va su kha vi

Trong muc nay ching ta tim phuong trinh ctia mat phing tiép xtc v6i mot mat tai
mot diém cho trude trén mat nay va sau doé st dung mat phing tiép xtc nay nhu
mot xap xi cho gia tri cia mot diém gan véi diem trén mit. Dicu nay gitp ta gidi
thieu sb gia ciia mot ham hai bién va chi ra khéi niém nay cé thé duge dimg nhu
thé nao dé dinh nghia su kha vi.

11.4.1 Mit phang tiép xtc

Gia st S 1a mot mat v6i phuong trinh z = f (x, y), véi f ¢6 cac dao ham riéng cap
mot lien tuc fo, f,- Cho Py (%o, Yo, 20) 1a mot diém trén S, va cho C; la duong
cong giao gitta S va mat phing « = o, C, 14 dudng cong giao gitta S va miit phing
y = 1o (hinh 11.18a). Duong thang Ty, T3 tiép xtc tuong ting v6i C;, Cs tai Py xac
dinh duy nhat mot mit phing, va ta sé tim ra mat phang nay thuc su chia duong
thang tiép xtc v6i moi dudng cong tron trén S ma di qua Py (hinh 11.18b).

a. The langent line in the plane y = yg b. The tangent line in the plane x =xy
1o the curve € at the point P has slope 10 the curve [ at the point P has slope
Felxo, yo) Jv(xp, ¥0)

Figure 11.16 Slope interpretation of the partial derivative

Dé tim mot phuong trinh cho mat phang tiép xtdc tai Py , xem xét phap vecto
N = Ai+ Bj+ Ck. Mit phang nay c6 thé biéu dién
Az —x0) + B(y —y) + C (2 — 20) = 0.
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Néu C # 0, chia ca hai vé cho C va ddt a = —A/C', b= —B/C ta dugc
z—z=a(r—120) +b(y— )

Giao clia mat phing nay va mit ¢ = xo la dudng tiép tuyén 77, ma ta biét he sb
goc clia duong nay 1a f, (zg, yo). Thay z = zy trong phuong trinh ctia mit phang
tiép xtc, ta tim T} c6 dang diém-hé s6 géc

z2—2="b(y—wyo).

0z

oy ( . Tuong tu, thay y = yp, ta dugc

0,Y0)
z—zy = a(x — x0) bicu dién tiép tuyén T, v6i he s6 goc a = f. (zo, yo). Tong quat

Vi vay ta phai ¢6 b = f, (zo, yo) =

PHUONG TRINH MAT PHANG TIEP XUC

Gié st S 1a mot mat véi phuong trinh z = f (z, y) va cho Py (xg, yo, 20) 12 mot
diém trén S ma tai d6 ton tai mat phang tiép xic. Khi d6 phuong trinh ctia mat
phang tiép xtic v6i S tai Py 1a z — 29 = fo (20, %0) (x — x0) + £, (zo, %o) (v — %o)
Néu phuong trinh nay dugce viét duéi dang Az + By + Cz + D = 0 thi ta néi
phuong trinh ciia mat phang nay 6 dang chuan tic.

Vi du 11.4.1. Tim phuong trinh ctia mat phing tiép xic véi mat z = tan_lg tai
diém P, (1, V3, %).

Gidgi. fo (v, y) = 23 o (1LV3) = =, fy(z, y) = =i Jy (1,v3) = 1.
Phuong trinh clia mat phang tiép xtc la z — T = (ig) (z—1)+ 1 (y—V3).

3

3 4 )
Dang chuan téc 1a 3v/3z — 3y + 122 — 47 = 0. O

11.4.2 Xap xi s6 gia

Trong chuong 3, ta thiy ring dudng thang tiép xic véi dudsng cong y = f (x) tai
diém P (w9, o) 12 mot dudng thang gan vdéi hinh dang dudng cong nhat trong lan
can clia diém P. Ttc 1a néu f kha vi tai @ = 2y va s6 gia Az nhé thich hop thi

Ay = [ (wg + Ax) — f (z0) = [ (20) A,

hay tuong duong
f (o + Az) = f (20) + [ (w0) Aw.

Tuwong tu, mit phang tiép xtc tai P (2o, %o, 2) la mat phing gan v6i hinh dang
clia mit z = f (z, y) nhat trong lan can ctia P, va cong thitc xap xi s6 gia tuong
tu nhu sau
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XAP Xi SO GIA CUA HAM HAI BIEN
Néu f (z, y) va cac dao ham rieng ctia né f,, f, xac dinh trén mot mien mé R
chita diém P (zg, yo) v f., f, lién tuc tai P thi

Af = f(zo+ Az, yo + Ay) = f(z0, Yo) =~ fz (%0, yo) Az + £, (20, Yo) Ay.

vi thé

[ (o + Az, yo+ Ay) = f(zo, Yo) + fa (0, yo) Az + fy (20, yo) Ay.

D6 thi minh hoa clia cong thitc xap xi s6 gia nay dude chi ra ¢ Hinh 11.19.

Tangent plane
o
7 ;‘.'{,.7. ’(_/
T ) z=f(x.y)

; The height of the surface
71 - ;- £ z={(x, y) above
e A Olag+ A\ Yo+ Ay) is
LI approximately the same as the

height at (2 of the tangent
plane at i3,

>

¥y

)
Folxg yo) 1
Qxy+ Ax.yy + Ay)

X

Figure 11.19 Incremental approximaticn to a function of two variables

fxo+ Az, yo+ Ay) = f(Im Yo) + fz (20, Yo) Az + fy (20, yo)ij

~ i

~
Db cao ctia z=f(z,y) Do cao clia mat phing tiép xic so véi didmQ(zo+Azx, yo+Ay)
so v6i diém Q(zo+Az, yo+Ay)

S6 gia clia ham ba bién f (z, y, z) c6 thé duge dinh nghia tuong tu

Af = f(zo+ Az, yo+ Ay, 20+ Az) — f (20, Yo, 20)

~ fr (Zo, Yo, 20) Az + fy (w0, Yo, 20) Ay + f2 (To, Yo, 20) Az.
Vi du 11.4.2.(St dung s6 gia dé udc lugng sy thay ddi ctia ham s6)

Mot cai hop mé c6 chiéu dai 3 ft, rong 1 ft va cao 2 ft duge
lam tu vat lieu c6 gia 2 do/ft* ddi véi mat ben va 3 do/ft* do6i
v6i mat day (hinh 11.20). Tinh gia lam chiéc hop, va sau do st
dung s6 gia dé udc lugng sy thay déi ciia gid néu chiéu dai va
rong moi cai tang 3 in. va chiéu cao gidm 4 in.
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Gidi. Hop md c6 chiéu dai x, rong y va cao z co6 dién tich xung
quanh

S= xy +2xz+2yz
~— N—
Day Bén mit bén

Vi mat bén gia 2 do/ft2 va mat day gia 3 do/ft2 nén tong gia
tri la
C(z, y, z) =3zy+ 2 (2zz + 2yz).

Cac dao ham riéng cua C la
C,=3y+4z, C,=3v+4z, C,=4x+4y.
va cac canh ctia hop thay doi

3 3 —4
= — =0.25ft; Ay = — = 0.25ft; Az = — ~ —0.33ft.
12 0.25ft; V=13 0.25ft; i=1 0.33f

Az

Nhu vay, su thay ddi vé tdng gia tri xap xi véi

AC~Cy(3, 1, 2)Az+C, (3, 1, 2) Ay + C. (3, 1, 2) Az ~ 1.67.
Vay gia tang xap xi 1.67 do. O
Vi du 11.4.3.(Sai s6 phan tram cyc dai bang cach stt dung vi phan)

Ban kinh va chiéu cao ctia mot hinh nén tron thing duge do véi céc sai s6 t6i da
tuong ting 3% va 2%. St dung xap xi s6 gia dé udc lugng sai s6 phan tram cyc dai
trong viéc tinh thé tich ctia hinh nén nay bang cach sit dung nhitng phép do nay va
stt dung cong thic V = swR*H.
Giai. Ta cé

AR < 0.03 Al <0.02

7 | <0 7| < 0.02

Cac dao ham riéng cua V la Vi = §7TRH, Vg = %ﬂ'RQ, vi thé sy thay ddi clia thé
tich dugce xap xi bdi

2 1
AV ~ (gwRH> AR+ (§sz> AH.
Chia cho thé tich V = %WRZH, ta dugc

AV (AR, (AH
v “°\UR H )

Vi the AV AR AH
<2 = 0.08.
v ‘ = ’ R H ’
Tiic 1a sai s6 phan tram cyc dai trong viéc tinh thé tich V' 1a xap xi 8%. O
25

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

11.4.3 Vi phan toan phan
Dinh nghia 11.4.1. Vi phan toan phan ctia ham hai bién f (z, y) 1a

of of ,

df =

v6i x va y 1a cac bién doc lap. Tuwong tu, vi phan toan phan ctia ham ba bién

w=f(z,y, z) la,
8f of 8f
d +8 dy +8z

df =
Vi du 11.4.4. Xac dinh vi phan toan phan ctia ham:
1. f(z,y) =2*In(3y* — 2x).
2. f(z,y,2) =22%+5y* — 62.

dr + 528 dy.

3y2—2zx

322m

Gidi. 1. df = %de+ Yy = [Qx In (3y% — 22) —

2. df = af ~dx + af dy + af cdz = 622dx + 20ydy — 6dz.
O

Vi du 11.4.5. Mot cong ty c6 san lugng hang ngay 1a Q = 60KY2 L'/3 (don vi
san pham), véi K 1a von dau tu (don vi ngan do) va L la lugng nhan lyc (don vi
gio lao dong). Von dau tu hien tai 1a 900,000 do va 1,000 gio lao dong dugc st dung
mdi ngay. Udc luong st thay doi ciia san lugng néu von dau tu ting 1,000 do va lao
dong giam 2 gic lam viéc.

Gidi. Su thay ddi ctia san luong duge dac trung béi dai luong AQ. Ta c6 K =
900, L =1000, AK =1, AL = —2. Vi phan toan phan ctia Q (K, L) la

29 ik 1+ 29

L = K71/2 L1/3 K ) K1/2 L72/3 T,
NG ALd 30 dK + 20 d

dQ =
Cling vay, ta ¢c6 AQ ~ %AK + %AL = —2. Nhu vay, san lugng gidm xap xi 2 don
vi khi von dau tu tang 1000 do va lao dong gidm 2 gio lam viéc. O

Vi du 11.4.6.(Sai s6 phan tram cyc dai trong mach dién)
Khi hai dién tré R; va R, dugc mic song song, thi tong dien tré R thoa

1_1+1
R R, Ry

Néu R; do duge 300 (ohm) véi sai s6 t61 da 1a 2% va Rydo duge 500 (ohm) véi sai
s6 toi da 1a 3%, thi hay sit dung xap xi s6 gia dé udc lugng sai sé phan trong cuec
dai ting véi R.
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Gidi. Ta co |52 < 0.02; (% < 0.03, va ta mudn tim gia tri 16n nhét cta |SE|.
1 2
Vi R= it uen
OR R} OR R}
OR1  (Ry+Ry)* 0Ry (R, + Ry’
OR OR R2 R2
AR~ —AR; + — ARy = —2 AR + ———AR
OR,~ T OR, 1 (Ri+ R (R4 R
Vi g = TR nen
AR R, AR R ARy
R “Ri+Ry, Ri R +R Ry’
Cudi ciing, ap dung bat dang thitc tam giac, ta cé
AR < RQ ARl Rl ARQ
R ~— |Ri+Ry|| Ry Ri+ Ry|| R,
500 300
<——(0.02) + ————(0.03) = 0.02375.
= 300+500< )+ 300+500( )
Sai s6 phan tram cuyc dai xap xi 2.4% O

11.4.4 Su kha vi

D6i véi ham hai bién, s gia clia x 1a mot bién doc lap duge ky hiéu bdi Az, s6 gia
ciia y 1a mot bién doc lap duge ky hieu bdi Ay, va s6 gia cia f tai (zg, yo) duge
dinh nghia

Af = f(xo+ Az, yo + Ay) — f (%0, vo)-

Ta st dung biéu dién s6 gia dé dinh nghia st kha vi nhu sau.

Dinh nghia 11.4.2. Ham f (z, y) kha vi tai (z¢, yo) néu s6 gia ctia f c6 thé bicu
dién Af = f, (zo, Yo) Az + f, (o, yo) Ay+e1Azx + Ay trong d6 ey — 0, 2 — 0
khi cd hai Az — 0, Ay — 0. Ngoai ra, f (z, y) dugc goi l1a kha vi trong mién R
ctia mat phang néu f kha vi tai moi diém trong R.

Dinh 1y 11.4.1 (Kha vi thi lien tuc). Néu f (x, y) khd vi tai (xo, yo) thi né ciing

lien tuc tai do.

Vi du 11.4.7.(Ham khong kha vi véi f,, f, ton tai)

Cho
1, >0,y >0;

flay) = { 0, truong hgp con lai.

Chi ra réng cic dao ham rieéng f,, f, ton tai tai goc toa do nhung f khong khé vi
tai do.
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Gidi. Vi f (0, 0) =0 nén ta co

va tuong tu f, (0, 0) = 0. Nhu vay, ca hai dao ham rieng déu ton tai tai goc toa do.
Néu f (z, y) kha vi tai gbc toa do thi no sé lien tuc tai d6 (dinh 1y 11.2). Nhu vay,
ta c6 thé chi ra f khong kha vi bang cach chi ra n6 khong lién tuc tai (0, 0). Cha
yrang lim  f(x, y) 1a 1 doc theo dudng y = z trong goéc phan tu thit nhat

(z, y)—(0, 0)
nhung 14 0 néu tién dén doc theo truc Ox. Diéu nay c6 nghia la gi6i han khong ton
tai. Vi vay, f khong lién tuc tai (0, 0) va tic la cing khong kha vi tai day. O

Mic dit sut ton tai ctia cac dao ham rieng tai P (zg, yo) khong di dé dam bao
rang f (z, y) kha vi tai P, nhung ta c6 dicu kieén di sau dé né kha vi.

Dinh 1y 11.4.2 (Diéu kién du cho sy kha vi). Néu f la ham theo bién z va y, va
f, fuor [y lién tuc trén mot dia D c6 tam tai (xo, yo) tht f kha vi tai (zo, o).

Vi du 11.4.8.(Thiét lap su kha vi)
Chi ra rang f (z, y) = 2%y + zy® kha vi tai (z, y) bat ky.

Gidi. Ta c6 fi (x, y) =22y + >, f, (x, y) = 2+ 32y®. V1 f, f., [, la céc da thic
theo x va y nén ching lién tuc trén toan mat phang. Do dé, dinh ly diéu kien du
cho sy kha vi ddm bao rang f kha vi tai moi = va y. O

Cudi cuing, ta chi y rang mic du tinh lién tuc clia dao ham riéng cap mot trong
lan can ctia diém (zg, yo) ddm bdo rang f kha vi tai (zo, yo), nhung van c6 thé c6
ham khé vi tai (xg, yo) ma cdc dao ham riéng khong lién tuc tai do.

11.5 Quy tac day chuyén

D6i v6i ham nhiéu bién, viec két hop ham cling quan trong nhu trudng hop mot
bién, va bay git do xuét hieén nhiéu hon mot bién, ta c6 thé cau tao “ham ctia mot
ham” mot cach da dang. Chung ta sé xem xét mot s6 dao ham va dao ham riéng
trong mdi truong hop.

11.5.1 Quy tiac day chuyén mot bién

Chtng ta bat dau v6i mot ham kha vi hai bién f (z,y). Néu z = z (t) va y = y ()
lan lugt 1a cdc ham ctia bién doc lap t, khi d6 z = f (z(¢),y(t)) 12 mot ham hop cia
bién t. Trong trudng hgp nay, quy tic day chuyén tim dao ham déi v6i ham mot
bién dugc thiét lap.
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Dinh 1y 11.5.1. Cho f (z,y) la mot ham khd vi ciia hai bién z va y, va x = x (t)
vay =y (t) la ham khd vi ctia bién t, khi dé z = f (x,y) la mot ham khd vi ciia t va

dz 5’zd_x 82@

@t ordt oydt

So do hinh cay dugc chi ra ¢ day 14 mot cong
cu dung dé nhé quy tic day chuyén. So do bat
dau trén dinh véi bién doc lap z va phan tang
thanh hai nhanh xudng phia dudi, dau 1a cac 9z
bién doc lap x va y, va sau dé 1a tham sb t cho ox, Ay
moi nhanh. Méi mot doan nhanh duge gan nhan
véi m(f)ic dao ham,\ va quy tac day chuyén nhan de dy
duge bang cach dau tién nhan cac dao ham trén dr dr
mbi doan ctia méi nhanh cong lai dé cé duge t t

dz 0z dx 0z dy

_= —— 4+ ——=
dt  QJzdt Oy di
nhanh trai nhéanh phai

Vidu 11.5.1. Cho z = 2% + 9%, véi x =
a. truée hét bicu dién tusng minh z theo
b. st dung quy tac day chuyen.

% va y = t2. Tinh % theo hai cach:
t.

Gidi. a. Thay © = 1 va y = ¢* ta thay (v6i moi t #0) z = 2 4 y* = (%)2 + (12 =
72+ ¢*. Do do, &= -2t + 43 b. Viz =2 +y% véiz =} vay=1?nen
0z 0z dx dy
—:2 _:2 _:_t*2._:
or ar 't
St dung quy tac day chuyen cho mot tham bién doc lap ta co:
dz  Ozdr n 0z dy
dt  Oxdt Oydt
= (2z) (—17%) + (2y) (2¢)
(2t71) (—t7%) + (2¢%) (2¢)
= —2t73 4+ 4¢°

2t.

Vi du 11.5.2.(Quy tic day chuyén cho mot tham bién doc lap)

Cho z = \/a? + 2xy, trong d6 x = cosh,y = sinf. Tim g—g theo z, vy, 0.

Vi du 11.5.3.(Ung dung vé quan hé gitta cac ty le sit dung quy tic day chuyén)
Mot hinh tru tron ding duge thay doi bang cach ting ban kinh r cia né véi toéc do
3 in./min v& gidm chidu cao h clia né véi toc do 5 in./min. Thé tich ctia hinh tru
thay doi theo tdc do nao néu ban kinh ctia né 14 10 in. va chiéu cao 1a 8 in.?
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Dinh 1y 11.5.2. Cho F dugc zdc dinh trén mot dia tron chita (a,b) nhu mot diém
trong, sao cho F (a,b) = 0, va gid si ring F,, F, cung lién tuc trén dia nay, vdi

(a b) # 0. Khi dé ton tai mot khodng I trén duong thing thuc chita a nhu mot
dzem trong va mot ham duy nhat y = y (x) dudc zdc dinh trén khodng I, sao cho
y(a) =bwva F(z,y(z)) = 0,060 moi gid tri x trong khoding I. Hon nia, dao ham

cua y duge xdc dinh boi
dy F,

- F
Vi du 11.5.4.(Dao ham ham an sit dung cic dao ham riéng)
Néu y 1a mot ham kha vi clia x sao cho sin (z + y) + cos (z — y) = y,tim &

Khi z duge xac dinh an theo z va y bdi phuong trinh F (z,y, z) = 0, quy tic day
chuyén c6 thé duge ding dé tim g—; va g_?j theo Fy, F}, va F,. Cach thic nay dugc
phac thao trong Bai tap 57.

Vi du 11.5.5.(Dao ham riéng cap hai clia mot ham hai bién)
Cho z = f( ,y), trong d6 x = - al vay = bt véi a va b 1a cac hing s6. Gia st vé cac
st khé vi can thiét, hay tim 4 o7 theo céc dao ham riéng cua z.

11.5.2 Céac md rong cta quy tac day chuyéen

Tiép theo, ching ta sé xét loai ham hgp xuat
hién khi x va y cung la cdc ham cit hai tham
bién. Dac biet, cho 2 = F(x,y), trong do6 J
r = x(u,v) vay = y(u,v) cing la ham cla o L2 0—>y
hai tham s6 doc lap u va v. Khi do, z =
F (z (u,v),y (u,v)) 1a mot ham hgp cia u va Py * Py Y v
v, va v6i nhing g'})é thiét thich hgp ctia su kha T o
vi, chiing ta c6 thé tim dugc cac dao ham riéng

S
Ry
<

0z/0u,0z/0v bang cac ap dung quy téc day u v |u y

chuyén nhan duge tiur dinh 1y sau day.

Dinh 1y 11.5.3. Gid st z = f (z,y) khd vi tai
(z,y) va cac dao ham riéng cia x = x (u,v) v
y =y (u,v) ton tai tai (u,v). Khi dé ham hop z = F (z (u,v) ,y (u,v)) la khd vi tai
(u,v) vdi
0z 0z0x 0z0y 0z 0z0x 0zdy
+ 7 va — + —=.
du _ Oxdu Oy Ou v Oz v dy o

Vi du 11.5.6.(Quy tic day chuyén cho hai tham bién doc lap)
Cho z = 4z — 92, trongdox—uv2 va y = uSv. Tim 2 Se va gz
Vi du 11.5.7.(Dao ham ham an sit dung quy tac day chuyen)

A N N 2 . N _ Bz
Néu f 1a ham kha vi va f(u,v) =u + f (u*v?), hay chi ra rang w2z — 022
Vi du 11.5.8.(Quy téc day chuyén cho mot ham ba bién véi ba tham bién)

Tim 2% néu w = 4z + y* + 2%, trong d6 = = € ,y—ln”s 2 = rst’.

= Uu.
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11.6 DPao ham theo huéng va Gradient

Trong muc nay ching ta xem xét lam cach nao dé tim mot dao ham trong rat nhiéu
huéng da duge chi ra, dude goi la cac dao ham theo hudng. Sau khi ching ta tim
duge cac dao ham theo huéng, ching ta sé biéu dién né theo mot ham vécto duge
goi 1a mot gradient. Chiing ta két thiic bang viéc xem xét cic ting dung clia gradient.
Gia stt z = T (x,%) cho nhiét do tai diém (z,y) trong mién R clia mit phing, va
Py (z0,0) 12 mot diém cu thé trong R. Khi d6 chiing ta biét ring dao ham rieng
T, (w0, o) cho tdc do thay ddi nhiet do quanh P, theo huéng truc x, trong khi dé
téc do thay ddi nhiet do theo huéng y duge cho béi T, (o, yo). Gid sit ring ching
ta muén tim huéng ma nhiét do thay doi 16n nhat, ma c6 thé la huéng khong song
song véi cac truc toa do. Dé tra 15i cau héi nay, ching ta sé gidi thieu khai niem

dao ham theo huéng va xem xét cic tinh chat ciia no.

11.6.1 Dao ham theo huéng

Trong Chuong 3 ching ta da dinh nghia do déc
ctia mot duong cong tai mot diém 1a téc do thay
doi ctia bién phu thudc theo sy thay déi cia bién
doc lap tai mot diém cho trude. Dé xac dinh he
s6 goc chia tiép tuyén tai mot diem Py (o, yo)
trén mat cong xac dinh béi z = f (z,y), ching
ta can chi r6 huéng ma ching ta mudn do.
Chiing ta thyc hién diéu nay bang cach sit dung
vécto. Trong Muc 11.3 chiing ta da tim duge do
déc ma song song v6i mit phing yz la dao ham
rieng f, (2o,%0). Chiing ta c6 thé chi r6 hudng
nay theo vécto don vi i (huéng x), trong khi
dé f, (z,y) xéc dinh theo huéng vécto don vi j.
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Cudi cling, dé do do doc ciia tiép tuyén theo mot huéng bat ky, ching ta sit dung
mot vécto don vi u = ui + usj.

Dé tim mot do déc mong mudn, chiing ta tim giao ciia mit cong véi mat phang
thing ding di qua diém P, song song véi vécto u, nhu da chi ra trong Hinh 11.24.

Mit phéng thing ding nay giao véi mit cong tao nén mot dudng cong C, va
ching ta dinh nghia do déc ctia mat cong tai Py theo huéng u la do dbc cua tiép
tuyén véi dusng cong C' tai diém d6. Ching ta tom tit ¥ tudng vé do déc nay theo
mot huéng dac biét véi dinh nghia sau day.

Dinh nghia 11.6.1 (Dao ham theo huéng). Cho f 13 mot ham hai bién, va cho
u = uji + ugj 1a vécto don vi. Dao ham theo huéng cta f tai Py (2o, yo) theo hudng
cua u cho béi

h huo) —
Duf (anyD) — }111{)% f (Q:O + hu,y +h U,2> f (x(]?yo)

mién 1a gidi han nay ton tai (cha ¥ rang, u phai 1a vécto don vi).

Tai mot diem Py (z0, 1), 6 vo han dao ham theo huéng cho do thi ctia z =
f (x,y), mdi mot huéng déu toa ra tit Py. Hai trong ching la cadc dao ham rieng
fe (0, 90) V& f, (0, y0). Dé thay diéu nay, chii ¥ ring néu u =i (nghia la u; = 1 va
us = 0), khi d6

f (w0 + h,y0) — f (20, v0)

D; f (z0,v0) = }llli% A = fau (w0, 10) -
va néu u = j (nghia 1a u; = 0 va uy = 1), khi do
, o, Yo + h) — f (xo,
Djf(xo,yo)zhmf( 05 Yo ) f( oyo):fy(%?yo)'

h—0 h
Dinh nghia dao ham theo huéng la tuwong tu dinh nghia dao ham ctia ham véi mot
bién duy nhéat. Giéng nhu véi ham mot bién, that kho dé ap dung dinh nghia nay
mot cach trie tiép. May man 1a dinh 1y sau day cho phép chiing ta tim ra cac dao
ham theo huéng hiéu qua hon so véi st dung dinh nghia.

Dinh 1y 11.6.1 (Tinh dao ham theo huéng sit dung cac dao ham riéng). Cho f (z,y)
la mot ham kha vi tai Py (zo,v0). Khi do f c6 dao ham theo hudng cia vécto don vi
u = u1t+ usg wac dinh bdi

Duf (20, y0) = fa (20, y0) w1 + £y (20, yo) ua-
Vi du 11.6.1.(Tim dao ham theo huéng st dung dao ham riéng)

Tim dao ham theo huéng clia f (z,y) = 3 — 222 + y3 tai diém P (1,2) theo huéng

cua vécto don vi u = %i — ‘/73.]
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Gidi. Trude hét, tim cac dao ham rieng . Khi d6 tit u; = %, Uy = —\/7§ ta co

Duf(1,2) = £, (1,2) G) +1(1,2) (J/;)

= —4(1) (%) +3(2)° (—\?)

Cht ¥ rang dao ham theo huéng 14 mot s6. S6 nay c6 thé hiéu nhu la do déc cia
tiép tuyén véi z = f (r,y) hodc nhu mot toc do thay ddi ciia ham 2 = f (z,y). Vi
Vi du 1 chiing ta thiay s6 —2 — 61/3 ~ —12.4. Ching ta sit dung vi du nay dé minh
hoa dao ham theo huéng nhu 13 do doc va nhu 1a mot ty le. O

Pao ham theo huéng nhu 1a dé déc

Bing hinh hoc ching ta tim mat cong duge xac dinh trong Vi du 1, cu thé la
2z = 3 — 222 + 9% Giao clia mat nay v6i mot mat phang ciing phuong véi vécto
u=zi— ‘éj 1a duong cong C, va dao ham theo huéng nay 13 do doc ciia tiép tuyén
v6i C tao diém nim trén mit cong phia trén P (1,2). Dao ham theo huéng nay duge
chi ra nhu trong Hinh 11.25d.

(L.29

| .y . . \ )
EEEPY S s+ f ; TN 4
‘ ' | | :
} ! F—= } 1 T T I [

= 1 % - /z d AN AR
2+ -8 | [ -8t 24 '
. | i

: xy-plane I / Planc.y=1| . Plney=2 Plane determined by u

a. The point (1,2} in b. Directional ¢. Directional d. Directional
the xy-plane derivative at {2,9) in derivative at (1,9) in derivative in plane
plane x =1 plane y =2 determined by u

Figure 11.25 Graph of z = 3 — 2x2 4 y® and some derivatives
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Dao ham theo huéng nhu la mot ty 1é

Dao ham theo huéng D, f (7o, 10) ciing c6 thé xem nhu ty lé thay ddi ctia ham
z = f (x,y) quanh diém Py (0, 1) theo huéng vécto don vi u. Do d6, téng Vi du 1,
chiing ta néi ring ham f (z,y) = 3 — 222 + 4° thay ddi véi ty le —2 — 613 ~ —12.4
khi ching ta di chuyén tit P (1,2) theo huéng vécto don vi u = i — \/ng‘

11.6.2 Gradient

Dao ham theo huéng D, f (z,y) c6 thé biéu dién mot cach gay gon theo mot vécto
dude goi la gradient, cai ma duge sit dung rat nhiéu trong toan hoc. Gradient clia
mot ham hai bién c¢6 thé duge dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 11.6.2. Cho f 1a mot ham kha vi tai (x,y) va cho f (z,y) c¢6 cac dao
ham riéng f, (z,y) va f, (z,y). Khi d6 gradient cta f, duge ky hiéu béi Vf (doc 1a
del eff), 1a mot vécto xac dinh béi Vf (z,y) = fo (z,y)i+ f, (z,y)].

Gia tri ctia gradient tai diem Py (79, y0) duge xac dinh bdi Vfy = fo (20, y0) i +
fy (x0,y0) j Hay xem ky hiéu V nhu mot “toan ti” tac dong len mot ham ma cho
mot vécto. Mot ky hieu khac cia Vf 1a gradf (z,y).

Vi du 11.6.2.(Tim gradient ctia mot ham)
Tim Vf (z,y) véi f (z,y) = 2%y + y>.

Dinh 1y 11.6.2. Néu f la mot ham khd vi cia x va y, khi dé dao ham theo hudng
clia f tai diem Py (xo,10) theo hudng ciia vécto don vi u la

Duf (z0,%0) = V fo.u.

Vi du 11.6.3.(Stt dung cong thiic gradient dé tinh dao ham theo huéng)
Tim dao ham theo huéng cia f (z,y) = In (2 +y?) tai Py (1, —3) theo huéng cta
v =2i—3j

Maic dit mot ham kha vi mot bién f (x) c¢6 chinh xdc mot dao ham f/ (x), mot
ham kha vi hai bién F (z,y) c6 hai dao ham riéng va vo han cac dao ham theo
huéng. Lieu c6 khai niém toan hoc don 1& nao vé cdc ham nhiéu bién tuong ty nhu
ctia dao ham clia mot ham mot bién don 1é khong? Céc tinh chat dugc liet ké trong
dinh 1y sau day goi ¥ vé vai tro clia gradient.

Dinh ly 11.6.3. Cho f va g la cic ham kha vi. Khi do
Quy tdc hdng Ve =0 vdi moi hdng s6 c
Quy tdc tuyén tinh V (af +bg) = aVf +bVyg

vdi cdc hang s6 a va b

Quy tdc nhan V(fg)=fVg+gVf
Quy tdc thuwong \Y% <§> = %, g#0
Quy tdc mu V(f")=nfr1vyf
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Tinh chat cuc dai ctia Gradient

Trong tng dung, viéc tinh ty l¢ bién thien cyc dai (hodic cuc tiéu) cila mot ham
cho truéc tai mot diem cu thé 1a rat c6 ich. Huéng ma né xuat hien duge goi la
huéng tang nhanh nhat — steepest ascent (hofic gidm nhanh nhat — steepest descent).
Chéng han, gid sit ham z = f(,y) md ta cao do clia mot ngusi trugt tuyét dang do
xubng mot con dbc, va ching ta mudn phéat biéu mot dinh 1§ ma sé cho ngudi trugt
tuyét mot la ban dinh huéng vé dudng xudng déc nhanh nhat (xem Hinh 11.26).

“Steepest ascent™

langent vector has
magnitude || Vi)

z=flx, ¥

“Steepest descent”
tangent vee
nugniude

Figure 11.26 Curve of steepest ascent or descent

Dinh 1y 11.6.4 (Hudng cyc dai ctia gradient). Gid st f khd vi tai diém Py va
gradient cua f tai Py thoa man V fo # 0. Khi do

a. Gid tri lon nhat cia dao ham theo hudng Dof tai Py la
vécto don vi u chi hudng cia V fy.

V foll va zudt hien khi

b. Gid tri nhé nhat cia Dof tai Py la — ||V fol| va zudt hién khi vécto don vi u chi
huong cia —V fy.

Dinh 1y phat biéu ring tai Py ham f ting nhanh nhat theo huéng ciia vécto V f;
va gidm nhanh nhat theo huéng nguge lai.
Vidu 11.6.4.(Ty lé tang va giam cuc dai)
Theo huéng nao thi ham duge xac dinh f (z,y) = €2~ tang nhanh nhat tai diém
Py (2,1), va ty lé tang cuc dai 1a bao nhiéu? Theo huéng nao thi f la gidm nhanh
nhat?

11.6.3 D61 véi ham ba bién

Khai niem dao ham theo huéng va gradient c6 thé dé dang ma rong cho cac ham ba
bién hogc nhiéu bién hon. Vi ham ba bién, f (x,v, z), gradient V f dugc xac dinh
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b6i Vf = f,i+ f,j+ f.k va dao ham theo hudng Dy f cia f (z,y, z) tai Py (2o, Yo, 20)
theo huéng ctia vécto don vi u cho bdi

Duf:VfO'u

trong d6 nhu trén, V f; 1a gradient V f tai P,. Cac tinh chat co ban ctia gradient clia
f (z,y) (Dinh 1§ 11.9) vAn con ding, ciing nhu tinh chat huéng cyc dai ctia Dinh 1y
11.10. Céc dinh nghia va tinh chat tuong tu cling ding cho ham nhiéu hon ba bién.
Vi du 11.6.5.(Dao ham theo huéng ctia ham ba bién)

Cho f(x,y,2) = xysin(zz). Tim Vfy tai diem Py (1,—2,7) va sau dé tinh dao
ham theo huéng (duge lam tron dén phan tram) cta f tai Py theo hudéng clia vécto
v = —2i+ 3j — bk.

11.6.4 Tinh vuéng géc cua Gradient

Gia st S la mot mat muc cia ham xéc dinh bdéi
f(x,y,2); nghia la, f (z,y,z) = K v6i hing s6

K nao dé. Khi dé néu Py (g, yo, 20) 12 mot diém
thuoc S, dinh 1y sau day chi ra rang gradient
V fo tai Py 1a mot vécta va vudng goc (truc giao)
v6i mit phang tiép xidc ctia mit cong tai Py
(xem Hinh 11.28).

Normal

veetor VY,

<>, Tangent
s plane
.evel

surface §

Dinh ly 11.6.5 (Tinh vuong goc ctia gradient). '
Gid s ham f la khd vi tai diém Py va gradient
tai Py théa man V fo # 0. Khi do V fy la truc
giao vdi mat mic cua [ qua Py.

Figure 11.28 The normal
property of the gradient

Gidi thich: Gradient V f, tai diém P, trén mat
f(x,y,2) = K la truc giao tai Py v6i vécto tiép
xtic T = & ctia mdi duong cong C: R = R (¢) trén mét cong di qua Py. Do do, tat
cd nhitng vécto tiép xdc nay nim trén mot mat phing don di qua P,. Do dé, tat ca
cac vécto tiép xic nay nam trén mot mit phing don di qua Py véi vécto phap tuyén
N = V/f,. Mit phéng nay la mat phang tiép xic (hay tiép dien) véi mat cong tai
Po.

Vi du 11.6.6.(Tim vécto vuong géc véi mat mic)

Tim vécto vudng goc véi mat miic 22 + 2zy — yz + 322 = 7 tai diém P, (1,1, —1).
Vi du 11.6.7.(Tim vécto vuong goc véi dudng

miic)

Hay vé duong mic tuong tng véi C' = 1 cua Vfo= 41 -233]

ham f (z,y) = 22 — y* vA tim mot vécto phap
tuyén tai diém P, (2, \/5)

Giai. Duong mic véi C' = 1 1a mot hyperbol
cho béi 22 —y? = 1, nhu dudc chi ra trong Hinh
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11.29. Vécto gradient la vuodng goc v6i dudng
mtic, vi thé ching ta c¢6 Vf = fi+ f,j = 2zi—
2yj. Tai didm (2,v/3), Vfo = 4i—2/3j 1a vécto
can tim. Vécto tryc giao nay va mot vai vécto
khac duge chi ra trong Hinh 11.29. O

Vi du 11.6.8.(Ung dung truyén nhiét)
Tap cac diém (z,y) v6i 0 <z <5va0<y <5
14 mot hinh vuéng trong géc mot phan tu thit
nhat ctia mat phang xy. Gia st ring hinh vuong
nay duge dot nong theo cach ma T (z,y) = 22+
y? 1a nhiet do tai diém P (z,y). Hoéi nhiét do sé *
toa ra tit diém Py (3,4) theo hudng nao?

Giai. Lugng nhiét trong mot vung duge cho
bdi ham vécto H (z,y), gia tri clia n6 tai diém
(x,y) phu thuoc theo x va y. Theo vat 1y hoc,
H (z,y) sé& vuong goc véi cac dudng dang nhiet
T (x,y) = C v6i C la hang s6. Gradient VT va tat ca cac boi clia n6 déu chi vé mot
huéng nhu vay. Béi thé, ching ta can biéu dién Iuu luong nhiét theo phuong trinh
H = —kVT, trong d6 k 1a mot hing s6 duong (duge goi 1a hing sd dan nhiét) va
dau am la dé 1y giai cho thuc té 1a Iugng nhiét téa ra mot cach “xudng doc” (nghia
14, theo huéng giam nhiet do). Vi T (3,4) = 25, diém Py (3,4) nam trén dudng dang
nhiet 7 (z,y) = 25, 1a mot phan ciia duong tron x? +y? = 25, nhu duge chi ra trong
Hinh 11.30. Chtng ta biét rang luu lugng nhiet Hy tai Py sé thoa man phuong trinh
Hy, = —kVT,, trong d6 VT, la gradient tai Py. Vi VT = 2zi + 2yj, chiing ta thay
rang VT, = 6i + 8j. Do d6, lugng nhiét tai Py thoa man

Figure 11.30 Isotherms

Hy = —kVT) = —k (6i + 8j).

Vi hé s6 dan nhiét & 1a duong, ching ta c¢6 thé néi rang nhiét téa ra tit Py theo
huéng vécto don vi u duge cho bdi

11.6.5 Tiép dién va phap tuyén

Céc mit phéng tiép xiic v cac phap tuyén véi mot mat
cong 1a nhiing ma rong tir nhién téi R? cia tiép tuyén
va phép tuyén ma ching ta di xac dinh trong R?. Gia
stt S 1a mot mit cong va N 13 mot vécto phap tuyén Tangent

plane
=

Normal line

srmal Viector
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ctia S tai diém P,. Bang truc gidc, ta nghi ring phap
tuyén va tiép dién véi S tai Py mot cach tuong ing sé
14 duong thing qua Py c6 phuong N va mat phing qua
Py v6i phap tuyén N (xem Hinh 11.31). Nhitng quan st
nay dan chiung ta t6i dinh nghia sau day.

Dinh nghia 11.6.3 (Phéap tuyén va tiép tuyén). Gia

st mit cong S c6 mot vécto phap tuyén khac khong N

tai Py. Khi d6 duong thing di qua P, song song véi N dude goi 1a phap tuyén véi
S tai Py, v mit phang qua Py véi vécto phap tuyén N la tiép dién véi S tai Py.

Chiing ta mong muén ring mot mit cong S véi bieu dién z = f (z,y) c6 mot
tiép dien khong thang ding tai mdi diém c6 Vf # 0. Dac biét, néu S c¢6 phuong
trinh dang F (z,y,2) = C, trong d6 C' 1a mot hiang s6 va F 1a mot ham kha vi tai
Py, tinh triyc giao ciia gradient cho ta thay rang véc to gradient VFy tai Py 1a truc
giao v6i S (néu VFE, # 0) va S do d6 phai c6 mot tiép dién tai B.

Vi du 11.6.9.(Tim tiép dién va phap tuyén clia mot mit cong)
Tim cdc phuong trinh ctia tiép dién va phap tuyén tai diem P, (1, —1.2) trén mit
cong S xac dinh bdi 2%y + y?z + 2%z = 5.

Dinh nghia 11.6.4 (Phuong trinh tiép dién va phap tuyén ctia mot mit cong).
Gia st S 1a mot mit cong ¢6 phuong trinh F (z,y,2) = C la Py (xq, Yo, 20) 1& mot
diém tren S v6i F 1a ham kha vi c6 VI, # 0. Khi d6 phuong trinh tiép dién véi

Fy (Po) (= mo) + Fy (Po) (y — o) + F () (2 — 20) = 0.
va phap tuyén véi S tai Py c6 phuong trinh tham s6 1a

$:$O+Fx($07yoazo>t
y = yo + F, (70,10, 20) t
z =2+ F. (20,90, 20) L

Vi du 11.6.10.(Phuong trinh tiép dién va phap tuyén)
Tim cac phuong trinh ctia tiép dién va phap tuyén véi mat ném 22 = 22 + ¢? tai
diém c6 v =3,y =4 va z > 0.

Gidi. Néu Py (g, yo, 20) 1 diém tiép xtic v z¢ = 3,y = 4 va 2 > 0, khi d6

0=\ T3+ yp = V3 +42 =5

Néu ta xét F (x,y,2) = 22+y?—22 thi nén nay c6 thé xem nhu mat mic F (z,y, 2) =
0. Cac dao ham riéng cua F la

Fy,=2x,F, =2y, F, = -2z
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do d6 tai Py (3,4,5) ta ¢
F,(3,4,5) =6,F,(3,4,5) =8, F, (3,4,5) = —10
. Vay phuong trinh tiép dién 1
6(r—3)+8(y—4)—10(z—=5)=0
hay 3z + 4y — 5z = 0, vA phuong trinh phép tuyén 1a

r=34+6t,y=4+8t,z=5—10t.

11.7 Cuc tri ciia ham hai bién

Trong thé gidi thuc, ching ta phai d6i dau vé6i rat nhieu van deé lien quan dén t6i wu
héa. Trong Chuong 4, ching ta da xét cac ham mot bién, va trong muc nay ching
ta md& rong cho cac ham hai bién. C6 rat nhiéu tinh huéng thyc té ma trong doé
can thiét hodc hitu ich hon dé biét duge gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cta
mot ham hai bién. Chéng han, néu T (x,y) 1a nhigt do tai diém (x,y) trong mot
cai dia, thi dau I3 diém néng nhat hoic nhé nhat va nhiét do tai nhitng diém nay
bang bao nhiéu? Mot bai rac thai cong nghiép doc hai duge bao bdi mot duong cong
F (z,y) = 0. Khodng cach 16n nhat va nho nhat tit mot diém trong P, t6i bien la
bao nhiéu? Ching ta bat dau nghién cttu cie tri véi mot vai khai niem.

Dinh nghia 11.7.1 (Cuec tri tuyet ddi). Ham f (x,y) dugc goi la dat cuc dai tuyét
déi (absolute maximum) tai (zo,yo) néu f (zo,v0) > f (z,y) véi moi (z,y) trong
mién xac dinh D ctia f. Tuong tu, f duge goi la dat cuc tiéu tuyét déi (absolute
minimum) tai (xg, yo) néu f (xo,v0) < f (z,y) v6i moi (z,y) trong D. Cuc dai tuyet
ddi va cie tiéu tuyst doi duge goi chung la cue tri tuyét dbi (absolute extrema).

Trong Chuong 4, ching ta da xac dinh cuc tri tuyet doi cia ham mot bién bdi
trude hét 1a tim cye tri tuong d6i (hay cuc tri dia phuong), nhitng gia tri nay cla
f () 1a 16n hon ho#c nhé hon gia tri tai nhiing diém lan can. Cuc tri tuong doi ciia
mot ham hai bién c6 thé duge dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 11.7.2 (Cuyc tri tuong d6i). Cho f 1a mot ham xéac dinh trén mot mién
chua (Ig, yo)

13 mot cye dai tuong dbi (relative maximum) néu f (z,y) < f (zo, ¥o)
z,y) ndm trong mot dia md chita (xg, o).

L. f($07y0
v6l moi

13 mot cuc tieu tuwong dbi (relative minimum) néu f (x,y) > f (zo,yo)
r,y) ndm trong mot dia md chita (xg, o).

1i. f($0>y0
v6i moi

—~ —~
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11.7.1 Cuc tri tuong déi

Trong Chuong 4, ching ta da thiy rang cuc tri tuong doéi clia mot ham f tng véi
“dinh va day” ctia do thi ctia né, vA mot quan sat tuong tu c6 thé c6 duge vé cuec tri
tuong doi trong truong hop hai bién, nhu duge thay trong Hinh 11.35.

Figure 1138 Raitve sxtrema corespond bo peaks and valleys

V6i mot ham mot bién f, ching ta da thiy ring cuyc tri tuong déi xuat hién khi
f(z) = 0 hodc f'(x) khong ton tai. Dinh 1§ sau day chi ra rang cyc tri tuong do6i
ctia mot ham hai bién c6 thé duge xac dinh mot cach tuong tu.

Dinh 1y 11.7.1. Néu f c6 mot cuc tri tuong doi (cuc dai hodc cuc tiéu) tas
Py (20, 90) va cac dao ham riéng f. va f, déu ton tai tai (zo,yo) thi

Ja ($07y0) =~ fy (1‘0, yo) =0.

Cht ¥ 1a ton tai mot tiép dien ndm ngang tai mdi diém cuec tri, noi ma cac dao
ham riéng ton tai. Tuy nhién, diéu nay khong khang dinh duge ring néu ton tai tiép
dién ndm ngang tai diém P, thi tai d6 it c6 cuc tri. Tat ca dieu d6 chi co thé néi
rang tai nhitng diém P nhu thé ham c6 kha nang dat cyc tri.

Dinh nghia 11.7.3. Mot diém t6i han (critical point) ctia ham f xac dinh trén
mot dia md tai mot diém (zg,yo) trong D khi hodc mot trong cac didu sau day xay
ra:

a. fo (20,90) = fy (%0, %0) = 0.
b. Tt nhat mot trong cac f, (o, yo) hodc f, (o, yo) khong ton tai.

Vi du 11.7.1.(Phan bigt cac diém t6i han)
Théo luan vé ban chat ctia diém t6i han (0,0) clia cdc mit bac hai
a.z=2>+y?> b.z+22+y*=1 c z=y*—2?

Gidi. DO thi ctia nhitng mat bac hai nay dude chi ra trong Hinh 11.36.
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Mintmom i o oplane

Relative
maximum at z=0 maximum at z =1

az=x2+y? bz +xi4yi=1 az=y'-x?
Relative minimum at (0,0) Relative maximum at (0,0) Saddle point at (0,0)

Figure 11.36 Interactive Classification of critical points

Dat f(z,y) =22+ 9% g(z,y) =1 —2*—y* h(z,y) = y* — 2% Ching ta tim dugc

cac diém t6i han:

a. fu(z,y) =2z, f, (r,y) = 2y; diém t6i han (0,0). Ham f c6 cye tiéu tuong doi tai
(0,0) vi 22 va y* déu khong am, do d6 x2 + y* > 0 v6i moi x va y khac khong.

b. g (v,y) = =22, 9, (z,y) = —2y, diém t6i han (0,0). Tit z = 2% +y* — 1, diéu nay
dan t6i z < 1 va gid tri cyce tiéu tuwong doi xdy ra khi 22 va y? déu bing 0; nghia
1 tai (0,0).

c. hy(z,y) = =2z, h, (r,y) = 2y; diém t6i han (0,0). Ham h khong c6 cuc dai lan
cie tiéu tuong dbi tai diém t6i han (0,0). Khi z = 0, h 14 cyc tiéu trén truc y
(v6i z = 0) va la cuc dai trén truc z (véi y = 0).

]

Mot diém Py (z¢, 7o) dugde goi 1a diém yén ngua (saddle point) ciia f (z,y) néu
v6i moi dia mé c6 tam tai Py c6 chita nhitng diém trong tap xac dinh ctia f thoa
man f (z,y) > f(20,%) ciing nhu cac diém trong tap xac dinh clia f thdéa man
f(z,y) < f(20,10). Mot vi du vé diém yén ngua la diém (0, 0) trén mat parabloid
hyperbloic (m#t yén ngua) z = y* — 22, nhu da chi ra trong Hinh 1.36c.

11.7.2 Tiéu chuan dao ham riéng cap hai

Vi du trén chi r6 su can thiét phai c6 mot tieu chuan dé xac dinh ban chat ctia mot
diém t6i han. Trong Chuong 4, ching ta da phat trién tieu chuan vé dao ham cap
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hai cho cdc ham mot bién v6i ¥ nghia xac dinh xem mot diém t6i han c cia f ting
v6i gid tri cuc dai hay cuc tiéu. Néu f/ (x) = 0, theo tieu chuan nay, = = c la diém
cuc dai néu f” (c) < 0 va cyc tiéu néu. Néu f” (¢) = 0, tiéu chuan la khong xac dinh
duge. Két qua tuong tu cho cac ham hai bién c6 thé phéat biéu nhu sau.

Dinh 1y 11.7.2 (Tiéu chuan dao ham riéng cap hai). Cho f (x,y) cé diém tdi han
P (z0,y0) va gid si rang f c6 cac dao ham riéng cap hai lién tuc trong mot dia tron
cd tam tai (o, yo). Biet thic cia fla biéu thiic D = for fyy — f2,. Khi do,

Ham f dat cuc dai tuong doi tai Py néu D (xo,v0) > 0 va for (20, y0) < 0 (hodc
tuong duong D (zo,yo) > 0 va fyy (zo,y0) <0).

Ham f dat cuc tiéu tuong doi tai Py néu D (xo,30) > 0 vd fee (2o, y0) > 0 (hodc
tuong duong D (zo,v0) > 0 va fyy (2o, yo) > 0).

Diém Py la diém yeén ngua néu D (29, 1y0) < 0.

Néu D (zg,y0) = 0, khi d6 tiéu chuan la khong xdc dinh. Chiing ta khong thé noi
dugc gi vé ban chat ciia mat cong tai (xg,yo) ma khong cé thém sy phan tich nao.

Bigt thic D = fuufyy — f2, €0 thé nhé dugce dé dang tit dang dinh thic tuong

fx:p fzy
fey  fuy
fyy phéi ¢6 cung dau. D6 1a 1y do vi sao khi D > 0 thi chi can hodc f,, > 0 hodc
fyy > 01a dit dé ddm bdo c6 cuc tiéu tuong ddi tai Py (hodc cuc dai tuong ddi néu
fzz < 0 hodic f,,, <0).

Mot cach hinh hoc, néu D > 0 va f,, > 0 va f,,, > 0 tai Fy, khi d6 mat cong
z = f(x,y) udn cong lén trén theo tat ca cac hudng tit diém Q (zo,vo, 20), do d6
ton tai cuc tiéu tuong ddi tai Q. Cling nhu vay, néu D > 0 va f,, < 0 va f,, <0 tai
Py, khi d6 mat cong 2 = f (z,y) udén cong xuéng phia dudi theo tat ca cdc huéng tir
diém Q (o, yo, 20), bSi thé tai d6 phai c6 cyc dai tuong ddi. Tuy nhién, néu D < 0
tai Py, mit cong uén len tit @ theo mot s6 huéng, va udn xudng dudi theo nhitng
huéng khac, do d6 @ phai la diém yén ngua.

Cht ¥ ring tieu chuan dao ham riéng cap hai khong noi gi vé dang hinh dang
clia mit cong tai @ néu D = 0 tai Py. Vi du 4 va Bai tap 52 chi ra rang mot cuc
tiéu tuong déi, mot cuc dai tuong déi, moi diém yen ngua hodc mot cai gi dé hoan
toan khac c6 thé xay ra néu D = 0.

Vi du 11.7.2.(Stt dung tiéu chuan dao ham riéng cap hai dé phan loai cac diém
t6i han) Tim tat cad cac cyc tri tuong d6i va diém yén ngua cltia ham f (z,y) =
222 + 2zy + y? — 2x — 2y + 5.

duong D = . Chi y rang dé D > 0 tai diém t6i han P (z9,yo) thi fo, v&

Gidi. Trude hét, tim nhing diém t6i han: f, = 4z + 2y — 2, f, = 22 + 2y — 2. Cho
fz =0va f, =0, ching ta nhan dugc hé phuong trinh

4o + 2y —2 =0,
20 +2y — 2 =0.

Giai ra ta nhan dugc x — 0,y = 1. Nhu vay (0, 1) 1a mot diém t6i han duy nhat. Dé
&p dung tieu chuan dao ham rieng cap hai ta tinh dugc f., =4, f,y = 2, foy = 2 V2
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D = funfy — f2 = (4)(2) — 22 = 4. Vi diém t6i han (0,1) ta c6 D = 4 > 0 va
fee =4 > 0 nén c6 cic tieu tuong dbi tai (0,1). O

Vi du 11.7.3.(Tiéu chuan dao ham riéng cap hai v6i cyc tri tuong ddi va diém yén
nga)

Tim tat ci cac diém t6i han trén do thi ctia f (z,y) = 823 — 24zy + y3, va sit dung
tieu chuan dao ham rieng cap hai dé phan loai cac diém la cuc tri tuong déi hay
diém yén ngua.

Gidi. f, = 242> — 24y, f, = —24x + 3y>. Dé tim cic diém t6i han ta giai

2422 — 24y = 0
—24r+3y>=0"

Tu phuong trinh dau ta duge y = 22, thay vho phuong trinh thi hai ta duge
Uz +312) =0 2@ —-8) =0 s(z—2) (12 +22+4) =0 z = 0,2
Néux =0 thiy =0 vanéuz =2 thi y = 4, do d6 cac diem t6i han 1a (0,0) va
(2,4). Dé tinh D trudc hét ching ta tinh f,, = 48x, f,, = 6y, f., = —24, va do d6
D (z,y) = (48z) (6y) — (—24)* = 288xy — 576.

Tai (0,0), D = =576 < 0, do d6 c6 mot diem yén ngua tai (0,0). Tai (2,4),
D = 288(2)(4) — 576 = 1728 > 0 va f, (2,4) = 96 > 0, do d6 c6 cyc tiéu tuong
ddi tai (2,4). Dé xem ¢ dang do hoa, chiing toi tinh cac toa do ctia diém yén ngua
(0,0,0) va diém cye tiéu tuong ddi (2,4, —64) nhu duge chi ra trong Hinh 11.37.

z i~
Saddle Poim B o _ -\:" z )
. {,z 4 '|I = —5':}
| c :II "
W /A g= =10
% -8 =4 ﬂ il -I\ LU |--'?!'
4 I'\, l: Hl.'.:.l.'-.._: . ) .
Hislativie W -'_I 1T T LT = 3"”
T LRI -8 N
(3,4, —6d) \
a. View near the origin b. View away Irom the origin c. Level curves
{showing the saddle point) (showing the relaive minimum
poing}

Figure 11.37 Interactive  Graph of fix, ¥) = 8¢ — 2dxy +
]

Vi du 11.7.4.(Cuec tri khi tiéu chuan dao ham riéng cap hai khong sit dung dugc)
Tim tat ca cyc tri tuong dbi va diém yén ngya trén do thi cta f (x,y) = 2%y*. Do
thi cia né duge chi ra trong Hinh 11.38.
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Figure 11.38 Interactive
Graph of f{x, y) = x%y*

Gidi. T f, = 2zy*, f, = 42%y3, ching ta thiy ring cdc diém t6i han xuat hien chi
khi z = 0 hodc y = 0; nghia la, moi diém nam trén truc x va truc y déu la diém
t61 han. V1 fo, (z,vy) = 2y*, fuy (z,y) = 8xv®, fy, (z,y) = 122%y*. nen biet thic la
D = Jew Ja| _ 2 Suy’ = 242%y5 — 642%yS = —4022y°®. Tu D = 0 v6i moi

foy oy 8ry®  1222y? '
diém t6i han (z,0) hodc (0,yp), ticu chuan dao ham rieng cap hai khong st dung
dugc. Tuy nhién, f (x,y) = 0 tai moi diém t6i han va vi f (z,y) = 2%y* > 0 khi
x # 0 vay # 0, diéu nay dan t6i mdi diém t6i han phai 1a cyce tiéu tuong déi. O

11.7.3 Cuc tri tuyét déi ciia ham lién tuc

Dinh 1y gia tri cyc tri (Dinh 1y 4.1) néi rang mot ham mot bién f phéi ¢6 cyc dai
tuyet déi va cue tiéu tuyét doi trén mot doan déng, bi chan [a, b] véi diéu kién no
lien tuc. Trong R?, mot tap khac rong S 1a déng néu né chita bién clia n6 (xem gidi
thieu trong Muc 11.2) va 1a bi chiin néu né duge chita trong mot dia tron. Mot phét
biéu tuong tur ¢6 thé phat biéu cho R®. Dinh 1y gia tri cuc tri c6 thé duge mé rong
cho cac ham hai bién dudi dang sau.

Dinh ly 11.7.3 (Su ton tai cic tri tuyét déi clia ham hai bién). Mot ham hai bién
f (z,y) nhan gid tri cuc dai tuyét doi va cyc tiéu tuyét doi trén bat ky mot tap dong
va by chan nao khi noé lién tuc.

Cach tim cu tri tuyét dbi ctia ham hai bién

Dé tim cuec tri tuyét déi ctia mot ham lién tuc f trén mot tap dong va bi chin
S ching ta lam theo thi tuc sau:

Budc 1. Tim tat ci cac diém t6i han ctia f trén S.

Buéc 2. Tim tat ca cac diem trén bién ciia S ma cuc tri tuyet doi c6 thé xuat
hién (cac diém bién, cac diém t6i han, diém mit,. .. ).
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Bué6c 3. Tinh gia tri f (20, 10) tai mdi diém (zg,ye) da tim thay & budc 1 va
buée 2.

Budc 4. Gia tri cyc dai tuyét doi cia f trén S 1a gia tri 16n nhat tinh duge &
Budc 3, gia tri cuc ticu tuyet déi la gia tri nhé nhat trong cac gia tri tinh duoc.

Vi du 11.7.5.(Tim cye tri tuyét doi)
Tim cyc tri tuyet dbi ciia ham f (z,y) = e*" ¥ tren dia 22 4+ 2 < 1.

Figure 11.39 Graph of f
over a disk

Gidi. Buéce 1: f, (z,y) = 2ze* Y va fy(x,y) = —2ye** =¥, Nhimmg dao ham rieng
nay xac dinh véi moi (x,y). Vi f. (xz,y) = f, (z,y) = 0 chi khi x = y = 0 nén f chi
c6 mot diém t6i han (0,0) trén dia.

Buéc 2: Xac dinh gia tri ctia f trén dudng cong bién 2% + y? = 1. Vi ? = 1 — 22
tren bien cia dia, ta tim duge f (z,y) = ¥ = e = (1=2%) — g2a%-1 Ching ta
can tim dugc gid tri 16n nhat va nho nhét cia F (x) = 2’1 v —1 <z <1 Tu
F' (z) = 42"~ ta thay ring F” (z) = 0 chi khi z = 0 (do €2*"~! luon luon duong).
Taiz =0, ta c6 y?> =1 — 0% do d6 y = £1; vay (0,1) va (0, —1) 1a diém t6i han
trén bién. Tai mit cia doan —1 < x < 1, cc diém tuong tng 1a (—1,0) va (1,0).
Buéc 3: Tinh gia tri ctia f tai nhitng diém da tim dugc trong bude 1 va 2.

Diém kiém tra | f(zo,0) | Két luan
(0,0) eV =1
(0,1) et cue tieu
(0,-1) et cue tiéu
(1,0) e cuc dai
(-1,0) e cuc dai

Budc 4: Nhu da dudce chi ra trong bang trén, gia tri ciic dai tuyét doi ciia f trén dia
1a e, xuat hién tai (—1,0) va (1,0), va gid tri nho nhat 1a e~!, xuat hién tai (0, —1)
va (0,1). O

Vi du 11.7.6.(Khodng cach nho nhat tit mot diém trén mot mat phang)
Tim diém trén mit phang x + 2y + z = 5 gan nhat véi diem P (0,3, 4).
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Gidi. Néu Q (z,vy, 2) 1a mot diém trén mat phang x +2y+2z =5, thi z =5 — 2 — 2y
va khoang cach tu P dén Q 1a

d= \/(x—0)2+(y—3)2+(z—4)2: \/x2+(y—3)2+(5—x—2y—4)2.
Thay cho cuc tiéu héa d, ta c6 thé cuc tiéu hoa
f(ﬂf,y):d2:$2+(y—3)3+<1—$—2y)2,

do gia tri nho nhat ctia d xuat hién tai cing nhing diém ma d? dat cuc tiéu. Dé
cue tiéu hoa f (x,y), trude hét ching ta xac dinh nhing diém téi han ciia f bing
fe=2r—-2(1—-2—-2y)=4dx+4y—2=0,
fu=2y—-3)—4(1—2—2y) =42+ 10y — 10 = 0.
Ching ta nhan duge x = —%, Y= % va ti foo =4, fyy = 4, foy = 4, ta tim dudc

cach giai hé phuong trinh

D:fzxfyy_ : _4(10)_42>07fxx:4>07

Ty

do d6 cyc tiéu tuong doi dat tai (—2, 3). Bang truc giac, ta thay réng cuc tiéu tuong
doi nay ciing phai 1a cyc tiéu tuyet déi vi 4t phai c6 ding mot diém trén mat phang
ma gan nhat véi diém da cho. Gia tri cao do tuong ting 1a z = 5 — (—é) -2 (Z—L) =19

6 3 6
Do d6 diém gan nhat trén mat phang la @ (—2,3, %), va khang cach nho nhat 1a

5\° (4 > /19 >[5 5
d - - - — 3 _— 4 = _— = —.
(ORI RICED R a
Kiém tra: C6 thé kiém tra cong viéc ctia minh bang cach sit dung cong thic tinh
khoang cach tit mot diém dén mot mit phang trong R? (Dinh Iy 9.9):

o
NG

VAZ + B? 4 (2 V12422412

Xap xi binh phuong nhoé nhat cua di liéu

Trong vi du sau day, cac tinh toan duge 4p dung dé giai thich mot cong thic duge
st dung trong théng ké va trong nhiéu ing dung khoa hoc tu nhién va xa hoi.

Vi du 11.7.7.(Xap xi binh phuong nh6 nhat ctia dit lieu)

Gia stt dit lieu bao gom n diém P, ..., P, dudc biét, va ching ta mudn tim mot ham
f () ma tuong thich t6t véi dit lieu mot cach hgp 1y. Dac bigt, gia st rang ching ta
mudn tim mot dusng thang y = ma + b ma “phit hgp nhat” véi dit licu theo nghia
la téng cac binh phuong clia cac khoang cach théing ding tit moi diem dit lieu dén
dudng thing dé 1a nhé nhat.
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Gidi. Ching ta mudn tim cac gia tri cia m va b ma cyc tiéu clia tong cac binh
phuong chénh léch giita tung do y va duong théing y = ma + b. Duong thing ma
chiing ta tim kiém dugc goi 1a duong hoi quy. Gia sit rang diém P, c¢6 cac thanh
phan (2, yx). Bay gid tai diém nay gia tri trén dudng hoi quy 1a y = may, +b va gia
tri clia diém dit lieu 1a y;,. “Sai s6” gay ra do viec sit dung diém trén duong hoi quy
so v6i stt dung diem dit lieu thuc té c6 thé duge do béi chénh léch y;, — (mxy +b).
Céc diém dit liu c6 thé & phia trén dudng hoi quy véi mot s6 gia tri k ndo do va
nam phia dudi véi nhitng gia tri k khac. Chiing ta thay rang ching ta can phai cuc
tiéu héa ham biéu dién téng clia cac binh phuong ctia tat ca cac chénh léch nay:

n

F(m,b) =Y [yx — (may + ).

k=1

Tinh huéng nay duge mo phéng trong Hinh 11.40.

VA

Vi F 1a ham hai bién, chiing ta sit dung tiéu chuan dao ham riéng cap hai:

F,, (m,b) = Z 2 [yr, — (may + b)] (—xx)

k=1
= QmZ:ci + Qbek — 2Zxkyk
k=1 k=1 k=1
Fy(m,b) = 2[ye — (may, +b)] (~1)
k=1

k=1 k=1 k=1
—Zmixk—i-an—Qiyk
k=1 k=1
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Cho méi dap ham riéng nay bang 0 dé tim cic gia tri t6i han (xem Van dé 59).

n TrYk — (Z l"k) (Z yk) in Zyk_ (Z xk) ( $kyk>
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 1

m = b:

NE

o~
Il

N——
)

k=1 k=1

Ching toi danh cho céc ban viéc st dung tieu chuan dao ham rieng cap hai dé ching
t6 ring nhitng gia tri ctia m va b cho gia tri cuc tiéu tuong doi. O

Hau hét cac ting dung ctia cong thiic binh phuong nhé nhat duge phat bicu trong
Vi duy nay lien quan dén viéc stt dung may tinh hodac phan mém may tinh. Néu ban
stt dung mot may tinh, hay kiém tra céc tinh toan ctia minh chi tiét hon.

11.8 Nhan tw Lagrange

Trong thé gidi thyc, ching ta déi mit véi rat nhiéu van deé lien quan dén téi uu
héa. Trong Chuong 4, ching ta di xét ciyc tri clia hAm mot bién, va trong muc nay
chiing ta md rong cong viéc clia minh cho cac ham hai bién.

11.8.1 Phuong phap nhan ti& Lagrange

Trong nhiéu van dé tng dung, mot ham hai bién duge t6i wu phu thuoc vao mot
han ché hay mot rang budc vé cac bién. Chang han, xét mot cai thung duge doét
néng theo cach la nhiét tai diem (z,y, z) ctia thimg duge cho béi ham T (z,y, 2).
Gia st mat cong z = f (z,y) nim trong thimg, va ching ta mudn tim diém trén
z = f(x,y) sao cho c6 nhiét do 16n nhat. Néi cach khac, Gia tri 16n nhat ctia T phu
thuoc vao rang buoc z = f (x,y) 1a bao nhiéu, va gia tri 16n nhat dé dat tai dau?

Dinh 1y 11.8.1. Gid s rang f va g c¢6 cdac dao ham riéng cap mot lién tuc va f dat
cuc tri tai Py (xo,yo) khi han ché lén duong cong rang budc tron g (x,y) = c. Néu
Vg (2, y0) # 0, ton tai mot s6 X sao cho

V£ (z0,40) = AVg (20, %0) -

Van dé t6i vu c6 diéu kién
Thuat toan tong quét st dung phuong phap nhan tit Lagrange c6 thé duge mo ta
nhu sau.

Gia st f va g théa méan cac diéu kién ctia dinh 1y Lagrange, va f (z,y) ¢6 cuc
tri phu thugc vao rang buoc g (z,y) = ¢. Khi dé dé tim gia tri cuc tri, hay bat dau
nhu sau:
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Buéc 1: Giai dong thoi heé ba phuong trinh sau day véi x,y va A:

f:c (x,y) = )\ga: (37’ y)

Jy (z,y) = Agy (z,y)

g(x,y) =
Buéc 2: Tinh gia tri f tai tat ca cac diém tim dude & buée 1 va tat ca cac diem
trén bién clia rang buoc. Gia tri cyic tri ma ching ta can tim phai nam trong cac
gia tri nay.
Vi du 11.8.1.(T6i wu hoa v6i nhan tit Lagrange)
Biét ring gia tri 16n nhat va nhé nhat cia f (z,y) = 1 — 2 — y? phu thuoc vao diéu
kien  +y = 1 véi > 0,y > 0 ton tai, sit dung phuong phap nhan tit Lagrange dé
tim nhtiing cye tri nay.

Gidgi. Vi dieu kien la z +y =1, dat g (z,y) =z + y.

f:v (J?,y) = —21’,fy (x?y) = _zyugx ('Tuy) = 17gy (x7y) =L

Thiét lap he
=2z =X(1) « fo(z,y) = Aga (2,9)
2y = A1) « f,(z,y) = Mgy (z,y)
r+y=1<+g(z,y) =c

Hé chi ¢6 nghiém la z = 5 = y.

11 1 1
-1 — _.
f(zz) () -() -3
Dlemmutcuadoanthang:v—i—y—1V01:c20y Ola(lO)va(Ol)vaf(lO):
11
272

0 = f(0,1) Béi vay, gia tri cuc dai 1a 2 5 tai ( ) va gid tri cyc tieu 1a 0 tai (1,0)
va(0,1). Xem Hinh 11.43 dé hinh dung vé gia tri cyc dai.

D

Phuong phap nhan tit Lagrange mé rong mot cach ty nhién cho cac ham ba
hay nhiéu bién hon. Néu mot ham f (z,y,2) c6 mot gia tri cyc tri phu thuoc vao
diu kien g (z,y,2) = ¢, thi gid tri cyc tri xuat hién tai diém (2, yo, 20) sao cho
g (20, Yo, 20) = ¢ va V f (20, Y0, 20) = AV ¢ (20, Yo, 20) v6i 6 A nao do. Sau day 1a mot
vi du.

Vi du 11.8.2.(Diém néng nhat va lanh nhét ctia mot cai dia)

Mot cai thiing trong R? c¢6 hinh dang mot khoi lap phuong cho bdi 0 < 2 < 1,0 <
y < 1,0 < z < 1. Mot ban phéng kim loai duge dit trong thiing theo cach né chiém
mot phan clia mat phing « + vy + 2z = 1 ndm trong thiing hinh lap phuong. Néu cai
thing nay dugc dét néng sao cho nhigt do tai mdi diém (z,v, 2) cho bdi

T (z,y,2) =4 —22% —y* — 2°.

theo phan tram ctia nhiét do Celsius, diém néng nhat va lanh nhét tren ban kim
loai 14 bao nhiéu. Ban c6 thé gia thiét nhitng nhiét do cuc tri nay ton tai.
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Giai. Hinh 1ap phuong va ban kim loai dugc chi ra trong Hinh 11.44.

Plane

Figure 11.44 Cube and
plate

Chtng ta sé st dung nhan tit Lagrange dé tim tat ca cac diém t6i han trong phan
trong ciia ban kim loai, v sau d6 chiing ta sé xem xét trén bien. Dé 4p dung phuong
phap nhan tit Lagrange, ching ta phai gidi VT = AVyg, vé6i g (z,y,2) = x + y + 2.
Ta tinh dugc cac dao ham riéng

T, = -4z, T, = -2y, T. = 22,9, = gy, = g. = L.
Chiing ta phai giai hé phuong trinh

—dr =\ < T, = A\g,

=2y =X T, = Ag,

—2z2=X «<T,=M\g.
r4+y+z=1+<g(z,y,z)=1

Nghiém cua hé nay la (%, %, %) Bién ctia ban phang la tam gidc véi cac dinh la
A(1,0,0),B(0,1,0),C (0,0,1). Nhiet do doc theo céc canh clia tam gidc nay c6
thé tim duge nhu sau:

Ty(x)=4—-222— (0 —(1—2)=3-322+22,0<2<1(AC:z+2=1,y=0).
Ty(x)=4—-222—(1—-2)"=(07=3-322+22,0<2<1(AB:z2+y=1,2=0).
Ty(y)=4—2(0)" —¢* —(1-9)*=3+2y—2y*,0<y <1 (BC:y+z=12=0)

Canh AC: Lay vi phan, T"; (z) = T’y (x) = —6x + 2, ching chi bing 0 khi z = %
Néu z = % thi z = % (Viz+z =1,y = 0trén AC), do d6 ta c6 diém t6i han (%,0, %)
Canh AB: Vi, =Ty, tacoz =3 Neuz =3, thiy=3 (x+y=1,2=0 tren

AB), vi thé chiing ta c6 mot diém téi han khac la (%, %, )

20
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Canh BC: Lay vi phan, T'; (y) =2 — 4y, bang Okhiy = 3. Viy+z=1vaz =0,
ta c6 diém t6i han (0,1, 1). Cac diem mut cta cc doan: (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).
Budc cubi 1a tinh T tai cac diém t6i han va cédc diém muat:

T(2%3) =357 (5,0,3) = 35;
T(% % 0) :3%?T( 7%,%) =3%;
T(1,0,0) = 2;7(0,1,0) = 3;:7(0,0,1) =

So sanh nhufng gié tri nay (nhd rang nhiet do 1a phan tram ctia do Celsius), ching
ta thay rang nhiét do cao nhat 1a 360°C tai (%, %, ) va nhiét do thap nhat 1a 200°C
tai (1,0,0). O

v T

Cht ¥ rang nhan ti chi duge diing nhu mot cong cu trung gian dé tim céc diém
t6i han va khong déng vai tro gi trong két luan cudi ciing vé cuyc tri c6 dieu kien.
Tuy nhién, gia tri cia A quan trong hon trong cac van dé cu thé, nhs su thé hien
duge dua ra trong dinh 1y sau day.

Dinh Iy 11.8.2 (Téc do thay ddi ciia gia tri cuc tri). Gid st E la mot cuc trj (cuc
dai hodc cuc tiéu) cia f phu thuoc diéu kién g (x,y) = c. Khi dé nhan ti Lagrange
A la toc do thay doi ciia E theo ¢, nghia la, A = dE/dc.

Dinh 1y nay c6 thé dude hicu ring nhan ti Lagrange uéc lugng su thay déi gia
tri cuc tri £ ma su thay doi nay c6 duge khi ¢ thay doi 1 don vi. Sy thé hién nay
dugc minh hoa trong vi du sau.

Vi du 11.8.3.(San lugng t6i da cho ham san xuat Cobb-Douglas)

Néu x nghin do la duge st dung cho nhan cong va y nghin do la dudc st dung
cho trang thiét bi, ngudi ta c6 thé udc luong san lugng clia mot nha may sé 1a
Q (x,y) = 502%/°y3/> don vi. Néu c6 150,000$, nén phan phdi sé6 von nay nhu thé
nao giita lao dong va thiét bi dé san luong dau ra la 16n nhat c6 thé? Trong kinh
té, mot ham san xuét tong quat c6 dang Q (z,y) = cx®y'~* dugdc goi 13 ham san
xuat Cobb-Douglas.

Giai. Vi z va y ¢6 don vi nghin do la (1,000%), phuong trinh rang buodc la z +y =
150. Néu ching ta dat g (x,y) = = + y, chiing ta mudn cyc dai Q véi diéu kien
g (z,y) = 150. Dé ap dung phuong phap nhan tit Lagrange, trudc hét chiing ta tinh

Qo = 20075, Q, = 302y~ g, = 1,9, = 1.
Tiép theo, giai he phuong trinh
20273593/ = X (1)
302%/5y=25 = X (1) .
x+y =150
Tt hai phuong trinh dau ching ta c6

20x73/5y3/5 — 30x2/5y72/5
20y = 30z
y = 1.5z
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Thay y = 1.52 vao phuong trinh z + y = 150 ta tim dugc z = 60. Diéu nay dan t6i
nghiem y = 90, do d6 san lugng dau ra cyc dai I

Q (60,90) = 50(60)*°(90)*® ~ 3826273502 (don vi).
Chiing ta cling tim dugce
A = 20(60)**(90)*® ~ 2550849001.

Bdi vay, san lugng 1a vao khodng 3,826 don vi va xay ra khi 60,0008 dugce sit dung
vao lao dong va 90,000$ vao thiét bi. Chung ta ciing cht ¥ rang sy tang them 1,000$
(1 don vi) vao nguon von kha dung sé lam tang sén lugng cyc dai xap xi A ~ 25.51$
don vi (tit 3,826.27 dén 3,851.78 don vi). Chi ¥ ring chiing ta khong can phai kiém
tra tai cac dau mit o = 0 va y = 0, vi ching dan téi gia tri cyc tiéu, khong 1a cyc
dai. O]

11.8.2 Nhan ti¥ Lagrange véi hai bién

Phuong phap nhan tit Lagrange ciing c6 thé ap dung duge cho tinh huéng nhiéu
hon mot phuong trinh diéu kién rang buodc. Gia sit chiing ta muén xac dinh cuyc tri
ctia mot ham xac dinh béi f (z,y, z) v6i hai dieu kieén rang buoc g (z,y, 2) = ¢; va
h(z,y,z) = ¢z, v6i g va h ciing kha vi va Vg va Vh khong cting phuong. Bang cach
tong quéat hoa dinh 1y Lagrange, c6 thé chi ra rang néu (xg, yo, 20) 1a diém cyc tri
can tim, thi ton tai hai s6 A vd p sao cho g (zo, yo, 20) = ¢1 va h (2o, Yo, 20) = Ca, VA

Vf (x()a Yo, Zo) = A\Vg (I()a Yo, Zo) +uVh ($07y07 Zo)

Nhu trong truong hgp mot diéu kién rang buoc, trudc hét ching ta gidi hé cac
phuong trinh nay mot cach dong thai dé tim A, p, 2o, yo, 20 V& sau dé tinh f (z,v, 2)
tai moi nghiem va so sanh dé tim gia tri cuc tri can tim. Cach tiép can nay dugc
minh hoa trong vi du cudi ciing ctia muc nay.

Vi du 11.8.4.(T6i wu hoa véi hai diéu kien rang buoc)

Tim diém trén giao clia mit phang x + 2y + z = 10 v& paraboloid z = 22 4 y? ma
gan goc toa do nhat (xem Hinh 11.45) . Ban c6 thé gia thiét diém nhu thé ton tai.
Gidi. Khodng cach tit mot diém (x,y, 2) dén gbc toa do la s = /22 + y2 + 22, nhung
thay vi cuc tiéu hoéa dai luong nay, dé dé hon ching ta cuc tiéu héa binh phuong
clia n6. Nghia la chiing ta sé cuc tieu hoa f (z,y, 2) = 2% +y? + 22 véi cac dicu kien
chung g (z,y,2) =2 +2y+2z =10 va h(z,y,2) = 2 +y* — 2 = 0 Tinh cac dao ham
riéng cua f, g va h ta dugc

fm :2317, fy :2y7fz =2z
gzzla gy:2agz:1
hy =2z, hy =2y, h, = —1
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Dé ap dung phuong phép nhan ti Lagrange, chiing ta stt dung cong thiic
V f (0, %0, 20) = AVg (0, Yo, 20) + 1V (20, Yo, 20)
va dan tdi viéc giai mot hé phuong trinh:

20 = A(1) + p(22)
2 = A (2) + 11 (2y)
22=X(1)+p(-1).
r+2y+2=10
2= a2 4 ¢

Day khong phai 13 mot hé phuong trinh tuyén tinh, vi thé viéc gidi né yéu cau su
khéo 1éo. Nhan phuong trinh dau véi 2 va trit cho phuong trinh thit hai dé nhan
dugce

dr — 2y = (4dx —2y) p
(4o —2y) — (4o —2y)p = 0
(z—2y)(1—p) = 0
4o —2y =0 V. 1-p=0

Truong hgp 1: Néu 4x — 2y = 0 thi y = 22. Thay két qua nay vao hai phuong
trinh diéu kién:
r+2y+z=10 2+ y?—2=0
r4+202z)+2=10 22+ (22)° —2=0

2z =10 -5z z = br?
T d6 ta c6 522 = 10 — 5z, nghiém 13 2 = 1 va x = —2. Diéu nay dan t6i
r=1 r=—-2

y=2r=2(1)=2 y=20=2(-2)=-4
z=5r2=5(1)"=5 z=>5z2=5(-2)7=20

Do d6, cac diém (1,2,5) v (—2, —4,20) la thanh vién cho viéc xét khoang cach nho
nhat.

Truong hgp 2: Néu 1 —p = 0 thi g = 1, va ching ta tim hé phuong trinh bao gom
T, Y, 2y A, e

20 = A (1) + p(27)
y=A2)+p(2y)
22 =X(1)+p(—1)
r+2y+2=10
z=2%+y?

=

Phuong trinh trén cung tré thanh 2z = A+ 2x, do d6 A = 0. Bay gio chung ta tim z
tir phuong trinh thi ba: 2z = —1 hodc z = —1 Tiép theo, bat dau vao céc phuong
trinh dieu kieén

r+2y+2=10 22+ —2=0

r4+2y—1=10 22+ +1=0

r4+2y=10+5 2*+y =

23
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Hé vo nghiém vi 22 + y? khong thé bang mot s6 am. Ching ta kiém tra tai cac diém

tim duoc:

f <x7 y?'z)
f(1,2,5)
f(=2,—4,20)

2 +y? 4 22
12422 + 5% = 30
(—2)* 4 (—4)* + 202 = 420

Vi f (x,v, 2) 1a binh phuong ctia khoang cach, khodng cach nho nhat 1a /30 va diém
nam trén giao clia hai mat cong gan goc toa do nhat chinh 1 (1,2,5). Cht ¥ ring
chiing ta khong can phai kiém tra cac diém bien, vi khong c6 diém bien nao tren

mat phing va parabol.

]

Cach giai thich hinh hoc cta dinh ly Lagrange

Dinh 1y Lagrange c6 thé giai thich dugc theo
cach nhin hinh hoc. Gia st duong cong rang

budc g (x,y) = ¢ va cac dudng mic f (x,y) =k
dugc vé trong mat phéng xy nhu trong Hinh
11.46. Dé cyc dai héa f(z,y) theo didu kien the consiraint
g (z,y) = ¢, ching ta phai tim dutng mic “cao
nhat” (dudng bén phai nhat), ma giao véi duong
diéu kien. Nhu sy phac thao trong Hinh 11.46
chi ra, sy giao nhau t6i han nay xuat hién tai
diém ma duong cong diéu kien la tiép xic véi
duong mic, nghia la, khi do doc ctia dudng cong
diéu kién g (z,y) = ¢ bang vé6i do doc ciia duong
mic f (z,y) = k. Theo dinh Iy ham an (Dinh

I¥ 11.5, p. 863)

He s6 goc ctia duong cong diéu kien

— 5 — 9=
g(z,y) =cla -2

Hé s6 goc clia duong mic f(z,y) = k la

I
Iy’

—
—

Level curves

of f{x, ¥

Figure 11.46

Increasing
level curves and the
constraint curve

Diéu kién ma cac do doc bang nhau c6 thé

biéu dién béi

Y _& hodc moét cach tuwong duong Iz _ &
Gy Yy Gy fy
Cho ) bang ty s6 nay,
A=\ = Ja
Gy f Yy

ta co
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V= [+ fii = Ag:d+ g4d) = Ag.
Vi diém trong cau hoéi phai nam trén dudng cong diéu kién,ta phai c6 g (z,y) = c.
Néu nhitng phuong trinh nay théa man tai diém (a,b) thi f sé dat t6i cuc dai c6
diéu kién tai (a,b) néu dudng mitc cao nhat ma giao véi duong diéu kien tai diém
nay. Mt khac, néu dusng mic thap nhat ma giao véi duong dieu kién tai (a,b), thi
f nhan gia tri cuc tiéu c6 diéu kien tai diem do.
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