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Chương 13

GIẢI TÍCH VÉCTƠ

Trong chương này, chúng ta sẽ sử dụng những nội dung đã học trước đây như phép

tính vi phân, phép tính tích phân và véc tơ để nghiên cứu về vi tích phân của hàm

véc tơ xác định trên tập thuộc R2,R3. Chương này sẽ giới thiệu các khái niệm tích

phân đường, tích phân mặt và sử dụng nó để nghiên cứu các dòng chất lỏng. Ngoài

ra, chúng ta cũng sẽ trình bày Định lý Green - định lý này cho phép đưa tích phân

đường về tích phân kép. Mở rộng các kết quả đó lên không gian R3, chúng ta có

Định lý Stokes, Định lý phân kỳ. Những kết quả này sẽ được ứng dụng trong nhiều

lĩnh vực, chẳng hạn như động lực học chất lỏng, lý thuyết điện từ.

13.1 Trường Vector: Div và Curl

13.1.1 Định nghĩa trường véc tơ

Để mô hình hóa điện lực học, từ trường, động lực học chất lỏng và những ứng dụng

khác, ta sử dụng khái niệm trường véc tơ. Hình ảnh vệ tinh dưới đây mô tả cường

độ và hướng gió trên các đại dương. Đó là một ví dụ về trường véc tơ, trong đó mỗi

điểm được gắn với một véc tơ.
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Định nghĩa 13.1.1. Một trường vector trong R3 là một hàm F đặt tương ứng

mỗi điểm thuộc miền xác định với một véc tơ.

Một trường véc tơ với miền xác định D trong R3 có dạng

F(x, y, z) = M(x, y, z)i +N(x, y, z)j + P (x, y, z)k

trong đó M, N, P là các hàm số xác định trên D và được gọi là các hàm thành

phần của F. Trường véc tơ F được gọi là liên tục nếu M, N, P liên tục, là khả vi

nếu tất cả các đạo hàm riêng của M, N, P tồn tại.

Ví dụ

F = 2x2yi + eyzj + (tan
x

2
)k

là một trường vector với các thành phần 2x2y; eyz và tan x
2
(theo thứ tự nhất định).

Một trường véc tơ trong R2 có thể xem như một trường hợp đặc biệt của trường

véc tơ trong R3, tức là bỏ đi thành phần k và không chứa cao độ. Cụ thể, một

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 4
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trường véc tơ trong R2 có dạng

F(x, y) = M(x, y)i +N(x, y)j.

Để hình dung một cách trực quan trường véc tơ F(x, y, z), ta thường chọn một

số điểm trong miền xác định của F và vẽ một mũi tên với điểm gốc tại P (a, b, c),

hướng là hướng của véc tơ F (a, b, c), chiều dài biểu diễn độ lớn ‖F (a, b, c)‖. Chúng
ta gọi những biểu diễn như vậy là đồ thị của F. Dưới đây là ví dụ về đồ thị của

trường véc tơ trong R2.

Hãy phác họa đồ thị của trường véc tơ F = yi− xj.
Lời giải Chúng ta sẽ tính F tại những điểm khác nhau, chẳng hạn

F(3, 4) = 4i− 3j và F(−1, 2) = 2i + j.

Tương tự như vậy, chúng ta có thể tính được các véc tơ tại các điểm khác nhau.

Hình vẽ sau minh họa một số giá trị véc tơ tại một số điểm.

Các trường véc tơ rất khó để vẽ bằng tay, nên người ta thường sử dụng máy tính

để vẽ.

Một trong những ứng dụng quan trọng của trường véc tơ là trong động lực học

chất lỏng. Động lực học chất lỏng là một phần của cơ học chất lỏng liên quan đến

dòng chất lỏng. Dòng chảy mà sự thay đổi diễn ra trên một đường thẳng được gọi

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 5
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là dòng chảy một chiều. Dòng chảy trong đó sự thay đổi của nó diễn ra trong mặt

phẳng được gọi là dòng chảy hai chiều, ngược lại sự thay đổi diễn ra trong không

gian thì nó được gọi là dòng chảy ba chiều. Đồ thị của trường véc tơ cung cấp nhiều

thông tin hữu ích về tính chất của trường. Một dòng chảy được gọi là không xoáy

nếu vận tốc góc của nó tại một điểm bất kì bằng không tại mọi thời điểm. Ngược

lại ta nói dòng chảy là xoáy.

Hình dưới đây mô tả đồ thị trường vector không xoáy và trường xoáy:

Trong động lực học chất lỏng, nếu các đạo hàm theo thời gian của dòng chảy

triệt tiêu, thì dòng cháy được gọi là ổn định. Ngược lại ta nói dòng chảy không ổn

định.

Trọng trường, điện trường, từ trường là các trường véc tơ quan trọng trong vật

lý. Sau đây chúng ta sẽ tìm hiểu về trọng trường, điện trường và từ trường sẽ được

trình bày trong mục sau. Theo luật Newton về trọng trường, lực F(x, y, z) do một

chất điểm có khối lượng m đặt tại gốc tọa độ tác dụng lên một đơn vị chất điểm

tại điểm P (x, y, z) xác định bởi

F(x, y, z) =
Gm

x2 + y2 + z2
u(xy, z)

trong đó G là hằng số, u là véc tơ đơn vị với điểm đầu là P và hướng đến gốc tọa

độ. Trường F được gọi là trọng trường của chất điểm m. Vì

u(x, y, z) =
−1√

x2 + y2 + z2
(xi + yj + zk)

nên

F(x, y, z) =
−Gm

(x2 + y2 + z2)
3
2

(xi + yj + zk).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 6
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Chú ý rằng trọng trường F luôn hướng về gốc tọa độ và

có độ lớn như nhau cho mọi chất điểm khối lượng m nằm

cách điểm gốc một khoảng r =
√
x2 + y2 + z2. Những

trường véc tơ như vậy gọi là trường lực hướng tâm.

Hình sau mô tả một số trường lực trong vật lý

13.1.2 Độ phân kỳ (divergence)

Độ phân kỳ (divergence) và véc tơ xoáy (curl) là hai phép toán quan trọng trên

trường véc tơ. Nó được đề xuất để nghiên cứu các dòng chất lỏng. Độ phân kỳ được

định nghĩa như sau.

Định nghĩa 13.1.2. Độ phân kỳ của trường vector khả vi

V(x, y, z) = u(x, y, z)i + v(x, y, z)j + w(x, y, z)k

được ký hiệu là div V và xác định bởi công thức

div V(x, y, z) =
∂u

∂x
(x, y, z) +

∂v

∂y
(x, y, z) +

∂w

∂z
(x, y, z).

Độ phân kỳ của trường véc tơ trong R2 được định nghĩa tương tự.

Ví dụ 13.1.1. Độ phân kì của trường vector

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 7
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a. Độ phân kỳ của F(x, y) = x2yi + xy3j là:

div F = 2xy + 3xy2

b. Độ phân kỳ của G(x, y, z) = xi + y3z2j + xz3k là:

div G = 1 + 3y2z2 + 3xz2

Giả sử trường véc tơ

V = u(x, y, z)i + v(x, y, z)j + w(x, y, z)k

biểu diễn vận tốc của chất lỏng với khối lượng riêng ρ(x, y, z) tại điểm (x, y, z) thuộc

miền R trong R3. Khi đó trường véc tơ ρV được gọi là mật độ thông lượng và

được ký hiệu là D. Chúng ta có thể xem D = ρV như là độ đo khối lượng của dòng

chất lỏng.

Giả sử rằng không có sự tác động bên ngoài lên dòng chảy theo hướng phá hủy

hay tạo ra dòng chảy. Khi đó div D trái dấu và có độ lớn bằng tốc độ thay đổi khối

lượng riêng theo thời gian. Tức là

div D = −∂ρ
∂t
.

Phương trình này thường được gọi là phương trình liên tục của động lực học

chất lỏng.

Khi div D = 0, ta nói D là không nén được. Dòng chảy không nén là dòng

chảy trong đó mật độ vật chất là hằng số trong miền có thể tích vô cùng bé và

di chuyển cùng vận tốc với dòng chảy. Nếu div D > 0 tại điểm (x0, y0, z0) thì

điểm đó được gọi là điểm nguồn, nếu div D < 0 thì nó được gọi là điểm rò.

Chúng ta có thể biểu diễn độ phân kì bằng cách sử dụng toán tử del được định

nghĩa như sau

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂x
j +

∂

∂x
k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 8
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Trong mục 11.6, bằng cách áp dụng toán tử del cho một hàm số khả vi f(x, y, z) ta

được trường gradient

∇f =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k

Tương tự, bằng cách lấy tích vô hướng của toán tử del∇ với trường véc tơV(x, y, z) =

u(x, y, z)i + v(x, y, z)j + w(, y, z)k ta được độ phân kỳ

∇ ·V = (
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k).(ui + vj + wk)

=
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

= div V.

13.1.3 Véc tơ xoáy (curl)

Định nghĩa 13.1.3. Vector xoáy của trường vector khả vi

V(x, y, z) = u(x, y, z)i + v(x, y, z)j + w(x, y, z)k

được ký hiệu là curl V và xác định bởi công thức

curlV = (
∂w

∂y
− ∂v

∂z
)i + (

∂u

∂z
− ∂w

∂x
)j + (

∂v

∂x
− ∂u

∂y
)k.

Chú ý, sử dụng tích có hướng ta có thể biểu diễn curl theo cách sau

curlV = ∇×V

=

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v w

∣∣∣∣∣∣∣ .
Một trường véc tơ V mà véc tơ xoáy của nó bằng không tại mọi điểm được gọi là

trường không xoáy. Trong trường hợp của một dòng chất lỏng, vận tốc dòng chảy

V là một trường véctơ. Khi đó curlV được gọi là độ xoáy của dòng. Dòng chất

lỏng được gọi là không xoáy nếu trường vận tốc của nó không xoáy, tức là độ xoáy

curlV bằng không tại mọi điểm.

Ví dụ 13.1.2. Vector xoáy của trường vector

Cho trường vector

F = x2yzi + xy2zj + xyz2k.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 9
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Khi đó

curlF = (xz2 − xy2)i + (x2 − yz2)j + (y2z − x2z)k

Và vector xoáy của trường G = (x cos(y))i + xy2j là

curlG = (y2 + x sin(y))k.

Ví dụ 13.1.3. Một trường vector với các thành phần là hằng số thì độ phân kì và

vector xoáy bằng 0. Cụ thể, giả sử F = ai+ bj+ ck. Khi đó div F = 0 và curlF = 0.

Thật vậy,

div F =
∂

∂x
(a) +

∂

∂x
(b) +

∂

∂x
(c) = 0.

curlF = 0i− 0j + 0k = 0.

Sự kết hợp của độ phân kỳ, gradient, và véc tơ xoáy xuất hiện trong rất nhiều

ứng dụng khác nhau. Đặc biệt, nếu f(x, y, z) là hàm số khả vi thì gradient ∇f của

nó là trường vector. Khi đó

div ∇f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= fxx + fyy + fzz

= ∇ · ∇f.

Toán tử ∇2 = ∇ · ∇ được gọi là toán tử Laplace và phương trình ∇2f = 0 được

gọi là phương trình Laplace. Một hàm số thỏa mãn phương trình Laplace trên

miền D được gọi là hàm điều hòa trên D.

Chú ý rằng nếu f(x, y) là hàm số hai biến theo x và y thì ∇2f = fxx(x, y) + fyy(x,y).

Ví dụ 13.1.4. Chứng tỏ rằng hàm hai biến f(x, y) = ex cos(y) là điều hòa.

Ta có

∇2f(x, y) = fxx(x, y) + fyy(x, y)

= ex cos y − ex cos y = 0.

Do đó f là điều hòa.

Một trong những khám phá khoa học tuyệt vời thế kỷ 19 là về định luật điện từ

trường của James Clerk Maxwell. Định luật đó được biểu diễn một cách rất tinh tế

dưới dạng độ phân kỳ và véc tơ xoáy. Người ta biết rằng lực tác dụng lên một vật

mang điện sinh ra bởi trường điện từ phụ thuộc vào vị trí, vận tốc và lượng điện tích

của vật và không phụ thuộc vào các vật mang điện khác đang hiện diện cũng như

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 10
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việc các vật mang điện đó di chuyển như thế nào. Giả sử một vật tích điện được đặt

tại điểm (x, y, z) ở thời điểm t, trường cường độ dòng điện là E(x, y, z, t) và trường

cường độ từ trường H(x, y, z, t). Khi đó điện từ trường được xác định bởi

div E =
Q

ε
, div (µH) = 0

curl(E) = −∂(µH)

∂t
, c2(curlB) =

∂E

∂t
+

J

ε

trong đó Q là mật độ điện tích, J là mật độ dòng điện, B là mật độ thông lượng từ

trường, c là tốc độ ánh sáng, µ, ε là các hằng số.

13.2 Tích phân đường

13.2.1 Định nghĩa tích phân đường

Cho C là một cung trơn trong không gian xác

định bởi phương trình tham số x = x(t), y =

y(t), z = z(t), a ≤ t ≤ b và f(x, y, z) là hàm số

xác định trên một miền chứa C. Chúng ta nói

rằng C là định hướng được nếu ta có thể mô

tả hướng của C khi t tăng.

Chia C thành n cung nhỏ, ký hiệu độ dài cung

nhỏ thứ k là ∆sk. Chọn một điểm (x∗k, y
∗
k, z
∗
k) tùy ý trên cung nhỏ thứ k. Ký hiệu

‖∆s‖ là độ dài lớn nhất trong số độ dài các cung nhỏ.

Định nghĩa 13.2.1. Nếu giới hạn của tổng Riemann

lim
‖∆s‖→0

n∑
k=1

f(x∗k, y
∗
k, z
∗
k)∆sk

tồn tại thì giới hạn đó được gọi là tích phân đường của f trên C và ký hiệu∫
C

f(x, y, z) ds. Như vậy,

∫
C

f(x, y, z) ds = lim
‖∆s‖→0

n∑
k=1

f(x∗k, y
∗
k, z
∗
k)∆sk

Nếu C là một đường cong kín thì chúng ta dùng ký hiệu
∮
C
f ds cho tích phân đường

của f trên C .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 11
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Mệnh đề 13.2.2. Nếu C trơn và f liên tục trên C thì tích phân đường của f trên

C tồn tại và ta có∫
C

f(x, y, z) ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2dt

Chú ý 13.2.3. Tích phân đường của hàm hai biến f(x, y) trên đường cong trơn C

có phương trình tham số x = x(t), y = y(t), a ≤ t ≤ b được định nghĩa tương tự.

Hơn nữa, ∫
C

f(x, y) ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t))
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

Ví dụ 13.2.1. Tính tích phân đường theo ba biến

Tính tích phân đường cong

∫
C

x2z ds, với C có dạng x = cost, y = 2t, z = sint và

0 ≤ t ≤ π.

Giải Ta có ∫
C

x2z ds =

∫ π

0

[x(t)]2z(t)
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2dt

=

∫ π

0

(cost)2(sint)
√

(−sint)2 + 22 + (cost)2dt

=

∫ π

0

√
5cos2tsintdt

=
−
√

5

3
cos3t|π0

=
2
√

5

3
.

Có thể mở rộng định nghĩa tích phân đường cho đường cong trơn từng khúc.

Đường cong C gọi là trơn từng khúc nếu nó gồm hữu hạn các đường cong trơn nối

tiếp nhau. Hơn nữa, ta có kết quả sau.

Mệnh đề 13.2.4. Nếu C được hợp thành từ hai đoạn cong (không giao nhau hoặc

chỉ giao nhau tại các điểm đầu) C1 và C2 thì:∫
C

f ds =

∫
C1

f ds+

∫
C2

f ds.

Ví dụ 13.2.2.Tính tích phân đường của đường cong hợp

Tính

∫
C

xy ds trong đó C hợp thành bởi đoạn thẳng C1 nối điểm (−3, 3) đến (0, 0),

và phần đường cong C2 : 16y = x4 từ điểm (0, 0) đến (2, 1).

Giải

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 12
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Ta có phương trình C1 là y = −x. Phương trình tham số

của nó có dạng

x = t, y = −t, t ∈ [−3, 0].

Do đó ∫
C1

xy ds =

∫ 0

−3

t.(−t)
√

12 + [−1]2dt

=

∫ 0

−3

−
√

2t2dt = −9
√

2

Tiếp theo, phương trình tham số của C2 là

x = 2t, y = t4, t ∈ [0, 1].

Do đó ∫
C2

xy ds =

∫ 1

0

2t.t4
√

22 + [4t3]2dt

=

∫ 1

0

2t5
√

4 + 16t6dt

=
1

9
(1 + 4t6)3/2

∣∣1
0

=
1

9
(5
√

5− 1).

Từ đó ta có∫
C

xy dS =

∫
C1

xy dS +

∫
C2

xy dS = −9
√

2 +
1

9
(5
√

5− 1).

Định lý 13.2.5. Tính chất của tích phân đường

Giả sử các tích phân sau là tồn tại, thì với hằng số k bất kỳ, ta có:

(i)
∫
C
kf ds = k

∫
C
f ds

(ii)
∫
C

(f1 + f2) ds =
∫
C
f1 dS +

∫
C
f2 ds

(iii)
∫
C
f dS =

∫
C1
f ds+

∫
C2
f ds+ ...+

∫
Cn
f ds.

trong đó C = C1 ∪ C2 ∪ ... ∪ Cn và các Ci chỉ giao nhau các điểm đầu cuối.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 13
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13.2.2 Tích phân đường theo biến x, y, z

Nếu thay độ dài đoạn nhỏ ∆s trong định nghĩa 13.2.1 thành ∆x (chiếu vuông góc

lên Ox) thì giới hạn được đề cập trong định nghĩa tích phân đường trở thành tích

phân: ∫
C

f(x, y, z)dx =

∫ b

a

f [x(t), y(t), z(t)].x′(t)dt

Tương tự, chúng ta có:∫
C

g(x, y, z)dy =

∫ b

a

g[x(t), y(t), z(t)].y′(t)dt

∫
C

h(x, y, z)dz =

∫ b

a

h[x(t), y(t), z(t)].z′(t)dt

Hoặc tổ hợp: ∫
C

[fdx+ gdy + hdz] =

∫
C

fdx+

∫
C

gdy +

∫
C

hdz

Ví dụ 13.2.3.Tính tích phân đường với biến của hệ trục tọa độ

Tính tích phân đường: ∫
C

[ydx− zdy + xdz]

trong đó C là đường cong có phương trình tham số x = t2, y = e−t, z = et, t ∈ [0, 1].

Giải: ∫
C

[ydx− zdy + xdz] =

∫ 1

0

[e−t.2tdt− et(−e−t)dt+ t2etdt]

=

∫ 1

0

[2te−t + 1 + t2et]dt

= [−2e−t(t+ 1) + t+ et(t2 − 2t+ 2)]
∣∣1
0

= e− 4e−1 + 1

13.2.3 Tích phân đường của trường Vector

Định nghĩa 13.2.6. Cho trường vector F(x, y, z) = ui + vj + wk và C là đường

cong trơn từng khúc định hướng được với biểu diễn tham số

R(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, t ∈ [a, b]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 14
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Sử dụng biểu thức dR = dxi + dyj + dzk ta định nghĩa tích phân đường của F dọc

theo cung C như sau∫
C

F · dR =

∫
C

(udx+ vdy + wdz)

=

∫
C

F[R(t)]R′(t)dt

=

∫ b

a

[
u[x(t), y(t), z(t)].x′(t) + v[x(t), y(t), z(t)].y′(t) + w[x(t), y(t), z(t)].z′(t)

]
dt

Ví dụ 13.2.4. Tính tích phân đường của trường vector

Tính tích phân đường của trường F(x, y, z) = (y2−z2)i+2yzj−x2k dọc theo đường

cong C có phương trình tham số x = t2, y = 2t z = t, t ∈ [0, 1].

Giải Biểu diễn F theo tham số t

F = [4t2 − t2]i + [2.2t.t]j− [t4]k

Vì R(t) = t2i + 2tj + tk nên dR = (2tdt)i + (2dt)j + dtk. Từ đó∫
C

F · dR =

∫ 1

0

3t2(2tdt) + 4t2(2dt)− t4dt

=

∫ 1

0

(6t3 + 8t2 − t4)dt =
119

30
.

Ví dụ 13.2.5. Giá trị của một tích phân đường là độc lập của tham số hóa

Cho F = yi+xj và cho C là nửa trên đường tròn x2 +y2 = 4 theo chiều ngược chiều

kim đồng hồ từ (2,0) đến (-2,0) như hình

Tính tích phân đường

∫
C

F · dR ứng với dạng tham số hóa của C như sau.

a. x = 2 cos θ, y = 2 sin θ, 0 ≤ θ ≤ π

b. x = −t, y =
√

4− t2,−2 ≤ t ≤ 2

Giải a.Ứng với dạng tham số hóa x = 2 cos θ, y = 2 sin θ ta có x′(θ) = −2 sin θ, y′(θ) =

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 15
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2 cos θ.

Từ đó ∫
C

F · dR =

∫
C

[ydx+ xdy]

=

∫ π

0

[(2 sin θ)(−2 sin θ) + (2 cos θ)(2 cos θ)]dθ

=

∫ π

0

4(cos2 θ − sin2 θ)dθ

=

∫ π

0

4 cos 2θ

= 0.

b. Ứng với dạng tham số hóa x = −t, y =
√

4− t2 ta có x′(t) = −1, y′(t) = −t√
4−t2

Ta có

∫
C

[ydx+ xdy] =

∫ 2

−2

[√
4− t2(−1) + (−t)

(
−t√
4− t2

)]
dt

=

∫ 2

−2

−4 + 2t2√
4− t2

dt

= −t
√

4− t2|2−2

= 0.

Ta thấy hai kết quả là như nhau, điều đó chứng tỏ tích phân đường không phụ

thuộc vào dạng tham số hóa của đường cong.

Ví dụ 13.2.6. Tính tích phân đường theo các đường khác nhau

Cho F = xy2i+x2yj và tính tích phân đường
∫
C
F · dR từ điểm (0,0) đến (2,4) theo

các đường sau:

a. Đoạn thẳng nối hai điểm

b. Đường cong parabol y = x2 nối hai điểm

Giải Hai đường đó như hình dưới

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 16
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a. Đường thẳng đã cho có phương trình y = 2x theo hướng đã cho được tham số

hóa thành x = t, y = 2t với 0 ≤ t ≤ 2. Vì vậy R(t) = ti+ 2tj do đó dR = dti+ 2dtj.

Hơn nữa, F = 4t3i + 2t3j nên F · dR = 4t3dt+ 4t3dt = 8t3dt.

Từ đó ∫
C

F · dR =

∫ 2

0

8t3dt = [2t4]|20 = 32

b. Parabol y = x2 được tham số hóa thành x = t, y = t2 với 0 ≤ t ≤ 2. Vì vậy

R(t) = ti + t2j nên dR = dti + 2tdtj. Do đó

F = xy2i + x2yj = (t)(t2)i + (t)2(t2)j = t5i + t4j

và

F · dR = t5dt+ 2t5dt = 3t5dt.

Từ đó ta được ∫
C

F · dR =

∫ 2

0

3t5dt =

[
1

2
t6
]2

0

= 32.

Trong ví dụ trên ta thấy giá trị của tích phân đường giống nhau cho cả a. và b.

Nhưng không phải bao giờ cũng như vậy. Đặc biệt nếu trường hợp đó xảy ra (giá trị

tích phân không phụ thuộc đường đi) thì ta nói tích phân đường là độc lập đường

đi.

13.2.4 Ứng dụng: Khối lượng và Công

Xem xét đoạn dây đồng có hình dáng đoạn cong C và ρ(x, y, z) là khối lượng riêng

(khối lượng trên mỗi đơn vị chiều dài) của nó tại điểm (x, y, z). Khi đó khối lượng

cả đoạn dây là:

m =

∫
C

ρ(x, y, z) dS

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 17
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Và khối tâm của C là điểm (x, y, z) với

x =
1

m

∫
C

xρ(x, y, z) ds, y =
1

m

∫
C

yρ(x, y, z) ds, z =
1

m

∫
C

zρ(x, y, z) ds.

Lưu ý rằng khối tâm của đường cong không nhất thiết thuộc đường cong đó.

Ví dụ 13.2.7. Tính khối lượng của sợi dây đồng mỏng bằng tích phân

đường

Một sợi dây đồng có dáng đoạn cong C:

x =
√

2 sin t, y = cos t, z = cos t, t ∈ [0, π]

Nếu khối lượng riêng theo độ dài tại (x, y, z) là ρ(x, y, z) = xyz thì khối lượng sợi

dây là:

m =

∫
C

xyz ds

=

∫ π

0

√
2 sin t cos2 t

√
2 cos2 t+ sin2 t+ sin2 tdt

=

∫ π

0

2 sin t cos2 tdt

= −2 cos3 t

3

∣∣∣∣π
0

=
4

3
.

Trong mục 9.3 chúng ta đã biết rằng công của trường lực F làm vật di chuyển

thẳng khoảng cách D là W= F.D (F là hằng số).

Giả sử trường lực F(x,y,z) biến thiên liên tục trên miền D. Dưới tác động của F,

một vật di chuyển theo đường cong trơn C thuộc D, có biểu diễn tham số R(t)theo

chiều tăng của t. Chia nhỏ C thành các điểm P0, P1, ..., Pn như hình vẽ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 18
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Với k = 1, 2, .., n, cho Qk(x
∗
k, y
∗
k, z
∗
k) là một điểm được chọn tùy ý từ cung nhỏ

Ck (với những điểm cuối là Pk−1 và Pk), và cho Fk = F(x∗k, y
∗
k, z
∗
k). Nếu độ dài 4sk

của cung nhỏ Ck nhỏ, lực sẽ xấp xỉ hằng số và ta giả sử là giá trị Fk là hằng số trên

cung nhỏ này. Hướng di chuyển sẽ không thay đổi nhiều trên toàn cung nhỏ, vì vậy

ta có thể giả sử vật sẽ di chuyển một khoảng 4sk theo chiều của tiếp tuyến đơn vị

Tk = T(x∗k, y
∗
k, z
∗
k) với độ dịch chuyển tuyến tính là Tk 4 sk. Vì vậy, ta có thể xấp

xỉ công cho cung nhỏ thứ k bởi

Wk ≈ Fk ·Tk 4 sk.

Xây dựng cho n cung nhỏ, ta được tổng∑
Fk ·Tk 4 sk.

Xấp xỉ này cho tổng công của một vật di chuyển dọc C trong trường lực F. Khi độ

dài lớn nhất của cung nhỏ ‖4 sk‖ tiến về 0, tổng xấp xỉ này tiến về giá trị của tích

phân đường
∫
C
F.T dS, đó là

W = lim
‖4sk‖→0

∑
Fk ·Tk 4 sk =

∫
C

F ·T ds.

Qua quan sát này cho ta xem công như là tích phân đường.

Định nghĩa 13.2.7. Tính công bằng tích phân đường

Giả sử trường lực F biến thiên liên tục trên miền D. Thì công W khi một vật di

chuyển theo đường cong trơn C thuộc D được biểu diễn bởi tích phân

W =

∫
C

F ·T ds

trong đó T là vector tiếp tuyến đơn vị tại điểm chạy trên C.

Chúng ta đã biết trong mục 10.4 rằng T =
dx

ds
i +

dy

ds
j =

dR

ds
. Do đó công có

thể được tính theo công thức sau

W =

∫
C

F · dR.

Ví dụ 13.2.8.Tính công bằng tích phân đường

Trong mặt phẳng Oxy, một vật di chuyển dưới tác động của trường lực F =

y2i + 2(x+ 1)yj. Tính công của F lên vật khi nó di chuyển dọc theo elip có phương

trình x2 + 4y2 = 4 từ điểm (2,0) theo chiều kim đồng hồ đến điểm (0,1). Sau đó nó

tiếp tục di chuyển về điểm (2,0) theo đoạn thẳng.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 19



Tài liệu môn học Toán 3 Trang 20

Giải Gọi C là đường đi khép kín của vật theo đề bài.

Theo công thức đã trình bày, công cần tính là:

W =

∮
C

F · dR

Gọi C1 là đoạn con của C thuộc elip và C2 là đoạn thẳng

còn lại trong C. Khi đó C1 có tham số x = 2 cos t, y =

sin t, t ∈ [0, π/2] (lưu ý chiều di chuyển của vật là chiều

tăng của t). Nghĩa là trên C1 thì R1(t) = 2 cos ti+ sin tj.

Tính dR1 = R′1(t)dt và đưa vào tích phân:

W1 =

∫
C1

F1(t)] · dR1

=

∫ π/2

0

[sin2 t(−2 sin t) + 2(2 cos t+ 1) sin t cos t]dt

=

∫ π/2

0

[−2 sin2 t+ 4 cos2 t+ 2 cos t] sin tdt

=

∫ π/2

0

[6 cos2 t+ 2 cos t− 2](−d cos t)

= −
∫ 0

1

(6u2 + 2u− 2)du = 1

Tương tự với C2 thì R2(t) = 2ti + (1− t)j, t ∈ [0, 1] và

W2 =

∫
C2

F[R2(t)] · dR2

=

∫ 1

0

[2(1− t)2 + 2(2t+ 1)(1− t)(−1)]dt

=

∫ π/2

0

[−2 sin2 t+ 4 cos2 t+ 2 cos t] sin tdt

=

∫ 1

0

(6t2 − 6t)dt

= −1

Kết quả

W = W1 +W2 = 0.

BÀI TẬP 13.2
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13.3 Định lý cơ bản và sự độc lập của đường đi

Nói chung, giá trị của tích phân đường
∫
C
F · dR phụ thuộc không chỉ điểm đầu và

điểm cuối mà còn phụ thuộc vào hình dạng của đường lấy tích phân C. Tuy nhiên,

trong một số trường hợp nhất định tích phân sẽ bằng nhau cho tất cả các đường

trên miền D cho trước với cùng điểm đầu P và điểm cuối Q. Khi đó ta nói tích phân

đường là độc lập đường đi trong D.

13.3.1 Định lý cơ bản của tích phân đường

Định lý cơ bản trong tích phân xác định phát biểu rằng, nếu hàm f liên tục trên [a, b]

thì
∫ b
a
f(x)dx = F (b)− F (a), với F là một nguyên hàm của f , tức là F ′(x) = f(x).

Đối với hàm hai hoặc ba biến, bằng cách sử dụng gradient thay cho đạo hàm chúng

ta thu được định lý cơ bản sau.

Định lý 13.3.1. Cho C là một cung trơn từng khúc, có

biểu diễn tham số R(t), t ∈ [a, b]. Trường vector F là

liên tục trên C. Nếu f là hàm số sao cho F = ∇f , thì∫
C

F · dR = f(Q)− f(P )

trong đó P = R(a) và Q = R(b) lần lượt là điểm đầu và

điểm cuối của C.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh định lý này với trường

hợp f(x, y, z) là một hàm ba biến và F = ∇f(x, y, z). Giả sử R(t) = (x(t), y(t), z(t))

và cho G(t) = f [x(t), y(t), z(t)]. Thì ta có

dG

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
+
∂f

∂z

dz

dt
.
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Từ đó ta thu được∫
C

F · dR =

∫
C

∇.dR

=

∫
C

[
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

]
=

∫ b

a

[
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
+
∂f

∂z

dz

dt

]
dt

=

∫ b

a

dG

dt
dt

= G(b)−G(a)

= f [x(b), y(b), z(b)]− f [x(a), y(a), z(a)]

= f [R(b)]− f [R(a)]

= f(Q)− f(P ).

Ví dụ 13.3.1. Dùng định lý cơ bản để tính tích phân đường

Tính I =
∫
C
F · dR, trong đó F = ∇(ex sin y − xy − 2y) và C có biểu diễn tham số

bởi vector R(t) = [t3 sin π
2
t]i− [π

2
cos(π

2
t+ π

2
)]j, t ∈ [0, 1].

Giải Trước hết, chúng ta thấy rằng các giả thiết của định lý cơ bản cho tích phân

đường thỏa mãn. Tại t=0 thì điểm đầu P = R(t) = (0, 0) và f(P ) = 0. Tại t = 1

thì điểm cuối Q = R(1) = (1, π
2
) và f(Q) = e− 3π

2
. Do đó:∫

C

F · dR = f(Q)− f(P )

= e− 3π

2
.

13.3.2 Trường thế

Để áp dụng được định lý cơ bản của tích phân đường thì trường F phải là trường

gradient. Tiếp theo chúng ta sẽ tìm hiểu dưới điều kiện nào thì một trường véc tơ

là một trường gradient? Trước tiên chúng ta sẽ giới thiệu một số thuật ngữ.

Định nghĩa 13.3.2. Trường vector F được gọi là trường thế trên miền D nếu tồn

tại hàm số f sao cho

F = ∇f, ∀(x, y) ∈ D.

Khi đó f được gọi là hàm số thế vị của F trên D.
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Ví dụ 13.3.2. Chứng minh trường vector là một trường thế

Chứng minh F = 2xyi + x2j là trường thế với hàm số thế vị f = x2y.

Giải Ta có ∇f = 2xyi + x2j = F . Vậy F là trường thế.

Việc kiểm tra một trường là trường thế khi đã biết hàm số thế vị khá đơn giản.

Tuy nhiên, trong thực tế, với một trường véc tơ cho trước, chúng ta rất khó để biết

nó có là trường thế hay không. Sau đây chúng ta sẽ trình bày một tiêu chuẩn để

đảm bảo rằng F là trường thế trên một miền D có các tính chất sau.

(i) D là miền liên thông, tức là nếu với hai điểm P, Q bất kỳ trong D thì luôn

có thể nối lại bằng một đường cong trơn từng khúc hoàn toàn nằm trong D.

(ii) D là miền đơn liên, tức là mọi miền giới hạn bởi đường cong kín trong D thì

cũng nằm hoàn toàn trong D.

Nếu D thỏa mãn cả hai tính chất trên thì D được gọi là miền liên thông đơn.

Định lý 13.3.3. Trong mặt phẳng Oxy, cho trường F (x, y) = ui + vj trong đó u, v

có đạo hàm riêng liên tục trên tập mở, liên thông đơn D. Khi đó, F là trường thế

trên D nếu và chỉ nếu

∂u

∂y
(x, y) =

∂v

∂x
(x, y), ∀(x, y) ∈ D.

Ví dụ 13.3.3. Tìm hàm số thế vị

Chứng tỏ rằng F = (ex sin y − y)i + (ex cos y − x− 2)j là trường thế và tìm hàm số

thế vị tương ứng.

Giải Rõ ràng, u = ex sin y − y và v = ex cos y − x − 2 có các đạo hàm riêng liên

tục. Hơn nữa
∂u

∂y
(x, y) =

∂v

∂x
(x, y) = ex cos y − 1.
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Do đó F là trường thế.

Giả sử f là hàm số thế vị cần tìm, tức là F = ∇f = f ′xi + f ′yj. Do đó

f ′x = u = ex sin y − y, v = f ′y = ex cos y − x− 2.

Đẳng thức thứ nhất suy ra f(x, y) = ex sin y − xy + k(y) (k(y) là biểu thức không

phụ thuộc x). Tính đạo hàm kết quả này theo y và thế vào đẳng thức v = f ′y thì

suy ra:

ex cos y − x+ k′(y) = ex cos y − x− 2⇔ k′(y) = −2

Vậy k(y) = −2y+ c, tức là f(x, y) = ex sin y− xy− 2y+ c với mọi hằng số c bất kỳ.

Chẳng hạn, chọn c = 0 chúng ta có hàm số thế vị

f(x, y) = ex sin y − xy − 2y.

Ví dụ 13.3.4. Kiểm tra một trường thế trong mặt phẳng

Kiểm tra xem trường vector F = yexyi + (xexy + x)j có phải là trường thế không,

nếu có thì tìm hàm số thế vị tương ứng.

Giải Ta có u(x, y) = yexy và v(x, y) = xexy + x.

Từ đó ta được,
∂u

∂y
= xyexy + exy

,
∂v

∂x
= xyexy + exy + 1

Rõ ràng
∂u

∂y
6= ∂v

∂x
và vì vậy F không là trường thế.

Định lý sau đây là sự tổng quát hóa của tiêu chuẩn trên để xác định trường đã

cho có là trường thế trong R3.

Định lý 13.3.4. Giả sử trường vector F và vector xoáy curl F liên tục trên miền

liên thông đơn D ⊂ R3. Khi đó F là trường thế nếu và chỉ nếu curl F = 0.

Như trong R2, một miền liên thông trong R3 được mô tả thông thường như một

miền không có lổ hổng.

Chứng minh. Kết quả này sẽ được chứng ở phần 13.6 như một ứng dụng của định

lý Stokes.
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Chú ý: Nếu đồng nhất R2 như là không gian con của R3 thì định lý 13.3.3 là

một hệ quả của định lý 13.3.4 khi xem F (x, y) = (u(x, y), v(x, y)) là G(x, y, z) =

(u(x, y, 0), v(x, y, 0), 0).

Bởi vì

curlG =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u(x, y, 0) v(x, y, 0) 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0i + 0j +

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
k

Ta có curlG = 0 khi và chỉ khi

∂v

∂x
=
∂u

∂y

Khi đó Định lý 13.4 trở thành tiêu chuẩn kiểm định bằng chéo các đạo hàm riêng

cho một trường thế F trong R2.

Ví dụ 13.3.5. Tìm hàm số thế vị của trường thế trong R3

Chứng tỏ rằng

F(x, y, z) = 〈20x3z + 2y2, 4xy, 5x4 + 3z2〉

là một trường thế. Tìm hàm số thế vị của nó.

Giải

Vector xoáy của trường đã cho là

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

20x3z + 2y2 4xy 5x4 + 3z2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0i− (20x3 − 20x3)j + (4y − 4y)k = 0.

Do đó F là trường thế. Giả sử f là hàm số thế vị, tức là ∇f = (f ′x, f
′
y, f

′
z) = F .

Do f ′x = 20x3z + 2y2 ⇒ f(x, y, z) = 5x4z + 2xy2 + g(y, z), trong đó g(y, z) không

phụ thuộc x.

Đạo hàm kết quả trên theo y và so sánh thành phần thứ 2 của F:

f ′y = 4xy + g′y = 4xy

Suy ra g′y(y, z) = 0⇒ g(y, z) = h(z), trong đó h(z) không phụ thuộc x và y.

So sánh đạo hàm f ′z với thành phần thứ 3 của F:

f ′z = 5x4 + g′z = 5x4 + h′(z) = 5x4 + 3z2
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Suy ra h′(z) = 3z2 ⇒ h(z) = z3 + c.

Chọn hằng số c = 0, chúng ta có hàm số thế vị:

f(x, y, z) = 5x4z + 2xy2 + z3

13.3.3 Sự độc lập của đường đi

Định nghĩa 13.3.5. Tích phân đường
∫
C
F · dR được gọi là độc lập đường đi

trong miền D nếu với hai điểm bất kì P và Q trong D, tích phân đường lấy dọc

theo các đường cong trơn từng khúc nối P và Q trong D có giá trị giống nhau.

Định lý sau đây cung cấp các điều kiện tương đương để tích phân đường độc lập

với đường đi.

Định lý 13.3.6. Cho trường Vector F liên tục trên tập mở liên thông D. Các điều

kiện sau là tương đương:

(i) F là trường thế trên D.

(ii)
∮
C
F · dR = 0 với mọi đường cong trơn, kín trong D.

(iii)
∫
C
F · dR không phụ thuộc vào hình dạng của đường cong C ⊂ D.

Từ định lý trên, một hệ quả được suy ra: Công của một vật di chuyển trên đường

cong kín dưới tác động của trường thế là bằng 0.

Ví dụ 13.3.6. Công với đường đi kín trong trường lực là trường thế

Chứng minh rằng không có công nào được sinh ra khi một vật di chuyển dọc một

đường cong kín trong một miền liên thông mà trường lực tại miền đó là trường thế.

Giải Giả sử F là trường thế với ∇f = F, trong đó f là hàm số thế vị của F. Vì

đường di chuyển là kín nên nó bắt đầu và kết thúc tại cùng 1 điểm P . Do đó, công

được tính bởi

W =

∮
C

F · dR = f(P )− f(P ) = 0.

Bây giờ, ta có thể tính một tích phân đường cho trước theo nhiều cách khác

nhau. Ta có thể:

(1) Tham số hóa C và sử dụng tham số hóa để đưa tích phân đường về tích phân

thông thường theo biến t trên đoạn [a, b].

(2) Kiểm tra xem F có là trường thế không. Nếu nó là một trường thế, tìm hàm số
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thế vị f của nó và sau đó dùng định lý cơ bản cho tích phân đường.

(3) Nếu F là trường thế, tìm đường đi C1 đơn giản nhất có thể, đồng thời C1

có cùng điểm đầu và cuối với C. Vì tích phân đường là độc lập đường đi nên∫
C1

F · dR =
∫
C
F · dR.

Sau đây là một ví dụ minh họa.

Ví dụ 13.3.7. Tính tích phân
∫
C
F · dR trong đó

F(x, y) = [(2x− x2y)e−xy + tan−1 y]i +
[ x

y2 + 1
− x3e−xy

]
j

và C là:

a. Eplip: 9x2 + 4y2 = 36

b. đường cong có phương trình tham số x = t2 cosπt, y = e−t sin πt, t ∈ [0, 1]

Giải Ta có

∂

∂x

[ x

y2 + 1
− x3e−xy

]
=

1

y2 + 1
+ (x3y − 3x2)e−xy

=
∂

∂y
[(2x− x2y)e−xy + tan−1 y]

Do đó F là trường thế.

a. Vì F là trường thế và C là đường cong kín nên
∫
C
F · dR = 0

b. Điểm đầu của C là P(0,0) (tương ứng t=0) và điểm cuối của C là Q(-1,0) (tương

ứng t=1). Vì F là trường thế cho nên
∫
C
F · dR không phụ thuộc vào hình dạng

của C. Chúng ta có thể thay C bằng đoạn thẳng PQ có phương trình tham số

x = −t, y = 0, t ∈ [0, 1]. Tích phân đường theo đoạn thẳng đó ta được∫
C

F · dR =

∫
PQ

F · dR
∫ 1

0

[
(2(−t)e0 + tan−1 0)(−1) + (−t− (−t)3e0)(0)

]
dt

=

∫ 1

0

2tdt = 1.

13.4 Định lý Green

13.4.1 Định lý Green

Định lý Green cho ta mối liên hệ giữa tích phân đường lấy theo đường cong kín và

tích phân 2 lớp lấy trên miền giới hạn bởi đường cong kín đó. Trước khi trình bày
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Định lý, ta sẽ giới thiệu một số khái niệm liên quan. Đường cong Jordan là một

đường cong kín không tự cắt.

Cho C là đường cong Jordan. Hướng dương trên C là hướng mà khi một người

di chuyển trên đường cong theo hướng đó thì miền giới hạn bởi đường cong nằm

bên trái của người di chuyển.

Định lý 13.4.1. Giả sử D là miền liên thông đơn giới hạn bởi đường cong Jordan

kín trơn từng khúc, định hướng dương C và F(x, y) = M(x, y)i +N(x, y)j là trường

vector khả vi liên tục trên D. Khi đó∮
C

(Mdx+Ndy) =

∫∫
D

(∂N
∂x
− ∂M

∂y

)
dA.

Ví dụ 13.4.1. Chứng tỏ rằng công thức Green đúng đối với tích phân đường∫
C

(−ydx+ xdy), trong đó C là đường cong kín như hình vẽ.

Giải

Trước hết, chúng ta áp dụng cách tính không

dùng định lý Green. Đường cong C bao gồm

2 đoạn: đoạn thẳng C1 từ (−1; 0) đến (1; 0);

và nửa đường tròn C2 từ (1; 0) đến (−1; 0).

Tham số hóa C1 và C2:

(C1) : x = t, y = 0, t ∈ [−1; 1]

(C2) : x = cos t, y = sin t, t ∈ [0; π]
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Từ đó, ta được∫
C

(−ydx+ xdy) =

∫ 1

−1

[−0dt+ td0] +

∫ π

0

[− sin t(− sin t)dt+ cos t(cos t)dt]

=

∫ π

0

(sin2 t+ cos2 t)dt

=

∫ π

0

1dt = π.

Sau đây chúng ta tính lại tích phân trên bằng cách áp dụng Định lý Green. Rõ ràng

là các điều kiện của định lý thỏa mãn. Do đó∫
C

(−ydx+ xdy) =

∫∫
D

( ∂
∂x

(x)− ∂

∂y
(−y)

)
dA

=

∫∫
D

2dA

= 2SD = π.

Ở đây D là miền nửa hình tròn bán kính bằng 1 nên SD = π
2
.

Ví dụ 13.4.2. Tính công với định lý Green

Cho đường cong kín C như hình vẽ. Tìm công để di chuyển một vật dọc theo C

trong trường lực

F(x, y) = (x+ xy2)i + 2(x2y − y2 sin y)j.

Giải Công W được tính bởi tích phân đường
∮
C
F · dR. Chú ý rằng F có đạo hàm

liên tục trên miền D giới hạn bởi C, và vì D liên thông với biên định hướng dương

(C) nên các giả thiết của Định lý Green được thỏa mãn. Từ đó

W =

∮
F · dR

=

∫∫
D

[
∂

∂x
(2x2y − 2y2 sin y)− ∂

∂y
(x+ xy2)

]
dA =

∫∫
D

(4xy − 2xy)dA

= 2

∫ 1

0

∫ 1

x2
xydydx = 2

∫ 1

0

1

2
xy2

∣∣∣y=1
y=x2 dx =

∫ 1

0

(x− x5)dx =

[
1

2
x2 − 1

6
x6

] ∣∣∣∣∣
1

0

=
1

3
.

13.4.2 Tính diện tích sử dụng tích phân đường

Định lý 13.4.2. Cho D là miền liên thông đơn trong mặt phẳng giới hạn bởi đường

cong kín, trơn từng khúc, định hướng dương C. Khi đó diện tích SD của D được xác
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định bởi một trong các tích phân đường sau đây:

SD =

∮
C

xdy = −
∮
C

ydx =
1

2

∮
C

[xdy − ydx]

Ví dụ 13.4.3. Tính diện tích miền D tạo bởi elip E:

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (13.1)

Giải Phương trình tham số của Elip E cho bởi: x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π]

(lưu ý chiều trên E là ngược kim đồng hồ khi t tăng). Do đó:

SD =
1

2

∮
C

[xdy − ydx]

=
1

2

∫ 2π

0

[(a cos t)(b cos t)dt− (b sin t)(−a sin t)dt]

=
1

2

∫ 2π

0

[ab cos2 t+ ab sin2 t]dt

=
ab

2

∫ 2π

0

[1]dt = πab.

13.4.3 Định lý Green cho miền đa liên

Ở trên chúng ta đã phát biểu định lý Green cho miền liên

thông đơn. Tuy nhiên, Định lý đó có thể được mở rộng cho

miền liên thông, đa liên, tức là miền có một hoặc nhiều lỗ

thủng. Hình bên minh họa cho miền 2 liên với một lỗ thủng.

Biên của miền đó gồm một đường cong ngoài C1 và một

đường cong trong C2. Chiều dương của biên của miền đó là

chiều mà đi dọc trên biên theo chiều đó thì miền R giới hạn bởi biên luôn nằm bên

trái. Tức là, C1 có chiều ngược kim đồng hồ và C2 cùng chiều kim đồng hồ.

Định lý 13.4.3. Cho R là miền hai liên, liên thông với các biên C1 và C2 định

hướng dương như trình bày trên. Nếu các biên và trường vector F (x, y) = M i +N j

thỏa các giả thiết của định lý Green thì ta có∫∫
D

(∂N
∂x
− ∂M

∂y

)
dA =

∮
C1

(Mdx+Ndy) +

∮
C2

(Mdx+Ndy).
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Ví dụ 13.4.4. Tính ∮
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
,

trong đó C là đường cong trơn jordan bao quanh gốc tọa độ (0, 0).

Giải Đặt M(x, y) =
−y

x2 + y2
, N(x, y) =

x

x2 + y2
. Dễ thấy

rằng tại mọi điểm khác điểm gốc thì

∂N

∂x
=
∂M

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

Gọi C1 là đường tròn tâm tại gốc và có bán kính r đủ nhỏ để

nó nằm hoàn toàn trong C. Ký hiệu R là miền giữa C và C1. Vì
∂N
∂x

=
∂M

∂y
trên R

cho nên theo định lý Green cho miền đa liên,∮
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
+

∮
C1

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∫∫
R

(∂N
∂x
− ∂M

∂y

)
dA = 0.

Như vậy ∮
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
= −

∮
C1

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∮
−C1

−ydx+ xdy

x2 + y2
.

Trong đó −C1 là C1 sau khi đổi hướng. Nên nhớ rằng để áp dụng định lý thì C1 là

biên trong nên chiều trên C1 cùng chiều kim đồng hồ. Do đó −C1 có chiều ngược

kim đồng hồ. Phương trình tham số của −C1 (theo chiều ngược kim đồng hồ) là:

x = r cos t, y = r sin t, t ∈ [0, 2π]. Từ đó ta được∮
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∮
−C1

−ydx+ xdy

x2 + y2

=

∫ 2π

0

−r sin t(−r sin t)dt+ r cos t(r cos tdt)

r2 cos2 t+ r2 sin t2

=

∫ 2π

0

r2 sin2 t+ r2 cos2 t

r2 cos2 t+ r2 sin2 dt

=

∫ 2π

0

dt = 2π.

13.4.4 Các dạng biểu diễn khác của định lý Green

Định lý Green có thể biểu diễn dưới 2 dạng khác, và từ hai dạng đó giúp ta có thể

mở rộng định lý lên không gian R3. Trước tiên chú ý rằng curl của trường vector
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F(x, y) = M i +N j xác định bởi

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
M(x, y) N(x, y) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0i + 0j + (N ′x −M ′
y)k.

Do đó ∫∫
D

(∂N
∂x
− ∂M

∂y

)
dA =

∫∫
D

(curlF · k)dA.

Mặt khác ∮
C

F · dR =

∮
C

F · dR
ds

ds =

∮
C

F ·T ds

trong đó T =
dx

ds
i+

dy

ds
j là vector tiếp tuyến đơn vị trên đường cong. Kết hợp những

kết quả trên ta được ∮
F · dR =

∫∫
D

(∂N
∂x
− ∂M

∂y

)
dA

∮
F ·T ds =

∫∫
D

(curlF · k) dA.

Ta sẽ mở rộng kết quả này cho mặt trong R3, và nó được gọi là định lý Stokes ở

mục 13.6.

Ta vừa biểu diễn Định lý Green được dưới dạng F.T , thành phần tiếp tuyến của

trường vector F. Kết quả sau chỉ ra rằng định lý Green cũng có thể được biểu diễn

dưới dạng F ·N, thành phần pháp tuyến của F. Khi kết quả này được mở rộng ra

R3 trong phần 13.7, nó được gọi là định lý phân kì.

Định lý 13.4.4. Giả sử rằng F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j xác định trên miền D

với biên kín trơn từng khúc sao cho các giả thiết định lý Green thỏa mãn. Khi đó∮
C

F ·T ds =

∫∫
D

(curlF · k)dA

Và ∮
C

F ·N ds =

∫∫
D

div F dA.
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Chứng minh. Đẳng thức đầu đã được chứng minh ở trên. Ta chỉ cần chứng minh

đẳng thức sau. Tham số hóa đường cong C với tham số là độ dài cung s sao cho nó

định hướng dương, trong đó R(s) = x(s)i+ y(s)j là véc tơ vị trị trên C. Véc tơ tiếp

tuyến đơn vị trên C cho bởi T = R′(s) = x′(s)i + y′(s)j. Từ đó, véc tơ pháp tuyến

hướng ra ngoài là N = y′(s)i− x′(s)j.∮
C

F ·N ds =

∫ b

a

(P i +Qj)(
dy

dS
i− dx

dS
j) ds

=

∮ b

a

(−Qdx+ Pdy)

=

∫∫
D

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y

)
dxdy

=

∫∫
D

div F dA.

13.4.5 Đạo hàm theo pháp tuyến

Định nghĩa 13.4.5. Đạo hàm theo pháp tuyến của f , ký hiệu ∂f/∂n, là đạo

hàm của f theo hướng pháp tuyến đơn vị N. Như vậy

∂f

∂n
= ∇f ·N

trong đó N là vector pháp tuyến đơn vị. Trong R2, N =
dy

ds
i − dx

ds
j là một

vector pháp tuyến đơn vị. Sử dụng định lý Green chúng ta chứng minh được:∫∫
D

∇2fdxdy =

∮
C

∂f

∂n
dt

Ví dụ 13.4.5. Công thức Green cho tích phân của Laplacian

Giả sử f là một hàm số với đạo hàm riêng cấp 1 và cấp 2 liên tục trong miền liên

thông đơn D. Nếu đường cong đóng trơn từng khúc định hướng dương có biên D,

chứng minh ∫∫
D

∇2fdxdy =

∮
C

∂f

∂n
dt
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với ∇2f = fxx + fyy là Laplacian của f và ∂f
∂n

= ∇f . N là đạo hàm pháp tuyến của

f .

Giải Cho u = −∂f
∂y

và v =
∂f

∂x
. Thì ta có ∇2f = fxx + fyy =

∂u

∂x
− ∂v

∂y
và

∫∫
D

∇2fdxdy =

∫∫
D

(∂v
∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy

=

∮
C

(udx+ vdy) dS

=

∮ (
u
dx

dS
+ v

dy

dS

)
dS

=

∮
C

(
− ∂f

∂y

dx

dS
+
∂f

∂x

dy

dS

)
dS

=

∮
C

(
fx
dy

dS
− fy

dx

dS

)
dS

=

∮
C

∇f
( dy
dS

i− dx

dS
j
)
dS

=

∮
C

∇f.N dS

=

∮
C

∂f

∂n
dS.

13.5 Tích phân mặt

Định nghĩa 13.5.1. Mặt cong trơn, mặt cong trơn từng mảnh

Một mặt cong gọi là trơn nếu tại mỗi điểm trên nó có một vector pháp tuyến khác

0. Một mặt cong gọi là trơn từng mảnh nếu nó hợp thành từ một số hữu hạn các

mặt cong trơn.

13.5.1 Định nghĩa tích phân mặt

Định nghĩa 13.5.2. Cho hàm ba biến g(x, y, z) liên tục trên mặt cong trơn từng

mảnh S. Chia S thành n mảnh nhỏ. Mảnh thứ k có diện tích ∆Sk và chọn trên đó

điểm bất kỳ P ∗k (x∗k, y
∗
k, z
∗
k). Ký hiệu ‖∆S‖ là diện tích của mảnh nhỏ lớn nhất.

Nếu giới hạn lim
‖∆S‖→0

n∑
k=1

g(P ∗k )∆Sk tồn tại thì ta gọi giới hạn đó là tích phân
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mặt của g(x, y, z) trên S và ký hiệu∫∫
S

g(x, y, z) dS.

Như vậy∫∫
S

g(x, y, z) dS = lim
‖∆S‖→0

n∑
k=1

g(P ∗k )∆Sk.

13.5.2 Cách tính

Mệnh đề 13.5.3. Giả sử phương trình của S là z =

f(x, y) và R là hình chiếu vuông góc của S lên mặt phẳng

Oxy. Giả sử f ′x, f
′
y liên tục trên R. Khi đó∫∫

S

g(x, y, z) dS =

∫∫
R

g(x, y, f(x, y))
√

1 + [f ′x]
2 + [f ′y]

2dA

Ví dụ 13.5.1. Tính tích phân∫∫
S

(xz + 2x2 − 3xy) dS

trong đó S là phần mặt phẳng có phương trình 2x − 3y + z = 6 nằm phía trên

(z ≥ 0) hình vuông R = {(x, y)|2 ≤ x ≤ 3; 2 ≤ y ≤ 3}.
Giải Phương trình mặt S được viết lại là z = 6− 2x+ 3y = f(x, y). Kiểm tra thấy

rằng f(x, y) ≥ 0 tại mọi điểm trên R. Theo mệnh đề ta có∫∫
S

g dS =

∫∫
S

(x(6− 2x+ 3y) + 2x2 − 3xy)
√

(−2)2 + 32dA

=

∫∫
R

[x(6− 2x+ 3y) + 2x2 − 3xy]
√

14dxdy

= 6
√

14

∫ 3

2

xdx

∫ 3

2

dy

= 15
√

14.

Mệnh đề 13.5.4. Nếu mặt S là trơn từng mảnh thì diện tích của nó được xác định

bởi công thức sau

A =

∫∫
S

dS
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Một trong những ứng dụng hữu ích của tích phân mặt là giúp tính khối tâm của

một bản mỏng có dạng là một phần mặt cong S cho trước. Nếu ký hiệu ρ(x, y, z) là

khối lượng riêng (khối lượng trên mỗi đơn vị diện tích) tại điểm (x, y, z) trên một

bản mỏng S thì tổng khối lượng m của bản mỏng cho bởi công thức

m =

∫∫
S

ρ(x, y, z) dS

Và khối tâm của S là điểm C(x, y, z) với

x =
1

m

∫∫
S

x.ρ dS, y =
1

m

∫∫
S

y.ρ dS, z =
1

m

∫∫
S

z.ρ dS

Ví dụ 13.5.2. Tìm khối lượng của bản mỏng S có khối lượng riêng là ρ(x, y, z) = z

và có hình dáng nửa mặt cầu z = (a2 − x2 − y2)1/2.

Giải Từ phương trình của S suy ra

dS =
√

[z′x]
2 + [z′y]

2 + 1dA

=

√( −x√
a2 − x2 − y2

)2

+
( −y√

a2 − x2 − y2

)2

+ 1dA

=

√
x2

a2 − x2 − y2
+

y2

a2 − x2 − y2
+ 1dA

=
adA√

a2 − x2 − y2

Do vậy khối lượng S là

m =

∫∫
S

ρ(x, y, z) dS

=

∫∫
S

z
adA√

a2 − x2 − y2

=

∫∫
S

(a2 − x2 − y2)1/2 adA√
a2 − x2 − y2

= a

∫∫
R

dA = πa3.

Lưu ý rằng R là hình chiếu của S lên Oxy nên nó là hình tròn bán kính a. Nghĩa

là diện tích R là SR = πa2.
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13.5.3 Tích phân thông lượng

Tích phân mặt là công cụ quan trọng để nghiên cứu dòng

chất lỏng qua một mặt. Để trình bày ứng dụng đó, chúng

ta cần một số khái niệm sau.

Định nghĩa 13.5.5. Ta nói mặt cong S là định hướng

được nếu S có một trường vector pháp tuyến đơn vị biến

thiên liên tục trên đó.

Những mặt thông thường như mặt cầu, mặt nón, mặt

trụ là định hướng được. Tuy nhiên ta có thể dễ dàng xây dựng những mặt không

định hướng được, chẳng hạn dải Mobius. Nếu S là mặt định hướng được, thì mỗi

véc tơ pháp tuyến N có thể hướng vào trong S hoặc hướng ra ngoài S như minh

họa ở hình bên.

Định nghĩa 13.5.6. Xét một mặt S với trường véc tơ pháp tuyến đơn vị liên tục

N và một chất lỏng chảy ổn định qua một bề mặt S. Mật độ thông lượng là đại

lượng đo lượng chất lỏng chảy qua một đơn vị diện tích bề mặt trong một đơn vị

thời gian.

Trong vật lý cơ bản, người ta đã chỉ ra rằng đại lượng đó tỉ lệ thuận với số véc

tơ trường đi qua mặt S. Điều này có thể được hình dung như một dòng nước chảy

qua một tấm lưới.
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Giả sử ∆S là diện tích của một mảnh nhỏ của mặt S. Khi đó lượng chất lỏng chảy

qua mảnh đó có thể được xấp xỉ bằng thể tích của hình trụ với chiều cao F.N và

diện tích đáy là ∆S (hình vẽ), tức là ∆V ≈ (F ·N)∆S.

Như vậy ta có thể đo toàn bộ thể tích của chất lỏng chảy qua bề mặt trong mỗi

đơn vị thời gian bằng cách sử dụng tích phân mặt của F.N, đại lượng đó được gọi

là thông lượng.

Định nghĩa 13.5.7. Trường vector F có các thành phần mà đạo hàm riêng liên

tục trên mặt S. Mặt S định hướng theo pháp tuyến đơn vị N. Khi đó thông lượng

của F qua S định bởi

Flux =

∫∫
S

F ·N dS.

Giả sử mặt S có phương trình z = z(x, y), (x, y) ∈ R. Khi đó vector n =

〈−z′x,−z′y, 1〉 là một vector pháp tuyến trên S và N = n
‖n‖ là pháp vector đơn vị

hướng lên của S (thành phần thứ 3 dương). Ngược lại, N = − n
‖n‖ là pháp vector

đơn vị hướng xuống của S. Bởi vì dS =
√

[z′x]
2 + [z′y]

2 + 1dA = ‖n‖dA, cho nên

ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 13.5.8. Nếu S định hướng lên thì∫∫
S

F ·N dS =

∫∫
R

F(x, y, z(x, y))〈−z′x,−z′y, 1〉dA.
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Nếu S định hướng xuống thì∫∫
S

F ·N dS =

∫∫
R

F(x, y, z(x, y))〈z′x, z′y,−1)〉dA

Chú ý rằng khi tính tích phân thông lượng (tích phân mặt loại 2), chúng ta phải

chỉ rõ hướng của mặt S là lên hay xuống.

Ví dụ 13.5.3. Tính thông lượng của F = xyi + zj + (x+ y)k qua S với S là phần

mặt phẳng có phương trình x+y+z = 1 thuộc góc phần tám thứ nhất. Pháp vector

trên S định hướng lên.

Giải Từ phương trình S suy ra n = 〈−z′x,−z′y, 1〉 = 〈1, 1, 1〉 cho nên

flux =

∫∫
S

F ·N dS =

∫∫
R

(xy, 1− x− y, x+ y) · 〈1, 1, 1〉dA

=

∫∫
R

(xy + 1− x− y + x+ y)dA

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

[xy + 1]dy

=

∫ 1

0

[x
(1− x)2

2
+ (1− x)]dx =

13

24
.

Ví dụ 13.5.4. Tính dòng nhiệt bằng tích phân thông lượng

Cho R là miền bị chặn trên bởi paraboloid z = 9− x2 − y2 và bị chặn dưới bởi

mặt phẳng xy (hình vẽ).

Thí nghiệm chỉ ra rằng tốc độ của dòng nhiệt được cho bởi trường vector H =

−K∇T , với T (x, y, z) = 2x+ y− 3z2 là nhiệt độ tại mỗi điểm P (x, y, z) trong miền

và K là hằng số (hằng số dẫn nhiệt, được đo bằng thực nghiệm cho các bề mặt với

vật chất khác nhau). Tìm tổng nhiệt
∫∫
R

H.N dS chảy ra khỏi miền (nghĩa là pháp

tuyến đơn vị N hướng ra ngoài, xa điểm gốc).
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Giải Chú ý rằng ∇T = 〈2, 1,−6z〉 và bề mặt S được hợp thành bởi mặt trên

S1 : z = 9 − x2 − y2 và mặt đáy là đĩa tròn S2 : x2 + y2 ≤ 9. Hơn nữa, S2 chính là

miền D thu được khi chiếu S1 lên mặt phẳng xy.

Đối với S1: Đặt G = z + x2 + y2 − 9. Khi đó ∇G = 〈2x, 2y, 1〉. Mặt trên S1 có

véc tơ pháp tuyến hướng lên nên tích phân thông lượng S1 là∫∫
S1

H ·N1 dS =

∫∫
S

−K∇T.∇G dS

=

∫∫
D

−K〈2, 1,−6z〉 · 〈2x, 2y, 1〉dA

=

∫∫
D

−K[4x+ 2y − 6(9− x2 − y2)]dA

= −K
∫ 2π

0

[
36 cos θ + 18 sin θ − 243

2

]
dθ

= 243πK.

Với S2: Véc tơ pháp tuyến N2 = −k = 〈0, 0,−1〉 hướng xuống nên tích phân

thông lượng xác định bởi∫∫
S2

H ·N2 dS =

∫∫
D

−K〈2, 1,−6z〉.〈0, 0,−1〉dA

= −K
∫∫
D

6zdA

= −K
∫∫
D

0dA ( vì z = 0 trên S2)

= 0.
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Vì vậy tổng nhiệt chảy ra ngoài là∫∫
S

H ·N dS =

∫∫
S1

H ·N1 dS +

∫∫
S2

H ·N2 dS

= 243πK + 0

= 243πK.

13.5.4 Tích phân theo phương trình tham số của mặt cong

Trong mục 12.4, chúng ta biết rằng nếu một mặt cong S cho dưới dạng phương trình

tham số bởi hàm véc tơ

R(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k, (u, v) ∈ D

xác định trên miền D nằm trong mặt phẳng xy thì diện tích mặt S cho bởi công

thức ∫∫
D

‖Ru ×Rv‖dudv

Từ đó ta thu được công thức sau

Mệnh đề 13.5.9. Nếu S trơn,f liên tục trên S thì:∫∫
S

f(x, y, z) dS =

∫∫
D

f(R)‖Ru ×Rv‖dudv

Và thông lượng chảy qua mặt S xác định bởi∫∫
S

F ·N dS =

∫∫
D

F · (Ru ×Rv)dA.

Ví dụ 13.5.5. Tích phân mặt cho bề mặt được định nghĩa theo tham số

Tính
∫∫
S

(x+ y + z) dS với S là bề mặt được định nghĩa theo tham số sau

R(u, v) = (2u+ v)i + (u− 2v)j + (u+ 3v)k

với 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2.

Giải Ta có ∫∫
S

(x+ y + z) dS =

∫∫
D

f(R)‖Ru ×Rv‖du dV
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Đầu tiên, ta cần tìm những thành phần cho tích phân mặt bên phải. Dùng R(u, v) =

xi + yj + zk, ta thấy x = 2u+ v, y = u− 2v, z = u+ 3v và vì f(x, y, z) = x+ y + z

nên

f(R) = f(2u+ v, u− 2v, u+ 3v)

= (2u+ v) + (u− 2v) + (u+ 3v)

= 4u+ 2v.

Tiếp theo ta có Ru = 2i + j + k và Rv = i− 2j + 3k. Từ đó suy ra

Ru ×Rv =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

2 1 1

1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (3 + 2)i− (6− 1)j + (−4− 1)k = 5i− 5j− 5k.

Vì vậy ‖Ru × Rv‖ =
√

52 + (−5)2 + (−5)2 = 5
√

3. Thế những giá trị này vào vế

phải công thức ban đầu, ta được∫∫
S

(x+ y + z) dS =

∫∫
D

f(R)‖Ru ×Rv‖dudv

=

∫ 2

0

∫ 1

0

(4u+ 2v)(5
√

3)dudv

= 5
√

3

∫ 2

0

[2u2 + 2uv]10 dV

= 5
√

3

∫ 2

0

(2 + 2v)dv

= 5
√

3[2v + v2]20

= 5
√

3(8)

= 40
√

3.

Ví dụ 13.5.6. Tính thông lượng của trường F = zi + xj + (y + z)k qua mặt cong

S có phương trình tham số:

R(u, v) = uvi + (u− v)j + (2u+ v)k, (u, v) ∈ D

Miền D giới hạn bởi các đường u = 0, v = 0, u+ v = 1.

Giải Tại một điểm trên mặt cong thì x = uv, y = u− v, z = 2u + v cho nên tại

đó

F(u, v) = (2u+ v)i + uvj + 3uk.
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Hơn nữa, Ru = vi + j + 2k, Rv = ui− j + k nên

Ru ×Rv =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

v 1 2

u −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3i + (2u− v)j− (u+ v)k

Vậy thông lượng∫∫
S

F ·N dS =

∫∫
D

F · (Ru ×Rv)dA

=

∫∫
D

〈2u+ v, uv, 3u〉 · 〈3, 2u− v,−u− v〉du dV

=

∫ 1

0

du

∫ 1−u

0

(2u2v − 3u2 − uv2 − 3uv + 6u+ 3v)du dV

=

∫ 1

0

1

6
(u− 1)(8u3 − u2 − 16u− 9)du =

137

120
.

13.6 Định lý Stokes

Định nghĩa 13.6.1. Trên mặt cong được định hướng S, cho đường cong kín C có

định hướng. Chúng ta nói hướng trên C là tương thích với hướng trên S nếu

một người đứng trên C, hướng đầu theo pháp tuyến N (hướng ra ngoài) của S, đi

theo chiều trên C thì miền giới hạn bởi C nằm bên tay trái.

Định lý 13.6.2. Cho mặt định hướng S có biên là đường cong Jordan trơn từng

khúc C. Hướng trên C là tương thích với hướng trên S. Nếu trường vector F khả vi

liên tục trên S thì ∮
C

F · dR =

∫∫
S

(curlF ·N) dS
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Ví dụ 13.6.1. Tính tích phân đường∮
C

(
1

2
y2dx+ zdy + xdz)

với C là giao tuyến của mặt phẳng x + z = 1 và mặt ellipsoid x2 + 2y2 + z2 = 1.

Hướng trên C là hướng dướng (ngược chiều kim đồng hồ) nếu nhìn từ phía trên

xuống.

.

Giải Tích phân cần tìm có dạng
∮
C
F · dR trong đó F =

y2

2
i + zj + xk. Áp dụng

định lý Stoke, ta có ∮
C

F · dR =

∫∫
S

(curlF ·N) dS

Có rất nhiều mặt giới hạn bởi đường cong C, ta chọn mặt S là phần mặt phẳng

x+ z = 1. Tiếp theo, ta sẽ tính các thành phần của tích phân bên phải. Ta có

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2

2
z x

∣∣∣∣∣∣∣ = −i− j− yk

Từ phương trình S, véc tơ pháp tuyến đơn vị hướng lên của S là N = 1√
2
〈1, 0, 1〉.

Từ đó suy ra

curlF ·N =
−1√

2
(1 + y).

Hơn nữa, dS =
√

[z′x]
2 + [z′y]

2 + 1dA =
√

2dA.

Cuối cùng, vì C là giao tuyến của trình mặt x+z = 1 với ellipsoid x2+2y2+z2 = 1,

bằng cách thế z = 1− x vào phương trình Ellipsoid ta được

x2 + 2y2 + (1− x)2 = 1⇔ (x− 1

2
)2 + y2 =

1

4
.
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Cho nên hình chiếu của S lên Oxy là hình tròn (x− 1
2
)2 + y2 ≤ 1

4
. Trong tọa độ cực

thì biên hình tròn này có phương trình r = cos θ. Vậy∮
C

(
1

2
y2dx+ zdy + xdz) =

∮
C

F · dR =

∫∫
S

(curlF ·N) dS

=

∫∫
D

−1√
2

(1 + y)
√

2dA

= −
∫ π

0

dθ

∫ cos θ

0

(1 + r sin θ)rdr

= −
∫ π

0

[1

2
cos2 θ +

1

3
cos3 θ sin θ

]
dθ = −π

4
.

Ví dụ 13.6.2. Cho S là phần mặt phẳng x+y+z = 1 thuộc góc phần tám thứ nhất,

C là biên của S (hướng trên C là ngược chiều kim đồng hồ nhìn từ phía trên - theo

z). Hãy kiểm chứng định lý Stokes với S và trường vector F = −3y2

2
i− 2xyj+ yzk.

Giải Trước hết chúng ta tính
∮
C
F · dR.

Đường cong C bao gồm ba đoạn thẳng thuộc ba mặt phẳng tọa độ. Đặt E1 :

y + x = 1, z = 0 là phần của C thuộc mặt phẳng z=0. E1 có hướng từ (1,0,0)

đến (0,1,0) nên có phương trình tham số: x = 1 − t, y = t, z = 0, t ∈ [0, 1], hay

R(t) = 〈1− t, t, 0〉 ⇒ dR = 〈−dt, dt, 0〉 và F(t) = −3t2

2
i− 2t(1− t)j. Do đó∫

E1

F · dR =

∫ 1

0

(
7

2
t2 − 2t)dt =

1

6

Tương tự với E2 : y + z = 1, x = 0 hướng từ (0,1,0) đến (0,0,1) và E3 : x + z =

1, y = 0 hướng từ (0,0,1) đến (1,0,0) thì∫
E2

F · dR =

∫ 1

0

(1− t)tdt =
1

6
,

∫
E3

F · dR = 0.

Vậy

∮
C

F · dR =

∫
E1

F · dR +

∫
E2

F · dR +

∫
E3

F · dR =
1

3
.
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Tiếp theo, chúng ta tính
∫∫
S

(curlF ·N) dS. Từ F suy ra curlF = zi + yk. Véc

tơ pháp tuyến đơn vị hướng lên của S là N = 1√
3
〈1, 1, 1〉. Vì z = 1− x− y nên

curlF ·N = (zi + yk)(
1√
3

(i + j + k)) =
1√
3

(1− x− y + y) =
1√
3

(1− x).

Hơn nữa, từ phương trình của S ta được dS =
√

3dA.

Mặt khác, hình chiếu vuông góc D của S lên mặt phẳng Oxy giới hạn bởi là

x = 0, y = 0, x+ y = 1. Kết hợp lại ta được∫∫
S

(curlF ·N) dS =

∫∫
D

1√
3

(1− x)
√

3dA

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

(1− x)dydx

=

∫ 1

0

(1− x)2dx =
1

3
.

Vậy định lý Stokes được được thỏa mãn.

Đôi khi chúng ta dùng định lý Stokes để thay thế mặt cong phức tạp bằng mặt

cong đơn giản hơn (có cùng biên) để tính tích phân mặt.

Ví dụ 13.6.3. Tính
∫∫
S

(curlF ·N) dS, trong đó S là phần mặt cong z = 1− x2 −

2y2, z ≥ 0 và F = (x, y2, zexy).

Giải Đặt S1 là phần mặt phẳng z = 0 giới hạn bởi x2 + 2y2 ≤ 1. Khi đó S và S1

có chung biên C là đường elip x2 + 2y2 = 1, z = 0. Vậy∫∫
S

(curlF ·N) dS =

∮
C

F · dR =

∫∫
S1

(curlF ·N) dS.

Khi đó tính vế phải đơn giản hơn. Thật thế, phương trình S1 : z = 0 cho nên

curlF = zxexyi− zyexyj = (0, 0, 0) và véc tơ pháp tuyến đơn vị của S1 là N = k.

Như vậy ∫∫
S

(curlF ·N) dS =

∫∫
S1

(curlF ·N) dS = 0.
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13.6.1 Các ứng dụng lý thuyết của Định lý Stokes

Trong vật lý cũng như các lĩnh vực khác, định lý Stokes thường được dùng như một

công cụ để thiết lập các tính chất tổng quát. Chẳng hạn, sau đây chúng ta sẽ ứng

dụng nó để chứng minh Định lý 13.3.4.

Chứng minh Định lý 13.3.4

Nếu F trường thế và f là hàm số thế vị của F, tức là ∇f = F. Thì curlF = ∇×F =

∇× (∇f) = 0. Ngược lại, nếu curlF = 0, ta sẽ chỉ ra rằng F thì trường thế bằng

cách chứng minh rằng tích phân đường của nó không phụ thuộc vào hình dạng

đường cong. Cho P1 và P2 là hai điểm bất kì trong miền liên thông đơn D và C1

và C2 là hai đường không giao nhau từ P1 đến P2 trong D. Gọi C là đường cong

Jordan đi từ P1 và trở về P1 có được bằng cách ghép C1 và −C2. Vì D là miền liên

thông đơn nên tồn tại một mặt S trơn từng khúc có biên C. Theo định lý Stokes∮
C

F · dR =

∫
C1

F · dR−
∫
C2

F · dR

=

∫∫
S

curlF ·N dS

= 0.

Như vậy, ∫
C1

F · dR =

∫
C2

F · dR.

Tức là tích phân đường
∮
C
F · dR không phụ thuộc đường đi. Vì vậy F là trường

thế.

Ví dụ 13.6.4. Phương trình Maxwell

Trong vật lý, người ta chứng minh được rằng nếu I là dòng điện chảy qua mặt S có

biên là đường cong kín C, thì∮
C

H · dR = I và

∫∫
S

J ·N dS = I

với H là mật độ từ tính, và J là mật độ dòng điện. Sử dụng thông tin đó, hãy chứng

minh phương trình mật độ dòng điện Maxwell curlH = J.

Giải Từ dữ kiện ta có ∮
C

H · dR = I =

∫∫
S

J ·N dS
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Theo định lý Stokes,
∮
C
H · dR =

∫∫
S

(curlH ·N) dS. Vì 2 tích phân mặt đều bằng∮
C
H · dR ta có ∫∫

S

J ·N dS =

∫∫
S

(curlH ·N) dS

hoặc tương đương ∫∫
S

(J− curlH) ·N dS = 0.

Vì phương trình này đúng cho mọi mặt S có biên C, nên ta có

J− curlH = 0 hoặc

J = curlH.

13.6.2 Biểu diễn vật lý cho Định lý Stokes

Nếu V là trường vận tốc của dòng chất lỏng, thì curlV đo mức độ xoáy của chất

lỏng(xem hình vẽ).

Nếu dòng chất lỏng chảy qua bề mặt S, xu hướng quay thay đổi từ điểm này

đến điểm khác trên bề mặt, và tích phân mặt

∫∫
S

(curlV ·N) dS là độ đo xu hướng

quay tích lũy trên toàn bộ bề mặt.

Định lý Stokes nói rằng mức độ xu hướng quay tích lũy bằng tích phân đường∮
C

V.dR. Để giải thích tích phân đường này, nhắc lại rằng nó được viết dưới dạng∮
C

V ·T ds với s là tham số độ dài cung và T là tiếp tuyến đơn vị của đường cong.
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Vì tích phân đường là tổng các thành phần tiếp tuyến của trường vận tốc V, nó đo

tốc độ chảy của khối chất lỏng quanh C. Vì lý do này nó được gọi là lưu số của F

quanh C. Nếu curlV = 0, lưu số bằng 0 và V được nói là không xoáy. Tóm lại∫∫
S

(curlV ·N) dS =

∮
C

V ·T ds.

13.7 Định lý độ phân kỳ

Định lý 13.7.1. Cho S là mặt cong kín trơn, định hướng được, giới hạn một miền

R ⊂ R3 và F là trường vector liên tục, các thành phần của nó có các đạo hàm riêng

liên tục trên một miền mở chứa R. Khi đó∫∫
S

F ·N dS =

∫∫∫
R

divF dV

trong đó N là trường véc tơ pháp tuyến đơn vị hướng ra ngoài của S.

Ví dụ 13.7.1. Tính tích phân mặt dùng định lý phân kì

Tính
∫∫
S

F.N dS với F = x2i+ xyj+ x3y3k và S là bề mặt của một tứ diện giới hạn

bởi mặt phẳng x+ y+ z = 1 và các mặt phẳng tọa độ. Vector pháp tuyến đơn vị N

hướng ra ngoài.

Giải Ta sẽ dùng định lý phân kì. Chú ý rằng

div F =
∂

∂x
(x2) +

∂

∂y
(xy) +

∂

∂z
(x3y3) = 2x+ x+ 0 = 3x.

Tứ diện là tập R: gồm tất cả điểm (x, y, z) chẳng hạn 0 ≤ z ≤ 1 − x − y với

0 ≤ y ≤ 1− x và 0 ≤ x ≤ 1. Hình chiếu D của tứ diện lên mặt phẳng xy là tất cả
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(x, y) với 0 ≤ y ≤ 1− x với 0 ≤ x ≤ 1.

Áp dụng định lý phân kì, ta được∫∫
S

F.N dS =

∫∫∫
R

div F dV

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

3xdzdydx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

3x(1− x− y)dydx

= 3

∫ 1

0

[
x(1− x)y − 1

2
xy2
]1−x

0
dx

= 3

∫ 1

0

[
x(1− x)2 − 1

2
x(1− x)2

]
dx

=
1

8
.

Ví dụ 13.7.2. Kiểm chứng định lý độ phân kỳ trong trường hợp F = 2xi−3yj+5zk

và S là mặt tạo bởi nửa mặt cầu có z =
√

9− x2 − y2 và hình tròn x2 + y2 ≤ 9

trong mặt phẳng xy.

Giải Trước hết, chúng ta tính
∫∫
S

F ·N dS.

Mặt S gồm hai phần, phần mặt cầu S1 : z =
√

9− x2 − y2 và đáy là hình tròn

S2 : z = 0, x2 + y2 ≤ 9. Do đó∫∫
S

F ·N dS =

∫∫
S1

F ·N dS +

∫∫
S2

F ·N dS

Trên S1, hướng ra của véc tơ pháp tuyến đơn vị N là hướng lên, nên

N =
〈
− −x√

9− x2 − y2
,− −y√

9− x2 − y2
, 1
〉
.

Hình chiếu vuông góc của S1 lên mặt phẳng xy là hình tròn D : x2 + y2 ≤ 9 hoặc
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r = 3 trong tọa độ cực. Từ đó∫∫
S1

F ·N dS =

∫∫
D

〈2x,−3y, 5z〉 ·
〈
− −x√

9− x2 − y2
,− −y√

9− x2 − y2
, 1
〉
dA

=

∫∫
D

( 2x2 − 3y2√
9− x2 − y2

+ 5
√

9− x2 − y2
)
dA

=

∫ 2π

0

dθ

∫ 3

0

[2r2 cos2 θ − 3r2 sin2 θ√
9− r2

+ 5
√

9− r2
]
rdr

=

∫ 2π

0

[81− 90 sin2 θ]dθ = 72π.

Trên S2, hướng ra ngoài của N là hướng xuống nên N = −k và z=0 nên∫∫
S2

F ·N dS =

∫∫
S2

−5z dS = 0

Từ đó suy ra
∫∫
S

F ·N dS = 72π

Tiếp theo chúng ta tính tích phân bội ba
∫∫∫
R

div F dV .

Ta có div F = 2− 3 + 5 = 4 và thể tích V của R chính là một nửa thể tích hình

cầu bán kính bằng 3 cho nên∫∫∫
R

div F dV = 4

∫∫∫
R

dV = 4V = 72π.

Đôi khi chúng ta muốn dùng định lý độ phân kỳ nhưng mặt cong S là không

kín, hoặc véc tơ pháp tuyến trên S hướng vào trong. Việc đổi hướng pháp vector là

đơn giản vì chỉ cần đổi dấu tích phân. Trong trường hợp S không kín, chúng ta có

thể tìm một mặt cong S0 đơn giản sao cho S ∪ S0 kín và thỏa các điều kiện định lý.

Khi đó ∫∫
S

F ·N dS =

∫∫∫
R

div F dV −
∫∫
S0

F ·N dS.

Ví dụ 13.7.3. Tính
∫∫
S

F·F dS, trong đó F = 〈xy, 0,−z2〉 và

S là 5 mặt của hình lập phương x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], z ∈ [0, 1]

(gồm 4 mặt bên và mặt phí trên) với N hướng ra.

Giải Rõ ràng S không kín. Nhưng nếu thêm mặt đáy S0 của

hình lập phương đã nêu trên thì S ∪ S0 kín và miền R giới
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hạn bởi nó chính là hình lập phương.

Áp dụng định lý phân kỳ ta được∫∫
S∪S0

F ·N dS =

∫∫∫
R

div F dV

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

(y − 2z)dz

=

∫ 1

0

(y − 1)dy = −1

2

Sau đó, tính tích phân mặt trên S0 với lưu ý rằng phương trình S0 : z = 0, x ∈
[0, 1], y ∈ [0, 1] và trên đó N hướng xuống hay N = (0, 0,−1):∫∫

S0

F ·N dS =

∫∫
S0

z2 dS = 0

Vậy chúng ta có ∫∫
S

F ·N dS = −1

2
− 0 = −1

2

13.7.1 Ứng dụng của định lý phân kì

Giống như định lý Stokes, định lý phân kì thường được dùng cho mục đích lý thuyết,

đặc biệt nó là công cụ để suy ra tính chất tổng quát trong toán lý. Hãy xem trường

vector ở hình dưới

Chú ý rằng các vector mà kết thúc gần P1 hoặc P2 thì ngắn hơn các vector bắt

đầu gần P1 hoặc P2 . Nghĩa là dòng chảy hướng ra ngoài gần những điểm này, vì

vậy div F(Pk) > 0 và Pk là một nguồn nếu y > −x. Ngược lại, ta thấy rằng những

vector đi vào gần Q1 hoặc Q2 thì dài hơn vector từ điểm đó đi ra ngoài. Nghĩa là
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dòng chảy tại những điểm này hướng vào trong, tức là, div F(Qk) < 0 và Qk là một

điểm rò nếu y < −x. Ta có thể kiểm tra những quan sát này là đúng cho trường véc

tơ F = x2i + y2j. Ta có div F = 2x + 2y. Vì vậy div F > 0 nếu 2x + 2y > 0 hoặc

nếu y > −x.
Ví dụ sau trình bày một tính chất quan trọng của động lực học chất lỏng.

Ví dụ 13.7.4. Phương trình liên tục của động lực chât lỏng

Giả sử một chất lỏng với khối lượng riêng ρ(x, y, z) chảy trong một miền thuộc

không gian với vận tốc F(x, y, z, t) tại điểm (x, y, z) và ở thời điểm t. Giả sử không

có điểm nguồn hay điểm rò, chứng minh rằng

div ρF = −∂ρ
∂t
.

Giải Gọi D là miền cố định bao quanh bởi bề mặt kín S, pháp tuyến N của S

hướng ra ngoài . Trong vật lý, khi không có điểm tháo hay nguồn, tốc độ thay đổi

của tổng khối lượng m trong D bằng với tổng thông lượng chảy ra khỏi miền D qua

S trong một đơn vi thời gian (trong trường hợp này, tổng thông lượng chảy ra khỏi

S chính là tổng khối lượng chảy ra khỏi S) và nó được xác định bởi
∫∫
S

ρF ·N dS.

Mặt khác, khối lượng lại được xác định thông qua tích phân ba lớp của khối lượng

riêng trên miền D, và do đó, sự thay đổi của khối lượng theo thời gian được cho bởi

công thức
dm

dt
=

∫∫∫
D

∂ρ

∂t
dV.

Do đó ∫∫
S

ρF.N dS = −
∫∫∫
D

∂ρ

∂t
dV.

Dấu trừ ở vế phải là do dòng chảy hướng vào trong.

Mặt khác, theo định lý phân kì, ta có∫∫
S

ρF ·N dS =

∫∫∫
D

div ρF dV.

Từ hai đẳng thức trên, ta có∫∫∫
D

[
div ρF +

∂ρ

∂t

]
dV = 0.
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Phương trình này đúng cho mọi miền D, nghĩa là hàm lấy tích phân phải bằng 0.

Do đó

div ρF = −∂ρ
∂t
.

Ngoài ra, ta biết là tổng nhiệt được chứa trong một vật thể có dạng miền D, với

hàm mật độ đều ρ và nhiệt lượng riêng σ là
∫∫∫
D

σρT dV với T là nhiệt độ.

Vì vậy lượng nhiệt đi ra khỏi D trên một đơn vị thời gian được cho bởi đạo hàm

− ∂

∂t

[ ∫∫∫
D

σρT dV
]

=

∫∫∫
D

−σρ∂T
∂t

dV

Trong ví dụ sau, sử dụng kết quả này chúng ta sẽ thu được một công thức quan

trọng trong toán lý.

Ví dụ 13.7.5. Đạo hàm của phương trình nhiệt

Cho T (x, y, z, t) là nhiệt độ tại mỗi điểm (x, y, z) trong một vật thể đặc D ở thời

điểm t. Giả sử vận tốc của dòng nhiệt trong vật thể đặc là F = −K∇T với hằng số

dương K (gọi là tính dẫn nhiệt), chứng tỏ rằng

∂T

∂t
=
K

σρ
∇2T

với σ là nhiệt lượng riêng của vật thể và ρ là mật độ của nó.

Giải Gọi S là biên kín của D. Vì F là vận tốc của dòng nhiệt, lượng nhiệt đi ra

khỏi D trên một đơn vị thời gian là
∫∫
S

F.N dS. Theo định lý phân kì

∫∫
S

F.N dS =

∫∫∫
D

div (−K∇T ) dV

=

∫∫∫
D

(−K∇.∇T ) dV

=

∫∫∫
D

(−K∇2T ) dV

Vì đây là lượng nhiệt đi ra khỏi D trên một đơn vị thời gian, từ ví dụ trước, ta

có ∫∫∫
D

−K∇2TdV =

∫∫∫
D

−σρ∂T
∂t
dV

Phương trình này không chỉ đúng toàn bộ vật thể, mà còn đúng với mỗi phần của
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vật thể, dù nó nhỏ cỡ nào. Vì vậy, ta có thể co vật thể về một điểm đơn. Do đó,

hàm dưới dấu tích phân phải bằng nhau

−K∇2T = −σρ∂T
∂t

∂T

∂t
=
K

∂ρ
∇2T

Nhớ lại rằng trong phần 13.4, đạo hàm pháp tuyến
∂g

∂n
của hàm số thế vị g được

định nghĩa trên mặt đóng S là đạo hàm có hướng của g theo hướng của vector pháp

tuyến đơn vị N hướng ra ngoài S; tức là

∂g

∂n
= ∇g ·N

Ta sẽ dùng phương trình này trong ví dụ sau

Ví dụ 13.7.6. Chứng minh nếu f và g là các hàm số sao cho F = f∇g khả vi liên

tục trong miền đặc D với biên là mặt kín S, thì∫∫∫
D

[
f∇2g +∇f.∇g

]
dV =

∫∫
S

f
∂g

∂n
dS.

Nó được gọi là đẳng thức Green thứ nhất.

Giải Ta sẽ áp dụng định lý phân kì cho trường vector F (chú ý F khả vi liên tục),

nhưng đầu tiên ta cần biểu diễn div F ở dạng tốt hơn

div (f∇g) = ∇.(f∇g)

=
[ ∂
∂x

i +
∂

∂y
j +

∂

∂z
k
]
.
[
f
∂g

∂x
i + f

∂g

∂y
j + f

∂g

∂z
k
]

=
∂

∂x

[
f
∂g

∂x

]
+

∂

∂y

[
f
∂g

∂y

]
+

∂

∂z

[
f
∂g

∂z

]
=
[∂f
∂x
.
∂g

∂x
+ f

∂2g

∂x2

]
+
[∂f
∂y
.
∂g

∂y
+ f

∂2g

∂y2

]
+
[∂f
∂z
.
∂g

∂z
+ f

∂2g

∂z2

]
=
[∂f
∂x
.
∂g

∂x
+
∂f

∂y
.
∂g

∂y
+
∂f

∂z
.
∂g

∂z

]
+ f
[∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
+
∂2g

∂z2

]
= (∇f).(∇g) + f∇2g.
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Từ công thức này ta thu được∫∫∫
D

[f∇2g +∇f.∇g] dV =

∫∫∫
D

div (f∇g)dV

=

∫∫
S

(f∇g) ·N dS

=

∫∫
S

f
∂g

∂n
dS.

13.7.2 Biểu diễn vật lý của sự phân kì

Trong 13.6 ta dùng định lý Stokes để đưa ra một biểu diễn của vector xoáy như một

độ đo xu hướng xoáy của dòng chất lỏng. Ví dụ cuối của chúng ta sẽ trình bày một

biểu diễn tương tự cho định lý phân kì. Đặc biệt, ta chỉ ra tỉ lệ thực của khối chất

lỏng chảy xa điểm P0 cho bởi div F0. Đây là lí do P0 là nguồn nếu div F0 > 0 (khối

lượng ra ngoài khỏi điểm P0) và một điểm rò nếu div F0 < 0 (khối lượng chảy về

lại P0).

Ví dụ 13.7.7. Giải thích vật lý của sự phân kì

Cho F = ρV là mật độ thông lượng, ρ là khối lượng riêng và V là vận tốc của dòng

chất lỏng. Gọi P0 là một điểm trong một miền đặc mà những điều kiện của định lý

phân kì thỏa. Chứng minh rằng

div F0 = lim
r→0

1

V (r)

∫∫
S(r)

F.N dS

với div F0 là giá trị của div F tại điểm P0, và S(r) là hình cầu có tâm tại P0 với

thể tích V (r) = 4
3
πr3.

Giải Áp dụng định lý phân kì cho hình cầu đặc B(r) với bề mặt S(r), ta được∫∫
S(r)

F.N dS =

∫∫∫
B(r)

div F dV

Định lý giá trị trung bình cho ta

1

V (r)

∫∫∫
B(r)

div F dV = div F∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Trang 56



Tài liệu môn học Toán 3 Trang 57

với div F∗ kí hiệu cho giá trị của div F tại điểm P ∗, ta có∫∫
S(r)

F.N dS =

∫∫∫
B(r)

div F dV = V (r)div F∗

Hay
1

V (r)

∫∫
S(r)

F.N dS = div F∗

Vì điểm P ∗ nằm trong mặt cầu B(r) có tâm P0, suy ra P ∗ → P0 khi r → 0. Do đó

div F∗ → div F0 và ta có

lim
r→0

1

V (r)

∫∫
S(r)

F.N dS = lim
r→0

div F∗ = div F0.
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