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Quy t3c day chuyén
Dao ham theo hudng va Gradient

Cuc tri ctia ham hai bién
Nhan tr Lagrange




Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Quy tic day chuyén mét bién

Cho f (x,y) 1 mét ham kha vi ciia hai bién x va y, va x = x (t) va
y =y (t) I3 ham kh3 vi cia bién t, khi d6 z = f (x,y) 13 mét ham

kh3 vi cua t va
dz 82@ 82@

dt ~ dzdt ' Oydt

Vi du. (Kiém tra quy tic ddy chuyén) Cho z = 22 4 42, véi z = %
va y = t2. Tinh % theo hai cich:

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Quy tic day chuyén mét bién

Cho f (x,y) 1 mét ham kha vi ciia hai bién x va y, va x = x (t) va
y =y (t) I3 ham kh3 vi cia bién t, khi d6 z = f (x,y) 13 mét ham

kh3 vi cua t va
dz 82@ 82@

dt ~ dzdt ' Oydt

Vi du. (Kiém tra quy tic ddy chuyén) Cho z = 22 4 42, véi z = %
va y = t2. Tinh % theo hai cich:

O biéu dién tudng minh z theo t rdi tinh dao ham.
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Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Quy tic day chuyén mét bién

Cho f (x,y) 1 mét ham kha vi ciia hai bién x va y, va x = x (t) va
y =y (t) I3 ham kh3 vi cia bién t, khi d6 z = f (x,y) 13 mét ham
kha vi cia t va

dz _ Ozdx  Ozdy

dt ~ dzdt ' Oydt

Vi du. (Kiém tra quy tic ddy chuyén) Cho z = 22 4 42, véi z = %
va y = t2. Tinh % theo hai cich:

O biéu dién tudng minh z theo t rdi tinh dao ham.

@ st dung quy tic day chuyén.
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Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Quy tic day chuyén mét bién

Cho f (x,y) 1 mét ham kha vi ciia hai bién x va y, va x = x (t) va
y =y (t) I3 ham kh3 vi cia bién t, khi d6 z = f (x,y) 13 mét ham
kha vi cia t va

dz _ Ozdx  Ozdy

dt ~ dzdt ' Oydt

Vi du. (Kiém tra quy tic ddy chuyén) Cho z = 22 4 42, véi z = %
va y = t2. Tinh % theo hai cich:

O biéu dién tudng minh z theo t rdi tinh dao ham.

@ st dung quy tic day chuyén.
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Quy t3c day chuyén

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién g ~

Cuc tri n hai bién
Nhan tr Lagrange

Vi du. (Quy tic day chuyén cho mét tham bién déc Iap) Cho
2z = /2% + 2zy, trong d6 © = cosf,y = sinfh. Tim % theo x, 4, 6.
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Quy t3c day chuyén
Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri ctia ham hai bién

Ham nhiéu bién

Nhan tr Lagrange

Vi du. (Quy tic day chuyén cho mét tham bién déc Iap) Cho

2z = /2% + 2zy, trong d6 © = cosf,y = sinfh. Tim % theo x, 4, 6.
Vi du. (Ung dung vé& quan hé giita c4c ty |& st dung quy tic day
chuyén) Mat hinh try tron ding dugc thay d8i bing cich ting ban
kinh r clia né véi téc d6 3 in./min va giam chiéu cao h clia né véi
tbc d6 5 in./min. Thé tich cGa hinh tru thay déi theo téc d6 nao
néu ban kinh clia né 13 10 in. va chidu cao I3 8 in.?
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Quy t3c day chuyén

am theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.5 (Dinh Iy ham 4n)

Cho F dugc xdc dinh trén mét dia tron chia (a,b) nhu mét diém
trong, sao cho F (a,b) =0, va gi3 st ring F, F, cing lién tuc
trén dia nay, vdi F, (a,b) # 0. Khi dé tén tai mét khoang I trén
dudng thing thuc chifa a nhu mét diém trong va mét ham duy
nhat y = y (x) dudc xdc dinh trén khodng I, sao cho y (a) = b va
F (z,y (z)) = 0,vdi moi gia tri x trong khodng I. Hon nifa, dao
ham cda y dugc xdc dinh bdi

aw_
dr ~ F,
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Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.5 (Dinh Iy ham 4n)

Cho F dugc xdc dinh trén mét dia tron chia (a,b) nhu mét diém
trong, sao cho F (a,b) =0, va gi3 st ring F, F, cing lién tuc
trén dia nay, vdi F, (a,b) # 0. Khi dé tén tai mét khoang I trén
dudng thing thuc chifa a nhu mét diém trong va mét ham duy
nhat y = y (x) dudc xdc dinh trén khodng I, sao cho y (a) = b va
F (z,y (z)) = 0,vdi moi gia tri x trong khodng I. Hon nifa, dao
ham cda y dugc xdc dinh bdi

aw_
dr ~ F,

2

Vi du. Néu y 13 mét ham kha vi clia z sao cho
sin (z + y) + cos (z — y) = y,tim %.

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy t3c day chuyén
Dao ham theo hudng va Gradient

Ham nhiéu bién :
Cuc tri ch

Dinh Iy 11.6 (Quy tic day chuyén cho hai tham bién)

Gid st z = f (x,y) kha vi tai (z,y) va cdc dao ham riéng cia
=z (u,v) vay =y (u,v) ton tai tai (u,v). Khi d6 ham hop
= F (z (u,v),y (u,v)) la khad vi tai (u,v) vdi

IS IR

0: _o=0r 020y 02 _0:00 020y
ou Oxdu Oydu Ov Oxdv yov
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Quy t3c day chuyén
Dao ham theo hudng va Gradient

Ham nhiéu bién . X o
Cuc tri ctia ham hai bién

Dinh Iy 11.6 (Quy tic day chuyén cho hai tham bién)

Gid st z = f (x,y) kha vi tai (z,y) va cdc dao ham riéng cia
z=x(u,v) vay =y (u,v) ton tai tai (u,v). Khi dé ham hop
z=F (z(u,v),y (u,v)) 1a khd vi tai (u,v) vdi

0: _o=0r 020y 02 _0:00 020y
ou Oxdu Oydu Ov Oxdv yov

Vi du. Cho z = 4z — 42, trong d6 z = wv? va y = u3v. Tim 8Z
Oy
%.
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Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

M3 rong quy tic day chuyén cho ham nhiéu hon hai bién

Céc quy tic day chuyén c6 thé dusc mé réng ti cadc ham ba bién
hay nhiéu hon. Chéng han, néu w = f (x,y,2) 12 mdt ham kha vi
ba biénva z =z (t),y =y (t),z = z(t) 1a cic ham kha vi clia t,
thi w 13 mdt ham hgp kha vi clia t va

do _Owds  Owdy  Owds
dt — Ox dt  Oydt Ozdt
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Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

M3 rong quy tic day chuyén cho ham nhiéu hon hai bién

Céc quy tic day chuyén c6 thé dusc mé réng ti cadc ham ba bién
hay nhiéu hon. Chéng han, néu w = f (x,y,2) 12 mdt ham kha vi
ba biénva z =z (t),y =y (t),z = z(t) 1a cic ham kha vi clia t,
thi w 13 mdt ham hgp kha vi clia t va

do _Owds  Owdy  Owds
dt — Ox dt  Oydt Ozdt

Tuong tu, quy tic day chuyén ciing c6 thé mé réng cho ham nhiéu
hon hai bién va phu thuéc nhiéu tham bién.

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy t3c day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

M3 rong quy tic day chuyén cho ham nhiéu hon hai bién

Céc quy tic day chuyén c6 thé dusc mé réng ti cadc ham ba bién
hay nhiéu hon. Chéng han, néu w = f (x,y,2) 12 mdt ham kha vi
ba biénva z =z (t),y =y (t),z = z(t) 1a cic ham kha vi clia t,
thi w 13 mdt ham hgp kha vi clia t va

dw dwdr  Ow dy ow dz
dt Oz dt | Oy dt ' 9z dt

Tuong tu, quy tic day chuyén ciing c6 thé mé réng cho ham nhiéu
hon hai bién va phu thudc nhiéu tham bién.
Vi du. Tim 8—1; néu w = 4z + y2 + 23, trong d6

S

r=e¢€" ,y—hﬂ’“Jr va z = rst?.
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Quy tac diy chuyén
Dao ham theo hudng va Gradient

Cuc tri ctia ham hai bién
Nhan tr Lagrange




Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dao ham theo hudng

Dinh nghia 1

Cho f Ia mét ham hai bién, va cho u = ui + ugj la

mot vécto don vi. Dao ham theo hudng cha f tai

Py (0, y0) theo hudng cta u cho bdi

D — Jim {@othuiyothuz)—f(zo.y0)
uf (70, 0) L 7

mién 13

gi6i han nay ton tai.

. Figure 11.24 The directional derivative
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri & &

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dao ham theo hudng

Dinh nghia 1

Cho f Ia mét ham hai bién, va cho u = ui + ugj la
mot vécto don vi. Dao ham theo hudng cha f tai
Py (0, y0) theo hudng cta u cho bdi

Dyf (3007110) = }ILIL% f(mOJFh'LLl7y0+hhu2)7f(x07y0) mi2n 13

gi6i han nay ton tai.

Figure 11.24 The directional derivative

Cho f (z,y) la mét ham kha vi tai Py (xo,yo). Khi dé f c6 dao
ham theo hudng cia vécta don vi u = uqi + usj xdc dinh bdi
Duf (x0,90) = fz (20, y0) w1 + fy (%0, Yo) ua.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tinh dao ham theo huéng

Vi du. Tim dao ham theo huéng clia f (x,y) = 3 — 222 + 9 tai
diém P (1,2) theo hudng

) T V3
@ vécto don vi u = i — 5]
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri ch n hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tinh dao ham theo huéng

Vi du. Tim dao ham theo huéng clia f (x,y) = 3 — 222 + 9 tai
diém P (1,2) theo hudng

Q vécto don viu = %i — ?j.

@ hop Véi truc x mdt gbéc 30° theo chiéu duong.
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Quy tac diy chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia n hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tinh dao ham theo huéng

Vi du. Tim dao ham theo huéng clia f (x,y) = 3 — 222 + 9 tai
diém P (1,2) theo hudng

) T V3
@ vécto don vi u = i — 5]

@ hop Véi truc x mdt gbéc 30° theo chiéu duong.
Q véctov=i—3j.
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’ér1
i6ng va Gradient

Ham nhiéu bién =
m hai bién

Dinh nghia 2 (Gradient)

Cho f 1a mét ham kha vi tai (z,y) va cho f (z,y) c6 cdc dao ham
riéng fr (x,y) va fy (x,y). Khi dé gradient cla f, dugc ky hiéu bdi
V f (doc 13 del eff) hodc gradf (x,y), la mét vécto xac dinh bdi

Vf (w7y) = fz (x,y) i+ fy (l',y)j.

Gia tri cOa gradient tai diém P, (20, yo) dugc xac dinh bdi

V fo = fz (x0,%0) 1+ fy (z0,y0)]-
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eo hudng va Gradient
n hai bién
Nhéan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh nghia 2 (Gradient)

Cho f 1a mét ham kha vi tai (z,y) va cho f (z,y) c6 cdc dao ham
riéng fr (x,y) va fy (x,y). Khi dé gradient cla f, dugc ky hiéu bdi
V f (doc 13 del eff) hodc gradf (x,y), la mét vécto xac dinh bdi

Vf (w7y) = fz (x,y) i+ fy (l',y)j.

Gia tri cOa gradient tai diém P, (20, yo) dugc xac dinh bdi

V fo = fz (x0,%0) 1+ fy (z0,y0)]-

Vi du. Tim Vf (2,y) Véi f (z,y) = 22y + 5.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh ly 11.8 (Céng thic Gradient cho dao ham theo hudng)

Néu f 13 mét ham kh3 vi ciia = va y, khi d6 dao ham theo hudng
cta f tai diém Py (zg,y0) theo hudng cila vécto don vi u 13

Dy f (z0,y0) = V fo - u.
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uyén
am theo hudng va Gradient
uc tri ctia ham hai bién
Nhan g nge

Ham nhiéu bién

Dinh ly 11.8 (Céng thic Gradient cho dao ham theo hudng)

Néu f 13 mét ham kh3 vi ciia = va y, khi d6 dao ham theo hudng
cta f tai diém Py (zg,y0) theo hudng cila vécto don vi u 13

Dy f (z0,y0) = V fo - u.

Vi du. (St dung cong thic gradient dé tinh dao ham theo hudng)
Tim dao ham theo hudng clta f (z,y) = In (x2 + y?’) tai
Py (1,—-3) theo hudng cla v = 2i — 3j.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri m hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Céc tinh chit co ban cla gradient

Dinh ly 11.9 (Céc tinh chit co ban clia gradient)
Cho f va g Ia cadc ham kha vi. Khi dé
Quy téac hang Ve = 0 véi moi hing sb ¢
Quy tic tuyén tinh  V (af +bg) = aVf +bVy
Véi cdc hdng sb a va b

Quy tic nhan V(fg) = fVg+gVf
Quy tic thuong \V4 (g) = w, g#0
Quy tic mii V(f*) =nfriVf
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tinh chit cuc dai cia Gradient

Dinh Iy 11.10

Gid st f kh3 vi tai diém P, va gradient cia f tai Py théa mén

Vfo # 0. Khi dé

Q Gi3 tri I6n nhét cda dao ham theo hudng D, f tai Py I3
IV fol| va xuat hién khi vécto don vi u chi hudng cia V fj.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tinh chit cuc dai cia Gradient

Dinh Iy 11.10

Gid st f kh3 vi tai diém P, va gradient cia f tai Py théa mén
Vfo # 0. Khi dé
Q Gi3 tri I6n nhét cda dao ham theo hudng D, f tai Py I3
IV fol| va xuat hién khi vécto don vi u chi hudng cia V fj.
© Gid tri nhé nhit cia D, f tai Py 13 — ||V fol va xut hién khi
vécto don vi u chi hudng ctia —V fy.
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Quy tic day chuyén

Dao ham huéng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tinh chit cuc dai cia Gradient

Dinh Iy 11.10
Gid st f kh3 vi tai diém P, va gradient cia f tai Py théa mén
Vfo # 0. Khi dé
Q@ Gid tri Ion nh/ét ctia dao ham theo hudng D, f tai Py la
IV fol| va xuat hién khi vécto don vi u chi hudng cia V fj.
© Gid tri nhé nhit cia D, f tai Py 13 — ||V fol va xut hién khi
vécto don vi u chi hudng ctia —V fy.

v

Vi du. (Ty I& ting va gidm cuc dai) Theo hudng nao thi ham dugc
xac dinh f (z,y) = 2e%Y~% ting nhanh nhit tai diém Py (2,1), va
ty 1& tang cuc dai Ia bao nhiéu? Theo hudng nao thi f la gidam
nhanh nhAt?
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Quy tic day chuyén

2 eo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dao ham theo hudng va gradient clia ham ba bién

V6i ham ba bién, f (z,y, 2):
e gradient V f dugc xac dinh béi Vf = fri+ fyj+ f.k
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Quy tic day chuyén

Dao ha huéng va Gradient
a ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dao ham theo hudng va gradient clia ham ba bién

V6i ham ba bién, f (z,y, 2):
e gradient V f dugc xac dinh béi Vf = fri+ fyj+ f.k

e dao ham theo huéng D, f cua f (z,y, z) tai Py (xo, Yo, 20)
theo huéng cltia vécto don vi u cho bdi D, f =V fj - u, trong
dé V foy |a gradient Vf tai P.
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Quy tic day chuyén

Dao ha huéng va Gradient
a ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dao ham theo hudng va gradient clia ham ba bién

V6i ham ba bién, f (z,y, 2):
e gradient V f dugc xac dinh béi Vf = fri+ fyj+ f.k
e dao ham theo huéng D, f cua f (z,y, z) tai Py (xo, Yo, 20)
theo huéng cltia vécto don vi u cho bdi D, f =V fj - u, trong
dé V foy |a gradient Vf tai P.
o Cac tinh chét/cﬁa gradient ciing nhu huéng cuc dai vin ding
cho ham 3 bién.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri m hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dao ham theo hudng va gradient clia ham ba bién

V6i ham ba bién, f (z,y, 2):
e gradient V f dugc xac dinh béi Vf = fri+ fyj+ f.k
e dao ham theo huéng D, f cua f (z,y, z) tai Py (xo, Yo, 20)
theo huéng cltia vécto don vi u cho bdi D, f =V fj - u, trong
dé V foy |a gradient Vf tai P.
o Céc tinh chit cha gradient ciing nhu hudng cuc dai van diing
cho ham 3 bién.
Vi du. (Dao ham theo huéng clia ham ba bién) Cho
f(z,y,2) = xzysin (xz). Tim V fy tai diém Py (1,—2,7) va sau dé
tinh dao ham theo huéng (dugc lam tron dén phan trdm) cda f tai
Py theo hudng cla vécto v = —2i + 3j — k.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tiép dién va phép tuyén

Dinh ly 11.11 (Tinh vudng gbc cia Gradient)

Gid st ham f 13 kh3 vi tai diém Py va gradient tai Py théa man
Vfo # 0. Khi dé V fy la truc giao vdi mat mic cia f qua Py.
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Quy tic day chuyén

Dao ha eo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tiép dién va phép tuyén

Dinh ly 11.11 (Tinh vudng gbc cia Gradient)

Gid st ham f 13 kh3 vi tai diém Py va gradient tai Py théa man
Vfo # 0. Khi dé V fy la truc giao vdi mat mic cia f qua Py.

Gradient V fy tai diém P, trén mit [ (z,y,2) = K 13 tryc giao tai
Py v6i vécto tiép xtiic T = R clia m8i dudng cong C: R = R (¢)
trén mat cong di qua F. Do dé, tht ca nhitng vécto tiép xtc nay
n3m trén moét mit phing don di qua Py. Do dé, tht c3 cic vécto
tiép xdc nay n3m trén mét mit phing don di qua Py véi vécto
phap tuyén N = V fy. M3t phing ndy 1 mat phing tiép xic (hay
tiép dién) véi m3t cong tai Pp.
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Quy tic day chuyén

Dao ha eo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tiép dién va phép tuyén

Dinh ly 11.11 (Tinh vudng gbc cia Gradient)

Gid st ham f 13 kh3 vi tai diém Py va gradient tai Py théa man
Vfo # 0. Khi dé V fy la truc giao vdi mat mic cia f qua Py.

Gradient V fy tai diém P, trén mit [ (z,y,2) = K 13 tryc giao tai
Py v6i vécto tiép xtiic T = R clia m8i dudng cong C: R = R (¢)
trén mat cong di qua F. Do dé, tht ca nhitng vécto tiép xtc nay
n3m trén moét mit phing don di qua Py. Do dé, tht c3 cic vécto
tiép xdc nay n3m trén mét mit phing don di qua Py véi vécto
phap tuyén N = V fy. M3t phing ndy 1 mat phing tiép xic (hay
tiép dién) véi m3t cong tai Pp.

Vi du. (Tim vécto vudng géc v6i mat mdic) Tim vécto vudng gbc
v6i mit mitc 22 + 2zy — yz + 322 = 7 tai diém Py (1,1, —1).
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri ch n hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tiép dién va phép tuyén

Gia sir m3t cong S c6 médt vécto phap tuyén khac khéng N tai Fy.
Khi dé dudng thing di qua P, song song véi N dudc goi 13 phép

tuyén véi S tai Py, vd mit phing qua Py vdi vécto phap tuyén N
3 tiép dién véi S tai F.
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Quy tic day chuyén

huéng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tiép dién va phép tuyén

Gia sir m3t cong S c6 médt vécto phap tuyén khac khéng N tai Fy.
Khi dé dudng thing di qua P, song song véi N dudc goi 13 phép

tuyén véi S tai Py, vd mit phing qua Py vdi vécto phap tuyén N
3 tiép dién véi S tai F.

Gid st S la mét mat cong cb phuong trinh F (z,y,z) = C la
Py (0, Y0, 20) 1a mét diém trén S v6i F' la ham kh3 vi ¢
V Fy # 0. Khi d6 phuong trinh tiép dién véi S tai Py 13

Fy (Po) (x — o) + Fy (Po) (y — yo) + Fx (Po) (2 — 20) = 0
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri m hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Tiép dién va phép tuyén

Gia sir m3t cong S c6 médt vécto phap tuyén khac khéng N tai Fy.
Khi dé dudng thing di qua P, song song véi N dudc goi 13 phép

tuyén véi S tai Py, vd mit phing qua Py vdi vécto phap tuyén N
3 tiép dién véi S tai F.

Gid st S la mét mat cong cb phuong trinh F (z,y,z) = C la
Py (0, Y0, 20) 1a mét diém trén S v6i F' la ham kh3 vi ¢
V Fy # 0. Khi d6 phuong trinh tiép dién véi S tai Py 13

Fy (Po) (z — zo) + Fy (Po) (y — o) + F= (Po) (2 — 20) = 0
va phap tuyén véi S tai Py c6 phuong trinh tham sb 13

T = $0+Fm (anyOVZO)t
y =yo + Fy (xo,y0,20) t
z =20+ F, (z0,Y0,20)
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tim tiép dién va phap tuyén cia mét mit cong

Vi du. Tim phuong trinh cla tiép dién va phap tuyén tai diém
Py (1,—1.2) trén mit cong S xac dinh béi z2y + 3%z + 2%z = 5.
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day chuyén
eo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Tim tiép dién va phap tuyén cia mét mit cong

Vi du. Tim phuong trinh cla tiép dién va phap tuyén tai diém
Py (1,—1.2) trén mit cong S xac dinh béi z2y + 3%z + 2%z = 5.

Vi du. Tim phuong trinh cla tiép dién va phap tuyén véi mit nén
Z2=z?4+y’taiditmcébz =3,y =4va z>0.

Vi du. Tim phuong trinh cla tiép dién va phap tuyén véi mit
paraboloid z = z2 + 42 tai diém c6 x = 3,y = 4.
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Quy tac day chuyén

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién £ Ing

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange




Ham nhiéu bién Gradient

Nhan tir

Ham f (z,y) dugc goi |3 dat cuc dai tuyét dbi (absolute
maximum) tai (zo,y0) néu f (zo,y0) > f (x,y) véi moi (x,y)
trong mién xac dinh D cha f. Tuong tu, f dugc goi |3 dat cuc
tiéu tuyét dbi (absolute minimum) tai (2o, y0) néu

f (xo,yo) <f (a: y) v6i moi (z,y) trong D. Cuc dai tuyét dbi va
cuc tidu tuyét dbi dugc goi chung 13 cuc tri tuyét déi (absolute
extrema).

Cho f 13 mdt ham xdc dinh trén mdt mién chira (zo,Y0)-

o f(x0,y0) 12 mét cuc dai tuang dbi (relative maximum) néu
f(z,y) < f(x0,90) v6i moi (x,y) ndm trong mot dia md
chtra (zg, o).

o f(xo,y0) la mbét cuc tiéu tuong dbi (relative minimum) néu
f(z,y) > f(x0,y0) véi moi (z,y) ndm trong mdt dia mé
chda (x0,y0).
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh ly 11.12 (Tiéu chuan dao ham riéng cho cuc tri tuong dbi)

Néu f c6 mét cuc tri tuong dbi (cuc dai hodc cuc tiéu ) tai
Py (z0,y0) va cdc dao ham riéng f, va f, déu ton tai tai (xo,yo)
thi

fz (zo,90) = fy (zo,%0) = 0.

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMT CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy tic day chuyén

Dao ham theo hur va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh ly 11.12 (Tiéu chuan dao ham riéng cho cuc tri tuong dbi)

Néu f c6 mét cuc tri tuong dbi (cuc dai hodc cuc tiéu ) tai
Py (z0,y0) va cdc dao ham riéng f, va f, déu ton tai tai (g, o)
thi

fa (%0, 90) = fy (20, 90) = 0.

M6t diém téi han (critical point) clia ham f xac dinh trén mot
dia mé tai mot diém (xg, yo) trong D khi hodc mét trong cac diéu
sau day xay ra:

o fx (‘T07y0) = fy (x07y0) =0.
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Quy tac day ch

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh ly 11.12 (Tiéu chuan dao ham riéng cho cuc tri tuong dbi)

Néu f c6 mét cuc tri tuong dbi (cuc dai hodc cuc tiéu ) tai
Py (z0,y0) va cdc dao ham riéng f, va f, déu ton tai tai (g, o)
thi

fa (%0, 90) = fy (20, 90) = 0.

M6t diém téi han (critical point) clia ham f xac dinh trén mot
dia mé tai mot diém (xg, yo) trong D khi hodc mét trong cac diéu
sau day xay ra:

o fx (‘T07y0) = fy (x07y0) =0.

@ it nhit mét trong cic [ (x0,yo) hodc fy (x0,y0) khong ton
tai.
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Quy tac

Dao theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Phan biét cac diém t6i han

Vi du. Thao ludn v& ban chit clia diém téi han (0,0) clia cic mit
bac hai
a. z =22 492 b. z4+224+y?> =1 c. z =y? — a2
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Quy tic day chuyén
Dao ham theo hur

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Phan biét cac diém t6i han

Vi du. Thao ludn v& ban chit clia diém téi han (0,0) clia cic mit
bac hai
a. z =22+ b. 24+ a2 +9y> =1

3 =y —-a?
lative minimum at (0,0) Relative maximum at (0,0) Saddle point al (0,0)

a
Rel

Figure 11.36 Interactive Classification of critical points

BO MON TO! (HOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.13 (Tiéu chuin dao ham riéng cAp hai)

Cho f (x,y) c6 diém téi han P (x0,y0) va gid st ring f c6 cac
dao ham riéng cap hai lién tuc trong mét dia tron cé tam tai
(x0,y0). Biét thirc cda f la biéu thic D = foq fyy — fgy. Khi dé:
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.13 (Tiéu chuin dao ham riéng cAp hai)

Cho f (x,y) c6 diém téi han P (x0,y0) va gid st ring f c6 cac
dao ham riéng cﬁp hai lién tuc trong mét dia tron cé tdm tai
(z0,y0). Biét thiic cda f 13 biéu thic D = ol — fgy. Khi dé:
Ham f dat cuc dai tudng d6i tai Py néu D (z9,10) > 0 va

Jzz (xo,90) < 0 (hodc tuong duong D (xo,y0) > 0 va

Sy (z0,0) <0).
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Quy tic day chuy

Ham nhidu bién Dao ham theo hudng va Gradient

Dinh Iy 11.13 (Tiéu chuin dao ham riéng cAp hai)

Cho f (x,y) c6 diém téi han P (x0,y0) va gid st ring f c6 cac
dao ham riéng cﬁp hai lién tuc trong mét dia tron cé tdm tai

(20, y0). Biét thitc cda f 13 biéu thic D = ol — fgy. Khi dé:
Ham f dat cuc dai tudng d6i tai Py néu D (z9,10) > 0 va

Jzz (xo,90) < 0 (hodc tuong duong D (xo,y0) > 0 va

fyy (o, 0) <0). ) .

Ham f dat cuc tiéu tudng doi tai Py néu D (xg,yo) > 0 va

fza (x0,y0) > 0 (hodc tuong duong D (x,y0) > 0 va

Fyy (20, 90) > 0).
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Quy tac day Chuv:

Da heo hudng va Gradient
Cur ham hai bién

Nhan tu Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.13 (Tiéu chuin dao ham riéng cAp hai)

Cho f (x,y) c6 diém téi han P (x0,y0) va gid st ring f c6 cac
dao ham riéng cﬁp hai lién tuc trong mét dia tron cé tdm tai

(20, y0). Biét thitc cda f 13 biéu thic D = ol — fgy. Khi dé:
Ham f dat cuc dai tudng d6i tai Py néu D (z9,10) > 0 va

Jzz (xo,90) < 0 (hodc tuong duong D (xo,y0) > 0 va

fyy (o, 0) <0). ) .

Ham f dat cuc tiéu tudng doi tai Py néu D (xg,yo) > 0 va

fza (x0,y0) > 0 (hodc tuong duong D (x,y0) > 0 va

fyy ($an0) > 0)
Diém Py 13 diém yén ngua néu D (zo,y0) < 0.
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Quy tac day Chuv:

Da heo hudng va Gradient
Cur ham hai bién

Nhan tu Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.13 (Tiéu chuin dao ham riéng cAp hai)

Cho f (x,y) c6 diém téi han P (x0,y0) va gid st ring f c6 cac
dao ham riéng cﬁp hai lién tuc trong mét dia tron cé tdm tai

(20, y0). Biét thitc cda f 13 biéu thic D = ol — fgy. Khi dé:
Ham f dat cuc dai tudng d6i tai Py néu D (z9,10) > 0 va

Jzz (xo,90) < 0 (hodc tuong duong D (xo,y0) > 0 va

fyy (o, 0) <0). ) .

Ham f dat cuc tiéu tudng doi tai Py néu D (xg,yo) > 0 va

fza (x0,y0) > 0 (hodc tuong duong D (x,y0) > 0 va

fuy ($an0) > 0)

Diém Py 13 diém yén ngua néu D (xg,yo) < 0.

Néu D (:Uo, yo) = 0, khi do tiéu chudn 13 khéng xdc dinh. Ching ta
khéng thé néi duoc gl Vé ban chit cda mit cong tai (xo,y0) ma
khéng cé thém su phan tich nao.
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Quy tac day ch

Ham nhidu bién Dao ham theo hudng va Gradient

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

Vi du. Tim t4t c3 céc cuc tri tuong dbi va diém yén ngua clia ham

f(z,y) =22% 4+ 22y + y* — 20 — 2y + 5.
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Quy tac day chuyén

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

Vi du. Tim t4t c3 céc cuc tri tuong dbi va diém yén ngua clia ham

f(z,y) =22% 4+ 22y + y* — 20 — 2y + 5.

Vi du. Tim tht c3 cic diém t6i han trén dd thi cia

f(z,y) = 823 — 242y + y3, va st dung tiéu chuan dao ham riéng
cap hai dé phan loai cac diém la cuc trj tuong doi hay diém yén
ngua.
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Quy tac day ch

Dao ham theo g va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du. Tim t4t c3 céc cuc tri tuong dbi va diém yén ngua clia ham

f(z,y) =22% 4+ 22y + y* — 20 — 2y + 5.

Vi du. Tim tht c3 cic diém t6i han trén dd thi cia

f(z,y) = 823 — 242y + y3, va st dung tiéu chuan dao ham riéng
cap hai dé phan loai cac diém la cuc trj tuong doi hay diém yén
ngua.

Vi du. (Tiéu chuin dao ham riéng cip
hai khéng st dung dugc) Tim tht c3
cuc tri tuong dbi v diém yén ngua trén
dd thi cta f (x,y) = z2y*.
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Quy tac day chuyén

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

Vi du. Tim t4t c3 céc cuc tri tuong dbi va diém yén ngua clia ham

f(z,y) =22% 4+ 22y + y* — 20 — 2y + 5.

Vi du. Tim tht c3 cic diém t6i han trén dd thi cia

f(z,y) = 823 — 242y + y3, va st dung tiéu chuan dao ham riéng
cap hai dé phan loai cac diém la cuc trj tuong doi hay diém yén
ngua.

Vi du. (Tiéu chuin dao ham riéng cip
hai khéng st dung dugc) Tim tht c3
cuc tri tuong dbi v diém yén ngua trén
dd thi cta f (x,y) = z2y*.

Figure 11.38 Interactive
Graph of f(x, y) = x2y*
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Cuc tri tuyét dbi clia ham lién tuc

Mét ham hai bién f (z,y) nhan gid tri cuc dai tuyét dbi va cuc tiéu
tuyét doi trén bat ky mét tap déng va bi chan nao khi né lién tuc.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Cuc tri tuyét dbi clia ham lién tuc

Mét ham hai bién f (z,y) nhan gid tri cuc dai tuyét dbi va cuc tiéu
tuyét doi trén bat ky mét tap déng va bi chan nao khi né lién tuc.

Cach tim: (f |a ham lién tuc trén tdp compact S)
Budc 1 Tim tit ca cac diém t6i han cha f trén S.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Cuc tri tuyét dbi clia ham lién tuc

Mét ham hai bién f (z,y) nhan gid tri cuc dai tuyét dbi va cuc tiéu
tuyét doi trén bat ky mét tap déng va bi chan nao khi né lién tuc.

Cach tim: (f |a ham lién tuc trén tdp compact S)
Buwdc 1 Tim tht c3 cic diém téi han cha f trén S.
Budc 2 Tim tit c3 cic diém trén bién cda S ma cuc tri tuyét déi
c6 thé xut hién (cic diém bién, diém t6i han, diém mat,. .. )
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Quy tic day chuyén
N A A DE a huéng va Gradient
Ham nhiéu bién - 18 %
am hai bién

Cuc tri tuyét dbi clia ham lién tuc

Mét ham hai bién f (z,y) nhan gid tri cuc dai tuyét dbi va cuc tiéu
tuyét doi trén bat ky mét tap déng va bi chan nao khi né lién tuc.

Cach tim: (f |a ham lién tuc trén tdp compact S)

Buwdc 1 Tim tht c3 cic diém téi han cha f trén S.
Budc 2 Tim tit c3 cic diém trén bién cda S ma cuc tri tuyét déi
c6 thé xubt hién (cic diém bién, diém t&i han, diém mat,. . .
Tinh gid tri f (x0,y0) tai moi diém (z0,70) da tim thiy
6 Budc 1 va Budc 2.

Buéc 3
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Quy tic day chuyén
N A A DE a huéng va Gradient
Ham nhiéu bién - 18 %
am hai bién

Cuc tri tuyét dbi clia ham lién tuc

Mét ham hai bién f (z,y) nhan gid tri cuc dai tuyét dbi va cuc tiéu
tuyét doi trén bat ky mét tap déng va bi chan nao khi né lién tuc.

Cach tim: (f |a ham lién tuc trén tdp compact S)

Buwdc 1 Tim tht c3 cic diém téi han cha f trén S.

Budc 2 Tim tit c3 cic diém trén bién cda S ma cuc tri tuyét déi

c6 thé xut hién (cic diém bién, diém t6i han, diém mat,. .. )
Tinh gid tri f (x0,y0) tai moi diém (z0,70) da tim thiy
6 Budc 1 va Budc 2.
Budc 4 Gia tri cuc dai (cuc tiéu) tuyét déi ctia f trén S 13 gié tri
I6n nh4t (nhd nhit) tinh dugc & Budc 3.

Buéc 3
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Quy tac

Dao theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Vi du. (Tim cuc tri tuyét déi) Tim cuc

. A A > N 2_q2
tri tuyét déi cha ham f (z,y) =™ 7Y
trén dia 22 + y2 < 1.

Giai.
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Quy tac ch

Dao ham theo hur va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Ham nhiéu bién

Vi du. (Tim cuc tri tuyét déi) Tim cuc
tri tuyét déi cha ham f (z,y) = e’ =y’
trén dia 22 + y2 < 1.

L
Glal . Figure 11.39 Graph of f
over a disk
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Ham nhiéu bién

Vi du. (Tim cuc tri tuyét déi) Tim cuc
tri tuyét déi cha ham f (z,y) = e’ =y’
trén dia 22 + y2 < 1. :

<
X

L
Glal . Figure 11.39 Graph of f
over a disk

Budc 1 fy (x,y) = 2ze™ V" va f, (z,y) = —2ye” V.
fo (z,y) = fy (v,y) =0 chi khi z =y = 0.
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Quy tac day ch
Dao ham theo hudng va Gradient
Cuyc tri cia ham hai bién

Ham nhiéu bién

Nhan tr Lagrange

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Vi du. (Tim cuc tri tuyét déi) Tim cuc
tri tuyét déi cha ham f (z,y) = e’ =y’
trén dia 22 + y2 < 1.

L
Glal . Figure 11.39 Graph of f
over a disk

Budc 1 f, (x,y) = 2re” Y va fy (x,y) = — 2y Y’
fa (z,y) = fy (x,y) =0 chi khi z =y =0.

Budc 2 Trén bién 22 + y? = 1:
f(x,y) — emQ—y2 _ ea:2—(l—z2) _ 62:22—1 — F(l’),
-1 <z <1.
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Quy tic day chuyén

Dao ham tt huéng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Vi du. (Tim cuc tri tuyét déi) Tim cuc
tri tuyét déi cha ham f (z,y) = e’ =y’
trén dia 22 + y2 < 1.

L
Glal . Figure 11.39 Graph of f
over a disk

Budc 1 f, (x,y) = 2re” Y va fy (x,y) = — 2y Y’
fa (z,y) = fy (x,y) =0 chi khi z =y =0.

Budc 2 Trén bién 22 + y? = 1:
f(x,y) — emQ—y2 _ ea:2—(l—z2) _ 62:22—1 — F(l’),
-1 <z <1.
F’"(x) = 0 chi khi z =0, khi dé y = £1. Vay (0,1) va (0,—1)
13 diém téi han trén bién. Tai mat cha doan —1 <z < 1, cac
diém t6i han tuong img 13 (—1,0) va (1,0).
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Quy tic day chuyén

Dao ham tt huéng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Vi du. (Tim cuc tri tuyét déi) Tim cuc
tri tuyét déi cha ham f (z,y) = e’ =y’
trén dia 22 + y2 < 1.

L
Glal . Figure 11.39 Graph of f
over a disk

Budc 1 f, (x,y) = 2re” Y va fy (x,y) = — 2y Y’
fa (z,y) = fy (x,y) =0 chi khi z =y =0.

Budc 2 Trén bién 22 + y? = 1:
f(x,y) — emQ—y2 _ ea:2—(l—z2) _ 62:22—1 — F(l’),
-1 <z <1.
F’"(x) = 0 chi khi z =0, khi dé y = £1. Vay (0,1) va (0,—1)
13 diém téi han trén bién. Tai mat cha doan —1 <z < 1, cac
diém t6i han tuong img 13 (—1,0) va (1,0).
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Quy tac ch

Dao ham theo hur va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Budc 3 Tinh gi4 tri cla f tai nhitng diém d3 tim dugc trong Budc 1
va 2.
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ng va Gradient
hai bién
Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Budc 3 Tinh gi4 tri cla f tai nhitng diém d3 tim dugc trong Budc 1

va 2.
Points to check l Compute f(xg,yo) = e
(0,0 F0,00=¢=1
(1N )] FO,)=¢"; minimum
0,-1) fO,-)=e"";  minimum
(1,m F(L,0)=e; maximum
(—1,0) fl=1,00=¢; maximum
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Quy tac day ch

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tr Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du vé tim cuc tri tuyét dbi

Budc 3 Tinh gi4 tri cla f tai nhitng diém d3 tim dugc trong Budc 1

va 2.
Points to check l Compute f(xg,yo) = e
{0,0) 0,0 =¢"=1
0, 1) FO,)=¢"; minimum
0,-1) fO,-)=e"";  minimum
(1,m F(L,0)=e; maximum
(=1, f(=1,00=¢; maximum

Budc 4 Nhu da dugc chi ra trong bang trén, gia tri cuc dai tuyét déi
cha f trén dia |3 e, xut hién tai (—1,0) va (1,0), va gia tri
nhd nhit 13 e, xuAt hién tai (0,—1) va (0,1).
Vi du. (Khoang cach nhd nhit tir mét diém trén mét mit phing)
Tim diém trén m3t ph3ng = + 2y + z = 5 gin nhit véi diém
P(0,3,4).
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Quy tac day chuyén

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

X4p xi binh phuong ti thidu: Gia st dif lidu
bao gébm n diém Py, ..., P, duoc biét, ta cin
tim mét dudng thing y = ma + b ma “phil
hop nhit’ véi dif liéu theo nghia 13 téng cic
binh phuong clia cic khoang cach thing ding
tir mdi diém dif liéu dén dudng thing dé 13
nhé nhit: Dudng hdi quy tuyén tinh cta dif
liéu.
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Quy tac day chuyén

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

X4p xi binh phuong ti thidu: Gia st dif lidu
bao gébm n diém Py, ..., P, duoc biét, ta cin y
tim mét dudng thing y = ma + b ma “phil
hop nhit’ véi dif liéu theo nghia 13 téng cic
binh phuong clia cic khoang cach thing ding
tir mdi diém dif liéu dén dudng thing dé 13
nhé nhit: Dudng hdi quy tuyén tinh cta dif

Ve kb

.y,

i

liéu.

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMT CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN




Quy tac day ch

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién £ e

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

X4p xi binh phuong ti thidu: Gia st dif lidu

bao gébm n diém Py, ..., P, duoc biét, ta cin y
tim mét dudng thing y = ma + b ma “phil
hop nhit’ véi dif liéu theo nghia 13 téng cic
binh phuong clia cic khoang cach thing ding
tir mdi diém dif liéu dén dudng thing dé 13
nhé nhit: Dudng hdi quy tuyén tinh cta dif
liéu.

Ve b

.y,

i

Xét cyc tri cha F (m,b) = 3. [yx — (may, + b))%, ta tim dugc:
k=1
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Quy tac day ch

N R Dao ham theo hudng va Gradient
Ham nhiéu bién £ e

Cuc tri clia ham hai bién
Nhan tr Lagrange

X4p xi binh phuong ti thidu: Gia st dif lidu
bao gébm n diém Py, ..., P, duoc biét, ta cin y
tim mét dudng thing y = ma + b ma “phil
hop nhit’ véi dif liéu theo nghia 13 téng cic
binh phuong clia cic khoang cach thing ding
tir mdi diém dif liéu dén dudng thing dé 13
nhé nhit: Dudng hdi quy tuyén tinh cta dif

Ve b

.y,

i

liéu.
n
Xét cyc tri cha F (m,b) = 3. [yx — (may, + b))%, ta tim dugc:
k=1
n i $kyk_<zn: $k><i yk)
k=1 k=1 k=1 Y
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién




Gradient
CU(, tr1 cua ham hal pien
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.15 (Lagrange)

Gi3 st ring f va g c6 cdc dao ham riéng cip mét lién tuc va f dat
cuc tri tai Py (zo,yo) khi han ché Ién dudng cong rang budc tron
g (z,y) =c. Néu Vg (zg,y0) # 0, tén tai mbt s6 \ sao cho

V f (%0,y0) = AVg (w0, y0) -

PHUGNG PHAP NHAN TU LAGRANGE
Gid str f va ¢ théa min cac diéu kién cda dinh ly Lagrange, va
f (z,y) cb cuc tri phu thudc vao rang bubc g (z,y) = c.
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Ham nhiéu bién b g va Gradient
Nhan tir Lagrange

Dinh Iy 11.15 (Lagrange)

Gi3 st ring f va g c6 cdc dao ham riéng cip mét lién tuc va f dat
cuc tri tai Py (zo,yo) khi han ché Ién dudng cong rang budc tron
g (z,y) =c. Néu Vg (zg,y0) # 0, tén tai mbt s6 \ sao cho

V f (%0,y0) = AVg (w0, y0) -

PHUGNG PHAP NHAN TU LAGRANGE

Gid str f va ¢ théa min cac diéu kién cda dinh ly Lagrange, va
f (z,y) cb cuc tri phu thudc vao rang bubc g (z,y) = c.

Buéc 1. Gidi ddng thdi ba phuong trinh sau day véi =,y va A:
fo (2,y) = Aga (z,9) Sy (z,y) = Agy (z,9),9(z,y) =c
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> va Gradient
Cuc a ham hai bién
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Dinh Iy 11.15 (Lagrange)

Gi3 st ring f va g c6 cdc dao ham riéng cip mét lién tuc va f dat
cuc tri tai Py (zo,yo) khi han ché Ién dudng cong rang budc tron
g (z,y) =c. Néu Vg (zg,y0) # 0, tén tai mbt s6 \ sao cho

V f (%0,y0) = AVg (w0, y0) -

PHUGNG PHAP NHAN TU LAGRANGE

Gid str f va ¢ théa min cac diéu kién cda dinh ly Lagrange, va

f (z,y) cb cuc tri phu thudc vao rang bubc g (z,y) = c.

Buéc 1. Gidi ddng thdi ba phuong trinh sau day véi =,y va A:

fo (@,y) = Aga (2,9) , fy (2,9) = Agy (z,9) , 9 (z,y) = ¢

Buéc 2. Tinh gia tri f tai tat cd cac diém tim dugc & Budc 1 va
tht ci cac diém trén bién cla rang bubc. Gia tri cuc tri ma ching
ta can tim phai n3m trong cac gia tri ndy.
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va Gradient
i cia ham hai bién
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

u t ring gid tri I6n nhit va nhd nhit cla
f(x,y) =1— 2% — 32 phu thudc vao diéu kién z + y = 1 vdi
T y > 0 tdn tai, s dung phuong phap nhan ti Lagrange dé
ing cuc tri nay.
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tac day ch

N A A m theo va Gradient
Ham nhiéu bién By

Cuc tri ctia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Vi du. Biét r3ng gi4 tri I6n nhit va nhd nhit cia
f(x,y) =1— 2% — 32 phu thudc vao diéu kién z + y = 1 vdi
x>0,y > 0 ton tai, st dung phuong phap nhan tr Lagrange dé
tim nhitng cuc tri nay.
Giai.
o Gidi hé
fo (@,y) = Ao (2,9) , fy (2,y) = Agy (#,y) , g (2, y) = c dugc
nghiém duy nhit z = % =y.
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Gradient
CU(, tr1 cua ham hal pien
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du. Biét r3ng gi4 tri I6n nhit va nhd nhit cia
f(x,y) =1— 2% — 32 phu thudc vao diéu kién z + y = 1 vdi
x>0,y > 0 ton tai, st dung phuong phap nhan tr Lagrange dé
tim nhitng cuc tri nay.
Giai.
o Gidi hé
fa(@,y) = Age (2,9), fy (2,y) = Agy (2, y) , g (2,y) = ¢ dugc
nghiém duy nhit z = % =y.
o Diém mut clia doan thing z+y=1véi z >0,y > 0 I3 (1,0)
va (0,1) va f(1,0)=0= f(0,1)
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Ham nhiéu bién Gradient

Nhan tir Lagrange

Vi du. Biét r3ng gi4 tri I6n nhit va nhd nhit cia
f(x,y) =1— 2% — 32 phu thudc vao diéu kién z + y = 1 vdi
x>0,y > 0 ton tai, st dung phuong phap nhan tr Lagrange dé
tim nhitng cuc tri nay.
Giai.
o Gidi hé
fa(@,y) = Age (2,9), fy (2,y) = Agy (2, y) , g (2,y) = ¢ dugc
nghiém duy nhit z = % =y.
o Diém mat cla doan th3ng z+y =1 véiz >0,y >0 3 (1,0)
va (0,1) va £ (1, 0):0—f(0 1)
o Gia tri cuc dai 12 1 tai (1, 3), va gi tri cuc tiéu 13 0 tai (1,0)
va(0,1).
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

MG rong phuong phap Lagrange cho ham ba bién

Néu mét ham f (x,y,z) c6 mdt gia tri cuc tri phu thudc vao didu
kién g (x,y, z) = ¢, thi gid tri cuc tri xuat hién tai diém (xo, Yo, 20)
sao cho g (20,40, 20) = ¢ va V f (0,0, 20) = AVg (z0, Yo, 20) VGi
s6 A nao dé.
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Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

MG rong phuong phap Lagrange cho ham ba bién

Néu mét ham f (x,y,z) c6 mdt gia tri cuc tri phu thudc vao didu
kién g (x,y, z) = ¢, thi gid tri cuc tri xuat hién tai diém (xo, Yo, 20)
sao cho g (20,40, 20) = ¢ va V f (0,0, 20) = AVg (z0, Yo, 20) VGi
s6 A nao dé.

PHUONG PHAP NHAN TU LAGRANGE
Tuong tu nhu dbi véi ham hai bién, ta tim cuc tri ¢6 diéu kién cla
ham ba bién theo hai buéc:

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

MG rong phuong phap Lagrange cho ham ba bién

Néu mét ham f (x,y,z) c6 mdt gia tri cuc tri phu thudc vao didu
kién g (x,y, z) = ¢, thi gid tri cuc tri xuat hién tai diém (xo, Yo, 20)
sao cho g (20,40, 20) = ¢ va V f (0,0, 20) = AVg (z0, Yo, 20) VGi
s6 A nao dé.

PHUGNG PHAP NHAN TU LAGRANGE

Tuong tu nhu dbi véi ham hai bién, ta tim cuc tri ¢6 diéu kién cla
ham ba bién theo hai budc:

Buéc 1. Gidi dong thai bdn phuong trinh sau day véi z,y, z va A:
Ja (I‘,y,Z) = Az (ﬂz,y,z) ’fy (m,y,z) = )‘gy (ﬂz,y,z) o 2 (l‘,y,Z) =
/\gz (x7y> Z) g (:v,y,z) =cC

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN



Quy tic day chuyén

Dao ham theo hudng va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

MG rong phuong phap Lagrange cho ham ba bién

Néu mét ham f (x,y,z) c6 mdt gia tri cuc tri phu thudc vao didu
kién g (x,y, z) = ¢, thi gid tri cuc tri xuat hién tai diém (xo, Yo, 20)
sao cho g (20,40, 20) = ¢ va V f (0,0, 20) = AVg (z0, Yo, 20) VGi
s6 A nao dé.

PHUGNG PHAP NHAN TU LAGRANGE

Tuong tu nhu dbi véi ham hai bién, ta tim cuc tri ¢6 diéu kién cla
ham ba bién theo hai budc:

Buéc 1. Gidi dong thai bdn phuong trinh sau day véi z,y, z va A:
Ja (ﬂi,y, Z) = Az (gjvyv Z) ’fy ($,y, Z) = )‘gy (x7y7 Z) o 2 (l‘,y, Z) =
/\gz(x7y>z)ag($7yvz)zcl )

Buéc 2. Tinh gia tri f tai tat cd cdc diém tim dugc & Budc 1 va
tit cd cic diém trén bién clia rang budc. Gia tri cuc tri ma ching
ta cAn tim phai n3m trong cic gia tri nay.
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Gradient
CU(, tr1 cua ham hal pien
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du. (Diém néng nhit va lanh nhit clia mét cai dia) Mét cai
thuing trong R? ¢6 hinh dang mét khéi 1ap phuong cho bdi
0<zx<1,0<y<1,0<2<1. Mét ban phgng kim loai dugc
d3t trong thiung theo cich né chiém mét phan clia mit phing
& 4y 4 z = 1 n3m trong thiing hinh I3p phuong. Néu ci thiing
ndy dugc dbt néng sao cho nhiét dé tai mdi diém (z,y, z) cho béi
T (x,y,2) =4— 222 — 3% — 2%, theo phan trim cda nhiét dé
Celsius, thi nhiét d6é néng nhAt v lanh nhAt trén ban kim loai 13 &
dau va b\éng bao nhiéu. Ban cé thé gia thiét nhirng nhiét doé cuc trj
nay ton tai.

T, = Agz —4xr=A

1

r=1

Ty = A\gy —2y =X 3
Giai. T, = \g. = 9.y & Z:§
g(z,y,2)=1 r+y+z=1 B
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Gradient
CU(, tr1 cua ham hal pien
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

Vi du. (Diém néng nhit va lanh nhit clia mét cai dia) Mét cai
thuing trong R? ¢6 hinh dang mét khéi 1ap phuong cho bdi
0<zx<1,0<y<1,0<2<1. Mét ban phgng kim loai dugc
d3t trong thiung theo cich né chiém mét phan clia mit phing
& 4y 4 z = 1 n3m trong thiing hinh I3p phuong. Néu ci thiing
ndy dugc dbt néng sao cho nhiét dé tai mdi diém (z,y, z) cho béi
T (x,y,2) =4— 222 — 3% — 2%, theo phan trim cda nhiét dé
Celsius, thi nhiét d6é néng nhAt v lanh nhAt trén ban kim loai 13 &
dau va b\éng bao nhiéu. Ban cé thé gia thiét nhirng nhiét doé cuc trj
nay ton tai.

T, = Agz —4xr=A

1

r=1

Ty = A\gy —2y =X 3
Giai. T, = \g. = 9.y & Z:§
g(z,y,2)=1 r+y+z=1 B
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Quy tac diy chuy:

Dao ham theo hur va Gradient
Cuc tri clia ham hai bién

Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

@ Doc theo cac canh

CHUONG 11. HAM NHIEU BIEN




Quy tac day ch

a theo hu vq Gradient
CUL tri ctia ham hai bién
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

@ Doc theo cac canh
o AC: 2+ 2=1,y=0, T(z,y, 2) = Ty(z) = 3 — 322 + 2,

0 < < 1. Diém t6i han tim duoc 1a (1,0, 2).

™)
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va Gradient
CUL tri ctia ham hai bién
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

@ Doc theo cac canh

o AC:z+2=1,y=0,T(z,y,2) = Ty(z) = 3 - 32° + 2z,

0 <z < 1. Diém téi han tim dugc 13 (3,0,2
o AB:z+y=1,2=0,T(z,y,2) = Ta(x) = 3 — 32% + 2,

0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4, 2,0).

~—
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Ham nhiéu bién

Cuc tri cia ham hai
Nhan tir Lagrange

@ Doc theo cic canh
o AC: 2+ 2=1,y=0, T(z,y, 2) = Ty(z) = 3 — 322 + 2,
0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4,0, 2).
o AB:z+y=1,2=0,T(z,y,2) = Ta(x) = 3 — 32% + 2,
0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4, 2,0).
o BC:y+z2=1,2=0,T(z,y,2) =T3(y) = 3 + 2y — 2y,
0 < z < 1. Diém téi han tim dugc I3 (0, %, %)
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Gradient
CU(, tr1 cua ham hal pien
Nhan tir Lagrange

Ham nhiéu bién

@ Doc theo cac canh
o AC:z+2=1,y=0, T(z,y,2) = T1(
0 <z < 1. Diém t6i han tim dugc Ia (
e AB:x4+y=1,2=0,T(z,y,2) =T
0 <z < 1. Diém t6i han tim dugc 13 (
e BC:y+z=12=0,T(z,y,2) =T5(
0 < z < 1. Diém téi han tim dugc I3 (0, %, %)
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o Cic diém mut cic doan (ciing chinh 13 bién ctia ban phing
tam gidc) 1a cac dinh 1a A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1).
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a Gradient

Ham nhiéu bién

@ Doc theo cic canh
o AC: 2+ 2=1,y=0, T(z,y, 2) = Ty(z) = 3 — 322 + 2,
0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4,0, 2).
o AB:z+y=1,2=0,T(z,y,2) = Ta(x) = 3 — 32% + 2,
0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4, 2,0).
o BC:y+z2=1,2=0, T(z,y,2) = Ts(y) = 3+ 2y — 27,

0 <z <1. Diém t6i han tim dugc I3 (0, %, %) .
o Cic diém mut cic doan (ciing chinh 13 bién ctia ban phing
tam gidc) 1a cac dinh la A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)
e Tinh gia tri tai cic diém td| han: T'(£,2,2) =
32, T (f 0, 7)—3 ,T(3,2,0)=33,7(0,3,3) =
0
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a Gradient

Ham nhiéu bién

@ Doc theo cic canh
o AC: 2+ 2=1,y=0, T(z,y, 2) = Ty(z) = 3 — 322 + 2,
0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4,0, 2).
o AB:z+y=1,2=0,T(z,y,2) = Ta(x) = 3 — 32% + 2,
0 <z < 1. Diém t6i han tim duoc 13 (4, 2,0).
o BC:y+z2=1,2=0, T(z,y,2) = Ts(y) = 3+ 2y — 27,

0 <z <1. Diém t6i han tim dugc I3 (0, %, %) .
o Cic diém mut cic doan (ciing chinh 13 bién ctia ban phing
tam glac) la cdc dinh Ia A(l 0,0),B(0,1,0),C (0,0,1)

3%, (7,0 7) =33 T(3 0) :3%,T
35,7 (1,0,0) = 2, T(O 1 0):3,T( 0
cao nhit 13 360°C dat tai (% % %) nhiét do thép nhét Ié
200°C' dat tai (1,0,0).
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