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Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cu

D3&i bién

Tich phan boi

Dinh nghia tich phan boi ba

Gia st f(x,y, z) xac dinh trén mién déng, bi chin D, chia trong
mot “ hinh hop” B trong khéng gian.
e Chia B thanh mét s hitu han cic hinh hop nho b\éng cic mit
ph3ng song song véi cic mit phing toa dé. Ching ta khéng
xét dén cac hinh hép chda cc diém bén ngodi D.

- (g Vi ::L_\ \-’o%umu
AV,

el el gt

Typical box in
the partition

D

4 =t =
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Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cu

D3&i bién

Tich phan boi

Dinh nghia tich phan boi ba

e Goi AV, AVa, ..., AV, va ky hiéu cho thé tich cia céc hinh
hop con lai, va dinh nghia chu3n | P | cha viéc chia D la
dudng kinh dai nhit cda hinh hép bit ky c6 trong su phan
chia dé.

o Chon mét diém tly y (z, yf, 2;) trong m3i hinh hdp AV,
lap téng Riemann:

S F (@i vis AV
k=1

n

@ Tich phan boi ba cla f trén D dugc dinh nghia bdi gidi han:

/// F o2 dV = lim S f (@t v, #)AV
J 1P]l—0 &
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Tich phan bdi ba

Khai lugng va khéi t?m md men va ham mat dé xac suit
Toa dd tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Tich phan boi

Tinh chit cda tich phan ba I6p

Q Vi a,b 13 cic hing sb thi

[0t @2+ by g2 av -

D
:CL// f(x,y7z)dv+b///g(fl:vy’z)dv
b D

@ Néu f(z,y,2) > g(z,y,2) trén D, thi

[ff s [

© N&u mién I3y tich phan D chia thanh hai mién D; va Dy thi

// f(a:,y,z)dV:// f(:n,y,z)dV+// f(z,y,2)dV.
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Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cau

Dai bién

Tich phan boi

Dinh ly Fubini cho tich phan ba Iép

Néu ham f (x,y, z) lién tuc trong hinh hép chit nhat B:
a<x<b c<y<dnr<z<s,thitich phdn bdi ba cé thé tinh
bdi tich phan ldp sau:

///f(w,y,z)dvz/s /d /bf(ﬂf,y,z)d:rdydz
B T c a

Chd y: Tich phan I3p ndy c6 thé tinh theo thit tu bt ky, véi su
diéu chinh thich hgp véi cic can Iy tich phan

dxdydz, dxdzdy, ..., dzdydx.
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Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cu

D3&i bién

Tich phan boi

Tich phan cGa ham tich bién trén hinh hdp

Néu ham f (z,y,2) = f1(2). fo (y). f3(2) thi tich phan c6 thé
dugc viét

///f(x,y,z) dV:/bfl(x)dx/dfg(y)dy/sfg(z)dz‘
B J J J

Vi pu. Tinh [[[2%ye®dV, trong dé B la hinh hép xé4c dinh béi
B

0<z<1,1<y<2 -1<z<l1.
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Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cau

Dai bién

Tich phan boi

Tich phan bdi ba trén mién z-don

Gi3 sit D 13 mién gidi han dudi béi mat

z = u(x,y) va gidi han trén bdi z = v(x,y) c6
hinh chidu A 1én mdt phing Ozy. Néu A I3
loai | hay loai I, thi tich phan ctia ham lién tuc
f(z,y,z) trén mién D I3

Upper boundary
plane z =4 — 2y

v(z,y)

//fa:y, )dV = ///f:vy Ydzdydz

A u(z,y)

Vi py. Tinh fff:vdV, trong d6 D 13 khéi

trong gbc phan tam thu’ nhat giSi han bdi mit

l
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Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cau

D3&i bién

Tich phan boi

Tinh thé tich nh& cac tich phan béi ba V = [[[dV
D

Vi DU. Tinh thé tich cta t& dién T giéi han bdi mit phf\ng

22 4y + 3z = 6 va cdc mit phingtoa dd z =0, y =0va z = 0.
Vi DU. Tinh thé tich cla t& dién T gidi han bdi va cic mit phing
toa d6 va mit phing 2z 4+ y 4+ 3z = 6 trong géc phan tam thi
nhit bing cich chiéu 1&n mit phing Oyz.

Vi DU. Thiét Iap (khdng can tinh) mét
tich phan bdi ba d& tinh thé tich cla
khéi D gidi han trén bdi mat cAu SR
2% +y? + 22 = 4 va dudi bdi mit phing et ——g ?
y + z = 2. Hinh chiéu 1&n m3t phing o
O0zy dugc biéu didn nhu hinh bén.

Projection on
xy-plane

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 12. TiCH PHAN BOI



Tich phan bdi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa do tru va Toa dé cu

D3&i bién

Tich phan boi

Vi DU. Tinh thé tich cia vat thé D gii han bén dudi bdi mit
paraboloid z = 22 4+ y2 va gi6i han trén bdi mit phing 2z + z = 3.

a. The solid D b. The projection of D on the xy-plane . The projection of D on the xz-plane

Vi Dy. Thiét lap cong thirc (biéu din qua tich phan hai 16p) dé
tinh [[[ f(z,y)dV, trong d6 D 13 mién gisi han béi:
D

Q@ mit nén z = \/x2 + 42 va mit cu z = /a2 — 22 — ¢2.
Q@ mit ciu 22 + 32 + 22 = 9 va n3m trong mit try
2 +y? =2y.
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khdi tAm, mé men v ham mat dé xac subt
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Tich phan boi

Khéi luong va khdi tam

Néu p(z,y) 13 ham khéi lugng riéng lién tuc trén ban phing tng
véi mién phing R, thi khdi luong m cha ban phing dugc xac dinh

bdi
m = //p(x,y)dA.
R

Vi py. Tim khéi lugng ctia ban mdng c6 khdi lugng riéng
p(x,y) = x% tuong ng véi mién R gii han béi parabol
y =2 — 22 va dudng thing y = .

NHAN XET. N&u ban phing R |3 ddng chit ¢ khbi luong riéng 13
p thi khéi luong m clia ban phing duoc xac dinh bdi

m:p//dA:px (dién tich cta R) = pAg.
R
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Tich phan béi ba

Tich phan boi

Toa tru va Toa dé cau
Daoi bien

e Mémen khéi lugng ban phing: Néu p(z,y) 13 ham khbi
luong riéng lién tuc trén ban phing tng véi mién phing R, thi
md men khdi luong clia ham khéi luong riéng quanh céc truc
Ox va Oy, Ian lugt 13

M, = / / yp(, y)dA va M, — / / p(a, y)dA.
R R

o Tam khéi: N&u m 13 khéi luong clia ban mdng, khéi tam 13
(Z,7), trong dé
_ M, . _ M,
T=—vay=—.
m m
e Trong tam: Né&u trong luong riéng p 13 hing s, diém (Z,79)
dugc la trong tdm cha mién.
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Tich phan boi

Tich phan béi ba

Khéi lugng va khdi tAm, mé men v ham mat dé xac subt
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Vi DU. Xéc dinh khi tam ciia
ban phing cé khdi luong riéng 13
p(x,y) = z? Gng véi mién R gidi
han béi parabol y =2 — 22 va
dudng thing y = .

GIAL
@ Theo vi du truéc, m = %.
o M, = ffy JdA = —2

oM—ffx dA———.
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi tam, md men va ham mat db xac sut
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Tich phan boi

Khéi lugng va khdi tam cla vat thé trong R3

o Khéi lugng: m = [[[ p(z,y,z)dV.
R

M,, = ///m)(m,y,;:)dV,
R

Mzz = ///yp(xay7 Z)dV,
R

My = ///zp(:v,y, z)dV'.
R

M’UZ Macz sz
r oy ? oz :

o Moémen:

e Trong tam: (7,7,%2) = (
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Tich phan béi ba

Khéi | 3 khbi t&m, md men v ham mat dé xac suit
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Tich phan béi

Vi Dy. Mét khéi tir dién c6 cac dinh (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
va (0,0,1), hing sb khéi lugng riéng p = 6. Tim trong tim cla
khbi t dien.

(0,1, 0

a. A tetrahedron b. Projection on the xy-plane
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi tam, md men va ham mat db xac sut
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Tich phan boi

M6 men qudn tinh

Mbt ban mdng c6 khdi lugng riéng p(z,y) tng véi mién R trong
géc phan tu thit nht clia mit phing c6 mé men (thit nhit) dbi
véi mét dudng thing L xac dinh bdi tich phan

ML://sdm,
R

trong d6 dm = p(x,y)dA va s = s(z,y) la khodng céch tur diém
dit P(z,y) trong R dén L. Tuong tu, mé men thit hai, hay mé
men quén tinh, cia R quanh L dugc dinh nghia la

I, = //SQdm.
R
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi tam, md men va ham mat db xac sut
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

Tich phan boi

M6 men qudn tinh

Céc md men quan tinh cia ban phing c6 khéi luong riéng p(xz,y)
tng véi mién phang R, quanh cac truc x, y va z, lan lugt la

o I = [[y*p(z,y)dA
R
o I, = [[2%p(x,y)dA
R
o I, = [[(z*+y*)p(x,y)dA
R
Vi DU. M6t ban phing ting véi mién R trong

mit phing dugc gidi han bdi dudng parabol
y = 22 va cac dudng thing z =2 va y = 1.

6

4
(z,) 13 p(z,y) = 2%y. Tim cdc mdmen quén i\
tinh (Iam tron dé&n phan trim) clia ban phing ‘
quanh cic truc = va y.

Khéi lugng riéng clia ban phing tai m&i diém /‘_2
4
=

I
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khdi tAm, mé men v ham mat dé xac subt
Toa d6 tru va Toa dé ciu

D3&i bién

M&men quén tinh chia mdt vat thé quanh truc L tly y

Tich phan boi

Gia sl vat (ing v6i mién R va khbi luong riéng
tai mai diém (z,y,2) trén R dugc cho bdi
p(x,y,z). Cdc mémen quan tinh quanh truc
z, y va z lan luct 13:

L=[[f (v* +2%) p(,y,2)dV
R — ———

Square of distance to the x-axis Increment of mass

Iy:fff ($2+2’2) p(flf,y,Z)dV,
R —— N’

Square of distance to the y-axis Increment of mass

2 2
R N— N—
Square of distance to the z-axis Increment of mass

VI DU. Xac dinh I, cla khéi tif d|en S véi cac dinh (0,0,0),
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Tich phan béi ba
Khai lugng va khoi tdm, mé men va ham mat dé xac suat

Tich phan bdi Toa d§ tru va Toa dé ciu

Daoi bien

Déi bién sang hé toa do6 tru
Toa d6 tru sang toa dé Descates
(r,0,z) — (x,y,2):

x =rcosf r=+/22 +y?

y =rsinf tanf = ¥
z =z z =z

Toa d6 Descartes sang toa dé tru
(x,y,2) — (r,0,2):

(r. 0, O)or
¥ o0

Vi Du. Tim phudng trinh trong toa dd tru cla elliptic paraboloid
z = 2% + 332

HOA KHUD - HCMTU CHUONG 12. TiCH PHAN BOI
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Tich phan béi ba
Khai lugng va khoi tdm, mé men va ham mat dé xac suat
Toa d6 tru va Toa dd cau

Tich phan boi

Daoi bien

Tinh tich phan trong toa do tru

Gia st f(z,vy,2) lién tuc trén mién l3y tich phan D, véi
D ={(z,y,2) 1 u(z,y) < z <v(z,y),V(z,y) € A}.

//fz:y, )dV = // v/fa:y, dz| dA

(z,y)

(z,y)

// / (rcos@,rsinb, z) rdzdrdf.

A u(z,y)

v(r cos6,rsin f)

// / f(rcosf,rsiné, z) rdzdrdf.

Aro u(rcos,rsinb)
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Tich phan béi ba
Khai lugng va khoi tdm, mé men va ham mat dé xac suat

Tich phan boi

Toa db tru va Toa dd ciu
Daoi bien

Vi DU. Tinh thé tich clia vat thé trong géc phan tém thir nhit
gi6i han bdi mit tru 22 + y2 = 2y, mit nén z = /22 + 32 va mit
phang Oxy.

Vi Dy. M6t khi dong chit D véi khbi lugng riéng 13 hing sb p
gi6i han duéi bdi mit phing zy, xung quanh bdi mit tru

22+ y? =a? (a > 0), va gi6i han trén bdi mit paraboloid

z =22 + y2. Tim khdi tdm cta khbi.
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Tich phan béi ba’

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa d6 tru va Toa dd cau
Daoi bien

Tich phan boi

Toa db cau

e p 13 khodng cach tir gbc toa db dén

P, p>0.

e 0 13 géc cuc (nhu trong toa dd cuc),
0<6< 2.

e ¢ 13 géc duoc do tir chiéu duong cia
truc z xubng tia tir gbc toa dé qua P,
0<o<m.

X
a. Sphere, p =« b. Hall-cone, ¢ = a ¢. Vertical hall-plane, 8 = a

a>0 O<u<% 0=<6 <27
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa db tru va Toa dd ciu

D3&i bién

Tich phan boi

Ung dung toa do cAu trong dinh vi

Dallas-Fort A A A N 7 40 A ~
Worth 11°N Xét hé toa do vudng gbc véi goc toa do
latitucle, 97° [a tAm cda trai dat, véi chiéu duong cla
W quguudc: ) / . d

spheriea N truc 0z di qua cuc bac va m3t phang
coordinales

(3950, 263°, 57°)

Oxz di qua kinh tuyén gbc. Khi dé mét
vi trf cu thé trén b& mit duoc ky hiéu 13
(p, 0, ¢), trong do6 p la khodng cach tur
tdm cla trai dat, 0 1a kinh 8, va T — ¢
la vi do (vi vi do la gbéc tinh tir dudng
xich dao). Vi du, Dallas-Forth Worth c6
toa d6 (p, 6, &) = (3,950;263°;57°).

p = 3,950 mi Earth

Toa dd dia ly cGia Thanh phd H& Chi Minh 13 10°46/10”B,
106°40'55” D, nghia 13 dng véi toa db ciu |3 khodng
(3,950;10.5°,106.5°).
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Tich phan béi ba

Tich phan bbi Khéi lugng va khéi tém,\ md men va ham mat dé xac subt
Toa d6 tru va Toa dd cau
D3&i bién

Déi bién sang hé toa d6 cau

Toa d6 Descartes sang toa dé

p =12+ y?+ 22

Toa db cAu sang toa do Descates
(/r7 97 ¢) % (.1‘7 y’ Z)

x = psin¢cos

tanf = ¥
y = psin¢sinf
4 z
Z = pcos ¢ ¢ = cos

Vaz4y?+ 22

A A N Toa d6 tru sang toa d6 cau
Toa db cau sang toa do tru

(p, 0, ¢) sang (r, 0, 2) (r, 0, z) sang (p, 0, ¢)
r = psin¢ p= Vr? + 22
Z = PCOS = COS_1 <Z>
e ’ V24 22

BO MON TOAN - KHOA KHUD - HCMUTE CHUONG 12. TiCH PHAN BOI



Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa db tru va Toa dd ciu

D3&i bién

Tich phan boi

Biéu dién cac mat cong trong hé toa do ciu

Vi DU. Viét cic phuong trinh sau sang toa d6 ciu:
Mst cau 22 + y? + 2% = o2 (a >0)

Mst cAu 22 + y? + 2% = 22 (a>0)

Mit cau 22 +y? + 2% = da (a>0)

Mst ciu 2 + y2 + 2% = —3y (a>0)
M3t paraboloid z = 22 + y2

Mat phgng z=2

Mit tru 22 + 22 =1

Mst tru 22 + ¢y =1

©00000O0CO0C
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa db tru va Toa dd ciu

D3&i bién

Tich phan boi

Tich phan béi ba trong hé toa d6 cAu

N&u f 13 lién tuc trong mién bi chin D, thi tich phan bbi ba clia f
trén mién D dudc xac dinh bdi

[[frmaa-
- ///f (psin é cosf, psin ¢sin 8, pcos §)p? siné dp d do,
D

trong d6 D |3 mién D dugc biéu di&n sang toa do cAu.
Vi DU. Trong hinh hoc, hinh cAu ban kinh R cé thé tich 13
V= %WR?). Ha3y st dung tich phan chitng minh céng thic nay.
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Tich phan béi ba

Khai lugng va kh&i tAm, mé men va ham mat dé xac suit
Toa do tru va Toa dé cdu

D3&i bién

Tich phan béi

Vi DU. M6t con quay db choi véi khdi luong
riéng 13 h5r\1g sb P0, dugc \Iém tir mdt phan c@a [ el
ndra hinh cau (kho6i nén-cau) nhu hinh vé. Biét -
ring tdm cha chdm clu 13 tai diém ma con
quay ndy quay, va chiéu cao ctia ddy hinh nén
bang véi ban kinh cta né. Tim mdmen quan
tinh clia con quay quanh truc di xdng cia né.

Vi pu. Tinh tich phan

2— m2—y
1= / / / zdzdydx
2492

st dung toa db Dé-cic hodc toa db tru
hodc toa db cau.
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Tich phan béi ba

Khéi lugng va khéi t&m, md men va ham mat dé xac suit
Toa do tru va Toa do ciu

D&i bién

Tich phan boi

D&i bién trong tich phan boi hai

Dinh ly 12.8

N
|

Gi3 sir f 13 mét ham lién tuc bén trong mién D trong mat phing

xy va bi chdn trén mién dé, va gid sir T 13 ham 1-1 ngoai trir cac
diém trén bién tuong tng mién D* trong mat phdng uwv sang mién
D bdi cch déi bién x = g(u,v), y=h(u,v), trong dé g va h la

cdc ham kh3 vi lién tuc trén D*. Khi dé

J[ radyas = [ [ £latw.0),hu, o)) 17 )l dude,
D Dx

oz
Qv 9z 0 Ay o 4 \ A
trong dé J(u,v) = gu % = Geg — g VOi J # 0 va khéng
(
phu thuéc vao mién D’k Phan tir J(u,v)dugc goi 1a Jacobian va

con duoc ky hiéu 13 2@

O(u,v)”
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Tich phan béi ba
Khéi lugng va khoi tAm, mdé men va ham mit dé xac suat
T

Tich phan béi

Phép ddi bién tc“;ng quat: v y

T:D*C Ouv— D C Ouxy

(u7 ’U) = (g (uv 1)) h (u7 1))) I " 4

D&i bién sang hé toa do

cuc:
T =rcosf
y = rsin.

Figure 12,73 Transformaticn of a region D* by T:x =rcosé, y =rsiné
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Tich phan béi ba

Khai lugng va kh&i tAm, mé men va ham mat dé xac suit
Toa d tru va Toa do cau

Déi bién

Tich phan boi

O(u,v)

VI Du. Néu u =2y vd v =22 — 2 h3 biéu didn Jacobian
Yy ) Yy A(z,y)

theo u va v.

Vi py. Tinh tich phan [[ (£ ) dydz, véi D 13 hinh tam giac
D

T+y

gi6i han bdi dudng thing = + y = 1 va cac truc toa dd.

GIAL
o D3i bién u=x—1yY, vV=x+UY.
O(uw)
® Sy)
O(uw) O(@y) _ 1 ~an O@y) 1
® Do Gy ot = 1 M8N gryy = 3¢

° ff(Hy) dydo = 1 (3 )4 11/2|dudv =
D
1/2 [y [ u4v_4dudv =1/10.
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Tich phan béi ba
Khadi lugng va khoi tdm, mé men va ham mat dé xac suat
tru va Toa dé cau

Tich phan boi

; A e s A v e 2 2
Vi DU. Tim dién tich cia mién E gidi han bdi elip 2—2 + 2—2 =1.
Vi by. Tim trong tam (lam tron dé&n hang phan chuc) clia mién

D* trong mit ph3ng zy gidi han bdi cic dudng thing y = %(IJ a

y = %x va cac dudng thing zy = 1 va zy = 5.
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Khéi lugng va khéi tam, mé men va ham mat dé xac subt
Toa d6 tru va Toa dé cu

DG bién

Tich phan boi

D&i bién trong tich phan bdi ba

T: z=zx(uuvw) y=yluv,w), z==zwu,v,w).

Oz Oz Oz

0
o) _ |3y 8 %
O(u,v,w) % iz) (aig
ou Ov Ow

/R//f(:c,y,z)da:dydz—/R[/f[x(u,u,w)7y(u7vjw),z(ujvjw)] g((;
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