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 Trang 1

Chương 1 

TÍCH PHÂN BỘI 

 
1.1. Các mặt bậc hai chính tắc 

Cho hàm 2 biến ),( yxfz  . Đồ thị của nó chính là một mặt cong trong 

không gian R3 xác định bởi   fDyxRyxfyxfG  ),/(),(,,)( 3  

Ví dụ 1.1 Đồ thị hàm 1z x y    là mặt phẳng qua 3 điểm (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 1.2 Khảo sát đồ thị hàm 22 yxz   

Nhận xét : 

 0,),( 2  zRyx  

 Đồ thị đối xứng qua 2 mặt 0;0  yx  và cắt 2 mặt này theo các parabol 
22 ; xzyz   

 Đồ thị cắt mặt phẳng 0 hz  theo các đường tròn hyx  22  

Như vậy khi h  thay đổi từ 0 đến  , các đường tròn trên vẽ nên đồ thị, được gọi là 

mặt paraboloit eliptic 
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Ngoài ra chúng ta còn khảo sát một số mặt bậc hai có phương trình tổng quát là  

0222222  KIzHyGxFxzEyzDxyCzByAx  trong đó có ít nhất một 

hệ số bậc hai khác không. 

 Các trường hợp suy biến 

1. 012 x  : tập trống 

2. 0222  zyx  : một điểm gốc toạ độ (0,0,0) 

3. 0;0;0  zyx : các mặt Oyz; Oxz; Oxy 

4. 022  yx  : đường thẳng là giao 2 mặt 0;0  yx  

 Các mặt bậc hai chính tắc 
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: paraboloit eliptic 
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: paraboloit hyperbolic (mặt yên ngựa) 
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4. 12
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8. pxy 22  : mặt trụ parabolic 
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1.2. Tích phân bội 2 (Tích phân kép) 

1.2.1. Bài toán mở đầu: thể tích hình trụ cong 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Xét hình trụ cong giới hạn trên bởi mặt cong 0),(  yxfz , giới hạn dưới 

bởi miền phẳng D trong mặt phẳng Oxy và giới hạn xung quanh bởi mặt trụ có 

),( yxfz   
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đường sinh song song với trục Oz có đường chuẩn là biên của D (hình vẽ trên). 

Vấn đề đặt ra là hãy tính thể tích V của hình trụ cong trên? 

Chia miền D thành n mảnh nDDD ,..., 21  không dẫm lên nhau với diện tích 

tương ứng là nSSS  ,..., 21 .  

Lấy điểm ),( iii yxM  bất kỳ thuộc iD , coi thể tích của hình trụ cong i  gần 

bằng thể tích hình trụ thẳng  có đáy iD , chiều cao ),( ii yxf . Khi đó  





n

i
iiin SyxfV

1

),(  

Khi n  sao cho 0)(max iDd  thì VVnn



lim  là thể tích hình trụ cong cần tìm. 

1.2.2. Định nghĩa  

Cho hàm ),( yxf  xác định trên miền D đóng và bị chặn của mặt phẳng Oxy. 

Chia D một cách tuỳ ý thành n mảnh nDDD ,..., 21  không dẫm lên nhau có diện tích 

tương ứng là nSSS  ,..., 21  

Gọi )( iDd  là khoảng cách lớn nhất giữa 2 điểm bất kỳ thuộc iD  và 

),( iii yxM  là một điểm bất kỳ thuộc iD  

Lập tổng  



n

i
iiin SyxfI

1

),(  gọi là tổng tích phân của hàm ),( yxf  ứng với 

phân hoạch  nDDD ,..., 21  

 Nếu khi n  sao cho 0)(max iDd  mà II n   hữu hạn không phụ thuộc 

cách chia miền D cũng như cách lấy điểm ),( iii yxM  thì I gọi là tích phân kép của 

hàm ),( yxf  lấy trên miền D. Ta viết 





n

i
iiin

D

SyxfdSyxf
1

),(lim),(  

Nhận xét: 

 Vì giá trị của tích phân kép không phụ thuộc cách chia miền D nên ta có thể 

chia miền D theo những đường thẳng song song với 2 trục toạ độ. Khi đó 

iii dydxS .  hay dydxdS .    Tích phân kép  của hàm ),( yxf  lấy trên miền D sẽ 

được viết dưới dạng 
D

dxdyyxf ),(  
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 Ký hiệu biến tích phân không ảnh hưởng đến giá trị của tích phân, nghĩa là 

 
DD

dudvvufdxdyyxf ),(),(  

 Nếu ),( yxf  liên tục trên miền đóng , bị chặn D có biên trơn từng khúc thì 


D

dxdyyxf ),(  tồn tại và ta nói ),( yxf  khả tích trên D. 

 Giá trị của tích phân 
D

dxdyyxf ),(  chính là thể tích hình trụ cong giới hạn 

bởi mặt trên là mặt cong 0),(  yxfz , mặt dưới là miền phẳng D trong mặt Oxy 

và xung quanh là mặt trụ có đường sinh song song Oz, đường chuẩn là biên của D. 

 Nếu 1),( yxf  thì 
D

dxdy  chính là diện tích miền D. 

1.2.3. Tính chất 

1.    
DDD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ),(),(),(),(  

2.  
DD

dxdyyxfkdxdyyxkf ),(),(  

3. Nếu Dyxyxf  ),(,0),(  thì 0),( 
D

dxdyyxf  

4. Nếu Dyxyxgyxf  ),(),,(),(  thì  
DD

dxdyyxgdxdyyxf ),(),(  

5. ( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f x y dxdy   

6. Nếu 21 DDD   thì  
21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

7. Nếu ),( yxf liên tục trong miền đóng, bị chặn và liên thông D thì tồn tại điểm 

Dyx ),( 00  sao cho )(),(),( 00 DSyxfdxdyyxf
D

 (định lý giá trị trung bình). 

8. Nếu Myxfm  ),(  thì  
D

DMSdxdyyxfDmS )(),()(  

9. Nếu hàm ),( yxf  lẻ theo biến x (hoặc y) và miền D đối xứng qua trục Oy 

(hoặc Ox) thì ( , ) 0
D

f x y dxdy  . 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Lê Thị Thanh Hải                                Chương 1: Tích phân bội
        

 Trang 7

10.  Nếu hàm ),( yxf  chẵn  theo biến x (hoặc y) và miền D chia thành 2 miền 

không dẫm lên nhau , đối xứng nhau qua trục Oy (hoặc Ox) thì 

1 2

( , ) 2 ( , ) 2 ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy    . 

1.2.4. Cách tính tích phân kép trong hệ toạ độ Decards 

 D là miền đơn giản 

 TH1:  dycbxaRyxD  ;:),( 2  

 

 

 





















d

c

b

a

b

a

d

cD

dydxyxf

dxdyyxfdxdyyxf

),(

),(),(

 

 

 

 TH2:  )()(;:),( 21
2 xyyxybxaRyxD   

 

  











b

a

xy

xyD

dxdyyxfdxdyyxf
)(

)(

2

1

),(),(  

 

 

 

 

 TH3:  dycyxxyxRyxD  );()(:),( 21
2  

 

 

2

1

( )

( )

( , ) ( , )
x yd

D c x y

f x y dxdy f x y dx dy
 
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 

     1( )x y    2 ( )x y  
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 D là miền không đơn giản : Ta tìm cách chia D thành các miền đơn giản 

1 2, ,..., nD D D  rời nhau và ta có 
1

( , ) ( , )
i

n

iD D

f x y dxdy f x y dxdy


   

Ví dụ 1.3: Tính 2

D

I x ydxdy   với D là miền tam giác giới hạn bởi các đường 

0; ; 1y y x x     

Giải 

 

 

 

 

Ta thấy D là miền đơn giản  0 1
0

x
y x

 
  

 

Suy ra 
1 1 4

2 2

0 0 0

1
2 10

x

D

xI x ydxdy dx x ydy dx        

Ví dụ 1.4: Tính 
D

I xydxdy   với D là miền giới hạn bởi các đường 

24; 2y x y x     

Giải 

 

 

 

 

 

 

Giao điểm của các đường được xác định 
2

4 2 4
2
yy y y        

Ta thấy D là miền đơn giản 
2

4
2
2 4

y x y

y


  


  

 

Suy ra 
2

44 4 5
3 2

2 2
2

1 8 16 90
2 4

y

D y

yI xydxdy dy xydx y y y dy


 

 
        

 
     

y = x 

x = 1 

x 

y 

O

D

y2 = 2x 

y = x - 4 

x 

y 

O

D 

4 

-2 
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Ví dụ 1.5: Tính sin
D

I ydxdy   với D là miền giới hạn bởi các đường 

2

2 ; 2 ;
4
xy x x y y     

Giải 

 

 

 

 

 

 

Ta thấy D là miền không đơn giản nên nếu ta đặt  2
1

0 8
:

2
4

x
D x y x

 



 

 và 

2
2

0 2
:

4 2

x
D x xy

 



 

  thì 1 2D D D  .  Do đó  
1 2D D D

I ydxdy ydxdy ydxdy      

2 2

8 2 2 8 24 2 42
2

0 0 0 0
4 4

1 4 0
2 16 4 16

xx

x x

x x xdx ydy dx ydy x dx dx
    

          
    

       

Ví dụ 1.6. Tính 4( sin 2 )
D

I x y x dxdy   với D là miền giới hạn bởi các đường 

2 ; 1y x x    

 

Giải 

 

 

 

 

 

Nhận thấy miền D chia thành 2 miền đối xứng nhau qua trục Ox và hàm 4 sinx y  lẻ 

theo y nên 4 sin 0
D

x ydxdy   

y = 2x 

8 

16 

x = 2y 
4y = x2 

x 

y 

O

D1 

2 

y2 = x 

 x = 1 

x 

y 

O

D

1 

-1 
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Do đó 
2

1 1 1
4 4

1 1

8( sin 2 ) 2 (1 )
5D y

I x y x dxdy dy xdx y dy
 

          

1.2.5. Phương pháp đổi biến trong tích phân kép 

 Công thức đổi biến tổng quát  

Xét 2 miền xyD  và uvD  trong mặt phẳng R2. Giả sử tồn tại song ánh giữa 2 

miền với hệ hàm khả vi liên tục  
   ( , )
   ( , )

x x u v
y y u v


 
 .  

Nếu định thức Jacobi  
    

( , )     0, ( , )
( , )     

uv

x x
D x y u vJ u v D

y yD u v
u v

 
     
 
 

 thì với mọi 

hàm liên tục : xyf D R  ta có công thức đổi biến sau: 

 ( , ) ( , ), ( , )     
xyD Duv

f x y dxdy f x u v y u v J dudv  . 

Chú ý:   ( , ) 1 
( , )( , )
( , )

D x y
D u vD u v
D x y

  

Ví dụ 1.7.  Tính (2 )
D

I x y dxdy   với D là miền giới hạn bởi các đường  

1; 2
2 1; 2 3
x y x y

x y x y
   

    
 

Giải 

 

 

 

 

 

 

 

 

x Dxy 

x+y =1 

x+y =2 

2x-y 2x-y 

O 

y  

u 

2 1 

3 

1 

Duv 

u=2 u=1 

v=1 

v=3 

O 

v  
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Đặt  
  2 -
u x y

v x y
 

 
  

1 ( )
3
1 (2 )
3

x u v

y u v

   
  


  ( , ) 1
( , ) 3

D x yJ
D u v

     

Suy ra 
2 3

1 1

1 4(2 )
3 3D

I x y dxdy du vdv       

 Công thức đổi biến trong tọa độ cực 

Đặt 
  cos
  sin

x r
y r





 

, ta có 
cos sin
sin cos

r
J r

r
 
 


  . Vậy công thức đổi biến là  

 ( , ) cos , sin   
xyD Dr

f x y dxdy f r r r drd


     

Ví dụ 1.8. Tính 
2 2

2 2

1sin 1 ; :
1 0D

x yxI dxdy D
x y y

  
   
  

Giải 

 

 

 

 

 

Nhận thấy miền D đối xứng qua trục Oy và hàm 2 2

sin
1

x
x y 

 lẻ theo x nên 

2 2

sin 0
1D

x dxdy
x y


  . Vậy 2 2 1D

dxI
x y


   

Chuyển sang tọa độ cực  cos
,

sin
x r

J r
y r





 

  ta có 
2 2

' 0 11
: :

00
rx yD D

y  
    

    
 

Suy ra 
1

2 2 2
0 0

ln 2.
1 1 2D

dx rI d dr
x y r

 
  

      

Ví dụ 1.9. Tính 
2 2

2 21
D

x yI dxdy
a b

    với 
2 2

2 2: 1x yD
a b

   

Giải 

 

 

-1 

1 

1 

x 

y 

O 
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Chuyển sang tọa độ cực  
cos

,
sin

x ar
J abr

y br




 

, ta có 

2 2
' 0 1

: 1 :
0 2

rx yD D
a b  

 
     

 

Suy ra 
2 12 2

2
2 2

0 0

21 1
3D

x yI dxdy d abr r dr ab
a b



          

Ví dụ 1.10.  Tính 
D

I xdxdy   với 2 2: ( 3) ( 2) 1D x y     

Giải 

 

 

 

 

 

 

Đặt 
3 cos

,
2 sin

x r
J r

y r



 
  

  ta có 2 2 ' 0 1
: ( 3) ( 2) 1 :

0 2
r

D x y D
 

 
       

 

Suy ra  
2 1

0 0

(3 cos ) 3I d r r dr


       

1.2.6. Ứng dụng của tích phân kép 

 Tính diện tích hình phẳng    

 Từ định nghĩa của tích phân kép ta có ngay công thức tính diện tích miền 

phẳng D như sau  ( )
D

S D dxdy   

Ví dụ 1.11.  Tính diện tích miền phẳng giới hạn bởi các đường 
2 2 2 2( 1) 1; ( 2) 4; ; 0x y x y y x y         

-b 

b 

a -a 

x 

y 

O 

3 

2 
1 

x 

y 

O 
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Giải 

 

 

 

 

 

Đặt  
cos

,
sin

x r
J r

y r




 

 ta có '
2cos 4cos

:
0

4

r
D D

 




 
 

 

 

Suy ra diện tích miền D là: 

4cos4 4

0 2cos 0

1( ) 3(1 cos 2 ) 3
4 2D

S D dxdy d rdr d

 




          
      

 Tính diện tích mặt cong  

Giả sử S là mặt cong có phương trình ( , )z f x y và hình chiếu xuống mặt 

phẳng Oxy là miền phẳng D. Khi đó diện tích mặt cong S được tính theo công thức 

22

1
D

f fS dxdy
x y

            
  

Ví dụ 1.12.  Tính diện tích phần mặt paraboloit 2 2z x y   nằm trong mặt trụ 
2 2 1x y   

Giải 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gọi S là phần mặt cong cần tính diện tích. 

Hình chiếu của S xuống mặt phẳng Oxy là miền 2 2: 1D x y   

2 4 

y = x 

x 

y 

O 

O 

y 

z 

x 1 
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Phương trình mặt cong S là 2 2z x y    2 2 2 21 1 4x yz z x y        

Vậy diện tích mặt cong S là 

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

1 1 4( )x y
x y x y

s z z dxdy x y dxdy
   

         

Chuyển sang tọa độ cực ' 0 1
:

0 2
r

D D
 

 
   

 

 
2 1

2

0 0

1 4 5 5 1
6

s d r r dr
 
       

 Tính thể tích hình trụ cong    

Xét hình trụ cong có mặt dưới là miền phẳng D thuộc mặt phẳng Oxy, mặt 

trên là mặt cong ( , )z f x y , xung quanh là mặt trụ có đường sinh song song với 

trục Oz, đường chuẩn là biên của miền D. Khi đó thể tích hình trụ cong được tính 

theo công thức sau: 

( , )
D

V f x y dxdy   

Ví dụ 1.13. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt 20; 4; ; 1z z y x y     

Giải 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình chiếu của vật thể xuống mặt phẳng Oxy là miền 
2

1 1
:

1
x

D
x y
  


 
 

Thể tích của vật thể 
2

1 1

1

164 4
3D x

V dxdy dx dy


      

4 

1 O 

y 

z 

x 
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Ví dụ 1.14.   Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt   
2 2 2 24 ; 2 2z x y z x y       

Giải 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình chiếu của vật thể xuống mặt phẳng Oxy là hình chiếu của giao tuyến 2 mặt, 

tức là 
2 2

2 2 2 24 1 2
2 2
x yx y x y         

Thể tích vật thể  

2 2

2 2
2 2

2

4 1
2x y

x yV x y dxdy
 

  
      

  
  

   
2 2

2 2
2 2

0 02

3 32 2 3
2 2x y

x y dxdy d r r dr


 
 

         

1.3. Tích phân bội 3 

1.3.1. Định nghĩa 

Cho hàm ( , , )f x y z  xác định trong miền đóng, bị chặn V của không gian 

Oxyz. Chia miền V thành n miền nhỏ 1 2, ,..., nV V V không giao nhau có thể tích tương 

ứng là  1 2, ,..., nV V V   . 

Lấy điểm ( , , )i i i iM x y z  tùy ý thuộc miền iV  và lập tổng tích phân  

1

( , , )
n

n i i i i
i

S f x y z V


   

1 

4 

O 

y 

z 

x 
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Nếu khi n   sao cho max ( ) 0id V   (đường kính miền iV ) mà nS S  hữu 

hạn không phụ thuộc cách chia miền V cũng như cách chọn ( , , )i i i iM x y z  thì S được 

gọi là tích phân bội 3 của hàm ( , , )f x y z  trên miền V. Kí hiệu  
V

f(x, y,z)dV  

Ta có thể chia miền V theo các mặt phẳng song song với các mặt phẳng tọa 

độ và do đó ΔV = Δx.Δy.Δz = dxdydz . Từ đó ta có  
V V

f(x, y,z)dV f(x, y,z)dxdydz  

1.3.2. Tính chất 

1. 
V V

k.f(x, y,z)dxdydz k f(x, y,z)dxdydz .  

2. 
V V V

f(x, y,z) (x, y,z) dxdydz f(x, y,z)dxdydz g(x, y,z)dxdydz      g  

3. Nếu hàm ( , , ) 0, ( , , )f x y z x y z V    thì 
V

f(x, y,z)dxdydz  0  

4. Nếu ( , , ) , ( , , )m f x y z M x y z V     thì 

V

f(x, y,z)dxdydz   m. (V) M. (V)  

5. Nếu ( , , ) ( , , ), ( , , )f x y z g x y z x y z V    thì  

V V

f(x, y,z)dxdydz g(x, y,z)dxdydz   

6. 
V V

f(x, y,z)dxdydz f(x, y,z) dxdydz   

7. Nếu miền V chia thành 2 miền 1 2,V V  không dẫm lên nhau thì  

V V V

f(x, y,z)dxdydz f(x, y,z)dxdydz f(x, y,z)dxdydz   
1 2

 

8. Nếu  hàm ( , , )f x y z  liên tục trên miền V đóng, bị chặn và liên thông thì 

tồn tại  0 0 0, ,x y z V  sao cho 
V

f(x, y,z)dxdydz f(x , y ,z )  0 0 0 . (V)  (định lý giá trị 

trung bình). 

9. Nếu hàm ( , , )f x y z  lẻ theo biến x (biến y, biến z) và miền V đối xứng 

nhau qua mặt Oyz (Oxz, Oxy) thì 
V

f(x, y,z)dxdydz  0  
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10. Nếu hàm ( , , )f x y z  chẵn theo biến x (biến y, biến z) và miền V được chia 

thành 2 miền 1 2,V V  không dẫm lên nhau , đối xứng nhau qua mặt Oyz (Oxz, Oxy) 

thì  
V V V

f(x, y, z)dxdydz f(x, y,z)dxdydz f(x, y,z)dxdydz   
1 2

2 2  

1.3.3. Cách tính tích phân bội 3 trong toạ độ Decards 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Xét tích phân bội 3:  ( , , )
V

I f x y z dxdydz   với V là miền được giới hạn dưới bởi 

mặt cong 1( , )z z x y , giới hạn trên bởi mặt cong 2 ( , )z z x y  và  giới hạn xung 

quanh bởi mặt trụ có đường sinh song song với trục Oz, đường chuẩn là biên của 

miền D (là hình chiếu của V xuống mặt phẳng Oxy). Khi đó 

V

f(x, y,z)dxdydz dxdy f(x, y,z)dz
 
 
 
 

  
2

1

z (x,y)

D z (x,y)

 

Ví dụ 1.15. Tính 2
V

I xdxdydz   với V là miền được xác định như sau 

2 20; 0; 4x y x y z      
Giải 

 

 

 

 

V 

O 

y 

z 

x 
D 

z = z1(x,y) 

z = z2(x,y) 

2 
O 

4

y 

z 

x 
D
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Hình chiếu của V xuống mặt phẳng Oxy là 
2 2 4

:
0, 0

x y
D

x y
  


 
 

Suy ra 
2 2

4
2 22 2 2 (4 )

V D Dx y

I xdxdydz dxdy xdz x x y dxdy


 
     
 
 

     

Chuyển sang tọa độ cực '
0 2

: ,
0

2

r
D D J r

 
 

 

 

Ta có 
22

2 2

0 0

1282 cos (4 )
15

I d r r dr



      

Ví dụ 1.16. Tính 
V

I zdxdydz   với V là miền được giới hạn bởi các mặt 

20; 4; ; 1z z y x y     

Giải 

 

 

 

 

 

 

Hình chiếu của V xuống mặt phẳng Oxy là 2

1 1
:

1
x

D
x y
  
  

 

Suy ra 
2

4 1 1 1
2

0 1 1

328 8 8 (1 )
3V D D x

I zdxdydz dxdy zdz dxdy dx dy x dx
 

 
       

 
        

Ví dụ 1.17. Tính  3 3 3

V

I x y z dxdydz    với V là  quả cầu được xác định 

2 2 2 2x y z R    

Giải 

 

 

 

 

4 

1 O 

y 

z 

x 

R
x 

O 

z 

y 
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Nhận xét thấy miền V đối xứng nhau qua 3 mặt phẳng tọa độ và các hàm 3 3 3, ,x y z  

lẻ theo các biến , ,x y z  nên  3 3 3 0
V

I x y z dxdydz     

1.3.4. Phương pháp đổi biến trong tích phân bội 3 

 Công thức đổi biến tổng quát 

Giả sử miền Vuvw trong không gian O’uvw được ánh xạ song ánh sang miền Vxyz 

của không gian Oxy bởi hệ hàm khả vi liên tục 
   ( , , )
   ( , , )

( , , )

x x u v w
y y u v w
z z u v w


 
 

 

Nếu định thức Jacobi J = ( , , )  0, ( , , )
( , , )

x x x
u v w

D x y z y y yJ u v w Vuvw
D u v w u v w

z z z
u v w

  
  
  

    
  
  
  

 

thì ta có công thức đổi biến sau 

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )( )
xyz uvwV V

f x y z dxdydz f x u v w y u v w z u v w dudvdwJ  . 

Chú ý: ( , , ) 1  
( , , )( , , )
( , , )

D x y z
D u v wD u v w
D x y z

  

Ví dụ 1.18. Tính 
V

I dxdydz   với V là  miền elipxoit được xác định 

2 2 2
2

2 2 2

x y z R
a b c

    

Giải 

 

 

 

 

Đặt 2 2 2 2

 
' :  

x au
V u v w Ry bv

z cw


    
 

 ;  
0 0

0 0
0 0

a
J b abc

c
   

a

b

c

x 
O 

z 

y 
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Suy ra 
'V V

I dxdydz abcdudvdw    

Hình chiếu của V’ xuống mặt phẳng Ouv là đường tròn 2 2 2:D u v R   và  
2 2 2 2 2 2R u v w R u v        

Vậy  
2 2 2

2 2 2

2 2 22
R u v

D DR u v

I abc dudv dw abc R u v dudv
 

  

 
    
 
 

    

Chuyển sang tọa độ cực 0
' :

0 2
r R

D D
 
 

   
 

Do đó 
2

2 2

0 0

42
3

R

I abc d r R r dr Rabc


      

 Đổi biến trong tọa độ trụ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Xét điểm ( , , )M x y z  trong không gian Oxyz có hình chiếu xuống mặt phẳng 

Oxy là '( , , 0)M x y . Gọi ( , )r   là tọa độ cực của M’. Khi đó ( , , )M r z  được gọi là 

tọa độ trụ của điểm M và được xác định   

cos

sin

x r

y r

z z





   

 có J r  

 Công thức đổi biến trong tọa độ trụ là  

 ( , , )  ( cos , sin , )
xyz r zV V

f x y z dxdydz f r r z rdrd dz


     

Ví dụ 1.19. Tính 2 2( )
V

I x z dxdydz   với V là  miền được giới hạn bởi các mặt  

2 2 2 ; 2x z y y    

Giải 

φ  r
M’

M

x 

O 

z 

y 

y 
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Đặt  
cos

sin ;

x r

z r J r

y y




    

, ta có 
2

0 2
' : 0 2

22

r
V V

r y

 

    


 

 

Suy ra 
2

2 2 2 2 2
2 2 3 3

0 0 0
2

16( ) 2 2
2 3V r

rI x z dxdydz d r dy dr r dr
  

 
   

       
  

 

      

 Đổi biến trong tọa độ cầu 

 

 

 
 

 

 

Xét điểm ( , , )M x y z  trong không gian Oxyz có hình chiếu xuống mặt phẳng 

Oxy là '( , , 0)M x y .  

Gọi    : khoảng cách từ O đến M. 

  : góc giữa Ox


 và 'OM


 

  : góc giữa Oz


 và OM


 

Khi đó ( , , )    được gọi là tọa độ cầu của điểm M 
cos sin

sin sin

cos

x

y

z

  
  
 

   

 có 

2 sinJ    

Công thức đổi biến trong tọa độ cầu là  

Ө

φ  

ρ  

M’

M

x 

O 

z 

y 
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2 ( , , )  ( cos sin , sin sin , cos ) sin
xyzV V

f x y z dxdydz f d d d


               

Ví dụ 1.20. Tính 2 2 2

V

I x y z dxdydz    với V là  quả cầu 2 2 2x y z z    

Giải 

 

 

 

 

 

 

Đặt  2

cos sin

sin sin ; sin

cos

x

y J

z

  
    
 

    

,  từ phương trình mặt cầu 2 2 2x y z z    

    2 cos cos         

Ta có 
0 cos

' : 0 2

0 2

V V
 
 



    


 

.  Suy ra  

2 cos2
2 2 2 2

0 0 0

2
4

0

sin .

12 sin cos
4 10

V

I x y z dxdydz d d d

d


 



     

   

 
     

 

 

   



 

Ví dụ 1.21. Tính 
V

I zdxdydz   với V là  miền được giới hạn bởi các mặt 

2 20; 1z z x y     

Giải 

 

 

 

 

1 

1 

O 

y 

z 

x 

1/2 

c

x 
O 

z 

y 

1/2 
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Cách 1: Dùng tọa độ cầu 

Đặt  2

cos sin

sin sin ; sin

cos

x

y J

z

  
    
 

    

,   ta có 
0 1

' : 0 2

0 2

V V

 



    


 

.  

 Suy ra 
2 12

2

0 0 0

sin cos .
4V

I zdxdydz d d d


 
             

Cách 2: Dùng tọa độ trụ 

Đặt  
cos

sin ;

x r

y r J r

z z




    

,   ta có 
2

0 1
' : 0 2

0 1

r
V V

z r

 

  


  


  

.  

 Suy ra 
22 1 1

0 0 0 4

r

V

I zdxdydz d r zdz dr
 


 
   
 
 

     

Ví dụ 1.22. Tính 
V

I zdxdydz   với V là  miền được giới hạn bởi các mặt 

2 2 2 2; 2z x y z x y      

Giải 

 

 

 

 

 

 

 

Cách 1: Dùng tọa độ cầu 

Đặt  2

cos sin

sin sin ; sin

cos

x

y J

z

  
    
 

    

,   ta có 
0 2

' : 0 2

0 4

V V

 



    


 

.  

 Suy ra 
2 24

2

0 0 0

sin cos .
2V

I zdxdydz d d d


 
             

4


1 
2  

2
 

O 

y 

z 

x 

1 
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Cách 2: Dùng tọa độ trụ 

Đặt  
cos

sin ;

x r

y r J r

z z




    

,   ta có 
2

0 1
' : 0 2

2

r
V V

r z r

 

  


  


  

.  

 Suy ra  
22 1 2 1

2 2

0 0 0 0

12 2
2 2

r

V

I zdxdydz d r zdz dr r r dr
 
 

 
      
 
 

      

1.3.5. Ứng dụng của tích phân bội 3 

Thể tích miền V trong không gian Oxyz được tính bởi công thức sau 

( )
V

V dxdydz    

Ví dụ 1.23. Tính thể tích vật thể được giới hạn bởi các mặt 2 20; 1z z x y     

Giải 

 

 

 

 

 

 

 

Chuyển sang tọa độ trụ 
cos

sin ;

x r

y r J r

z z




    

,   ta có 
2

0 1
' : 0 2

0 1

r
V V

z r
 

  
  
   

.  

 Suy ra  
22 1 1 1

2

0 0 0 0

( ) 2 1
2

r

V

V dxdydz d r dz dr r r dr
  

 
       

 
      

Ví dụ 1.24. Tính thể tích vật thể được giới hạn bởi các mặt 
2 2 2 20; ; 4z z x y x y      

Giải 

 

 

 

1 O 

z 

y 

x 

1
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Chuyển sang tọa độ trụ 
cos

sin ;

x r

y r J r

z z




    

,   ta có 
2

0 2
' : 0 2

0

r
V V

z r
 

  
  
  

.  

 Suy ra 
22 2 2

3

0 0 0 0

( ) 2 8
r

V

V dxdydz d r dz dr r dr


  
 

      
 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

2O 

z 

y 

x 
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