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Bài toán :  Biết hàm Y(s) , tìm hàm thời gian y(t)=?

Y(s) thường có dạng tỉ số của hai đa thức:

2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

m m 1

m m 1 0

n n 1

n n 1 0

b s b s ... bP(s)
Y(s)

Q(s) a s a s ... a

−

−

−

−

+ + +
= =

+ + +

◼ PP giải: Phân tích Y(s) thành tổng các phân thức 

đơn giản, sau đó áp dụng các công thức cơ bản.

◼ Cách phân tích Y(s) phụ thuộc vào loại nghiệm của 

mẫu số Q(s) (nghiệm đơn/ bội/ phức).

n n
1 1

i i

i 1 i 1

y(t) [Y(s)] [Y (s)] y (t)− −

= =

= = = L L

(m<n)
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1) Mẫu số của Y(s) chỉ có nghiệm đơn

2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

Các hệ số Ai (i=1,2,…,n) xác định bởi:

n 1 2 nQ(s) a (s s )(s s )...(s s )= − − −

1 2 i n

1 2 i n

A A A AP(s)
Y(s) ... ...

Q(s) s s s s s s s s
= = + + + + +

− − − −

i
i i

s s
s s

i i i
s s

A lim [(s s ).Y(s)] [(s s ).Y(s)] Res [Y(s)]=
=→

= − = − =

i 1 2 n

n
s t s t s t s t

i 1 2 n

i 1

y(t) A e A e A e ... A e
=

= = + + +

Tra bảng ta có: i1 i
i

i

s tA
A e

s s

−  
= 

− 
L



Giả sử Q(s) có n nghiệm đơn s1 , s2 ,…, sn

Khi đó có thể phân tích :
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10/19/2020 4

2
s 2

A lim [(s 2)Y(s)]
→−

= + =

2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

Ví dụ :  Tìm y(t) biết

31 2
AA A5s 3

Y(s)
2s(s 2)(s 5) s s 2 s 5

+
= = + +

+ + + +

1
s 0

A lim [s.Y(s)]
→

= =

Giải. Mẫu số của Y(s) có 3 nghiệm đơn s1 =0, s2 =-2 , s3 =-5 

và hệ số an=a3=2. Do đó có thể phân tích :

2

5s 3
Y(s)

s(2s 14s 20)

+
=

+ +

3
s 5

A lim [(s 5)Y(s)]
→−

= + =
s 5

5s 3 22 11
lim

2s(s 2) 30 15→−

+
= − = −

+

s 2

5s 3 7
lim

2s(s 5) 12→−

+
=

+

s 0

5s 3 3
lim

2(s 2)(s 5) 20→

+
=

+ +
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

3 7 11
Y(s)

20s 12(s 2) 15(s 5)
= + −

+ +

1 2t 5t3 7 11
y(t) [Y(s)] .1(t) e e

20 12 15

− − −= = + −L



t
y( ) lim[y(t)] 3 / 20

→
 = =

s 0
y( ) lim [s.Y(s)]

→
 =

Nhận xét: Tìm giá trị xác lập y() ? 

Cách 1:  

Cách 2: Dùng định lý giá trị cuối

2s 0

5s 3 3
lim

202s 14s 20→

+
= =

+ +

2t 5t3 7 11
e e

20 12 15

− −= + −
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2) Mẫu số của Y(s) có nghiệm bội

2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

r

n 1 n r kQ(s) a (s s )...(s s )(s s )−= − − −

( ) ( )
1 n r r 2 1

r 2
1 n r kk k

A A B B B
Y(s) ... ...

s s s s s ss s s s

−

−

= + + + + + +
− − −− −

i
i i

s s
A lim [(s s ).Y(s)]

→
= −

Giả sử Q(s) có (n-r) nghiệm đơn s1 , s2 ,…, sn-r  

và một nghiệm bội sk lặp r lần

Khi đó có thể phân tích :

s sk

r i
r

i kr i

1 d
B lim (s s ) .Y(s)

(r i)! ds→

−

−

 
 = −  −  

( i=r,r-1,…,1)

( i=1,2,…,n-r)
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

s sk

r i
r

i kr i

1 d
B lim (s s ) .Y(s)

(r i)! ds→

−

−

 
 = −  −  

2 2

2 k 1 k
s s s sk k

d
B lim (s s ) .Y(s) ; B lim (s s ) .Y(s)

ds→ →

 
   = − = −    

 

 i k k k

r 1n r
s t s t s t s t

i r 2 1

i 1

t
y(t) A e B e ... B te B e

(r 1)!

−−

=

= + + + +
−



( ) ( )
1 n r r 2 1

r 2
1 n r kk k

A A B B B
Y(s) ... ...

s s s s s ss s s s

−

−

= + + + + + +
− − −− −

◼ Nếu r =2 (nghiệm kép), cần tìm 2 hệ số B2 , B1  
:

( i=r,r-1,…,1)
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

Ví dụ :  Tìm y(t) biết

( )
1 2 2 1

22

A A B B5s 24
Y(s)

s(s 4)(s 3) s s 4 s 3s 3

+
= = + + +

+ + + ++

1 2s 0 s 0

5s 24
A lim [s.Y(s)] lim

(s 4)(s 3)→ →

+
= = =

+ +

Giải. Mẫu số của Y(s) có 2 nghiệm đơn s1=0 ; s2=-4

và một nghiệm kép sk =-3 nên có thể phân tích :

2

5s 24
Y(s)

s(s 4)(s 6s 9)

+
=

+ + +

2 2s 4 s 4

5s 24
A lim [(s 4)Y(s)] lim

s(s 3)→− →−

+
= + = =

+

2
2

s 3 s 3

5s 24
B lim [(s 3) Y(s)] lim

s(s 4)→− →−

+
= + = =

+

24 2

36 3
=

4
1

4
= −

−

9
3

3
= −

−
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

2
1

s 3 s 3

d d 5s 24
B lim [(s 3) Y(s)] lim

ds ds s(s 4)→− →−

  + 
= + =    

+    

1 2 2s 3

5s(s 4) (2s 4)(5s 24)
B lim

s (s 4)→−

+ − + +
=

+

( ) ( )
2

2 1 3 1
Y(s)

3s s 4 3(s 3)s 3
= − − +

+ ++


1 4t 3t 3t2 1
y(t) [Y(s)] e 3te e

3 3

− − − −= = − − +L

2

'u u v v u

v v

 − 
= 

 

Lưu ý:

3 1

9 3
= =
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3) Mẫu số của Y(s) có nghiệm phức

2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

n 1 n 2 1 2Q(s) a (s s )...(s s )(s p )(s p )−= − − − −

( )
1 n 2 1 2

2 2
1 n 2

A A C (s a) C
Y(s) ...

s s s s s a

−

−

− + 
= + + +

− − − + 

Giả sử Q(s) có (n-2) nghiệm đơn s1 , s2 ,…, sn-2

và 2 nghiệm phức p1,2 = a  j

Khi đó có thể phân tích :

2 2

n 1 n 2Q(s) a (s s )...(s s )[(s a) ]−= − − − + 

Các hệ số Ai , C1 ,C2 xác định bằng :

- Phương pháp đồng nhất hệ số đa thức, 

- hoặc Tính theo công thức:
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

i i
s si

A lim [(s s )Y(s)]
→

= −

  1 1 2 1s p

1
C Im (s p )(s p )Y(s) == − −



  2 1 2 1s p

1
C Re (s p )(s p )Y(s) == − −



( )
1 n 2 1 2

2 2
1 n 2

A A C (s a) C
Y(s) ...

s s s s s a

−

−

− + 
= + + +

− − − + 

(i=1,…,n-2)

i

n 2
s t at at

i 1 2

i 1

y(t) A e C e cos t C e sin t
−

=

= +  + 

Biến đổi Laplace ngược hàm ảnh Y(s) ta được :

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

Nhận xét :  Có thể đưa kết quả về dạng hàm sin hay cos
của tổng/hiệu.

2 2

2 2 2 2
sin t cos t sin t cos t

  
     =  +     

  +   +  

( )2 2 sin t cos cos t sin=  +      

2 2 sin( t )=  +    

Trong đó :

2 2 2 2
arccos arcsin

 
 = =

 +   + 
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

Ví dụ:  Tìm y(t) biết

1 2

2 2

C (s 3) 4C2s 5 A
Y(s)

s(s 6s 25) s s 6s 25

+ ++
= = +

+ + + +

Giải. Mẫu số của Y(s) có một nghiệm đơn s=0 và hai 

nghiệm phức  p1,2 =-3 4j nên có thể phân tích :

2

2s 5
Y(s)

s(s 6s 25)

+
=

+ +

1

2

21

2C 3 4(A )s (6A )s 25A
Y(s)

s(s 6s 25)

C C+ + + + +
=

+ +

25A 5=

1A C 0+ =

1 26A 3C 4C 2+ + =

A 1/ 5=

1C 1/ 5= −

2C 7 / 20=

So sánh với Y(s) đã cho, ta được:
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

2 2 2 2 2

1 7 1 7
(s 3) (4) (s 3) ( )

1 15 20 5 20Y(s)
5s s 6s 25 5s (s 3) 4 (s 3)

4

4

− + + − +

= + = + +
+ + + + + +

1 3t 3t1 1 7
y(t) [Y(s)] e cos4t e sin 4t

5 5 20

− − −= = − +L

3t1 1
e (7sin 4t 4cos4t)

5 20

−= + −

3t1 65 7 4
e sin 4t cos4t

5 20 65 65

−  
= + − 

 

3t1 65
e sin(4t )

5 20

−= + − 

7 4
arccos arcsin

65 65
 = =Vôùi
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2.2.4. Tìm biến đổi Laplace ngược

20 0s s

2s 5 1
A lim [sY(s)] lim

5s 6s 25→ →

+
= = =

+ +

 1 2 3 4 j1s p s

2s 5
D (s p )(s p )Y(s)

s
− += =

+ 
= − − =  

 

 1

1 1 4 1
C Im D

4 5 5

  
= = − = −  

   

◼ Cũng có thể tính A, C1 , C2 bằng công thức :

( )( )
2

1 8j 3 4j1 8j 35 20j 7 4
D j

3 4j 25 5 59 16j

− + − −− + −
= = = = −

− + −

 2

1 1 7 7
C Re D

4 5 20

  
= = =  
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Bài tập:   Cho Y(s), tìm y(t)=?

2

18s 126
Y(s)

s(s 23s 126)

+
=

+ +

2

s 20
Y(s)

s(2s 16s 30)

+
=

+ +

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

2

3s 40
Y(s)

s(s 5)(s 3)

+
=

+ +

2

6s 15
Y(s)

s(s 1)(s 8s 16)

+
=

+ + +

2

s 5
Y(s)

s(s 4s 5)

+
=

+ +

2

15s 225
Y(s)

s(s 18s 225)

+
=

+ +

9t 14t4 9
y(t) 1 e e

5 5

− −= + −

9t 9t1
y(t) 1 e cos12t e sin12t

2
- − −= +

2ty(t) 1 2e sin t
4

−  
= − + 

 

3t 5t2 17 3
y(t) e e

3 12 4

− −= − +

t 4t 4t15 3 1
y(t) e te e

16 4 16
- - +− − −=

5t 3t 3t8 5 31 13
y(t) e te e

9 4 6 36
- -− − −= +
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